Etude des suites réelles
Exercices

E1A 2016-2017

Suites bornées, suites monotones

I Soit (uy) une suite telle que : IM € R, Ing € N,¥n > ng, u, < M.

a. Donner la négation de cette propriété.

b. Montrer que la suite (u,) est majorée. On exhibera 'un de ses majorants.
IT a. La suite (1 — %H)HGN est-elle majorée ? minorée ?

b. Répondre aux mémes questions dans le cas de la suite (1 + %H)HGN'

ITT Déterminer le sens de variation des suites (u,,) et (v,) définies par :
L n!

a. vn e N, u,, = - b. Vn e N*, v, = —
k=1 k Vn

Définition de la convergence

IV Soit (uy)nen une suite de réels qui tend vers un réel £ > 0. Montrer qu’il
existe ng € N tel que pour tout n > ng, u,, est strictement positif.

V'  Quelques démonstrations du cours ...

a. On suppose que (uy) et (vy,) convergent vers 0.
Montrer que u,v, tend vers 0.

b. On suppose que (u,) converge vers £ et (vy,) converge vers ¢'.
Montrer que (u, — £)(vy, — £') tend vers 0 et en déduire la limite de wu,vy,.

c. On suppose u, > 0 (a partir d’un certain rang) et u, — 0.
Montrer que 1/u,, — +oo.

d. On suppose que u,, — +00. Montrer que 1/u, — 0.

VI Soit £ € R et (u,) une suite telle que les suites (ugp)nen €t (U2p+1)nen sont
toutes les deux convergentes de limite ¢. Montrer que (u,) converge vers /.

C.

VII Vrai ou Faux ?

a. Si u, tend vers 400, alors (u,) n’est pas majorée.

b.

Une suite croissante a partir d’un certain rang est minorée.

Si (|uy|) converge alors (u,) converge.

. Si (Jug|) tend vers 0 alors (u,) tend vers 0.

. Une suite convergente est monotone a partir d’'un certain rang.

Une suite convergente et majorée est croissante.

Calculs de limites
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. Si (uy) est divergente, alors la suite (un4+1 — uy,) est divergente.
(un)

. Si (uy) tend vers £ # 0 alors : lim wupy1 —u, =0 et
n—+4o0o

f.

. Une suite divergeant vers 4+-oco est croissante a partir d’un certain rang.
h. Une suite strictement croissante diverge vers +o0.

. Une suite strictement décroissante diverge vers —oo.

j. Si (uy) est croissante et u, < v, alors (v,) est croissante.

. Si (uy,) tend vers 0 et (v,) tend vers +oo, alors u, /v, tend vers 0.
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Calculer sa limite.

Grands théorémes de convergence
XI
n
Soit la suite définie par u,, = — pour tout n > 0.
n!
a. Calculer les cinq premiers termes. La suite (u,) semble-t-elle monotone ?

b. Montrer que la suite (u,) est décroissante & partir de n = 4.
5
c. Montrer que pour n > 5, upy1 < 5 Up, -
5
d. Soit la suite géométrique (v,,) de premier terme vs = us et de raison 5 Montrer

que pour tout n > 5, on a 0 < uy, < vy

e. Déterminer la limite de (uy,).

1
=

<oV FT— i) < %

XII On considere la suite (S,,) définie pour n > 1 par : S,, = >_
k=1

B

1
n+1
b. En déduire la limite de la suite (S,,).

c. On pose T,, = S, — 2y/n. Démontrer & I'aide du théoréme de la limite monotone
que (T},) converge.

a. Montrer que pour n > 1, 0on a :

d

d. Exhiber alors une suite (u,,) tel que : S — 1.

Uy, N—00
XIII
1
4 . *

a. Démontrer que : Vn € N*, ] < o1

no1
b. Démontrer que la suite (S,) de terme général S, = > 7 converge vers un

k=0 -

réel £ € ]2, 3].

1 n
X Soit € R. On considére la suite (up,)nen+ de terme général u,, = — > kx].
n® k=1

XTIV D’aprés EDHEC 2001
Ug = 1
On consideére la suite (u,,) définie par : ¥n €N, iy = tp + 1
n
a. Montrer que la suite est bien définie et a termes strictement positifs.
b. En déduire que (u,) est monotone.

c. Pour tout k de N, exprimer w12 — uy? en fonction de uy2.

n—1 1
d. En déduire que pour tout n >0 : u,2 =2n+1+ 3 —s
k=0 Uk

e. En déduire que pour n non nul, u,2 > 2n + 1 puis la limite de (u,,).

Suites adjacentes

XV  On considere la suite définie par :
n (71)k+1
vneN, S, = E —_
n € NN, i

k=1

Démontrer que les suites (S2p,)nen €t (Son+1)nen sont adjacentes.
En déduire que la suite (.S,,) converge.

XVI On considére les suites (u,) et (vy,) définies par :

| "1 1
n — ' t n — — e
u kz:lk! et v ;k!J’nn!

Montrer que ces deux suites sont adjacentes.

XVII Soient (uy) et (v,) définies par les relations suivantes :

Uup = 3 et Vo = 11
3y + v Up + 30y,
tngr = el tnpn = T

a. Etudier la suite (v, — u,). Calculer son terme général en fonction de n, quel
est son signe ? Donner sa limite.

b. Montrer que (u,,) est croissante et (v,) est décroissante.
Que peut-on en déduire ?

c. Etudier la suite (tun, + vp). Que conclure ?



