Ensembles et applications
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Opérations ensemblistes

I Dans chacune des questions suivantes, on donne un ensemble £ et des parties
Aet B de E. Déterminer explicitement les ensembles AN B, AU B, AN B ainsi
que AN B.

a. E={1,2,3,4}, A={1,2), B={2,4)
b. E=R, A=]—00;3], B=[2;+00]

c. E=R, A=]-00;2], B=[3;+00]
d. E=R, A=N, B = |0; +o0

II X,Y et Z désignent des ensembles.
Démontrer les affirmations suivantes :

a. SiX CYalors XNZCYnNZ.

b. (XCY)& (X=XnNY)

c. X=(XNY)Uu(X\Y)

d. (XNY)N(XNZ)=XNYNZ

ITI (Distributivité) Soit E un ensemble, A et B deux parties de E.
a. Montrer que AN (BUC)=(ANB)U(ANC).

b. Montrer que AU(BNC)=(AUB)N(AUC).
c. Montrer que : (ANB=AUB) <& A=B.

IV Soit A une partie d’'un ensemble E. Démontrer que :
a. (VX ePB(E), AUX=F) = A=E.
b. (VX € PB(E), ANX=0) = A=0.

V (Différence symétrique) Soit F un ensemble. Pour tous (X,Y) € PB(E)?,
on note XAY T'ensemble (X UY)\ (X NY). Soient A et B deux parties de E.

a. Que valent AAA et AAD?

b. Montrer que AAB = (A\ B)U (B\ A).
c. Montrer que AAB = (AN B)U (AN B).
d. Montrer que (AAB)AB = A.

VI A, B,C étant trois parties d’'un ensemble E, montrer que :

AUB c AucC
ANB C AnC

}éBCC’

Ensemble des parties d’un ensemble F
VII Onnote £ = {1} et F ={1,7}.
a. Détailler P(P(F)) et P(F).

b. Est-ce que I'un est inclus dans l'autre ?

VIII Soient A et B deux ensembles.
a. Démontrer que P(A N B) = P(A) NP(B).
b. Démontrer que P(AU B) D P(A) UP(B). Y a-t-il égalité?

Image d’une application

R

IX Déterminer 'image par f : 2 des intervalles [0, 3], [-1, 2], R.

R —
T
X Soit f: I+ R une application définie et continue sur un intervalle I.

a. Si f est strictement croissante, quelle est 'image de [a,b], |a,b], |a,b], [a,b[?
b. Répondre a la méme question lorsque f est strictement décroissante.

c. Que peut-on dire dans le cas ou f est simplement (dé)croissante ?
Et si 'on ne connait pas la monotonie de f?

XTI Soient f: F +— F une application et A; et Ay des parties de F.
a. Démontrer que : f(A; U A2) = f(A1) U f(A2).
b. Démontrer que : f(A; N As) C f(A1) N f(A2). Dans quel cas a-t-on égalité ?




Composition

XII On considére les deux applications f et g de [1,9] dans lui-méme définies
par leurs tables de valeurs :

4 5 6 78 9 T 2 3 45 6 7 89
8§ 9 3 5 1 2 2 745 6 3 89

1
f(z) g(z) | 1

a. Représenter de la méme fagon les applications gog, go f, fo f, fog.

1 2 3
6 4 7

b. Montrer que f est bijective et représenter de la méme fagon sa réciproque.

XIIT Soient f: N — Net g: N — N deux applications définies par :

9(0) =0

vneN, f(n) = n+1, {VnGN*, g(n) = n-1

a. Etudier linjectivité, la surjectivité, la bijectivité, éventuelle de f et g.

b. Préciser foget go f.

Caractére injectif / surjectif / bijectif
XIV a. L’application x — 2z est-elle injective, surjective, bijective, de R dans
R? Et de N dans N? Et de Q dans Q7

b. L’application « — 2 est-elle injective, surjective, bijective, de Rt dans Rt ?
Et de N dans N? Et de Q1 dans Q* ?

RA\{-1} — R\{1}

XV On considere I'application g : z+ 2

T

z+1

a. Démontrer que g est une bijection et déterminer sa réciproque.

R — |-1,1]
b. Répondre aux mémes questions pour f : N z

1+ |z

XVI Soit f: E — F une application. Que signifient les propositions suivantes ?
a.Vxe E, yeF, y= f(x)
b. Vye F, Iz € E, y= f(x)
c. e F, Ve e E, y= f(x)

XVII Soient E, F,G trois ensembles, f: E — F, g : ' — G deux applications.

a. Montrer que si g o f est injective, alors f est injective.

b. Montrer que si g o f est surjective, alors g est surjective.

XVIII Soient E, F,G trois ensembles, g: E — F, h: E— F, f: F — G trois
applications. Démontrer que si fog = foh et f est injective, alors g = h.

XIX Soit f: EF — E une application vérifiant fo fo f =idg.
Montrer que f est bijective et déterminer son inverse.

XX Dans chacun des cas suivants, 'application f est-elle injective, surjective,
bijective 7

LR LR o |N L N LN Loz
xr — 2 x — 2 n — n-+1
Rt 5 R ot L . R LR
b 2 £ 2 J- 1
T = T T = T T
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c. ) g. h
T — x n — n+1 x o=
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r =z n — n+1 xz = |z
XXI Soit f: R — R lapplication définie par
2x
@ =1re

a. Soit y € R. Déterminer en fonction de y le nombre d’antécédents de y.
b. L’application f est-elle injective ? Surjective ? Bijective ?

c. Montrer que Vz € [-1,1], f(z) € [-1,1].
La restriction g : [-1,1] — [—1,1] de f est-elle bijective ?

XXII Démontrer que les ensembles N et Z sont en bijection.

XXIIT Soit E un ensemble, A € P(E). On note :

ea : BE) - PE) o wa E
X —~ ANX X —

a. Sous quelle condition ¢4 est-elle surjective ? Injective ?

b. Méme question pour 4.



