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Concours blanc n° 1

Mercredi 4 janvier 2017

Exercice 1

1. Factoriser le polynéme P(z) = 23 — 201722 — z + 2017.

Démonstration.

« 1 est racine évidente de P : P(1) = 13 —2017(1)2 — 1 +2017 =1 — 2017 — 142017 =0
Ainsi, d’apres le théoreme de factorisation d’un polynéme par une de ses racines, il existe un
polynéme @ € R[X] de degré 2 tel que : Vz € R, P(x) = (x — 1)Q(x).

« —1 est racine évidente de P : P(—1) = (—1)3—2017 (=1)2 +1+2017 = —1—2017+1+2017 = 0
Or, P(-1)=(-1-1)Q(-1) = —2Q(-1). On en déduit que Q(—1) = 0.
Ainsi, il existe un polynéme R € R[X]| de degré 1 tel que : Vo € R, Q(z) = (z — (—1))R(x).

R étant de degré 1, il s’écrit sous la forme : Vo € R, R(x) = ax + b pour (a,b) € R2.
On en déduit que : Vo € R, P(z) = (x — 1)(z + 1)(az + b).

Ainsi, pour tout x € R, on a :

P(x) = (2> —1)(ax+b)
= ard+bx?—ar—b

Par identification, on a a = 1 et b = —2017.

Ve € R, P(x) = (x —1)(x + 1)(x — 2017)

n
2. Simplifier la somme ) k (Z) 2F=1 (o1 n est un entier naturel).
k=0

Démonstration.

-1
Soit n € N. Tout d’abord, rappelons que : Vk € [1,n], k (n) =n (n ) On en déduit que :

k-1
L n L n
L I N
Ee(t)2 - B
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n n
Vn € N, k k=1 — p3n-1
kzzjo <k> O

3. Résoudre I'équation |22 + z — 2| + |z + 1| = 2, d’inconnue x € R.

Démonstration.

On note ¢(z) la quantité |z2 4+ z — 2| + |= + 1].

Notons tout d’abord que : 22 +2 — 2 = (z — 1)(x + 2) (1 et —2 sont des racines évidentes).

Afin de pouvoir se débarrasser des valeurs absolues, on étudie le signe des quantités 2 + = — 2,
x + 1. Regroupons ces résultats dans un tableau.

T —0 -2 -1 1 +00
Signe de
2?4 — 2 + 0 - - 0 +

Valeur de 9 . ) )
22 + 2 — 2| ¢+ —2 0 —z¢—x4+2 —xt—x4+2 0 zo4+x-—2

Val d

dewde |1 a0 ae1 e
Valeur de ) ) ) )

q(z) zc—3 —x°—2x+1 —x°+3 e+ 2x —1

e Siz€]l—o00,-2,ona: qr)=2 < 22-3=2 < 22-5=0 & (z—V5)(z+V5)=0
Or —/5 €] —o00,-2] et V5 ¢&] — 00, —2].

On en déduit que la seule solution de I’équation sur | — oo, —2] est #1 = —+/5.
e Size]-2,-1],ona: gq)=2 ¢ —2?-22+1=2 & 224+2r+1=0 & (z+1)2=0
On en déduit que la seule solution de ’équation sur | — 2, —1] est o = —1.
eSize]-1,1,ona: gqx)=2 & —2?+3=2 & 22-1=0& (z-D(xz+1)=0
On en déduit que la seule solution de I’équation sur | — 1, 1] est x5 = 1.
e Sizell,+oof,ona: gqr)=2 < 224+22-1=2 & 2°+20-3=0 < (x—1)(z+3) =0

On en déduit que I’équation n’admet pas de solution sur |1, +o0].

L’équation ¢q(x) = 2 admet {—+/5, —1,1} comme ensemble solution.

R — R
x — 2%
L’application f est-elle injective 7 Est-elle surjective ?

4. On considere 'application
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Démonstration.

On rappelle tout d’abord que : Vo € R, f(z) = e*"2,

o Montrons que f est injective :

Soient x et y réels tels que f(x) = f(y). Montrons que = = y.

Par hypothese f(z) = f(y), donc e*2 = e¥"2 puis par composition avec la fonction In, on en
déduit que zln2 = yIn 2 et donc que x = y.

« Montrons que f n’est pas surjective :

Soit y = —2. Comme une exponentielle est toujours positive, il n’existe pas de réel x € R tel que

fw) = -2

o Il est alors clair que f n’est pas bijective car non surjective

5. On tape les commandes suivantes dans Scinotes :

function T = choixCalc(n,i)
aux = (1:n)
if i==-1 then
T = prod(aux)
elseif i==1 then
T = sum(aux)
end
endfunction

a. Décrire précisément les différents éléments de ce code (nom de la fonction, des arguments
d’entrée, de sortie, calcul effectué).

Démonstration.
« Cette fonction se nomme choixCalc.

» Elle prend deux arguments en entrée : n et i.

n
o Si i vaut -1, elle calcule n!. Si i vaut 1, elle calcule > k.
k=1

« Ce calcul est stocké dans T, argument de sortie de cette fonction. 0

b. Que se passe-t-il si 'on effectue 'appel : choixCalc(5,2) 7 Comment peut-on modifier le code
de la fonction choixCalc pour éviter cette situation ?

Démonstration.

Si on réalise 'appel choixCalc(5,2), aucune condition de la structure conditionnelle n’est
vérifiée. Ainsi, aucune branche n’est exécutée et la variable de sortie T n’est affectée a aucun
calcul, ce qui aura pour conséquence ’affichage d’un message d’erreur du type : Variable non
définie : T.

L’appel choixCalc(5,2) produit I'affichage d’un message d’erreur.
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Le probleme provient du fait que le filtrage effectué dans la structure conditionnelle n’est pas
exhaustif. On peut le régler soit en remplagant le elseif i==1 par le mot clé else (solution
choixCalc1l), soit en ajoutant une branche portée par ce mot clé (solution choixCalc2).

function T = choixCalc2(n,i)
aux = (1:n)
if i==-1 then
T = prod(aux)
elseif i==1 then

function T = choixCalci(n,i)
aux = (1:n)
if i==-1 then
T = prod(aux)

T = sum(aux)
else
T = sum(aux) else
ond T = disp("Erreur! Le deuxiéme
. argument doit prendre la valeur 1 ou -1")
endfunction
end
endfunction H
c. Ecrire un programme :
. qui demande a l'utilisateur d’entrer un entier n au clavier,
. et qui affiche la valeur du calcul : —
ok
k=1
Pour ce faire, on devra effectuer des appels a la fonction choixCalc.
Démonstration.
n = input("Entrer la valeur d’un entier n : ")
u = choixCalc(n,-1)/choixCalc(n,1)
disp(u)
O

Exercice 2

1. On peut écrire la suite (uy,) sous la forme :

1 x2x3x4x---x(2n—1) x (2n)

= > .
(2% 4% 6x---x(2n))

Un

(2n)! ‘
(1T 28)°

On reconnait alors : u, =
n
Par ailleurs, il est bien connu que H 2k = 2" n!, ce qui donne le résultat attendu.
k=1

2. Etudier la monotonie de la suite (u,) revient & comparer le quotient % a 1, aprés avoir noté que
n

la suite (u,) était clairement strictement positive (car quotient de termes strictement positifs).
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Par ailleurs,

Unt1 __ (2n42)! (2n))°

()t 20

2" n! 2
= (2n+2)(2n+ 1) x (m)
_ (2n+2)(2n+1)
4(n+1)2
_2n+1
S 2n+2

On conclut en remarquant que pour tout entier naturel n, il est clair que 2n + 1 < 2n + 2, ce qui
prouve que

la suite (uy,) est strictement décroissante.

3. La suite (uy) est strictement décroissante et minorée par 0 (car suite a termes positifs). Ainsi,
d’apres le théoréme de convergence monotone,

la suite (u,) converge vers un certain réel o € R.

4. On consideére la suite (vy,), définie pour tout entier naturel n € N* par v, = (n + 1)u2.

a. On souhaite montrer que pour tout réel z positif,
(z+2)(2z + 1) <4z + 1)3.
Ceci résulte d’un simple développement de I'identité ci-dessus :
(z4+2)2x+1)? <4z +1)° e (2 +2) (42 + 4z + 1) <4(2® + 322 + 32+ 1)

S48 +122° + 92+ 2 < 423 + 1222 + 122 + 4
& 0<3r+2

Comme la derniére équivalence est toujours vérifiée puisque par hypothese x est un réel positif,
on en déduit que 'assertion de 1’énoncé est vérifiée.

v
"oal
Un

apres avoir noté que la suite (vy,) était clairement strictement positive (car produit de termes

strictement positifs).

Par ailleurs,

b. A nouveau, étudier la monotonie de la suite (v,) revient a comparer le quotient

)

U1 _ (n+ 2)ul
Up, (n+1)u2
92 2
_ n -+ % (Un+1)
n—+1 Up,
n-+2 (2n +1
X
n+1 2n+ 2
(n+2)(2n +1)?
4(n+1)3

2
) , d’apres le calcul de la question 2

On conclut en utilisant la question précédente :

la suite (v,,) est donc décroissante.

c. La suite (v,) est décroissante et minorée par 0 (car positive), donc d’apres le théoréme de
convergence monotone,
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la suite (v,) converge vers un certain réel 5 € R.

d. Par hypothése, la suite (v,) est définie par u2 = v, x 1" Passons a la limite dans cette

égalité (et on en a le droit puisqu’on a prouvé précédemment que les suites (uy) et (vy)
convergeaient toutes les deux).

On obtient alors par produit : lim ui = 0 et donc par composition avec la fonction racine

li
n—-+0o
carrée, lim |u, |=0.

n—-+00

Comme la suite (u,) est positive, on a alors liril un, = 0 et donc par unicité de la limite
n—-—+0oo

a=0

Exercice 3

1. a. Par simultanéité, le tirage se fait sans remise et sans tenir compte de l'ordre. Il est donc dé-
terminé par le sous-ensemble de n boules obtenu. On peut donc choisir comme univers 2 I'en-
semble des parties de cardinal n de ’ensemble des boules. Cet univers étant fini, ’ensemble
des événements considérés est simplement l'ensemble des parties P(2). Enfin, les conditions
de 'expérience (dans une urne) permettent de supposer que les tirages sont équiprobables. On
munira donc €2 de 'application probabilité uniforme.

b. Notons Ry I’événement « obtenir k£ boules rouges ». Il y a en tout a4+ b boules dans 'urne, donc
le cardinal de € est (azb). De plus, I’événement Rj, s’identifie au produit cartésien de :

— D’ensemble des parties de cardinal k de ’ensemble des a boules rouges, de cardinal (Z),

— et l'ensemble des parties de cardinal n — k de ’ensemble des b boules bleues, de cardinal

Le cardinal de Ry est le produit. Par définition de la probabilité uniforme, on obtient :

b
P(Rk) _ Card(Rk) o (z) (n—k;)
o B +b
card(Q) (*7)
c. En reprenant les notations précédentes, les événements (R, Ry, ..., R,) forment un systéme

complet d’évenements. En effet, ils recouvrent I'univers car tout tirage est constitué d’un nombre
de boules rouges compris entre 0 et a, et ils sont deux a deux incompatibles car on ne peut pas
avoir a la fois k£ boules rouges et £ boules rouges lorsque k # £. Par propriété d’additivité des
systémes complets d’évenements,

n

> P(Rp) =P(Q) =1.
k=0
La formule de Vandermonde découle alors de la linéarité du symbole X :

£ - (0 T - () - (1)
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2. a. Soient k et p des entiers naturels tels que k < p.

App) pp—1)---(p—k+1) pp—1)--(p—k+1)x(p—Fk!  pl <p>

! ! K x (p—k)! TKp-k! \k)
b. Soit k un entier naturel. On a A, (z) = [[Fo(z — i) = ( A z)) (x — k) = Ag(x)(z — k).

c. Soient n et k des entiers naturels tels que k < n. En écrivant z+y—n=(x — k) + (y —n+k)
et en développant le produit, on obtient

(x+y—n)Ap(x)An—k(y) = (z — k) Ap(@) An—r(y) + (y — (n — k) A (@) Ak (y)-

D’apres 2.b., on sait que (z—k)Ag(x) = Ags1(z) et de méme (y—(n—k))An—r(y) = An—r+1(y),
d’ou

(@ +y = n)Ak(@) An i (y) = Api (@) A r(y) + (@) An ki1 () |

d. Démontrons pour tout n € N, la propriété Py, : « Ap(z +y) = i (1) Ar(x)An—k(y) » par
récurrence.
Initialisation. On a Ag(z +y) =1 et S0, (g)Ak(:U)An_k(y) = (8)Ao(a:)A0(y) =1 donc Py est
vérifiée.

Hérédité. Soit n € N. Supposons P,, et démontrons Py, 41.

Api(z+y)=(x+y—n)Ay(z+vy)

- Z Z) [Ak1(2) An—k(y) + Ar(2) An—rr1(y)] (d’aprés 2.c.)
k=0
= <Z> A1 (@) An k() + ) <Z> Ap(2)An_1(y)
k=0 k=0
n+1 n
- (k i 1) Ap(2) An-r11(y) + Z (Z) Ag(x)Ap—k+1(y)  (changement d’indice)
k=1 k=0

= A (@ Aoly) + Y
k=1

<k ﬁ 1) + (Zﬂ Ap(2)An_pr1(y) + Ao(z) Anta(y)

= Anti1(x)Ao(y) + i (n —]: 1) Ag(2)Ap—k41(y) + Ao(x)Ant1(y)  (formule de Pascal)
k=1

n+1
=1y (n—]g 1) Ap(x)Anp11(y)

k=0

La propriété Pp41 est démontrée.
Conclusion. D’apres le principe de récurrence, pour tout n € N, P,,.
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e. D’apres la question précédente, on peut écrire

Aolet0) LS (1)t it
" k=0

n!
_ LS @) A y)
Tl & R — kR AR

k! (n—k)!

k=0
quels que soient les réels = et y. En posant z = a, y = b et en utilisant trois fois le résultat
de la question 2.a. pour faire intervenir les coefficients binomiaux, on reconnait alors 'identité

voulue :
()= 206

3. a. On cherche d’abord & se ramener a une somme de la forme précédente en utilisant la formule
de symétrie des coefficients binomiaux :

S0 =200
=)

Il s’agit du cas particulier a = b = n de la formule de Vandermonde, d’ou la conclusion :

) . [2n
la somme est égale a .
n

b. En notant respectivement Ay et By les événements « Alice obtient k piles » et « Bob obtient &
piles » pour tout entier 0 < k < n, I’événement E : « Alice et Bob obtiennent le méme nombre
n

de piles » est la réunion F = U (Ar N By). Or les évenements (Ai N By )o<k<n sont deuz d deus
k=0

incompatibles (car les Ay le sont), et de plus les événements Ay et By sont indépendants, donc

la probabilité de la réunion est :

P(E) = z”: P(A, N By) = Zn: P(A)P(B).
k=0 k=0

La piece étant équilibrée et les lancers indépendants, tous les tirages sont équiprobables. Il y a
n
2" tirages de longueur n, parmi lesquels exactement < i tirages réalisent Ay (et de méme pour

By,). Ainsi, P(Ay) = P(By) = (1) /2". D’apres le calcul de la question précédente, la probabilité
qu’Alice obtienne autant de « pile » que Bob est donc :

k=0 k=0

Notons A (respectivement B) I’événement « Alice (resp. Bob) obtient strictement plus de piles
que Bob (resp. Alice) ». Alors (E, A, B) forme un systéme complet d’événements. Ainsi P(E) +
P(A) + P(B) = 1. Par symétrie, P(A) est égal a P(B), donc on en déduit que la probabilité

recherchée est :
1 1 [(2n
P(A)=PB)==-(1— —
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Probléme

On considére la suite (z,,)nen définie par z¢ €0, 1] et, pour tout n € N, x,,11 =z, — x%

1. Dresser le tableau de variations de la fonction f : [0,1] — R définie par f(z) =z — 22

Démonstration.
Soit z € [0,1]. f'(z) =1 — 2z. On en déduit le tableau de variation suivant.

x 0 3 1
Signe de f'(x) + 0 —
f3)
Variations de f
0 0
1 1 1 1
Avecf<2>:2—4:4. O

2. a. Montrer que la suite (z,,),en est monotone, puis qu’elle est convergente.

Démonstration.
Soit n € N. Par définition de la suite (x,,), on a : 2,11 — 2, = —22 < 0.

La suite (z,,) est décroissante.

Démontrons alors qu’elle est minorée.
Plus précisément, 'montrons par récurrence que : Vn € N, P(n)

ou P(n) : x, € [0,1].
1. Initialisation
xo €]0,1[ donc zg € [0,1].
La propriété P(0) est donc vérifiée.
2. Hérédité : soit n € N .
Supposons P(n) et démontrons P(n +1). (i.e. x,41 € [0,1])
Par définition de la suite (z,,), on a : x, 11 = f(zn).
Or, par hypothese de récurrence (P(n)), on sait que : =, € [0, 1].
De plus, par le tableau de variation précédent, comme x,, € [0,1], on a f(x,) € [0, 5]
Ainsi,on a: 0 < zp41 < % < 1.
Donc P(n + 1) est vérifiée.

Ainsi, par principe de récurrence, on a : Vn € N, P(n).
La suite (z,,) est décroissante et minorée par 0. Elle est donc convergente vers un réel /.
Comme, pour tout n € N, x,, € [0, 1], on en déduit que ¢; € [0, 1].

La suite (z,,) converge vers ¢1 € [0, 1].

b. Déterminer la limite de (z,)pen-
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Démonstration.

o On vient de démontrer que : x,, — ¢1.

e De plus : x,41 — 41 car (x,41) est une suite extraite de (x,,).

« Enfin, comme f est continue sur [0, 1], f(x,) — f(¢1).

Par passage & la limite dans 1’égalité : z,.1 = f(,), on obtient : 4 = f(¢1) = 4 — (£1).
On en déduit que : —(¢1)? = 0.

On en déduit que ¢ = 0.

., 1
3. a. Etablir pour tout n € N ’encadrement : 0 < z,, < ——

n+1"
Démonstration.
1
U P(n) : 0 < 2, < P
I nitialisation
e I C [0, 1]
« Or 21 = f(xo). Donc 1 € Im f = [0, 1].
1 1
o Enfi P — =,
nfin, on a 12
S 1 1
On en déduit que : 0 < 21 < 1 < 3
2.
(i.e. 0 < < L )
i.e. T _—
n+1 n+2

1
Notons enfin que g €]0, 1] et que 0

1
< B provient du fait que n > 1)

1
Pinéealité
(Iinégalité T

1
0<x, < ——<
n n—+1

N =

La fonction f étant strictement croissante sur [0, %], on en déduit que :

£0) < £ < £ (777

Orf(O)zoetf<nJ1rl>:nil_(nil)z 1 1

n

Montrons alors par équivalence que : < .
bail cauiy M2 Stz

n < 1
(n+1)2 n+2

1
Ainsi : 0 < < —:.
insi Tnt1 s

+1

Tn+l (nt1)? (n+1)2
1

s nn+2)<m+1)? & nP+2n<n®+2n+1 & 0<1

= 1. On en déduit que P(0) est aussi vérifiée.

10
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1
neN 0<z, < —— O
n+1

b. Retrouver alors la limite de la suite (z,,)nen-

Démonstration.

1
D’apres la question précédente, pour tout n € Nyona : 0 < z,, < .
n

1
Or0—=0et —— — 0.
n—+1

D’apres le théoréme d’encadrement (ou théoréme des gendarmes),
la suite (z,,) est convergente, de limite 0. ]

4. Soit (vy)nen la suite définie par : pour tout n € N, v,, = na,,.
a. Montrer que la suite (vy,)nen est strictement croissante.

Démonstration.
Soit n € N. Calculons v,4+1 — vy.

Unt1 —Up = (m+1)zpy —na,
= (n+1) (@0 —22) — nay (par définition de (x,))
= p#q+ o, — (n+1) 2] — peg
— e (n+1)a?
= zpn(1=(n+1)zy)

1
Or:0<z, < T Donc:0 < (n+1)x, <let —1 < —(n+1)x, <0.Ainsi: 0 < 1—(n+1) zp.

n
De plus : z,, > 0.

Ainsi, pour tout n € N, v,41 — v, > 0. La suite (v,) est strictement croissante. 0

b. En déduire que la suite (vy,)nen converge vers un réel £, qu’on ne demande pas de calculer.

Démonstration. n
Soit n € N. D’apres la question 3.a.,ona : 0 < nx, < ——" < 1.
n
La suite (vy,) est croissante et majorée (par 1). Elle converge donc vers un réel /. O

c. Montrer que 0 < £ < 1.

Démonstration.
D’apres la question précédente, pour tout n € Nyon a : 0 < v, < 1 et (v,) est convergente.

Par passage a la limite, on en déduit que ¢ € [0, 1].

Il s’agit alors de vérifier que : £ > 0.
e On sait que v; = x1 > 0.
e Or (v,) est strictement croissante. On en déduit que : Vn > 1, v, > v > 1.

Par passage a la limite dans cette inégalité, on obtient que : £ > z1 > 0.

Ainsi, on a bien : 0 < £ < 1. O

11
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5. On consideére la suite (wy,)nen définie par : pour tout n € N, wy, = n(v,41 — vp).

a. Exprimer pour tout n € N, w,, en fonction de z,, et v,.

Démonstration.
Soitn € N.Ona : vyp1 = (n+1) 211 = (n+ 1) (2, — 22). On en déduit que :
Wy, = n(Vnt1 — Un)
= NUpy1 — NV,
= nn+1)(r,—22) —no,
= (n+1)(nx,—nz?)—no,

)
= (n+1)(vy, —nx )—nvn
)

= (w+1Duv,—(n+1)nz2—puy
= v, —n’x2 —nz? = vn—v%—(nazn)xn: Vp — V2 — vy Ty

= v (1 —v, —xp)

Vn e N, wy, = v, (1 — vy — xp) O

b. En déduire que (wy,)nen converge vers £(1 — /).

Démonstration.
Comme (x,) et (v,) sont convergentes, la suite (w,) est convergente par sommes et produits
de suites convergentes. Plus précisément, on a :

Wp = Up (1 - Unp — xn)
1 1 A
1 14 0
Ainsi, la suite (wy,) est convergente, de limite £ (1 — /). O

6. Dans cette question, on va démontrer par 'absurde que (wy,)nen converge forcément vers 0.
On suppose donc, uniquement dans cette question, que (wy,)nen tend vers a > 0.

a. Montrer qu’il existe un réel b > 0 tel que, pour tout n € N*, w,, > b.

Démonstration.
On suppose que w, — a.

« Ainsi, tout intervalle ouvert contenant a contient tous les termes de la suite (w,,) sauf (éven-
tuellement) un nombre fini d’entre eux. Comme a > 0 et pour € bien choisi (¢ = § par
exemple), cette situation peut se résumer par le dessin suivant :

e €
% ] | f
a
0 a—¢€ a—+¢e

(Uintervalle rouge contient tous les wy, sauf (éventuellement) un nombre fini d’entre eux)
Formellement, si on note € = g, il existe un rang ng € N tel que : Vn > ng, |w, —a| <e.
Autrement dit, on a : Vn > ng, a —e <w, <a+e de.  Yn=ng, §<w, < 37“

o D’autre part, sin>1,ona: w, = _n (vp41 —vy) > 0.

>0 >0

12
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Notons m = min (wy) et b =min(m, §). On a alors :
nel,no—1]

x Vn € [1,n9 — 1], wy, = m par définition de m.
On en déduit que : Vn € [1,n9 — 1], w, = m > min(m,§) =b
x Vn = ng, wy, > § par la démonstration au-dessus.

On en déduit que : Vn > ng, wy, > § > min(m, ) =b

On a donc trouvé b > 0 tel que : Vn € N*, w,, > b. =

P
w
b. Démontrer que E — < 1 pour tout p € N*.
n
n=1

Démonstration. w

Soit n € N* et p € N*. Par définition de (wy,), on a: —* = v,411 — Vp.
n

On en déduit que :

P w p
¥ = Y (Va1 —va)
n=1 N n=1
= vy — 01 (on reconnait une somme télescopique)
< Up (car vy >0)
< 1 (démontré en 4.b.)

p
vpe N, Y n g
n=1 T O

1
. Démontrer que pour tout réel x strictement positif, on a — > In(x + 1) — In(x).
x

p
b
En déduire que E — > bln(p + 1) pour tout p € N*.
n

n=1

Démonstration.
Soit = > 0.

1 1
« Remarquons tout d’abord que : In(z + 1) —lnz =In (:c i ) =In <1 + )
x x

« Démontrons que, pour tout ¢ > 0, on a : In(1 +¢) < ¢.
On note h:t+—t—1In(l+4¢). Soit ¢t >0 :

1 (Y+t)—x ¢
h/t =1- = = =
®) 1+t I+t 1+t

On en déduit que h est croissante sur R*. Or 2(0) =0—1In1 = 0.
Ainsi, pour tout t € RT, A(t) >0 d.e. t —In(1 +¢) > 0.

Vi>0, In(1+¢) <t

Remarque C’est une inégalité classique! Il existe une maniere plus élégante de démontrer
cette inégalité. La fonction ¢ — In(1+¢) est concave. Sa courbe représentative est donc située
sous ses tangentes, notamment sa tangente en 0 qui est la droite d’équation y = t.

1 1 1
En utilisant cette inégalité avec ¢ = —, on obtient que : In (1 + ) < —.
x x x

13



E1A-E1B 2016-2017

Ve >0, — >1In(z+1) — In(x)

SR

On en déduit que :

p
> b)Y (In(n+1)—In(n)) (par linégalité précédente en x =n > 0)

n
(In(p + 1) — In¢r7) (on reconnait une somme télescopique)

P b
N* Z >0l 1
Vp € ,n;n n(p+1) -

d. En déduire une contradiction et conclure.

Démonstration.

Soit p € N*. D’apres ce qui précede, on a :
w Pb
—= > - (car wy, = b pour tout n € N*)
n N1 n

WV

P
>
n=1

> bln(p+1) (d’aprés la question précédente)

b w
De plus, d’apres la question 6.b., > — < 1.
n=1 T
On en déduit que :

Vpe N, bln(p+1) <1

Or comme b > 0, bIn(p + 1) — 400 ce qui permet d’affirmer qu’a partir d'un certain rang
po € N, bln(p+1) > 3.

On aurait alors : 1 > 3, ce qui est absurde.

Par 'absurde, on a donc démontré que la limite a de (w,) n’est pas strictement positive.
Autrement dit, on a : a < 0.
Or on sait que pour tout n > 1, wy, > 0 (¢f 6.a.). On en déduit que sa limite a vérifie : a > 0.

Au final, la limite de (wy,) est : a = 0. O

7. Déduire des questions précédentes que £ = 1.

Démonstration.
On a démontré en question 5.b. que (wy,) converge vers ¢ (1 — {).
D’apres la question précédente, cette limite est nulle. Ainsi : £(1 —¢) = 0.
Ceci signifie que :
x soit £ = 0, ce qui est impossible d’apres la question 4.c.
x soit 1 —4=014e =1

On a donc bien : ¢ = 1.

14
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Partie 2

8. a. Soit ng € N* et n > ng. Notons tout d’abord que le réel L peut aussi s’écrire sous la forme :
1 2 1 “
L:Lxs—nx’;ukzs—nx];ukL.
En injectant ceci dans ’expression proposée, on obtient :

1 n
n \k=1

1 n
sz ukyk_UkL)’

1 n
§Z yk— ’

n
’ S 2 Z luk| |lyx — par inégalité triangulaire

Or, par hypothese, la suite (u,) est une suite a termes (strictement) positifs, donc |ug| = ug
et |Sp| = Sp. Puis par sommation par paquets, on obtient pour tout n > ng :

1 n
5 <Z Uk?Jk) - Zuk lyr — L|
" \k=1

”kl
1 n
<§Zuk\yk—L!+§ > uklyr— L.
" =1 " k=ng+1

b. Traduisons tout d’abord '’hypothese « (y,) converge vers le réel L ».
Soit ¢ > 0. Il existe un rang Ny € N, tel que :

k> No, |y — L] < =

Par ailleurs, par hypotheése (.S,,) est une suite croissante (car somme de terme strictement

positifs) divergente par hypothese, donc divergente vers +oo d’apres le théoreme de conver-
gence monotone. Ainsi, liril Sp = +00. Comme le terme (220:1 ug |yr — L]) est indépen-

n—-+0oo
dant de n, on en déduit par opérations algébriques :

n—-+o0o

1 &
lim — —L| =0,
1m Sn ];1 Uk |yk ’

ce qui signifie exactement qu’il existe un entier N1 € N, tel que :

€
Vn>N1, ‘ Zuk|yk— -
Sn 2
k=1
i.e, par positivité des termes sous la valeur absolue :
€
Vn > N, Zuk ’yk—L‘ =~
Sn 2
k=1
Finalement, en appliquant la question précédente avec ng = Ny, on obtient pour tout
n > Ny :
1 (& e 1 &
5 (Gun) -t <55e 3w
" \k=1 " k=no+1
<€ n €
S22

15
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La derniére inégalité résulte d’une simple majoration (les termes uy sont positifs!) :

Récapitulons notre résultat : a € > 0 fixé, on a trouvé un rand N; € N tel que :
n

= D wr ) -

Sn k=1

9. a. e Par hypothese, la suite (z,) est strictement croissante, donc la suite (a,) est strictement

positive, pour tout entier naturel n.
n n

vn = Nlu

D’ou le résultat.

e De plus, S, = Z ap = Z(zk — 2k—1), ce qui donne par télescopage :
k=1 k=1

n
Comme par hypothese la suite (z,) diverge vers +o0o, on en déduit que (par somme), la suite
(zn — 2z0) diverge elle aussi vers +00 et donc que

lim S,, = +o0.
n—-+00

b. D’apres les résultats de la question 7 appliqués avec z,, = a,, et y,, = b,, on peut écrire que
li b =
i kil axbi =

Or on remarque que pour tout entier naturel k, ay by = ti — tx_1, ce qui permet d’écrire par

télescopage :
lim tn —to) = .
n—+00 2, — ZO( " ) v
L qs . tn
Déduisons-en que lim — =1.
n—-+4oo Zn
tn tn Zn — 20
—_ = X
Zn  En — 20 Zn

_zntjzox(l_j,:)
:tn—to—l-to y (1_@>

Zn — 20 Zn
tn — 1 t
B S ) R )
Zn — 20 Zn — 20 Zn
Passons a la limite dans I’expression ci-dessus (ce qui est autorisé puisque que la suite (z,)
diverge vers +00) :
t
° lim 0 =0.
n—+00 2, — 20

e lim (1—@):1.

n—-+4oo Zn

. , . by — tO
Par ailleurs, on a montré que lim =7
n—+00 2, — 20

Ainsi, par théorémes généraux, on en déduit que

16



E1A-E1B 2016-2017

. tn
lim — =~.
n—+00 2z,
) ) n(l — nxzy,) NN
10. a. Un simple calcul montre que pour tout entier naturel n : —q = NZTn. D’apres les
— —n
Tn

résultats de la partie 1, on reconnait la suite (vy,), dont on sait qu’elle converge vers 1. D’ou
le résultat :

g P nEe)
n—-+4oo 1
——n

Tn

b. Par définition de la suite (z,,), on a : x,11 = 22 — x,,. d’olt le calcul suivant (aprés simplifi-
cations élémentaires) :

1 1 1 1
——7—1:4f( —1)—1
Tn+l Tn Ty \1 — 2,
1 Ty
= — -1
xn(l—xn>
1
= -1
1—x,
C1—u,

On en déduit alors (en multipliant en haut et en bas par n : ¢’était toute Iastuce!)
1 1 _
In (1 + %) L=, n

n, ln(l—&—%).

1—=z, %
n(1+1)
Or, il est bien connu que lirf ——— = 1 d’apres le théoreme de composition des limites
n—-—+0oo —
n
1 In(1+x
appliqué avec lim — = 0 et la limite classique lim g =
n—+oo N z—0 X
. N , . . . nTy . Up, 1
Par ailleurs, d’apres les résultats de la partie 1, on sait que lim = lim =——=1.

n—+oo 1l —x, notool—x, 1-0
Par théoremes généraux d’opérations sur les limites, on a donc prouvé :

1 1
- — -1
lim %:1
e ln<1+)
n

c. Vérifions que les suites (t,,) et (z,,) ainsi définies satisfont les conditions de la question 8 pour
un certain réel v (& déterminer, car I’énoncé ne nous 'indique pas) :

— La suite (z,) de terme général z, = Inn est strictement croissante et tend vers +oo
d’apres le cours.

1 1 1 1 1 1
tn - tn_l H -n- Tn—1 + n- 1 H - Tn—1 - 1 E - Tn—1 - 1
— Pour tout n > 2, = = = = -
Zn — Zn—1 Inn —1In(n—1) In(-"7) In(1+ 1)
et ce quotient tend vers 1 lorsque n tend vers +oo d’apres 10.b. (au changement d’indice

pres).
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Les conditions sont donc bien vérifiées en posant v = 1. D’apres 8.b., on en déduit alors que

t
lim & =~=1.

n—-+oo Zn

On obtient alors d’apres le théoréme d’opérations sur les limites (en utilisant 9.a.) :

1
n(l—nwn)_n(l—nwn)Xa—n:n(l—nxn)xti Ix1e1

Inn - Ly Inn L_n Zp ntoo
Tn Tn
o . L n(l —nx
En considérant la suite (¢,) de terme général ¢, = 1 — (ln)’ on a donc pour tout
nn

n>=2:

1_
M=) L lmoe, =110
Inn n—-—+o0o

d. Question immédiate, méme en ayant admis TOUTES LES QUESTIONS DU PROBLEME !
11 suffit d’isoler la suite (z,,) dans I'expression de la question précédente.
1—
n(l —nxy,) 1.,
Inn
e n(l—nz,) =nn(l—e¢y,)
|
s 1—nx, = M(1—5,1)
n

Inn Inne,

& —nry, = —— — -1
n n

Inn Inne, 1

& T = =g 5 T

n n n

D’ou le résultat :
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