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Depuis le début du XX€ siecle, on cherche a étudier comment un corps céleste tel que la Terre
peut engendrer un champ magnétique “permanent”. L’hypothese qui était admise alors, une ai-
mantation permanente grace aux éléments ferromagnétiques, s’est révélée impossible depuis qu’on
connait la composition interne et les conditions au centre de la Terre. En 1919, J.Larmor a envisagé
une nouvelle hypothése : ces champs magnétiques proviendraient d’un effet dynamo auto-entretenu.

On parle d’effet dynamo lorsqu’il y a une conversion d’énergie mécanique en énergie électro-
magnétique. Dans le cas de la Terre, ’écoulement du fer /nickel liquide dans le noyau (ou d’autres
éléments selon l’astre) engendrerait un champ magnétique, qui maintiendrait & son tour le mouve-
ment du fluide. C’est cet effet 1a que nous allons modéliser et étudier :

Dans un premier temps, nous nous intéresserons aux lois physiques qui gouvernent cet effet :
les équations de Maxwell permettront modulo certaines approximations (justifiées par la suite)
d’obtenir les équations qui gouvernent la création du champ magnétique a partir du mouvement du
fluide, tandis que les équations de Navier-Stokes modéliseront la réaction du champ sur la vitesse
du fluide.

Nous verrons ensuite quelques théorémes anti-dynamo : ce sont des théorémes qui restreignent
les situations possibles pour entretenir un effet dynamo. Nous nous limiterons & des restrictions sur
les symétries des champs (ce sont les premiers types de restrictions qui ont été trouvés).

Enfin, nous étudierons le cas ou le fluide se rapproche d’un “conducteur parfait”, c’est-a-dire un
nombre de Reynolds magnétique grand. Pour simplifier cette étude, on se limitera a des champs de
vitesse stationnaires (c’est-a-dire qu’on n’étudiera que l’action du fluide sur le champ magnétique
et non pas 'effet réciproque).

1 Introduction physique

Un mouvement de particules chargées (par exemple au sein d’un fluide conducteur) induit un
champ électromagnétique, qui a lui-méme un effet sur les particules. Ce sont ces deux types de
forces que nous allons modéliser ici, dans le cas d’un fluide, afin d’obtenir un systeme d’équations.

1.1 Equation d’induction
1.1.1 Equations de Maxwell

On part du systeme d’équations de Maxwell :

e — (11)
€0

V.B=0, (1.2)

0B
E=_-— 1.

V x T (1.3)
. 10FE

VXB*HO]‘FEE. (1.4)

Dans ce systeme, le champ E désigne le champ électrique, B désigne le champ magnétique, p.
désigne la densité de charge électrique, et j le courant.

Ces quatre grandeurs dépendent de la position et du temps. Les quantités e, g, c sont des
constantes universelles (permittivité électrique du vide, perméabilité du vide et vitesse de la lumiere)
qui vérifient la relation eguoc? = 1.



On utilise de plus la notation V pour les dérivées spatiales : V- F = divE, V x E = rotE,
Vf =gradf.

On fait I’hypothese que les vitesses caractéristiques des champs électrique et magnétique sont du
méme ordre que celle du fluide, et bien inférieures a la vitesse de la lumiere ; on note L la longueur
caractéristique du systéme, T son temps caractéristique. On note aussi la vitesse caractéristique
V = L/T < c. Cette hypothese dit qu'une dérivée spatiale (resp. temporelle) du champ électrique
sera de l'ordre de E/L (resp. E/T), et de méme pour le champ magnétique.

En ordres de grandeurs, ’équation (1.3) se traduit ainsi par £ ~ V B.

Dans 1’équation (1.4), le dernier terme du membre de droite est le courant de déplacement (il
permet de rendre compatible les équations de Maxwell avec la conservation de la charge dans le cas
général). Comme ici les vitesses caractéristiques sont bien inférieures & la vitesse de la lumiere, ce
terme peut étre négligé devant V x B (cela revient a négliger les termes d’ordre (V/c)? < 1) ; ainsi,
Iéquation (1.4) devient :

V x B & poj. (1.5)

1.1.2 Changement de référentiel

Il manque une relation constitutive au systéme (on a plus d’inconnues que d’équations). On va
introduire la loi d’Ohm, qui est une loi phénoménologique, valable dans le cas d’un fluide conducteur.
Comme le fluide est en mouvement, on se place a un instant donné dans le référentiel galiléen qui
suit le fluide au point considéré a cet instant, et on écrit la loi d’Ohm dans ce référentiel.

La transformation de Lorentz des champs électrique et magnétique s’écrit :

E| = E), (1.6)

E| =~()(EL +v x B), (1.7)

Bl = By, (1.8)
I I

B =~(v) (BL—’UX CE—Q) , (1.9)

ou || désigne la composante du champ parallele & v et L la composante transverse, et y(v) =

_ 2
CZ

La transformation de charge et courant s’écrit :

pe =) (pe —J - :—2), (1.10)
I =)0 = pev), (1.11)
i = (1.12)

Avec les mémes approximations que précédemment, le champ électromagnétique dans le référentiel
d’un fluide se déplacant a la vitesse v se réduit a :

E'~F+vx B, (1.13)
B ~ B, (1.14)
§ . (1.15)



La derniere approximation vient de (1.1) et (1.4) qui donnent p, ~ 50%, g~ H% et donc cpe ~ %j.
On a ainsi la loi d’'Ohm :
j~o(E+vx B), (1.16)

ou o est la conductivité électrique du milieu.
On prend alors le rotationnel de cette équation (1.16), et on utilise (1.3),(1.2),(1.5), ce qui donne
I’équation d’induction :

OB
anx(va)ijmAB , (1.17)
ol v, = HTlU est la diffusivité magnétique. Cette équation et (1.2) gouvernent le champ magnétique

(sous les approximations précédentes). Les autres grandeurs peuvent étre obtenues a partir de 1a
grace aux autres équations.

1.2 Réaction du champ magnétique sur le fluide

La force électromagnétique exercée sur le fluide par unité de volume s’écrit p.E + j X B. De
plus, en utilisant (1.1) et (1.16) (et (1.5) qui donne V- j = 0), on a

pe = —eoV - (v X B). (1.18)

Comme E ~ VB, on a dans 'approximation précédente uniquement la partie magnétique de la
force :
1

V2
peE =~ -0V - (v x B)E ~ 0V?B?/L = ol <C—2) B2, (1.19)

, 1 1,
jx B~ —(VxB)x B~ —DB*. (1.20)
Ho poL
Donc la contribution électrique peut étre négligée devant la contribution magnétique de la force.
Pour un fluide Newtonien soumis uniquement a cette force, on a alors les équations de Navier-
Stokes :

p)
a—f +V - (pv) =0} (1.21)

(j peut étre remplacé par ﬁv x B (par (1.5)) ce qui donne une équation uniquement en p, v et B)
ol le champ p est le champ de pression dans le fluide, p la densité de masse, n = vp est la viscosité
dynamique (v est la viscosité cinématique), et £ la viscosité de volume.



1.3 Fluide incompressible et adimensionnement

On introduit les nombres de Reynolds, Re = % et R,, = pooVL= %, et on utilise L, L/V,
V, pV2, \/1opV?2 comme unités de mesure, temps, vitesse, pression et champ magnétique.
Dans le cas d’un fluide incompressible, (1.21) devient alors V - v = 0, et la viscosité de volume
n’intervient plus; on peut donc écrire les équations de la magnétohydrodynamique (MHD) sous la

forme :

V-B=0, (1.23)
0B 1
V.v=0, (1.25)
Ov B? 1
E+(U~V)vffv <p+ 7) +§Av+(B~V)B. (1.26)

1.4 Conditions aux bords

On considerera dans la suite des situations ou le milieu n’est pas homogene. Pour simplifier, on
n’envisagera que des cas ou o (ou R,, dans la version adimensionée) est constant par morceaux
dans deux régions de I'espace séparées par une surface S fermée (typiquement une boule conductrice
dans un milieu isolant). On notera par un indice 7 les grandeurs “a Uintérieur” de la surface et par
un indice e les grandeurs “a I'extérieur” (et [] désigne un saut de la grandeur & travers S)

On considére de plus qu’il n’y a pas de flux de particules & travers cette surface, c’est-a-dire
n -v = 0 sur la surface, ol n est un vecteur normal unitaire a S.

D’apres les équations de Maxwell (1.1), (1.2), (1.3), (1.5), intégrées sur un petit volume/une
petite surface fermée qui coupe S, on a les conditions a la frontiere :

n-E] =22, (1.27)
£0

[n-B] =0, (1.28)

[n x B] = uojs, (1.29)

[n x E] =0, (1.30)

ol ps et js sont d’éventuelles charges et courants surfaciques sur S.
Dans le cas ou la conductivité reste finie, il ne peut pas y avoir de courant surfacique le long de
la surface. Ainsi, dans ce cas 14, la condition aux limites pour B s’écrit [B] = 0.

2 Théoremes anti-dynamo

Les premier théoremes relatifs a l'effet dynamo ont été des théoremes anti-dynamo, c’est-a-dire
des théoréemes donnant des cas ou il y a trop de symétries pour qu’'un effet dynamo puisse étre
entretenu.

On va voir ici deux types de théoremes anti-dynamo, en se limitant & deux types de géométrie :
un espace cartésien périodique (avec uniquement un fluide conducteur, donc), ou un espace constitué
d’une boule conductrice et d’un extérieur isolant (on utilisera dans ce cas les coordonnées sphériques,



et on introduira la décomposition toroidale-poloidale d’un champ de vecteur). Bien que les théorémes
soient différents, c’est le méme type de restriction qui est appliqué dans les deux cas.

On regardera d’abord les restrictions portant sur le champ magnétique, grace a deux théoremes
de Cowling : un champ magnétique a symétrie axiale ne peut pas étre maintenu par un effet dynamo
(géométrie sphérique), et un champ magnétique indépendant d’une des variables d’espace ne peut
étre maintenu par un effet dynamo (géométrie cartésienne périodique)

Ensuite, nous verrons les restrictions portant sur le champ des vitesses : en géométrie sphérique,
un champ de vitesse purement toroidal ne peut engendrer un effet dynamo, et un champ radial
compressible de la forme u = f(x)u, ne peut pas engendrer d’effet dynamo. En géométrie cartésienne
périodique, un flot plan ne peut pas produire d’effet dynamo.

2.1 Décomposition du champ magnétique

N\ [ /> Toroidal

/L | >

On introduit ici la décomposition toroidale-poloidale du champ magnétique : elle consiste a écrire
le champ magnétique comme somme d’une composante qui “tourne” autour d’un axe (toroidal) et
d’une selon les poles (poloidal, & la manieére des lignes de champ d’un solénoide). On cherche & écrire
le champ B en coordonnées sphériques sous la forme

B(r,0,¢) = Br + Bp, (2.1)
Br(r,0,¢) =V x (rT), 2.2)
Bp(r,0,¢) =V x V x (rP). (2.3)

(Le champ B étant & divergence nulle, il s’écrit comme un rotationnel)

Proposition 1

Pour tout champ B régulier de classe C*° (de classe C? suffit), il existe P et T' champs scalaires C>
tels que (2.1), (2.2) et (2.3) soient satisfaits. De plus, P et T' sont uniques & I’ajout d’une fonction
de r pres.

Démonstration 1
Soit B un champ & divergence nulle. On note L? 1'opérateur défini par :

LPf=(rxV)2f=r’Af —r-Vf—r-V(r-Vf). (2.4)



2 _ 0 (& 0-
OnaL szn@ a0 (Sln 96 )

au facteur r2 pres.

st 5 82 c’est la partie angulaire du laplacien en coordonnées sphériques,

Lemme 1
Cet opérateur défini sur les fonctions de la sphére unité est inversible des fonctions C*° de moyenne
nulle dans lui-méme.

Démonstration 2
On note H}(S) le complété de Pespace des fonctions C*° de moyenne nulle sur la sphére unité S,
pour la norme issue du produit scalaire

(f’g>Hé(S) = //fgsin@d@dngr// Vo,of - Vo,pgsinddf de, (2.5)
ou
Voof = < ;ieé;f > . (2.6)

Ainsi, H{(S) est un espace de Hilbert, dont on note H~! 'espace dual. Alors L? s’étend en une
application de H}(S) dans H~! par I'application suivante :

Vf S H&(S)7v9 S H&(S)v L2f(g) = - <V9,d>f7 V9,¢9>L2(S) . (27)

En effet, si f, g sont suffisamment réguliers, on a alors

af o
~(Vo.6£,V0.69) 12(s // 9a—£a—gd9d¢ (2.8)

) 1 of 1 Jg
+//Sm9 (sinoa_¢) (mea@) ddd¢ (2:9)
1 9%f
//89 (Sln980)9d9d¢+// 98¢29d9d¢ (2.10)

- // sinO(L2f)g do do, (2.11)

donc on a bien I'expression voulue, par densité.
De plus, pour f € HE(S), on a :

(=L, 1) = Vo6 72s) (2.12)

Par inégalité de Poincaré (qui est valable ici car les fonctions sont de moyenne nulle), on obtient
ainsi que :

Vf € HY(S), (~12F, 1) = V0. Ias) = € (I ags) + V0.0l I3s)) - (213)

c’est-a-dire que a : (f,g) — (—L%f, g) est coercive. Ainsi, d’apres le théoréme de Lax-Milgram, —L?
est inversible de H}(S) dans son dual. Par des résultats classiques de régularité elliptique, —L? est
donc inversible de I'ensemble des fonctions C* sur la sphére a moyenne nulle dans lui-méme.



Montrons 'unicité :
Supposons qu’on ait une décomposition B = By + Bp.

Alors :
r-B=—L%P, (2.14)
r-(V x B) = —L*T. (2.15)
En effet,
r-B=r-(Vx(@T))+r-(VxVx(rP)) (2.16)
=0+r - (—A(rP)+ V(V-(rP))) (2.17)
= —?2AP+7-VP+7-V(r-VP) (2.18)
= —L?P, (2.19)
et, du fait que A(rP) =rAP+ VP :
r (VxB)=r-(VxVx(@T)—r-(VxA@rP)) (2.20)
=—L?T —r-(V x (rAP)) (2.21)
= —L°T. (2.22)

Comme 7 - B et - (V x B) sont de moyenne nulle sur la sphere (car B et V x B sont & divergence
nulle), on a donc nécessairement (& une fonction de r pres, qu’on choisit de sorte que les champs
soient de moyenne nulle sur la sphére) :
P=—-L"%r-B), (2.23)
T=-L"2%r-VxB), (2.24)
ce qui les définit de maniere unique.
Montrons I’éxistence :
Soit B un champ régulier a divergence nulle. On pose
P=-L"%(r-B), (2.25)
T=—-L"2r-VxB), (2.26)
et on note B’ = Bp+Br. On va montrer que B’ = B, ce qui donnera ’existence de la décomposition.
Or, d’apres les calculs pour 'unicité, on a :
r-B=—-L?P=r.H, (2.27)
r-(VxB)=—-L*T=r-VxB. (2.28)

Donc A = B — B’ vérifie :

r-A =0
r-(VxA) =0 . (2.29)
V-A =0



Montrons qu’alors A =0 :
Les deux premieres équations nous donnent

- 0pAyp + Op(sinbAy)) =0, 2.30
g (QsAe + 0 0)) (2.30)
donc pour tout 7, (sinfAg, Ay) est un champ bidimensionnel (en les variables (8, ¢) & divergence
nulle. Il existe donc 1, fonction scalaire (qu’on peut choisir de moyenne nulle sur la sphere, quitte
a retirer une constante) telle que :

sin 9A9
Ay

*&;ﬂ/’r
AL (2.31)

Ainsi,

1 . 1
r-(VxA)=rx - <89(sm 00p1,) + ma;wr)

inf
_ 2y, (2.32)
=0.
Donc ¢, =0, et A =0, ce qui montre le résultat voulu.
Br(r,0, ) est le champ toroidal,
1 oT orT
= ——Ug — ——Ugp. 2.33
sinf 0o 0 99" (2:33)
Et Bp(r, 6, ¢) le champ poloidal,
*rp 1 9*rP
rBp = —L*Pu, + 2" or (2.34)

260 " " sin0 9gar "

ol Uy, ug, Ugp sont des vecteurs unitaires dans les directions correspondantes. On peut aussi décomposer
le courant en prenant le rotationnel (ce qui a pour effet d’échanger les champs toroidal et poloidal),
grace aux mémes champs scalaires :

1
—V XB=j=jr+jp. (2.35)
Ho

Soit :
wojr = —V X (rAP), (2.36)
pojp =V x V x (rT). (2.37)

Remarque : comme B est a divergence nulle, et du fait que
VX (AFT) =V X (=VxVx(T)+V(V-rT))=-V xVxVx(rT), (2.38)
et

A(rT) = rAT +2VT - Vr = rAT + 2VT, (2.39)



on a :

AB=-VxVxB=Vx(rAT)+V xV x (rAP). (2.40)
De plus, pour un champ indépendant de la variable ¢, on a :
oT
BT = —@U(b,
5 (2.41)
Bp = —12Pu, + 2P,
r " or

Donc la décomposition toroidale-poloidale consiste juste & séparer la composante en ug des deux
autres.

2.2 Amplification du champ magnétique dans un fluide

Un premier théoréme antidynamo concerne les champs invariants dans une direction.
On suppose ici le champ de vitesses indépendant du temps.

Théoréme 1 (Cowling)
On se place dans le cas d’un fluide incompressible, et dans un espace cartésien périodique de période
2nL. Alors un champ magnétique B(z,y,t) indépendant de z ne peut étre maintenu par un effet
dynamo.

C’est-a-dire que pour toute solution (v, B) périodique de période 27L et suffisamment réguliere
(disons C* pour simplifier) du systeme d’équations avec 9,B = 0, il existe a > 0 et C' > 0 tels que
1Bl 20,2012y < Ce™".

Démonstration 3
Dans le cas d’un tel champ, on peut supposer que le champ des vitesses ne dépend pas non plus
de z, quitte & prendre la moyenne en z (En utilisant le fait que z1r fOQﬂL d.v(z,y,z,t)dz =0 =
2mL
72:0. [ v(z,y, 2, 1) dz).
D’un point de vue physique : pour un tel mouvement, la composante B, peut étre engendrée

grace aux composantes B, et By, par le mouvement vertical v,. Par contre, il n’y a pas de source
pour ces deux composantes, qui vont donc décroitre.

Plus précisément :

Comme V - B = 9, B, + 0,B,, on peut écrire

B =V x (Au,) + B u, = (0,4, -0, A, B,), (2.42)

ou A est périodique en x et y car il n’y a pas de champ moyen dans V.
Si A et B, vérifient :

OtA+v-VA=cAA, (2.43)
OB, +v-VB, = 0,A0,v, — 0, A0yv, + cADB,, (2.44)

alors B satisfait I’équation d’induction.
Donc A vérifie une équation de diffusion sans source. Montrons qu’alors A est décroissante : en
multipliant (2.43) par 2A, on peut réécrire ’équation sous la forme :

9, A2 +V - (A%0) = 2eV - (AVA) — 2 [VA]*. (2.45)

10



En intégrant cette équation sur un volume élémentaire, on a :
at/ A%dv +/ V- (A%)dV = 25/ V- (AVA)dV — 25/ IVA|? dV. (2.46)
1% v v 1%
Mais pour un champ de vecteur E périodique, on a par la formule de Green-Ostrogradski :
/V~EdV:/ E.-dS=0. (2.47)
1% v
Il reste donc uniquement
at/ A2aV = —25/ |VA|* aV. (2.48)
1% v
Et comme A est de moyenne nulle, on a par inégalité de Poincaré :
at/ A2AV = 725/ [VA|? AV < 725/L2/ A%qv. (2.49)
\% 1% 1%

—2et/L?

Donc [, A>dV décroit exponentiellement, au moins en e . On prend maintenant le gradient

de (2.43) et on multiplie par VA :

1

§8t|VA|2 +V(v-VA)-VA=cV(AA)-VA. (2.50)
Puis on intégre :

%&/WAF +/V(U~VA)~VA:5/V(AA)~VA, (2.51)

%8,5/|VA|2+5/(AA)2 :/(U-VA)AA (2.52)

< vl VA L[| AA] L2 (2.53)

——

<c
< éumn% + 2 AA|2.. (2.54)
2 L) L
Donc

2 2 ? 2

BV AN + el AAIE. < SITANR. (2.55)
Al2s + 219412 + Eoa Al < 2

O VAIL: + T3 VAIIZ: + 550 Allz= <0. (2.56)

D’oti la décroissance exponentielle pour VA (et donc pour les deux premiéres composantes de B).
Pour B, : En procédant comme avec A (on multiplie I’équation par 2B,), on arrive & :

B2+ V- (B?v) = 2(VA x Vu,) -u, B, + 2V - (B,VB.) — 2¢ |[VB.|*. (2.57)

11



En intégrant, les termes en divergence disparaissent et il reste :

at/ |B.|? = 2/ (VA x Vu,) - u.B, — 25/ |VB.|* aV. (2.58)
\% % \%
Et donc comme précédemment, par inégalité de Poincaré :
at/ |B. |2 +25/L2/ |B.[2dV < 2/ (VA x Vv,) - u,B.. (2.59)
\% 1% %
On utilise alors I'inégalité de Cauchy-Schwarz, et on simplifie par || B. | z2(vy :

Ol B\l p2vy + €/ L?||B:ll 2 vy < IVA x Vo[l L2(v).- (2.60)

La fonction f : ¢ + || B.(t)|[z2(v), positive, dérivable (on suppose || B (t)||z2(y) > 0, sinon le résultat
voulu est démontré deés que la quantité s’annule), vérifie donc :

Vi € RY, (1) +¢/LPf < Ke 2t/1°, (2.61)
Donc

d(fegt/Lz) 2 et/L% _ (g1 2 et/L? 2 p et/L?

TJFE/L fe =(f"+¢/L*f)e +e/L*fe (2.62)

< I(efst/L2 +E/L2f€€t/L2.

Et donc :

d(fest/Lz) B R

— = L Ke ot 2.63

g e (2.63)

En intégrant,

Vi e RY, f(£)e/ " — £(0) < KL?/e — KL?Jee /7", (2.64)

Donc f décroit exponentiellement (mais “moins vite” que A), et donc B aussi, d’ou le résultat.

Remarque : On n’a pas vraiment utilisé le fait que le champ de vitesses est indépendant du
temps. Il suffit que son gradient reste borné (c’est pareil pour le théoréme suivant).

Théoréme 2 (Cowling)
On consideére ici une situation ou on a une sphere de rayon a contenant du fluide conducteur a
lintérieur et un isolant & I’extérieur. Un champ magnétique & symétrie axiale B(r, 6, t) ne peut étre
maintenu par un fluide.

C’est-a-dire que pour toute solution (v, B) suffisamment réguliere (disons C*° pour simplifier)
du systeme d’équations avec 03B = 0, il existe o > 0 et C > 0 tels que || B(¢)| 12gs) < Ce™ ot

Démonstration 4

Pour un tel champ, on peut comme précédemment supposer que le champ de vitesses vérifie lui
aussi la méme condition (on n’utilisait que la périodicité, qui est encore valable ici). On utilise la
décomposition toroidale-poloidale pour B et v : comme les champs sont indépendants de ¢, on a,
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d’apres (2.33), vr x By = 0, donc la composante toroidale de v x B est réduite & vp X Bp. La
partie poloidale de I’équation d’induction dans la partie conductrice s’écrit alors :

0;Bp =V X (’UP X Bp) + eABp. (265)
Dans la partie isolante, I’équation d’induction se réduit a :
AB =0, (2.66)

dont la partie poloidale s’écrit simplement ABp = 0.

On écrit alors Bp = V x Ar ol A7 = Augy est un champ toroidal, et on obtient dans la boule, en
prenant le rotationnel inverse (& un gradient pres, qui a une contribution nulle car le probleme est
indépendant de ¢) :

OtAr = vp X (V X AT) + eAArp. (267)

On a alors les équations pour A et By, dans la boule :

(r 51119)2)147 (2:68)

1 NN
O A + Ll V(rsinfA) =e(A —

0tBy + (rsin@)vp - V( By) =¢e(A— By + (rsinf)Bp - VQ, (2.69)

rsin

1
(rsin 9)2)

ol vp = r{)sin Qu, (avec cette définition,  est donc la vitesse angulaire du fluide au point considéré,
par rapport a 'axe vertical). On se retrouve avec des équations similaires au cas précédent : A
vérifie une équation de transport sans source et By est généré par A (via les variations de la vitesse
angulaire Q).

On pose x = rsinfA, D?*y = rsinf(A — m)(ﬁx) Alors x vérifie Péquation (dans la
sphere) :

Oy x +vp - Vx =eD?x. (2.70)

On multiplie cette équation par 2y, et on integre :

2
ox? + V- (x*vp) = 2V - <XVX — TSEHGV(T sin 9)) —2¢|Vx|?. (2.71)
En dehors de la sphere (“c = +00”),
X2
0=2V- (xVx— - V(rsin@)) —2|Vx|*. (2.72)
rsin

A travers la surface, x et d,x sont continus (car B lest). En intégrant sur V; la premiére équation
et V, la deuxiéme (avec les notations introduites précédemment), les termes en divergence donnent
une intégrale sur la sphere donc s’annulent, et il reste :

at/ 2dvV = —25/ Vx| dV. (2.73)
Vi 14

On se retrouve ainsi avec la méme estimation d’énergie que dans le cas planaire, qui donne ici aussi
une décroissance exponentielle de .

Le cas de By se traite comme le cas planaire, en posant ici w = —L - By.
’ rsin @
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2.3 Champs de vitesse pouvant engendrer une amplification du champ
magnétique

Cette fois, on cherche des conditions sur le champ des vitesses pour obtenir un effet dynamo
(plus de restrictions sur le champ magnétique).

Théoréme 3 (Zeldovich)

Un champ de vitesse planaire v = (vz(x,v, 2,1), vy (2, y, 2,t),0) suffisamment régulier (C*° par
exemple) ne peut pas amplifier un champ magnétique : comme précédemment, le champ magnétique
décroit exponentiellement.

Démonstration 5

Pour un tel flot, les champs B, et B, peuvent-étre alimentés grace a la dépendance en z de B,
mais ce dernier terme n’a pas de source.

Plus précisément :

La composante B, vérifie alors ’équation de diffusion :

B. +v-VB, =eAB,, (2.74)

donc B, décroit exponentiellement (toujours la méme estimation d’énergie que dans la section
précédente). Ainsi, B prend la forme B =V X (Au,) ou A vérifie :

OtA +v-VA=cAA, (2.75)
donc A décroit exponentiellement et B aussi.

Théoréme 4
On considére maintenant le cas d’'un champ de vitesse v = vp(r, 0, ¢,t) purement toroidal (c’est
Panalogue du champ planaire). Un tel champ de vitesse ne peut entretenir une dynamo B(r, 6, ¢, t).

Démonstration 6
Comme v est toroidal, on a r - v = 0, donc I’équation d’induction s’écrit :

d(r-B)+uvr-V(r-B) =eA(r- B). (2.76)
On pose Q =1 - B = L?P (cf (2.34)) Ainsi, Q vérifie dans V; :

0Q* + V- (vrQ?) = 2eV - (QVQ) — 2¢ [VQ|?, (2.77)
et en dehors :

0=2V-(QVQ)-2|VQ|*. (2.78)

En intégrant comme dans le cas planaire, on retrouve la méme équation intégrée, donc Q = 0, donc
la composante poloidale de B décroit exponentiellement. Ainsi :

OyBr =V x (’UT X BT) + eABr. (279)
Avec By =V x (rT), on a

O(rT) = —r(vr - VT) + re AT + VG, (2.80)
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o VG est un gradient (qui contient entre autre 2¢VT') En prenant les composantes en ¢ et 0 de
I’équation, on obtient que G ne dépend que de r. On pose alors VG = rg(r,t), ce qui donne :

0T + vp - VT = AT + g(r, ). (2.81)
En multipliant I’équation par 27" et en intégrant, on obtient de fagon similaire au cas planaire 7' = 0.

Théoréme 5 (Namikawa & Matsushita, admis)
On considére un champ radial u = f(z)u,. Alors un effet dynamo ne peut pas étre alimenté par ce
champ.

La démonstration est faite dans [NM70].

3 Etude de nombres de Reynolds magnétique grands

3.1 Equation

On étudie ici on champ de vitesse indépendant du temps (et pour un fluide incompressible), et
on s’intéresse au cas d’un nombre de Reynolds magnétique grand :

B

%_t =V x (vx B)+eAB, (3.1)
oue = le.
Comme :

Vx((wvxB)=B-Vv—v-VB+(V-B)v+(V-v)B, (3.2)

dans le cas d’un fluide incompressible (et en prenant en compte le fait que le champ B est a
divergence nulle), on peut donc écrire I’équation sous la forme :

0B

EZB-V’U—’U-VB-FEAB. (3.3)
On note G la matrice de Green de ce probleme, c’est-a-dire la fonction matricielle G : (z,y,t) —
G(z,y,t) solution du probleme :

oG _
{ 9% = G-Vv—v-VG+eAG (3.4)
G(z,4,0) = d6(z—y)ls
Ainsi, pour ¢t > 0, on a formellement :
B:t) = [ Glev)Bo(w) &' (35)

On va donner un sens plus précis a ce noyau :

On note S; le semi-groupe associé a ’équation d’induction :

Pour ¢ > 0, S; est application By +— B(,t). Alors S; définit une application linéraire de D(R3)3
dans D’ (R3)3. De plus, pour tout ¢t > 0, S; est continu au sens suivant :
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Pour tout compact K et tout u € D(R3)3, il existe Cx(u) = 0 et m € N tels que pour tout
v € D(R?)? a support dans K :

1(Ssv, wl < O (u) sup [|0%]| (3.6)

lo]<m
otl, pour v € D(R3)3, w € D'(R3)3,

(w1, u1)
(wu) = | (wa2,u2) |. (3.7)
(w3, uz)

Le lemme des noyaux de Schwartz (cf [Sch54]) s’applique donc :
Il existe une distribution Gy € D'(R3 x R3)3 (qu’on notera plus tard G(-,-,t)) telle que

Yo € D(R?)?,Vu € D(R?)3, (Syv,u) = (G,u @), (3.8)
ol u ®v(y, 2) = (ui(2)v; (y))ingg'

De plus, ce noyau est de classe C* sur le complémentaire de la diagonale de R3 x R3.
L’existence est également étudiée dans [Sch50], et la régularité en dehors de la diagonale est
démontree dans ce méme ouvrage, pages 228-229 théoreme 8.

3.2 Formulation Lagrangienne

On note z(x,t) le déplacement pendant ¢, dans le champ de vitesse, de la particule qui était
initialement en z, c’est-a-dire que z est solution de :

2 = v(z)
{Z(O) _ . (3.9)

x
On note B¥ le champ en coordonnées Lagrangiennes. On a la relation :
BL(z,t) = B(z(x,1),t). (3.10)

(Dans la suite de cette section, on notera z la coordonnée Eulérienne, pour éviter les confusions)
On a alors :

OBL OB

Ainsi, I’équation aux dérivées partielles s’écrit :
OB* I
o (z,t) = B*(x,t) - Vu(z(x,t)) + eAB(2(z, 1), t). (3.12)

3.3 Cas d’un fluide conducteur idéal

On se place dans le cas ou € = 0, c’est-a-dire un fluide parfaitement conducteur : ’équation
vérifiée par le champ Lagrangien prend alors la forme simple :
OB*
ot

(z,t) = BY(x,t) - Vo(z(z,1)). (3.13)
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On note z(z,t) = g'z, et g sa différentielle (c’est-a-dire (g% (z));; = (azi ) (z,t)). Alors une solution

de I’équation peut s’écrire sous la forme :

BY(z,t) = ¢t (x)B*(z,0). (3.14)
Ou, pour le champ Eulérien :

B(g'z,t) = g% (z)B(z,0). (3.15)

Démonstration 7
On a en dérivant simplement (3.14) :

O BY(x,t) = 0;(gLz)BL (x,0) (3.16)
= D(v)(g'w)gLaB" (x,0) (3.17)
= BE(x,t) - Vu(g'z). (3.18)

Rappel : D(v) désigne la jacobienne de v : pour z,y € R3,

gir(@) (@) (@) vi
D()(z)y = | S2(x) F2(z) 52(x) THE (3.19)
S—Z?(z) S—ZZ(z) 2—;@(@ Y3
alors que :
v v v
’ BRAY- a9 . 2
y - Vou(z) yl@:cl (x)—i—ygazQ(x)—i-ygaxg(x), (3.20)
Remarque :

Physiquement, cela signifie que le champ magnétique est “figé” dans le fluide, dans le sens suivant :
On note du un vecteur infinitésimal dans le méme sens que le champ B”, qui est “attaché” initia-
lement par les deux extrémités a des particules en x et x + dz. Au bout d’un temps ¢, ce vecteur
sera transformé en g’x du. La méme matrice opere sur B, qui se “déplace” (en se dilatant) avec la
particule dans le fluide. Avec les notations de la figure 1, on a pour un champ “figé” dans le fluide :

Bl (z,t 4+ dt) = B (x,t) + v(z(z,t) + du(x,t)) dt — v(z(z,t)) dt. (3.21)
Donc
0B~ L
ek B* - Vou(z(z,t)). (3.22)

3.4 Retour au cas d’un fluide non idéal

On considere la quantité A(z) = (¢%)*(x)gl(x) (ainsi, un vecteur u “figé” dans le fluide en z a
pour longueur (A¢(z)u,u) au bout d’un temps t).
Avec les notations précédentes,

3 i i
(At(:c)),w = %(z, t)%(z, t). (3.23)

=1
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BL(z,t + dt)

v(z(z,t) + du)dt

BE(x,t)

Fig. 1 -

On termine la transformation de I’équation (3.3) en formulation Lagrangienne, en adaptant un
peu la formule (avec € # 0) :
On définit B (w, t) par

B(th) = gi(g_tz)BH(g_tzvt)ﬂ (324)
soit
B(g'w, t) = gL(w)B" (w,1). (3.25)

On dérive par rapport a t :

9:B(g'w, t) + v(g'w) - VB(g'w,t) = 9:(¢t(w)) B (w, t) + ¢t (w)9: B (w, 1) (3.26)
= D(v)(g'w)gl(w)B" (w,t) + g (w)d, B (w,t) (3.27)
= B(g'w,t) - Vu(g'w) + gt (w)d; BY (w, ). (3.28)

Donc I'équation (3.3) devient :
gt (w)dy B (w,t) = eAB(g'w,t) = —eV x V x B(g'w,t) +eV(V - B)(g'w, t). (3.29)
On retourne a la variable Eulérienne :

gt(g7'2)0B™ (g7 2,t) = —eV x V x B(z,t) +eV(V - B)(2,1) (3.30)
=—eV xVx [gh(g7"2)B" (g7"2,1)] +eV(V - B)(z,1). (3.31)

On va montrer que pour une fonction vectorielle f (en les variables z,t), on a :

(9" (97" )V % f(z,1) = V x ((92)" F ) (@, 1), (3.32)
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ott z = g'z, fl(z,t) = f(g'x,t), ou de facon équivalente :

V X f(z,t) = ghaV x ((gL)* f5) (2, 1).

(3.33)

Remarque : dans cette équation, la dérivation spaciale dans le membre de droite porte sur la variable

x, et celle dans le membre de gauche sur la variable z.
En effet, la j-eme ligne du membre de gauche s’écrit :

3
ofi
>, gikig(21),
k=1 k

ol €123 = 1 et € est antisymétrique.
La j-éme ligne du membre de droite s’écrit :

3 3 O((gL)* 1) 3
Z Z Ezle Z Z Cikl—fa.
i=1 =1 k,l,m=1
Z Z Eikl— @
i=1 k,l,m=1
et
(%Z"; ) > 02z,
Z Ei k) — g (2,1) = Z Eiki g (4, 1) [ (2, 1)
klm=1 klm=1 OO,
0zZm ofk
+ Z Ezkla (xt)ak(at)
k,l,m=1
3
azm ofk
= Z Ezkl t)af ($ t)
kL, m=1 Tk
car € est antisymétrique.
Comme
ofkL O0zp Ofm
—(x,t) = —(x,t t),t
G () = > G (@) G A, 0,1),
p=1
on a pour le membre de droite :
3
0z 0zZm, 0zp Ofm
t)e; ) =2 (x, t t), 1),
PO L CHNE el GOl GOl CCOORD
ik, l,m,p=1
avec
3 0z 0z 0z
Z Cikly (@, t) 22 (2, 8) = (2, 1) = €5 pum,
ik, =1 Oz Tk Oz ol
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par conservation du volume et de 'orientation pour le changement de coordonnées.
Il reste donc

5 s G ol .1, (3.42)

m,p=1

ce qui montre I'identité.
Ainsi, la partie rotationelle de I’équation vérifiée par BH devient (en multipliant par g, ‘(g~*2)) :

9 (97"2) V2 X V2 x B(z,1) = Vi x (M, x (A:B))(a,1). (3.43)
On procede de méme pour 'autre partie de I’équation. On arrive alors a I’équation :

oB" H -1 H

7 = —eV X Atv X AtB + EAt V(V -B ), (344)

(on note L Topérateur différentiel correspondant, L = —8; — eV x A,V x A; 4+ eA;'V(V)), avec
comme condition initiale

Bl (z) = B¥ (x,0) = B(x,0) = By(x). (3.45)

3.5 Etude du noyau de Green

Dans cette sous-section, on n’étudiera que le champ magnétique transformé, et on supprimera
donc ’exposant  pour ne pas alourdir les notations.
On note I'(z,y,t) le noyau de Green de 'équation (3.44). On a ainsi la relation :

G(z,y,t) = i (g™ 2)0(g™ " 2, y, 1) (3.46)

On cherche & décomposer le noyau I'(x, y, t) sous la forme

—# ex l(m—y) a(x £)d?
Mot = o o (#5201 )alocnvEra'e (3.47)

ou le symbole matriciel a(z, ¢, t, /) est développé en une série

oo

alz,&,t,VE) =Y a;(x, &, )VE . (3.48)
j=0
Justification de I'expression de I :

Pour ¢ € R, on note a(z,§,t) le symbole associé a 'opérateur pseudo-différentiel de noyau I'(-, -, )
(T est bien le noyau d’un opérateur pseudo-différentiel car G en est un), c’est-a-dire tel que

B(,t) = alz, D, 1) Bo(x) = / Dz, y, 1) Bo(y) d%y. (3.49)

On a alors, formellement :

a(x, D, t)By(x) = e Ca(x, €)Bo(€) d*¢

3

\

e tq / e~ WEBy(y) Ay d3¢ (3.50)

') Ca(z, £) By (y) d’y d*¢.
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Le noyau peut donc étre écrit sous la forme

1
(2m)?

Cette expression obtenue formellement a bien un sens deés que x # y grace aux intégrales oscillantes
(cf. le théoréme en appendice 4.2) On remplace alors Uopérateur a(x, D, t) par a(x,/eD,t, /) et
on obtient par changement de variable :

I(x,y,t) = m /eXp (z (m\;gy) -«E) a(z,€,t,\/¢) d3e. (3.52)

On utilise ensuite le développement asymptotique de a(z, &, t, /) (en 1/g).
Pour satisfaire les conditions initiales I'(z, y, t) Py d(z—y), on prend ap(z,§,0) = Iz et a;(z,£,0) =

F(xay’t) = /eXp (Z(‘T—y) -£) a(m,f,t) dgg (351)

0 pour 57 >0
Les coeflicients a;(x, &, t) satisfont un systeme d’équations de transport. On note I'y (z, y, t) une
approximation de (3.47) ol seuls N termes de la série sont pris, et By le champ correspondant.

Théoréme 6

On considere un champ de vecteurs v C* nul en dehors d’un ouvert borné ). Alors :
— Le systeme d’équations de transport se résoud de maniere unique.
— Le terme principal s’écrit sous la forme :

ao(z, €,t) = exp < <</Ot ATl(z)dT> g,g)) . (3.53)

— Les termes suivants s’écrivent sous la forme :

N(z,&,t) = Py(2,§ t)ao(z, &, 1), (3.54)

ou Py(x,&,t) est un polynéome de degré maximal 3N en £ & coefficients matriciels C*
— Pour T > 0 fixé, on a I'estimation uniforme en ¢ € [0, T] pour le reste :

IT(#) — Tn(t)| = O(E"). (3.55)

Démonstration 8

On va décomposer 1’équation différentielle vérifiée par I' pour les a;, et on identifiera les termes de
méme ordre en +/z.

On a, par linéarité de l'intégration :

AT (2, y,t) = (27“/_) /exp (zL\;Ey) -«E) Ava(x, & t,1/2) A€, (3.56)

puis en dérivant :

Vhd < e /e’“’(

27rf / P (

(z —y)

-5) V x (Aa(z, €, t,1/€)) d3¢
(3.57)

i a\xr 3
)ﬁx(& (26,1, v2) L€,
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et on refait la méme chose pour chaque terme :

VXAV x AT
— m /eXp (i(x\/gy) -5) V x (A x (Aca(z, €, t,v/E))) d3¢
n m /exp (z (:”\;J) -5) %5 x AV % (Aga(z, €, t,v/E)) d3€ (358)
+ o (152 6) Tex e x (ol gt vEN)
+ m /exp (z (z\/gy) §> ﬁv x A€ x (Aa(z, €, 1, V/E))) d3¢.

Le deuxieme terme de 1’équation donne :

V-F:m/exp<'(x\;gy) -5) V- a(z, &, t,/E) d3¢

~

+ o [ o <z el -E) Tt rale 6t VE) s o
puis
V(V-T) :m/exp (i( \/Ey) g) VV -a(z,&,t, VE) d3¢
me / eXp< (w\/gy §> \/iggv-a(:c,@t, vede (3.60)
%\[ /exp< \/g 5) SV ale V)0
g [ow (T2 6) Tee et vBae

En séparant chaque puissance de /¢, on obtient ainsi I’équation vérifiée par chacun des ay :

an =— (A7 Oan — 16 x MV x Apan—1 — V x Ay(i€ x Aran—1)
+ ZA;lfv “anN-—1+ ZA;1V(€, aN_l) + A;lvv “aAN—2 (361)
-V x AtV X At(lN72,

ce qui donne déja l'existence et 'unicité de la solution du systeme.
En particulier le premier terme donne :

= —(A7 '€, €)ao, (3.62)

d’ot1 expression de la solution (avec ag(x,&,0) = I3).
Le polynéme Py se calcule par récurrence :
Pour N > 1, I'équation de transport s’écrit :

an + (A7, Oan = Qn(x, &, t)ag(x, &, 1), (3.63)
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ol (Qn est polynomial. Dans ’expression de I’équation de transport, on a au plus une dérivée
spatiale sur ay_; et deux sur ay_o. Par ces dérivées, le degré augmente donc au plus de 2 en &
pour ay_1 et 4 pour ay_2. On a de plus un produit par £ pour les termes en ay_1, donc Qn est
de degré au plus max(3(N — 1)+ 3,3(IN —2) +4) = 3N. La résolution de 1’équation donne ensuite
PN(ac, &,t) = Qn, donc Py a le méme degré en £ que @, ce qui achéve la récurrence.

Il reste & montrer ’estimation (on se contentera du cas N = 1, qui est le seul dont on a besoin;
la preuve s’adapte ensuite au cas générique, par récurrence) :

On a, par linéarité de ’équation :
LTy —T) = L(Ty). (3.64)

Et, en remplacant a; par son expression en fonction de ag :

L(Dy) = m /exp <ﬁ—\/gy -g) (—hao(w, &, 1) — (A€, E)ao(x, &, 1)) d3¢ (3.65)
1 x—y
Ve [ oo (2 ¢)
(A7 146V - ag(x, &,t) + ATV (i€ - ao(,€,1))) dP¢ (3.66)
et /eXp (zx Y -5) (A7 IV(V - ag(a€, 1)) d¢ (3.67)
(2m\/€)? Ve ! ’ '

it e (4EY
Ve oo (2 ¢)
(1€ x Ay(V x Agag(z€,t)) + V x A(3€ x Aag(z, €, 1)) d>¢ (3.68)

- 5(277\1/5)3 /eXp (’x\;gy '5) (V x AV x Aao (€, 1)) d°€. (3.69)

On reconnait dans le premier terme ’équation vérifiée par ag, qui s’annule donc. En ce qui concerne
les autres termes, chacun est dominé par /¢ ou ¢ (on a calculé explicitement ag, et le théoréme de
Calderon-Vaillancourt — cf. [CV71] — s’applique ici), donc en tant que norme d’opérateur :

IL(T = T1)|| = OE?). (3.70)
Ainsi, pour le champ magnétique approché :

IL(B1 = B)l|2 = [|IL(B1)| 12 = O("/?)|| Bol 2. (3.71)
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Par ailleurs, on a :
< At(Bl — B),L(Bl — B) > =< At(Bl — B), —at(Bl — B) >
—e< At(Bl — B), V x At(V X At(Bl — B)) >
+e< Ay(By — B),A;'V(V-(B; — B)) > (3.72)

==IV-(B1=B)ll.2

= —%% < A¢(B1 — B),(By — B) >
+% < Ay(By — B),(B, — B) >
—e < A(V x Ae(B1 — B)),V x Ay(By — B) >
—e[|V-(B1 = Bl (3.73)

Par inégalité de Schwartz, et comme les deux termes en € sont négatifs, on a alors :

d
a < At(Bl — B),Bl —B><C< At(Bl — B),Bl — B> +O(€1/2)”B1 — BHQHB()HQ (374)

Puis par le lemme de Gronwall (on a || B(-,t) — Bol| —+—0 0 et || B1(-,t) — Bo|| —+—0 0), on arrive
donc a :

IT1 By — T'Bo| = || By — Blj2 < Cte'/?|| B2, (3.75)

I’ou l'estimation pour la norme de 'opérateur I'y — I

3.6 Théoréme anti-dynamo

Définition 1 (Exposant de Lyapunov)
Soient  une position dans lespace, et 1 un vecteur “figé” en z (dans le sens vu précédemment).
On pose alors :

. 1 . 1
x(z,m) = limsup 7 log g% (z)n| = limsup 7 log(A¢(z)n,n) (3.76)

Cet exposant correspond & l'exposant qui traduit la croissance du vecteur n suivant le champ de
vitesses en partant de z & 'infini (en temps).

Théoreme 7 (Vishik)

Si les lignes de champ du champ de vitesse ne divergent pas exponentiellement & linfini, alors
seule une dynamo lente est possible, c’est-a-dire que pour des nombres de Reynolds magnétiques
arbitrairement grands, le champs magnétique a une croissance exponentielle de plus en plus faible.
En d’autres termes, si I’exposant de Lyapunov du champ de vitesses est nul en tout point de ’espace,
alors une dynamo rapide ne peut exister :

V(@) € R® x R?, x(2,1) = 0= YA > 0,3p > 0,Ve < p, | B(,1)|| 12 < Ce™ (3.77)
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Démonstration 9

Supposons qu’on ait au contraire une dynamo rapide pour un exposant de Lyapunov nul partout.
Soit T' > 0 suffisamment grand. Alors il existe une suite ¢; tendant vers 0 et des modes propres du
champ magnétique croissant exponentiellement & des vitesses \; > A > 0. Alors d’une part

1G(T)]ly > e (3.78)

(11 suffit de prendre le mode propre correspondant).
Et d’autre part d’apres les résultats de la sous-section précédente :

IG(T)]l, < (14 O(Ve;))eM 2. (3.79)

(Car ||g7|| < e?T pour T assez grand). On a une contradiction pour 7T)i suffisamment grands.
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4 Formulaire, appendice

4.1 Dérivées spatiales en coordonnées sphériques

z
i 0
\V r
" Yy
\~;.
0
. A
orf
Vf= 00 f (4.1)
a0
VA= 20,024,) + — a('eA)+LaA (4.2)
TR\ A T g g S e rsing ¢ '

r51n9 (Op(Ayp smH) 0pAp)
VxA= s n08¢14 a (TA¢) (4.3)
(0, (rAg) — 0pA;)

4.2 Intégrales oscillantes

On va donner dans cette sous-section un sens a des intégrales de la forme :
/ e ?@q(0) db. (4.4)
RN

Lemme 2
Soit K un compact de RV, p € C®(RY) rélle telle que |[Vip(6)| = co > 0 pour tout § € RY. Alors :

Va € C§°(K),Vk € N,VA > 1, \F

/ei’\“’(‘g)a(H)dt?’ < Cr41(9)C(co, K) sup |0%al, (4.5)

la| <K
ot Ci11(p) reste bornée lorsque ¢ reste bornée dans C*+1(K).

Démonstration 10
On considere 'opérateur différentiel

. N
Vsﬁl z::

Bl
56 (4.6)

QJ‘S
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Ainsi, L(e?) = e LF(ei?%) = N\Fetr? donc

Ak / e?adf = / LF(e??)a df = / e (*LY*(a) d, (4.7)

ou

N

. 0 1 Oy
tL(a) =1 E — (——a) . (4.8)
=1 89] |Vg0|2 89]

(Donc (tL)* est un opérateur différentiel d’ordre au plus k).
Comme a est & support compact inclus dans K, on a :

)\k/eiA‘PadG‘ < |K|sup |(“L)¥al. (4.9)

Et par récurrence sur k, on a sup |(*L)*a| < Cry1(¢)C(co) SUp| o<k [0%al.

On définit alors pour p €] — 00, 1] et m € R I'espace A} (RY) des fonctions a de classe C*° telles
que :

V0 € RN, Vo e NV |8%a(0)] < Cu(1 + |0])™ 1o, (4.10)

muni des semi-normes N;”k qui minimisent les C,,.

Remarque : A" C AZI/ pour m < m', (,,cg Ay' = S (espace de Schwartz), dense dans tous les A}".

Théoréme 8

Soit ¢ € C*°(R™\0), homogene de degré x> 0. On note I,(a) = [px €*?adf, bien définie sur A7
sim < —N.

On suppose de plus que Vp(0) # 0 pour 0 # 0.

Alors si > 1 — p, I, se prolonge par continuité a A" pour tout m € R, et ce prolongement est
unique par densité de S dans ces espaces.

Démonstration 11
I existe xo, x fonctions C* & supports compacts respectivement dans {|f] < 1} et {2 < [0] < 2}
tels que

¥ € RN, xo(0) + > x(2770) = 1. (4.11)
p=0

(1 suffit par exemple de prendre x1, positive, valant 1 sur {2 < |0] < 5} & support dans {3 < [0] <

2}. On a alors en tout point une somme finie de termes non nuls dans la série, qui est donc bien

définie et strictement positive. On pose alors x(6) = W si|0] > 1, x = x1 sinon, puis
p=0

Xo = 1 — x est & support dans la boule unité)
On pose alors

Ip(a) = /RN e"¥xoa + Z /RN e x(27P)a (4.12)
p=0
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Cette définition a bien un sens si m < —N et coincide avec la premiere définition. Il reste donc a
montrer la convergence de la série dans les autres espaces (la continuité en découle alors).
On a une estimation pour tout k£ du terme général de la série, apres changement de variable 6 — 2P0 :

/ ey (2770)a(0) de‘ = ’2]\“’/ 20y (9)a(270) dO (4.13)
RN RN
< Cp 2VP7Prk qup 2P| 9og(2Ph))| (4.14)
o<k, 3 <[6]<2
< Cppy 2PN HhAmt0=0)F) N7 () (4.15)

Et en choisissant k tel que N +m — k(u — 1+ p) < 0, on a donc convergence géométrique des que
w>1—p.
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