PURETE DE L’APPROXIMATION FORTE SUR LE CORPS DES
FONCTIONS D’UNE COURBE ALGEBRIQUE COMPLEXE

ELYES BOUGHATTAS

Abstract

Over the function field of a complex algebraic curve, strong approximation off a
non-empty finite set of places holds for the complement of a codimension 2 closed
subset in a homogeneous space under a semisimple algebraic group, and for the com-
plement of a codimension 2 closed subset in an affine smooth complete intersection of
low degree.

Résumé

Sur le corps des fonctions d’une courbe algébrique complexe, la propriété d’approxi-
mation forte hors d’un ensemble fini non vide de places vaut pour le complémentaire
d’un fermé de codimension 2 d’un espace homogéne sous un groupe algébrique semi-
simple et également pour le complémentaire d’un fermé de codimension 2 d’une inter-
section compléte affine lisse de bas degré.

1 INTRODUCTION

Etudier 'existence de points rationnels sur une variété (principe de Hasse), ainsi que
leur répartition (densité des points rationnels, approximation faible, approximation forte)
est un probleme difficile de géométrie algébrique sur un corps non clos, dont la résolution
dépend généralement de 'arithmétique du corps de base.

Sur un corps de nombres, il est bien connu que ’approximation faible est un invariant
birationnel des variétés lisses. Pour 'approximation forte, la situation est plus délicate.
En étendant un résultat de Kneser dans le cas des groupes algébriques [Kne65|, Minchev
démontre dans [Min89| qu’une variété vérifiant approximation forte est géométriquement
simplement connexe, ce qui assure que l'approximation forte n’est pas un invariant bira-
tionnel des variétés lisses. Toutefois Cao, Xu [CX18| et Wei [Wei2l] ont montré que tout
ouvert de ’espace affine A" dont le complémentaire est de codimension au moins 2 vérifie
Papproximation forte hors d'une place. Wittenberg a ensuite interrogé dans [AIM14] Pro-
blem 6], puis dans son article de survol [WitI8 Question 2.11|, un énoncé de pureté pour
I'approximation forte qui est le suivant :

Question 1.1. Soit k£ un corps de nombres, S un ensemble fini de places de k et X
une variété lisse sur k vérifiant I'approximation forte hors de S. Un ouvert de X dont le
complémentaire est de codimension au moins 2 vérifie-t-il également ’approximation forte

hors de S'?

Par la suite, Cao, Liang et Xu [CLX19] ont apporté une réponse positive a cette ques-
tion hors d’un ensemble fini non vide de places, pour les groupes semi-simples, simplement
connexes et quasi-déployés. Cao et Huang [CH20| apportent également une réponse posi-
tive pour certaines familles de groupes algébriques semi-simples simplement connexes non
quasi-déployés.
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Si, maintenant, le corps de base est le corps des fonctions K d’une courbe projective,
lisse et irréductible I' sur le corps des complexes C, le panorama, est différent. On note Qg
I’ensemble des places de K qui, par critére valuatif de propreté, s’identifie aux points
fermés I'(C) de I'. Lorsque v € Qg on note K, le complété de K en v et 0, son anneau
des entiers. On dit alors que X vérifie l'approzimation faible lorsque le plongement diagonal
de X(K) dans [[,cq, X(Ky) est d’image dense, ot le produit est muni de la topologie
produit. Lorsque X est une K-variété, c’est-a-dire un K-schéma séparé de type fini, et S
est un ensemble fini de places de K, on note Ok g les entiers de K hors de S et on
appelle Ok s-modéle de X tout Ok g-schéma séparé de type fini 2" tel que 2" Qg o K
est isomorphe & X.

Pour définir 'approximation forte sur K, notons également Ay l'anneau des adéles
de K, qu’on définit comme I'ensemble des (z,) € [[,cq, Kv tels que z, € O, pour v
hors d’'un ensemble fini de places de K. Cet anneau est muni d'une topologie via le sys-
téme fondamental de voisinages de 0 indexé par les ensembles finis S C Qg et donné par
les [[,eq U ¥ HUGQK\S O, ou pour v € S on désigne par U, un voisinage de 0 dans K.

De méme, si S C Qg est fini, on note Af( I’anneau des adéles hors de S, défini comme
la projection de Ak sur Hver\S K, et muni de la topologie finale pour cette projection.

Quand S C Qg est fini, on peut munir X (A}q{) de la topologie adélique comme suit :
si S C Q est fini contenant S et 2 est un Ok, ,s-modéle de X, on a une identifica-
tion canonique X (A%) = g, s [Toers X (Ko) x TTyeqr 2 (0y) (voir par exemple
[Con12l §2]) et la topologie du terme de droite est indépendante du choix de S’ ainsi que
du modeéle 2. La définition suivante de ’approximation forte est alors centrale au sein de
ce texte :

Définition 1.2. Soit K le corps des fonctions d’une courbe algébrique complexe, S un
ensemble fini de places de K et X une variété sur K. On dit que X vérifie l’approzimation
forte hors de S lorsque I'application diagonale de X (K) dans X (A%) est d’image dense
dés que X (K,) # 0 pour tout v € S.

Lorsque X est une K-variété lisse, un point rationnel de X correspond & une section
d’un modéle propre de X au-dessus de I' : ainsi, étudier 'arithmétique de X est dans
de nombreux cas facilité par les méthodes géométriques de déformation des courbes algé-
briques. Par exemple, si X est rationnellement connexe, Graber, Harris et Starr montrent
par de telles méthodes, dans [GHS03, Theorem 1.2|, qu’elle admet un point rationnel, et
le lieu des points rationnels est aussitot dense pour la topologie de Zariski par [KMM92]
Theorem 2.13]. Hassett et Tschinkel [HT06] conjecturent en fait que 'approximation faible
vaut pour toute variété rationnellement connexe sur le corps des fonctions de I'. Bien que
cette conjecture soit hors de portée pour le moment, Colliot-Théléne et Gille [CTG04] ont
dégagé une multitude de variétés rationnellement connexes jouissant de ’approximation
faible : les espaces homogénes sous un groupe linéaire connexe, les fibrations en de tels
espaces homogénes au-dessus d’une variété vérifiant 'approximation faible et les surfaces
de del Pezzo de degré au moins 4. De méme, de Jong et Starr établissent dans [dJS06| un
résultat profond d’approximation faible pour les intersections complétes lisses de bas de-
gré dans P". Enfin, Findley démontre également un résultat d’approximation faible pour
des intersections complétes dans les grassmaniennes dans [Finl0O] et Minocchieri établit
dans [Min20] 'approximation faible pour des intersections complétes de bas degré dans
des espaces projectifs pondérés.

Pour ce qui est de I’étude des points entiers, les premiers résultats sont dus & Hassett
et Tschinkel dans [HT08| o ils démontrent que les points entiers sont denses pour la topo-
logie de Zariski, pour certaines variétés log Fano. Les premiers résultats d’approximation
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forte sont quant & eux dus & Chen et Zhu qui démontrent dans [CZ18| que 'approximation
forte vaut hors d’une place pour les intersection complétes affines lisses et rationnellement
connexes, sous condition sur le multi-degré. Le cas des espaces homogénes sous un groupe
semi-simple a ensuite été obtenu par Colliot-Theéléne dans [CT18] : l'auteur démontre en
outre que le groupe multiplicatif sur C(IP!) ne vérifie 'approximation forte hors d’aucun
ensemble fini de places. Il s’ensuit qu’en toute généralité, I’approximation forte n’est ni
un invariant birationnel des variétés lisses, ni 'apanage de certaines variétés géométrique-
ment simplement connexes. Il nous semble alors naturel d’interroger un analogue de la
question [L.1] ce qui souléve la définition suivante :

Définition 1.3. Soit K le corps des fonctions d’une courbe algébrique complexe, S un
ensemble fini de places de K et X une variété sur K. On dit que X vérifie la pureté de
Uapproximation forte hors de S si tout complémentaire d’un fermé de codimension 2 de X
vérifie ’approximation forte hors de S.

L’analogue suivant de la question [I.1] se pose alors naturellement :

Question 1.4. Si K est le corps des fonctions d’une courbe algébrique complexe, S un
ensemble fini de places de K et X une variété lisse sur K. Si X vérifie approximation
forte hors de S, vérifie-t-elle également la pureté de I’approximation forte hors de S'?7

Par la présente note, nous apportons d’une part, a travers le théoréme|l.5] une réponse
positive & cette question pour les espaces homogénes sous un groupe semi-simple, généra-
lisant de la sorte le résultat principal de Colliot-Théléne dans [CT1§|. Un corollaire que
nous en donnons est la pureté de ’approximation forte pour certaines quadriques affines
lisses. D’autre part, nous montrons dans le théoréme |1.7] que la pureté de 'approximation
forte hors d’une place vaut pour les intersections complétes affines lisses de bas degré, ce
qui constitue une généralisation des résultats établis par Chen et Zhu dans [CZ18]. Ces
deux résultats suggérent que la question pourrait admettre une réponse positive en
toute généralité.

Le premier énoncé que nous obtenons est une version «pure» du théoréme d’approxi-
mation forte de Colliot-Thélene [CT18, Théoréme 3.4, qui repose en partie sur le théoréme
d’existence de Riemann.

Théoréme 1.5. Si S est un ensemble fini non vide de places de K, alors tout K-espace ho-
mogéne sous un groupe algébrique connexe semi-simple vérifie la pureté de ['approzimation

forte hors de S.

Une conséquence du théoréme précédent est le corollaire [3.8| suivant qui donne un
résultat de pureté de 'approximation forte pour les quadriques affines lisses :

Corollaire 1.6. Soit S un ensemble fini non vide de places de K, un entier naturel n > 3
et q(x1,...,xy) une forme quadratique non dégénérée sur K. Si o € K*, la quadrique
affine d’équation q(x1,...,x,) = « vérifie la pureté de l'approximation forte hors de S.

Le deuxiéme résultat est quant & lui une version «pure» du théoréme d’approximation
de Chen et Zhu [CZ18, Theorem 1.3 :

Théoréme 1.7. Soit S un ensemble fini non vide de places de K et X wune intersection
compléte lisse dans P de multi-degré (dy,...,d.) telle que Y ;_;d? < n. Si D est une
section hyperplane lisse de X, alors X\D wvérifie la pureté de ’approzimation forte hors

de S.
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La section 2 de notre article est dédiée & I’énoncé d’'une méthode de fibration et d’une
méthode de descente pour la pureté de Iapproximation forte, qui sont respectivement
des variantes d’une méthode de fibration énoncée dans [CTX13] Proposition 3.1] et d'une
méthode de descente énoncée dans [CT18, Théoréme 4.4]. A la maniére de [CT18, Théo-
réme 4.4], un ingrédient principal de notre méthode de descente est le théoréme d’existence
de Riemann, présent en filigrane dans la démonstration du lemme [2.5]

La section 3 contient la démonstration du théoréme 1.5 avec, dans un premier temps, le
cas particulier ou G est simplement connexe et les stabilisateurs de X sont triviaux : pour
parvenir & ce premier cas, on combine la méthode de fibration établie & la section 3 au
théoréme de décomposition de Bruhat, ce qui permet de raisonner par dévissage a la
maniére de Cao, Liang et Xu dans la démonstration de [CLX19, Theorem 3.6]. Le passage
au cas général est alors permis par la méthode de descente qui est établi dans la section 3.
En exploitant ces résultats, on obtient enfin la pureté de 'approximation forte hors d’une
place pour les quadriques affines lisses et pour le complémentaire d’une quadrique projective
lisse, sur le corps des fonctions d’une courbe algébrique complexe. 11 s’agit respectivement
des versions «puresy de [CT18|, Corollaire 4.1] et de [CTI8, Corollaire 4.5].

Le section 4 est quant a elle dédiée au théoreme [I.7] Pour ce faire, nous établissons
dans un premier temps le théoréme qui est un critére de pureté pour ’approximation
forte, qu'on combine ensuite dans la sous-section au résultat principal de Chen et Zhu
[CZ18, Theorem 1.8] pour obtenir le résultat de pureté souhaité du théoréme [1.7 Notre
démonstration de ce critére de pureté repose de fagon décisive sur une théorie de la défor-
mation que nous développons dans les sous-sections et et dont "'aboutissement
est le lemme [4.7] ainsi que son corollaire [4.8] De fagon remarquable, notre critére de pureté
donné dans le théoréme repose sur ’espace des coniques contenues dans l'intersection
compléte lisse considérée, 1la ot Chen et Zhu énoncent un critére dans [CZ18 Theorem 1.6]
faisant intervenir des courbes de degré quelconque, et Pappliquent ensuite dans [CZ18|
Theorem 1.8] & I’espace des coniques.

Notations. Au cours de ce texte, on fixe K le corps des fonctions d’une courbe projective,
lisse et irréductible I' sur le corps des complexes C. Notons i 'ensemble de ses places qui,
par critére valuatif de propreté, s’identifie aux points fermés I'(C) de I'. Lorsque v € Qg
on note K, le complété de K en v : il est isomorphe a C((t)) par [Ser80, Chapitre II, §4,
Théoréme 2] et cet isomorphisme identifie son anneau des entiers &, a C[[t]].

Lorsque X est une K-variété, c’est-a-dire un K-schéma séparé de type fini, on note X (V)
I’ensemble de ses points de codimension 1. Le fibré tangent de X est noté Jx et si X est
lisse et Y est une sous-variété lisse de X on note 4y x le fibré normal de Y dans X.

Dés que G est un K-groupe algébrique, on note HY (K, G) I’ensemble pointé de coho-
mologie galoisienne défini dans [Ser94 Chapitre I, §5.1]. D’apreés [Ser94, Chapitre I, §5.2],
il classifie les K-torseurs a gauche sous G, c’est-a-dire les G-variétés a gauche géométri-
quement isomorphes & G comme G-variétés, & isomorphisme prés de G-variétés. Lorsque G
est linéaire, T' est un K-torseur a gauche sous G et Y est une G-variété a droite qui est
quasi-projective, on note Y7 la variété obtenue comme quotient de Y xx T par Iaction
de G définie par g.(y,t) = (yg~!,gt) (Vexistence d’une telle variété étant par exemple
assurée par [Sko01l Lemma 2.2.3]).

Si k est un corps, Y une variété projective et X une variété quasi-projective sur k,
on note Mor(Y, X) le k-schéma localement noethérien paramétrant les morphismes de k-
schémas de Y dans X (on pourra se référer a [Gro95, §4.c.]) : il représente le foncteur de la
catégorie des k-schémas dans celle des ensembles, envoyant un k-schéma 7' sur ’ensemble
des morphismes de k-schémas Y x; T — X.
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Au cours de ce texte, on dit également qu’une suite
A—~B-LsC

d’ensembles, oil C' est pointé par un élément ¢, est exacte lorsque ¢(A4) = p~1({c}).

2 METHODES DE FIBRATION ET DE DESCENTE POUR LA PURETE

2.1 Une méthode de fibration pour la pureté. On établit ici la méthode de fibration
pour la pureté de I’approximation forte suivante :

Proposition 2.1. Soit f :' Y — X un morphisme lisse de K-variétés lisses géométrique-
ment intégres, dont les fibres géométriques sont intégres. Soit W un ouvert non vide de X
et S C Qg fini tels que :

(1) la variété X vérifie la pureté de lapprozimation forte hors de S ;
i1) pour tout w € a K-variété [~ (w) vérifie la pureté de 'approzimation forte
i) pour tout W(K), la K-variété f=! ‘rifie la pureté de 'approzimati t
hors de S ;
(iii) siv € S, Uapplication f~*(W)(K,) — W (K,) est surjective.

Alors Y vérifie la pureté de l'approzimation forte hors de S.

Avant d’en donner une démonstration, commencons par énoncer une variante de la
méthode de fibration [CTX13l Proposition 3.1] sur le corps K, que nous utiliserons a
plusieurs reprises :

Proposition 2.2. Soit f : Y — X un morphisme lisse de K-variétés lisses géométrique-
ment intégres, dont les fibres géométriques sont intégres. Soit W un ouvert non vide de X
et S C Qg fini tels que :

(i) les fibres de f au-dessus des K -points de W vérifient lapprozimation forte hors de S ;
(ii) siv € S, Uapplication f~*(W)(K,) — W(K,) est surjective.
Alors, Y wvérifie Uapproximation forte hors de S si et seulement si X vérifie l'approximation

forte hors de S.

Démonstration. Commencons par choisir T' C Qg fini contenant S et F' : % — %
un Ok p-modele lisse de f ou # et 2 sont des Ok r-schémas lisses séparés, tels que :

(a) les fibres géométriques de F' sont géométriquement intégres ;
(b) si v € T, Vapplication #(0,) — 2 (0,) est surjective.

En effet, le point (a) résulte de [Gro66, §9.7]; pour montrer (b), il suffit de vérifier que le
morphisme F' donné par (a) induit une application surjective au niveau des x(v)-points,
ce qui est vrai car k(v) = C est algébriquement clos : le point (b) s’en déduit via le lemme
de Hensel.

Commencons par supposer que X vérifie 'approximation forte hors de S et montrons
que Y vérifie également 'approximation forte hors de S. Il s’agit de montrer que si U, C
Y (K,) est un ouvert non vide (v € T\S) et si Y(K,) # 0 (v € S), alors Y (K) rencontre

[Ty x I vex []#(60).

veS veT\S vgT
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On peut d’emblée supposer que U, C f~H(W) : alors, puisque f est lisse, f(U,) C W est
un ouvert de X(K,) (car K, est hensélien). Par approximation forte sur X hors de S, il
existe N € X (K) tel que

Ne[xxE) x [ rwe) =[] 2

veS veT\S vgT

si bien que N provient dun O r-point A de 2. Posons Z = f~Y(N), de sorte que
Z = F~Y(A) est un O p-modéle de Z.

Siv T, il suit alors de (b) que Z(0,) # 0 et si v € S, il suit de (ii) que Z(K,) # 0.
Enfin, si v € T\S alors U, N Z(K,) est un ouvert non vide de Z(K,). Le point (i) assure
donc que

[1zx) < ] WenzE)) < [] 20

ves vET\S vgT

rencontre Z(K), ce qui conclut.

Supposons maintenant que Y vérifie 'approximation forte hors de S et montrons que X
vérifie également l'approximation forte hors de S. Il s’agit de montrer que si V,, C X (K,)
est un ouvert non vide (v € T\S) et si X(K,) # 0 (v € S), alors X(K) rencontre

[[xE) < I vox [] 200

ves veT\S vgT

et pour ce faire, il suffit de démontrer que Y (K') rencontre

[Ty x I £ ) x [[Z (0.

veS veT\S vgT

Or, pour v € S on a X(K,) # 0, donc le théoréme des fonctions implicites assure
que W(K,) # 0. On déduit alors de (ii) que Y(K,) # 0 et on conclut en appliquant
I’approximation forte sur Y hors de S. O

Pour notre démonstration de la proposition le lemme géométrique suivant est bien
utile et une démonstration en est par exemple donnée dans [CLX19, Proposition 3.5] :

Lemme 2.3. Soit f : Y — X un morphisme fidélement plat entre variétés géométri-
quement intégres sur un corps k et ¢ > 0 un entier. St U C Y est un ouvert vérjﬁant

codim(Y\U,Y) > ¢, alors il existe un ouvert dense V.C X tel que pour tout x € V (k) on
at

codim(f M (@)\(U N fH(X)), fH(2)) = e

On en déduit aussitot une démonstration de la méthode de fibration pour la pureté de
I'approximation forte :

Démonstration de la proposition [2.1 Soit U un ouvert de Y contenant Y. Suivant le
lemme , il existe un ouvert dense V de X tel que pour tout v € V (K) on ait f~(v)M) ¢
f~Y(v)NU. Tl s’agit alors d’appliquer la propositionau morphisme g : U — f(U) induit
par f, et a Pouvert W' =W NV N f(U).

D’une part, f(U) vérifie 'approximation forte hors de S par hypothése de pureté sur X,
car f étant fidelement plat, le fait que Y1) ¢ U assure que XM ¢ f(U).

De plus, si v € W/(K), le choix de V assure que la fibre g1 (v) est un ouvert de f~1(v)
contenant f~'(v)(1). Il suit par hypotheése que g~'(v) vérifie 'approximation forte hors
de S, ce qui montre que le point (i) de la proposition est vérifié.
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Enfin, le point (ii) de la proposition est vérifie. En effet, siv € S et w' € W/(K,),
I'ouvert g~ (w')(K,) est dense dans f~1(w')(K,) par lisseté de f et théoréme des fonctions
implicites : en particulier il est non vide, ce qui conclut. O

2.2 Une méthode de descente pour la pureté. Dans cette sous-section, on démontre
une méthode de descente pour la pureté de I’approximation forte, qui est une variante de
[CT18, Théoreme 4.4].

Proposition 2.4. Soit S un ensemble fini non vide de places de K, G un K-groupe

linéaire, X une K-variété et Y Iy X un G-torseur o droite. Si pour tout [¢] € HY(K,G)
le tordu Y€ vérifie la pureté de l’approzimation forte hors de S, avec en outre Y(K,) # ()
pour v € S, alors X wvérifie la pureté de Uapprozimation forte hors de S.

Cette méthode de descente utilise le lemme suivant, dont la démonstration, qui repose
sur le théoréme d’existence de Riemann, suit en filigrane celle de [CTG04, Théoréeme 2.2].
Avant de I'énoncer, introduisons la notation suivante : si (Ej, €;)icr est une famille d’en-
sembles pointés, on note H;el E; ensemble des (x;) € [[;,c; E; tels que z; = e; pour un
ensemble cofini d’indices 4, pointé en (e;).

Lemme 2.5. [CT18, Théoréme 3.3] Soit S un ensemble fini non vide de places de K et G
un K -groupe linéaire. Alors l'application diagonale

H'(K.G) - [[ H'(K.,G)
vgS

est surjective.

Démonstration de la proposition[2.4]. Considérons U un ouvert de X contenant les points
de codimension 1. On dispose des suites exactes suivantes qui s’insérent dans les lignes du
diagramme commutatif :

Y(K) —— X(K) — HY{(K,G)

| | s W

Y(AY) — X(A%) — [,gs H(K,, G)

ou la fleche v est surjective d’aprés le lemme Considérons « € U(A%) C X(A%) : 1a
surjectivite de ¢ donne o = [¢] € HY(K, G) tel que ¢(0) = ¢(a). Considérons maintenant
le diagramme commutatif suivant, ot les lignes sont exactes :

Y¢(K) —— X(K) — HY(K,GY)

| | . ®

YE(AR) — X(A%) —= [[gs H' (K, GY)

Le choix de o assure que ¢'(a) = {*}. Puisque f¢ est fidélement plat, Iouvert V =
(f5 71(U) contient les points de codimension 1 de Y¢. L’exactitude de la ligne du bas
de assure que « provient de § € V(Af{). Puisque V contient les points de codimension 1
de Y¢, il veérifie ’approximation forte hors de S. Il s’ensuit que B peut étre approché par
un point rationnel ¢ € V(K) : I'image de ¢ dans U(K) approche alors a dans U(A%), ce
qui conclut. O
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3 ESPACES HOMOGENES SOUS UN GROUPE SEMI-SIMPLE

Cette section est dédiée a la démonstration du théoréme [I.5]dont on rappelle 'énoncé :

Théoréme 1.5. S5i .S est un ensemble fini non vide de places de K, alors tout K-espace ho-
mogéne sous un groupe algébrique connexe semi-simple vérifie la pureté de ['approzimation

forte hors de S.

3.1 Résultats préliminaires. Sur un corps de nombres, Cao et Xu [CX18, Proposi-
tion 3.6] et Wei [Wei2ll Lemma 2.1] ont montré qu’on a pureté de I’approximation forte
pour les espaces affines. Le résultat vaut encore sur le corps des fonctions d’une courbe
algébrique complexe :

Proposition 3.1. 5i S est un ensemble fini non vide de places de K, lespace affine A’
vérifie la pureté de 'approximation forte hors de S.

Démonstration. Commencons par remarquer que approximation forte hors de S vaut
pour A, ce qui correspond a I'énoncé d’algébre commutative [Rei03, Theorem 4.11].

On montre ensuite par récurrence sur n le résultat souhaité, le cas n = 1 étant acquis.
Supposons n > 2 et considérons p : A% — A}( la projection suivant la derniére coordonnée
et appliquons-lui la méthode de fibration pour la pureté de la proposition [2.1], en posant
W = Al Lavari¢té Al vérifie "approximation forte d’apres le cas n = 1, donc le point (i)
de la proposition est vérifié. Le point (ii) de la proposition est également vérifié par
hypothése de récurrence, car pour z € AL (K) onap=t(z) = A’;{_l. Enfin, le point (iii) de
la proposition est vérifié car la projection p(K,) : A% (K,) — A} (K,) est clairement
surjective. 0

Définition 3.2. Soit A une algébre étale non nulle sur un corps k. L'unique sous-variété
ouverte minimale R de Res,/,(Ga) contenant le tore Resy/(Gm), stable sous 'action
de Resq/,(Gm) sur Resy /., (Gg) et vérifiant

codim(ResA/k(Ga)\R, ReSA/k(Ga)) > 2

est appelée la sous-variété torique standard de RGSA/k(Ga). Plus précisément, R ®j, k
est le complémentaire de la réunion de tous les sous-espaces vectoriels de codimension 2

dans Res 4/, (Ga) ® k.

Corollaire 3.3. Soit A une K-algébre étale non nulle et R la sous-variété torique standard
de Resz/x(Gq). Alors R vérifie la pureté de l'approzimation forte hors de tout ensemble
fini non vide de places de K.

Démonstration. Cela suit de la proposition et du fait que ResA/K(Ai‘) ~ Af(, ou

3.2 Cas des groupes semi-simples simplement connexes. Cette sous-section est
dédiée a la démonstration du théoréme suivant, établi par Cao, Liang et Xu [CLX19| dans
le cas d’'un corps de nombres lorsque le groupe est quasi-déployé, cette hypothése étant
automatiquement satisfaite sur le corps K :

Théoréme 3.4. Si S désigne un ensemble fini non vide de places de K et G un K-groupe
semi-simple, simplement connexe, alors G vérifie la pureté de Uapprozimation forte hors

de S.
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En vue de démontrer le théoréme [3.4] nous avons besoin de quelques résultats limi-
naires sur les groupes semi-simples simplement connexes quasi-déployés sur un corps de
caractéristique nulle. Considérons k un corps de caractéristique nulle et G un k-groupe
semi-simple simplement connexe quasi-déployé.

Soit B un sous-groupe de Borel de G défini sur k. D’apres [Mill7, Theorem 16.33.(c)],
on dispose d’une suite exacte courte

1 B, BT 1

ou B, est le radical unipotent de B et T est un tore. Cette suite est par ailleurs scindée par
[IDGT0, Exposé XVII, Théoréme 5.1.1.(i)(b)] : ceci permet d’identifier T' & un sous-groupe
de B, si bien que p est T-équivariante. Par [Mill7, Theorem 21.84], il existe un unique
sous-groupe de Borel B’ de G tel que BN B’ = T, qui n’est autre que le sous-groupe de
Borel opposé a B. En notant B, le radical unipotent de B’, 'application

Bxy B, — G
(3)

(byu) — b.u

est une immersion ouverte d’image notée Vj par [Mill7, Theorem 21.84], décrite comme la
cellule ouverte de Bruhat. On peut alors définir un morphisme T-équivariant ¢g : Vo — T
faisant commuter le diagramme

v 0 T

] ]p (4)

Bxy B, 225 B

ol pp est la projection suivant B et k[T]" JES S E[Vo]* /™ est un isomorphisme de
Gal(k/k)-modules.

Rappelons qu'un tore T" est dit quasi-trivial s'il est isomorphe & Res 4/,(G,) pour A
une k-algebre étale. Lorsque Z est un fermé d’une variété X, on note Divz(X) le groupe
des diviseurs de Cartier de X a support dans Z. On a alors le lemie suivant :

Lemme 3.5. Le morphisme k[Vo]™ /EX — DiVGE\Vo,E(GE) défini par f — div(f) est un

isomorphisme de Gal(k/k)-modules. En particulier, T est quasi-trivial.

Démonstration. On reprend l'argument de [CLX19, Lemma 3.1]. Puisque G est semi-
simple, le lemme de Rosenlicht assure que k [G]* = k. De plus, G7 étant semi-simple et
simplement connexe, on a Pic(Gy) = 0 (voir [Vos98, §4.3, Theorem 1]). On en déduit aus-
sitot la premiére assertion. La deuxiéme s’en déduit du fait que & [T /E* = E[Vo]* /k~
est un isomorphisme. O

11 suit que T est quasi-trivial. En combinant le lemme [3.5avec [Caol8| Proposition 2.3],
il existe un isomorphisme 7'~ Res 4/5(Gyn), ot A est étale sur k, via I'identification duquel
le morphisme ¢ : Vo — T s’étend en un morphisme ¢ : G — Resy/,(Gq). Notons R la
variété torique standard de ResA/k(Ga). On a alors :

Proposition 3.6. Il existe un ouvert Y de G stable sous l'action de T el tel que G ¢—2>

Res /1 (Gq) se restreigne @ un morphisme Y o, R, lisse, a fibres géométriguement intégres
et tel que Y Ny (T) = V.
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Démonstration. On applique [Caol8| Proposition 2.2], ott Z = Resy/(Ga), X = G, U =
Vo et f = ¢o. O

Prenons maintenant £ = K : comme K est un corps C; (théoréme de Tsen), tout
groupe connexe est quasi-déployé (voir [Mill7, Corollary 25.53]). On garde donc dans la
suite les notations de la discussion précédente.

Démonstration du théoréme[3.4] D’aprés la proposition le morphisme ¢g : Vo — T
s’étend en un morphisme ¢; : Y — R. Il suffit de montrer que tout ouvert de Y conte-
nant Y vérifie approximation forte hors de S.

Appliquons & ¢1 la méthode de fibration pour la pureté de la proposition en posant
W ="T.

La condition (i) est vérifiée en vertu du corollaire

De plus, si x € W(K) on déduit de et que qﬁl_l(a:) est un espace affine sur K :
il suit alors de la proposition [3.1] que tout ouvert de qbfl(:c) contenant qﬁfl(x)(l) vérifie
Papproximation forte hors de S, ce qui assure que la condition (ii) est vérifié.

Enfin, la condition (iii) suit immédiatement du fait que f~'(z) est un ouvert d’un

espace affine sur x(x) dés que x € W. O

3.3 Cas général. Rappelons I'énoncé du théoréeme qu’il s’agit de démontrer dans
cette sous-section :

Théoréme 1.5. S¢S est un ensemble fini non vide de places de K, alors tout K-espace ho-
mogéne sous un groupe algébrique connexe semi-simple vérifie la pureté de 'approzimation

forte hors de S.

Démonstration du théoréme L3 Soit G un K-groupe semi-simple, X un espace homogeéne
sous G a gauche. Considérons U un ouvert de X contenant X() et a € U(Af(). Quitte a
remplacer G par son revétement universel, on peut d’emblée supposer que G est semi-simple
et simplement connexe.

Puisque K est Cp, on a X(K) # 0 (voir [Ser94, IIT §2.3, Théoréeme 1’ et I1I §2.4,
Corollaire 1]) donc X ~ G/H ou H est un sous-groupe de G. On considére alors le H-
torseur & droite G — X obtenu par choix d’un point rationnel de X. 1l s’agit d’appliquer
la méthode de descente 2.4l & ce torseur.

D’une part, pour [¢] € HY(K, H), le tordu G¢ est un G-torseur & gauche : il admet
un point rationnel d’aprés [Ser94, ibidem| et il est trivial puisque c’est un G-torseur. Le
théoréme assure donc que G¢ vérifie la pureté de I'approximation forte hors de S.
D’autre part, G$(K,) # 0) pour v € S, puisque G¢ admet un point rationnel. Il suit alors
de la proposition que X vérifie également la pureté de approximation forte hors de S,
ce qui conclut. O

3.4 Application a la pureté de 'approximation forte pour certaines variétés.
Nous utilisons ici les résultats précédents pour obtenir des résultats de pureté pour certaines
variétés.

Les quadriques affines lisses. Le corollaire suivant établit un résultat de pureté de 'approxi-
mation forte hors d’une place pour les quadriques affines lisses et généralise [CT18, Corol-
laire 4.1] :
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Corollaire 3.7. Soit S un ensemble fini non vide de places de K, un entier naturel n > 3
et q(x1,...,xy) une forme quadratique non dégénérée sur K. Si o € K*, la quadrique
affine d’équation q(x1,...,x,) = a vérifie la pureté de l'approximation forte hors de S.

Démonstration. Une telle quadrique affine est un espace homogeéne sous SO(q), qui est
un groupe semi-simple. On conclut donc par le théoréme [1.5] qu’elle vérifie la pureté de
I’approximation forte hors de S. 0

Remarquons que le cas n = 3 du corollaire précédent n’est pas recouvert par le théo-
réme [1.7] : en effet, la condition sur les degrés du théoréme permet uniquement de
démontrer le corollaire précédent dans le cas n > 4.

Complémentaire d’une quadrique projective lisse. On déduit du cas des quadriques affines
lisses la pureté de 'approximation forte hors d’une place pour le complémentaire d’une
quadrique projective lisse, généralisant de la sorte [CT18] Corollaire 4.5] :

Corollaire 3.8. Soit S un ensemble fini non vide de places de K. Soitn > 3 et q(xq, ..., Tp)
une forme quadratique non dégénérée sur K. Le complémentaire de ’hypersurface ¢ = 0
dans P vérifie la pureté de l'approximation forte hors de S.

Démonstration. Notons X le complémentaire de I'hypersurface ¢ = 0 dans P et soit

Y C A}‘{H la quadrique d’équation ¢ = 1. La projection Y i) X fait de Y un ps-torseur
sur X. Or, on a HY (K, po) = K*/(K*)?, donc le tordu de f par [¢] € HY (K, u2) a son espace
total défini par ’équation ¢ = c¢. 1l suit alors du corollaire et de la proposition que
I'approximation forte vaut pour tout ouvert de X contenant les points de codimension 1.

O

4 INTERSECTIONS COMPLETES AFFINES LISSES

Cette section est dédiée a la démonstration du théoreme[1.7] dont on rappelle I’énoncé :

Théoréme 1.7. Soit S un ensemble fini non vide de places de K et X wune intersection
compléte lisse dans P de multi-degré (dy,...,d.) telle que Y ;_;d? < n. Si D est une
section hyperplane lisse de X, alors X\D wvérifie la pureté de l’approzimation forte hors

de S.

4.1 Un peu d’algébre commutative. Cette sous-section sert d’outil a la suivante, et
peut étre sautée en premiére lecture.

Soit k£ un anneau commutatif. Une k-paire est un couple (A, ) ou A est une k-algébre
et I est un idéal de A. Un morphisme de k-paires f : (A, I) — (B, J) est un morphisme de
k-algebres f: A — B tel que f(I) C J.

Fixons dés a présent deux morphismes de k-paires g : (4,1) — (B, J') et h: (B,J) —
(B',J"). Notons N le noyau de h : B — B’ et supposons dorénavant que N? = 0. Dans
la suite, on note d : A — Qk/k le morphisme de différentiation canonique. On dit qu’'un
morphisme de k-paires ¢ : (A,I) — (B, J) est un relevement de g via h §'il fait commuter
le diagramme suivant :

(B,J)
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Notons que dans une telle configuration, le morphisme ¢ munit N d’une structure de A-
module et que cette structure est indépendante du choix du relévement (car la différence
de deux tels relévements est a valeurs dans N, oil I'idéal N2 est nul). Si un relévement de g
via h existe, on note Derg(A, N;I — J N N) 'ensemble des k-dérivations de A dans N
envoyant I dans J N N. On dispose alors du fait suivant :

Fait 4.1. S7l est non vide, 'ensemble des relévements de g via h est un espace homogéne
principal sous Derg(A, N; I — JNN).

Démonstration. Si ¢ est un autre relévement de g via h, I’application ¢ — v est une k-
dérivation de A dans N (voir [Mat89, §25]) envoyant I dans JNN. Réciproquement, si 0 est
une k-dérivation de A dans N telle que §(I) C JN N, Papplication ¢+ § est un morphisme
de k-paires ¢ + 9§ : (A, I) — (B, J) qui est également un relévement de g. O

Posons N l'image de N par le quotient B — B/J et remarquons qu'elle est munie
d’une structure de A/I-module si h(J) = J'. En faisant 'hypothese que h(J) = J', on va
construire un isomorphisme naturel

Dery(A,N;I — JN N) ~ ker (HomA(Qh/k,N) — HomA/I([/[Z’ND (%)

ot le morphisme 7 : HomA(Qh/k, N) — Hom 4 /;(I/I? N) est défini comme suit : il envoie
un morphisme de A-modules 6 : 9114/1@ — N sur la composé de la ligne du bas dans le
diagramme commutatif suivant

J | J

/12— qly, 10}, —' N

ou les fléches verticales sont les applications quotients, le morphisme « est défini par
a([i]) = [di] et le morphisme 6 est obtenu par passage au quotient de ¢ o 6 du fait que
G(Iﬂh/k) CIN C JN et donc qOQ(IQh/k) Cq(JN)=0.

Pour construire I'isomorphisme (E]), COMIMENCons par remarquer qu’on a un isomor-
phisme naturel

Der(A,N;I — JNN) ~ HomA(Q;/k, N;dI — JNN)

ol HomA(Q}L‘/k, N;dI — JN N) désigne le sous-module de HomA(Qil/k, N) constitué des
morphismes envoyant dI dans JNN. Or, par construction de 7, le noyau ker(7) correspond
précisément aux morphismes 6 : QlA/k — N tels que 6(dI) C JN N, d’ou 'isomorphisme
naturel souhaité.

Proposition 4.2. Avec les notations précédentes et en supposant que h(J) = J', il existe
un 1somorphisme naturel

Dery(A,N;I — JN N) ~ ker (HomA(Qh/k,N) — HomA/](I/IQ’N)) .

Pour Dexistence des relévements, on dispose du théoréme suivant :

Théoréme 4.3. Supposons que A el A/I sont formellement lisses sur k (au sens de
de [Gro67l, Définition (17.1.1)]), que h est surjective avec h(J) = J'. Alors il existe un
reléevement de g via h.
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Démonstration. Considérons le diagramme commutatif de k-algébres suivant

B Y B/J

Lok

A2 B L B

otl p et p’ sont les applications quotient et oil h est obtenue par passage au quotient de p’oh.
Puisque par hypothése le noyau N de h est de carré nul et puisque A est formellement
lisse sur k, il existe un morphisme de k-algébre ¢ : A — B s’insérant dans le diagramme
commutatif précédent. Notons d’emblée que puisque g(I) C J', on a ¢(I) C J+ N.

Pour construire un relévement de k-paires de g via h, il suffit d’apres [Mat89, §25, p.191]
de trouver une dérivation ¢ € Derg(A, N) telle que (¢ +96)(I) C J, auquel cas ¢+ définit
un relévement de k-paires de g via h. Or, le morphisme p|y .« : Derg(A4, N) — Derg(A, N)
étant naturellement isomorphe au morphisme p|y . : Homy ((2114 Ik N) — Hom A(Q}4 /k,N),
il est surjectif car p|y : N — N est surjective et Qi‘/k est un A-module projectif par [Gro67,

Proposition 17.2.3.(i)] combiné a [Sta22] Tag 05JQ)]. Il suffit donc de trouver e € Dery (A4, N)
telle que (po ¢ —€)(I) = 0 car dans ce cas tout antécédent 0 de € par p|y . convient.

En posant 1) = p o ¢, on cherche donc e € Derg(A, N) telle que €|; = 1|;. Par I'iden-
tification naturelle Dery (A, N) ~ Hom(Q} /k,ﬁ), ceci revient & chercher un morphisme

v Qh/k — N tel que v od|; = v|;. Considérons maintenant le diagramme commutatif
suivant

d
L

N I
Ylr
X l lﬁ
I/P ——= Q) /19,

oil B est obtenue par passage au quotient de t|; modulo I? (car ¥(I?) = p(N?) = 0) et ou
les fleches du carré de droite ont été définies dans la discussion précédant la proposition
Or, A/I étant formellement lisse sur k, le morphisme o admet une rétraction p d’aprés
[Mat89 Theorem 25.2 (5)]. Il suit alors que le morphisme v = o p o7 convient, ce qui
conclut. O

4.2 Préambule géométrique. Exception faite du lemme tout au long de cette
section Y (resp. X) désigne une variété projective (resp. quasi-projective) sur un corps
algébriquement clos k. On considére E (resp. D) une sous-variété fermée de Y (resp. de X).
On suppose que X et D sont lisses. Notons indifféremment M ou Mor(Y, X;im(E) C D)
le sous-schéma fermé

Mor (Y, X) Xypor(5.x) Mor(E, D)

de Mor(Y, X) paramétrant les morphismes f: Y — X tels que E C f~1(D).
Fixons désormais un tel morphisme f. On se propose d’étudier le schéma M localement

en [f]. Commencons par décrire l'espace tangent de M en [f]. Partant du fait que M =
Mor(Y, X) X Mor(E,X) Mor(E, D), on a

TinM = Tjp Mor(Y, X) Xy, 1 sor(e,x) Liy)p) Mor(E, D)

ou les facteurs du produit fibré se réécrivent sous la forme :

— TjpyMor(Y, X) = H(Y, f* Ix);
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— Tz Mor(E, X) = H(E, (f|e)* Ix) = H(E, (f*7x) |r);
— Tiy,)Mor(E, D) = HY(E, (f|)*Ib);

ces derniéres égalités sur les espaces tangents reposant sur [Deb01l, §2.3]. Puisque D est
une sous-variété lisse de X, on a la suite exacte de faisceaux localement libres sur D :

0 yp yx|D*>e/VD/XHO

puis en tirant en arriére par f|g on obtient la suite exacte de faisceaux localement libres
sur F :

0 —— (fle)* 9D — (fle)"(Ix|p) — (fle)*Sp/)x — 0.
Mais puisque (f|g)* (Ix|p) = (f*Tx)|E, cette derniére induit une suite exacte :
0 —— HYE, (flp)* Ip) — HU(E, (f*Ix)|p) — H(E, (fle)*Ip/x) -

Enfin, comme le morphisme iy Mor(Y, X) — Tjs ) Mor(E, X) est le morphisme de res-
triction HY(Y, f*7x) — H(E, (f* Ix) |g), on déduit de la suite exacte précédente :

T M = HO(Y ker(f*Tx — vp(fl2)* Ap/x))-

Posons # = ker(f*Jx — tg«(f|lg)*4p/x). Nous prouvons maintenant le résultat
principal de cette sous-section, qui fournit notamment un critére de lisseté de M en [f]. Il
s’agit d’une généralisation de [Deb01l, Theorem 2.6].

Théoréme 4.4. Soit k un corps algébriqguement clos et Y (resp. X ) une variété projective
(resp. quasi-projective) sur k. Considérons également E (resp. D) une sous-variété fermée
de Y (resp. de X). On suppose que X et D sont lisses. Localement en [f], le schéma
M = Mor(Y, X;im(E) C D) peut alors étre défini par h'(Y,.F) équations au sein d’une
variété lisse de dimension h°(Y,.F). En particulier, toute composante irréductible de M
passant par [f] est de dimension au moins

WY, F) = W' (Y, 7).

La démonstration que nous donnons du théoréme précédent suit formellement celle
donnée par Debarre de [Deb01l, ibidem| puis nécessite le lemme crucial dont la démons-
tration justifie le développement fait au sein de la sous-section

Démonstration. Considérons un voisinage affine U de [f] dans M, défini par des équations
polynomiales Pp,..., P, dans un espace affine A}. Notons r le rang de la matrice jaco-
bienne (0F;/0x;([f])) et, quitte & réordonner les P;, supposons que les r premiéres lignes
sont indépendantes. Posons alors V' la sous-variété de A} définie par Pp,..., P, : elle est
lisse en [f], et puisque r est & la fois la codimension de Ty M et de TjpV dans k", il vient
que TigM =TipV.

En posant h* = h*(Y,.%), montrons que dans un voisinage de [f], la variété M peut étre
définie par h! équations dans la variété V de dimension hY. Pour ce faire, il suffit de montrer
que I'idéal I de I'anneau local R = Oy, [y définissant le fermé Spec(Oyy,[5)) = U xv Spec(R)
de Spec(R) est engendré par h! éléments : en utilisant le lemme de Nakayama, il suffit alors
de montrer que I/mI est un k-espace vectoriel de dimension au plus h'. Notons également
que puisque V et M ont méme espace tangent en [f], I'idéal I est inclus dans le carré de
I'idéal maximal m de Oy;[y).
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Considérons le morphisme canonique Spec(&yy () = Spec(R2/I) — M. Il correspond
a un k-morphisme fr/; : Y ®; R/I — X étendant f et tel que E @y R/I C fg/ll(D).
D’aprés le lemme ci-dessous, l'obstruction & étendre fr,; & un morphisme fgr/nr :
Y ®r R/mI — X tel que E ® R/mI C fg/lml(D) vit dans H'(Y, %) ®j, (I/mI). Ecrivons
donc cette obstruction sous la forme

hl
Z ai ®b;
=1

ot (a1, ...,a) est une k-base de HY(Y,.7) et les b; sont dans I. Cet élément est alors nul
dans
H' (Y, Z) @, (I/(mI + (by,...,bp)))

ce qui signifie que fr/; s’étend en un morphisme Y@y R/(mI+(b1,...,bp1)) — X par lequel
I'image réciproque de D contient E @y R/(mI + (b1,...,bp1)). Il s’ensuit que le morphisme
canonique Spec(R/I) — M se factorise par un morphisme Spec(I/(mI + (by,...,by1))) —
M. Autrement dit, le morphisme identité de R/I se factorise sous la forme

R/T —— R/(mI+ (by,...,by)) —"— R/I

ou 7 est la projection canonique. Le fait 4.6 assure alors que I = (mI + (b1, ...,by1)). Ceci
implique que I/mI est engendré par la famille (bq,...,by1), ce qui conclut. O]

Lemme 4.5. Soit Y (resp. X) une variété sur corps algébriquement clos k. Considé-
rons E (resp. D) une sous-variété fermée de Y (resp. X ). Supposons X et D lisses et
choisissons f : Y — X telle que E C f~Y(D). Soit R une k-algébre locale de type fini,
d’idéal mazimal m et de corps résiduel k. Soit I un idéal de R tel que mI = 0. Considérons
fryr Y @, R/I — X un k-morphisme étendant f et tel que E @y R/1 C fg/l](D).
(1) Si X etY sont affines, alors fr; s'étend a un k-morphisme fr: Y @ R — X tel que
E® R C fi'(D) et deuz telles extensions different d’un élément de H(Y, F) @ I.
(2) L’obstruction a étendre frr a un k-morphisme fr:Y ® R — X tel que E®; R C
frH(D) vit dans HO(Y, 7) @ I.
Démonstration. Montrons (1) et supposons donc que Y et X sont affines avec Y =
Spec(B), X = Spec(A), E défini par un idéal Jg de B et D par un idéal Jp de A.

L’hypothese sur fr,; assure que le morphisme de k-algeébres f;f/ ;A= B®y R/I associé
a fgryr définit un morphisme de k-paires

f;‘;/[ (A, Jp) = (B®y R/1,Jg @ R/I).

On cherche alors un morphisme de k-paires f;% : (A, Jp) = (B®g R, Jg ®k R) s’inscrivant
dans le diagramme commutatif suivant

-

(B®r R,Jg ® R)
” //,/7
o lh (1)

(A, Jp) —— (B@ R/1,Jp @ R/I)
R/I

oul la flache verticale désigne le morphisme quotient, de noyau B®y I. Puisque les algébres A

et A/Jp sont k-lisses, elles sont formellement lisses sur k, et 'hypothése mI = 0 implique
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que le noyau N = B ®j I de h est de carré nul : le théoréme [4.4] assure alors l'existence
d’un relévement f;‘f. En outre, puisque I'image de B®j, I par la projection dans B/Jg ®; R
est B/Jg ® I, le fait combiné & la proposition assure que deux tels relévements de
k-paires différent d’un élément de

ker (HomA(Q;/k, B®y I) = Homy,, (Jp/ 5, B/ Jg @ I))

ot '’hypothése mI = 0 assure que la structure de A-module sur B ®j I est celle donnée
par a.(b® i) = (ab) ® i. De méme, la structure de A/Jp-module de B/Jg @y, I est héritée
de celle de B/Jg. Par platitude de I sur k, deux tels relevements de k-paires de f;?/ ; via h
différent donc d’un élément de

[ker <HomA(Q}4/k, B) — Homy, s, (Jp/J%, B/JE))} o 1.

Montrons que ker (HomA(Q;/k,B) = HomA/JD(JD/JI%,B/JE)) = H(Y,.Z). En of
fet, d'une part H(X, Ix) = HomA(Q}L‘/k,A) et donc

H(Y, f*Ix) = Homa() 1., A) ®4 B = Hom (2}, 4, B)

ou la derniére égalité provient du fait que Q}A/k est projectif, par lisseté formelle de A/k.

D’autre part, puisque H(D, Np/x) = HOmA/JD(JD/J%7A/JD), il vient que

HO(E, fI5p)x) = Homyu g, (Jp/JD, A)Ip) ®4s5, B/Jg = Homy, s, (Jp/Jp, B/ J5)

oil la derniére égalité suit du fait que le A/Jp-module conormal Jp/.J3 est projectif (voir
|[Har77, Chapter II, Theorem 8.17.(2)]). On en déduit que

HO(Y, tp f 12D x) = Homyuy s, (Jp/J5, B/ JE)

vu comme B-module, et donc que
HO(Y, F) = ker (HomA(Q;/k,B) = HomA/JD(JD/Jl%,B/JE)) .

Ainsi, deux relévements de k-paires de fg/ ; via h dans le diagramme @ different d’un
élément de HY(Y,.Z) @, I.

Pour montrer (2), soient X = J, U; et Y = |J; Vi deux recouvrements affines finis de X
et Y tels que f(V;) C U;. Par (1), il existe pour tout ¢ une extension fr; : Vi ®, R — U;
de fr/rlv,e,r/1- On sait également par (1) que sur V; N Vj, les relevements fr; et fr;
difféerent d’un élément de HO(VZ- NV;,.#) @y I. Par construction de la cohomologie de Cech,
la famille de ces éléments correspond & un 1-cocycle et donc a un élément de H(Y,.#) @y 1
ce qui conclut. O

Fait 4.6. [Deb01l, §2.2, Lemma 2.8] Soit R un anneau local noethérien d’idéal mazimal m
et soit I un idéal de R contenu dans m2. Si le morphisme quotient R — R/I admet une
section, alors I = 0.
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4.3 Un lemme de déformation. Dans cette sous-section, fixons X une variété quasi-
projective lisse sur K plongée dans P’ , D un diviseur lisse de X et E un sous-schéma
fermé strict de P}( dont linclusion F — P}< est notée tg. Notons d la dimension de X.

Considérons le foncteur envoyant un K-schéma T sur 'ensemble des K-morphismes
f:PL xgT — X tels que :

(i) le morphisme f est de degré 2, c’est-a-dire que f*(Ox(1)) est un fibré en droites
isomorphe & @’P;(Q) ;
(ii) f({0} x T) et f({1} x T) sont inclus dans X\D;
(iii) Exg T C f~YD).

Remarquons que ce foncteur est représentable. En effet, la condition (i) définit le sous-
schéma ouvert Mors (P}, X) de Mor(P1;, X) paramétrant les morphismes de P}, dans X
de degré 2 (on peut se référer a [Deb01l, §2.1] pour le fait que c’est un sous-schéma ou-
vert). La condition (ii) définit le sous-schéma ouvert de Mor(P}., X) paramétrant les mor-
phismes de P}, dans X envoyant 0 et 1 hors de D. Enfin, la condition (iii) définit le fermé
M = Mor(PL., X;im(FE) C D) de Mor(P}., X) étudié¢ dans la sous-section précédente. Ce
foncteur est donc représenté par un sous-schéma ouvert H de M.

On dispose alors d’un morphisme d’évaluation

evo1: H -+ X x X

envoyant un morphisme f sur (f(0), f(1)), ainsi que d’'un morphisme d’évaluation
ev:PLxH - X

envoyant (p, [f]) sur £(p)

Cette sous-section est dédiée a la démonstration du lemme géométrique [4.7) portant sur
la différentielle de ev sur (P} \E) x H, et dont la démonstration est une variante de celle
de [Kol96, Chapter I1.3, Proposition 3.10]. Ce lemme est utilisé plus bas pour démontrer
le théoréme Avant de I’énoncer, rappelons que H étant un ouvert de

M = Mor(Pk, X;im(E) C D)

il vient que pour tout point géométrique [f] € H on a TigH = TjyM ce qui, d’aprés la
sous-section donne l’identification :

Ty H = HO (P, .7)

oit F = ker(f*Tx — tpx(f|le)*Ap)x) est localement libre, car sous-faisceau du faisceau
localement libre f*Zx sur la courbe lisse P}(. Remarquons également que % coincide
avec f*Jx sur P} \E, si bien que .# est localement libre de rang d = dim(X). Par [HMS82]
Theorem 4.1] il existe des entiers ay,...,aq et un isomorphisme

F ~ ﬁ(al)@--‘@ﬁ(ad).

En outre, pour ¢ € PL\E, notons res, : H (P}, #) — 7 = T X le morphisme de
restriction en ¢, qui s’identifie au morphisme

@1§i§d HO(P}O 0(a;)) — @19’91 0(a;)

(51,...,8q) ———— (51(q), -, 54(q))
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et dont le rang est Card{i : a; > 0}, laquelle quantité dépend de f (par définition de %)
mais est indépendante de q.

Lemme 4.7. Supposons E de longueur au plus 2, fizons [f] un point géométrique de H
et reprenons les notations précédant le lemme. Alors le rang de la différentielle de ev est
constant sur (P} \FE) x [f], égal &

Card{i : a; > 0}.

Démonstration. L’énoncé est géométrique : pour éviter d’alourdir les notations, on suppose
donc ici que K est algébriquement clos. Choisissons (g, [f]) € (PY(K)\E(K)) x H(K) et
reprenons les notations de la discussion précédant le lemme.

Commencons par donner une expression de la différentielle

d(q’m)ev : TqP}( () HO(P}(7 ﬂ) — Tf(q)X.

Le schéma H étant localement fermé dans Mor(P}., X) le morphisme dg, [ ev est la res-
triction de la différentielle en (g, [f]) du morphisme d’¢valuation P}, x Mor(Pl, X) — X
envoyant (z, [g]) sur g(z). Or Uexpression de cette derniére étant donnée par [Kol96, Chap-
ter II, Proposition 3.4], on obtient I’expression suivante de dg,[f)EV :

d(%m)ev : TqP}( D HU(P}(, gé’) EE—— Tf(q)X -
(t,s) ————— dgf(t) + resq(s)

Montrons maintenant que im(dg(s)ev) = im(res,). Pour ce faire, commengons par
remarquer que HY (P, f*7x ® #g) est inclus dans H°(PL., %), car toute section globale
de f*7x qui s’annule le long de E induit une section globale nulle de tg «(f|£)*#p/x- De
plus, comme g est hors de E on a le diagramme commutatif suivant

HO(P, T ® I5) ———— Tpi g = TPk

ldf ®IE ldqf

HO(PL, f* Tx ® ) ——— [*Txly = Ty X

| /
HO(PL, 7) resq

ou les fleches horizontales sont les morphismes de restriction en ¢. Il suffit alors de montrer
que « est surjective, car le diagramme précédent assure alors que im(dyf) C im(resy), ce
qui conclut. Pour montrer la surjectivité de «, partons de la suite exacte courte

Puisque ¢ est hors de E et comme le faisceau Jp1 ® S est inversible, la tensorisation
par ﬂp}( ® L de la suite exacte précédente donne une suite exacte

0 —— <7P}<®fg(—q) — yp}(®fE*> <7Pk|q*>0.

La surjectivité de a suit alors de 'annulation de H'(P%, Ip1 ® Ir(—q)), laquelle est
assurée par le fait que F est un fermé de longueur au plus 2 de P}{.

De la, pour tout ¢ € P}(K)\E(K) le rang de d(, [s)ev est également celui de res,, qui
est égal & Card{i : a; > 0}, ce qui conclut. O
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Dans la suite, le lemme [4.7] est également utilisé sous la forme suivante :

Corollaire 4.8. Supposons E de longueur au plus 2. S’il existe un point géométrique (p, [f])
de (PL\E) x H en lequel la différentielle de ev est surjective, alors H est lisse en [f].

Démonstration. La différentielle de ev étant surjective en (p,[f]), on a

d = Card{i : a; > 0}

c’est-a-dire que .# = O(a1) & --- & O(aq) ou les entiers a; sont positifs. Il s’ensuit
que HI(P}(, Z) =0 ce qui, par le théoréme assure que H est lisse en [f]. O]

4.4 Un critére de pureté. Au cours de cette sous-section, on reprend les notations de
la sous-section en supposant désormais que D est une section hyperplane lisse de X et
que
2
E = Spec(ﬁp}{m/mp}{m).

Ce choix de E et D permet d’assurer que la condition (iii) définissant H dans la sous-
section [d.3] peut étre lue comme une égalité d’ensembles :

Scholie 4.9. Soit f : P}( — X un morphisme dont la composée avec X — P est de
degré 2. Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) EC f~1(D) S Pk
(ii) B = f~1(D);
(iii) on a l’égalité d’ensembles {0} = f~1(D).

Démonstration. Montrons que (i) implique (ii). Puisque f(P}) ¢ D, f~1(D) est un di-
viseur effectif de PL.. Ce dernier est de longueur 2 car f est de degré 2 et D une section
hyperplane de X. Mais E C f~!(D) et E est I'unique sous-schéma fermé de longueur 2
de P}, contenant oo. Il en découle que E = f~1(D), d'ott 'assertion (ii).

L’assertion (iii) suit naturellement de (ii). Supposons donc (iii) et montrons (i). L’hy-
pothése de (iii) assure que f(P}) ¢ D, si bien que f~1(D) est un diviseur effectif de P1.
Comme précédemment, ce diviseur est de longueur 2 par hypothése sur f et D. Mais comme
il contient oo, il est égal & E ce qui conclut. O

Cette partie est dédiée a la démonstration du théoréme suivant, qui est un critére de
pureté pour I'approximation forte faisant intervenir le schéma H défini au début de la
sous-section 3] :

Théoréme 4.10. Supposons que :
(i) la variété X vérifie Uapprozimation faible ;

(11) il existe une composante irréductible F' de H telle que evo1|r est dominante, de fibre
générique géométriqguement intégre et rationnellement connexe.

Alors la pureté de approximation forte vaut pour X\D hors de tout ensemble fini non
vide de places de K.

Avant d’en donner une démonstration, nous avons besoin de quelques résultats inter-
meédiaires. Commencons par énoncer une variante de [CZ18| Theorem 1.6] et donnons-en
une démonstration proche de celle de [HW16, Lemma 1.8] :

Proposition 4.11. Faisons les mémes hypothéses que dans le théoréme fizons une
composante irréductible F' comme dans (i) et considérons un fermé Z de X tel que :
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(i) il existe un ouvert non vide W de F tel que ev(A} x W) C X\Z.

Alors Uapprozimation forte vaut pour X\(D U Z) hors de tout ensemble fini non vide de
places de K.

Démonstration. Considérons vg une place de K et montrons que U = X\ (D U Z) vérifie
Papproximation forte hors de vg. Pour ce faire, choisissons £ € U(Ak), S un ensemble fini
de places de K contenant vy ainsi que des O g-modeéles 2°, I et Z respectifs de X, D
et Z tels que Z et Z soient des fermés de 2. En notant % = 2"\ (2 U %) on peut, quitte
a agrandir S, écrire £ comme une famille de points locaux (P,)veqy telle que P, € % (0,)
pour v € S.

Comme une fibre générale de evg 1|w est géomeétriquement intégre et rationnellement
connexe, il suit de [GHS03, Theorem 1.2] combiné & [KMM92, Theorem 2.13] que les
points rationnels sont denses dans une fibre de evg 1| au-dessus d’un point rationmnel
général de X. Puisque X vérifie "approximation faible, on peut trouver € U(K) qui est
arbitrairement proche des points P, pour v € S. Choisissons S’ fini contenant S tel que Q
est entier hors de S’. L’approximation faible sur X assure également qu’il existe Q' € U(K)
tel que Q' soit arbitrairement proche des P, pour v € S’\S. Par le théoréme des fonctions
implicites, la paire (@, Q') peut étre choisie dans tout ouvert de X x X. On peut alors
supposer que les points rationnels de la fibre de evg 1| au-dessus de (Q, Q') y sont denses
et il existe donc f : P — X telle que f(0) = Q, f(1) = Q et AL C f~1(X\Z). En outre,
la scholie 49| assure que cette derniére inclusion s’écrit également Al C f~H(X\(DU Z)).
Choisissons alors un ensemble fini de places S” de K contenant S’ tel que f] Al S'étende

en un morphisme fsv : AL = U Qg 4 Ok.,s.

K,S'

Puisque Al vérifie approximation forte hors de vy, il existe z € A}(K) arbitraire-
ment proche de 0 aux places de (S”\S")U(S\{vo}), de 1 aux places de S"\S et appartenant
a A1(0,) pour v hors de S”. Mais alors, le point f(z) est un élément de U(K) arbitrai-
rement proche de @ aux places de S\{vgp} et entier hors de S : en effet, d’'une part Q' est
entier aux places de S'\S donc f(z) également ; d’autre part le point @ est entier en les
places de S”\S” donc f(x) l'est également ; enfin x est entier hors de S” donc f(z) = for(x)
est entier hors de S”. Puisque @ est pris proche des P, pour v € S\{vo}, on en déduit
que f(x) convient. O

La proposition suivante montre que si Z est de codimension au moins 2 dans X, la
condition (iii) de la proposition précédente est impliquée par ’hypothése (ii) :

Proposition 4.12. Si Z est un fermé de X tel que codim(Z,X) > 2 et si F est une
composante irréductible de H telle que P}( X F domine X via ev, alors il existe un ouvert

non vide W de F tel que ev(A}, x W) C X\Z.

Démonstration. La question étant géométrique, on peut aussitdt se ramener au cas ou K
est algébriquement clos et raisonner en termes de points.

Comme H est localement noethérien, choisissons F° un ouvert non vide de F' qui ne
rencontre aucune autre composante irréductible de H. Notons ev® la restriction de ev
a P}( x F°. Le morphisme ev® étant dominant, il existe par [Har77, Chapter III, Propo-
sition 10.6] un ouvert non vide U de X tel que ev® soit de différentielle surjective en tout
point de (ev®)~1(U). La projection sur F° de (ev®)~1(U) est alors un ouvert non vide
de F°, qui est lisse en vertu du corollaire .8 Quitte & réduire F°, on peut donc supposer
que F° est lisse et que (ev®)~H(U) se surjecte sur F°. Mais le lemme assure alors que
la différentielle de ev® est surjective en tout point de A}( x F°. On déduit alors de [Har77,
Chapter III, Proposition 10.4] que la restriction ev® de ev® a A}< x F° est lisse et donc
plate.
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Comme Z est un fermé de codimension au moins 2 de X, la platitude de ev®® assure
que (ev®°)~1(Z) est un fermé de codimension au moins 2 de AL x F°. L’adhérence de sa
projection sur F'° est alors un fermé strict de F'° dont on note W le complémentaire. Il
vient donc que la restriction de ev® & A}( x W est un morphisme dominant dont I'image
est dans X\ Z. O

La démonstration du théoréme s’en déduit aussitot :

Démonstration du théoréme[{.10 Soit Z un fermé de codimension 2 de X. Il s’agit d’appli-
quer le proposition et donc de vérifier que la condition (iii) est satisfaite. Or, par (ii),
le morphisme evg 1|r est dominant, ce qui implique que la restriction de ev a P% X F Test
aussi. Le résultat découle donc de la proposition O

4.5 Intersections complétes affines lisses de bas multidegré. Dans cette section X
désigne une intersection compléte lisse dans P de type (dy, ..., d.) telle que ¢ | d? < n.
On choisit D une section hyperplane lisse de X et on reprend les notations de la sous-section
précédente. Cette sous-section est dédiée au théoréme [1.7]:

Théoréme 1.7. Soit S un ensemble fini non vide de places de K et X une intersection
compléte lisse dans P de multi-degré (dy, ..., d.) telle que Y d? < n. S D est une
section hyperplane lisse de X, alors X\D wvérifie la pureté de l'approzimation forte hors
de S.

Démonstration. Commencons par écarter le cas ou X \D est I’espace affine, auquel cas le
résultat découle de la proposition Pour démontrer le théoréme, il s’agit alors de mon-
trer que les hypothéses du théoréme sont vérifices pour X. D’une part, la variété X
vérifie ’approximation faible par les travaux de de Jong et Starr dans [dJS06, Theorem 1.1]
(voir également [Has10|, Corollary 4.8]).

D’autre part, I'hypothése (i) du théoreme[£.10]est essentiellement [CZI8, Theorem 1.8]
mais il nous faut étre plus précis car les espaces de modules considérés par les auteurs
différent de ceux définis ici. Introduisons la notation suivante : si S est un log-schéma
(resp. un log-champ : voir [Ols03, section 5| pour la définition d’un log-champ), notons &
le schéma sous-jacent (resp. le champ sous-jacent) : si cette log-structure est triviale, on
notera indifféremment S ou S§. De méme, si u : & — T est un morphisme de log-schémas
(resp. de log-champs) on notera u le morphisme de schémas (resp. de champs) sous-jacent.

Notons d la dimension de X, [ un nombre premier et choisissons 5 dans

H (X, Zo(d — 1))

la classe d’une courbe. Considérons la catégorie C constituée des log-applications stables
vers le log-schéma divisoriel (X, D), de source une log-courbe dont les fibres sont de classe
et rencontrant D en un point marqué, avec deux points marqués supplémentaires d’ordre
de contact trivial : on pourra se référer & [Cheldl Appendix B|, [AC14] §2] et [CZ18| §1.3|
pour la définition précise de C et a [CZ19] §2.2] pour la définition d’application log-stable
et d’une log-courbe.

La catégorie C est naturellement fibrée au-dessus de la catégorie des log-schémas sur K
et est en fait un log-champ o4 (X, 5) (voir [CZ19, §2.2] ainsi que [CZ18), §1.3]). Considérons
donc la famille universelle :
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¢ — (X,D)

!

(X, B)

qui est munie de trois sections ¢, 7, s : (X, ) = € de € — (X, [) et ou € — (X, D)
est une application log-stable. On dispose également d’un morphisme d’évaluation

v H(X,B) = X x X

défini en envoyant f sur (f(q), f(r)). Si on note « € HéQtd*2 (X7, Zy(d — 1)) la classe d'une
droite dans X et si on pose 8 = 2a, Chen et Zhu montrent dans [CZ18, Theorem 1.8], sous
I'hypothese Y 1" | d? < n, qu'une fibre générale de

&b : H(X,20) » X x X

est un schéma géométriquement intégre et rationnellement connexe dont un point général
parameétre une courbe lisse.

Choisissons donc un ouvert U de o4 (X, 2«a) paramétrant des courbes lisses et tel que
le morphisme ev|y : U — X x X est de fibre générale géométriquement intégre et ra-
tionnellement connexe. Quitte & restreindre U, on peut également supposer qu’on a un
isomorphisme €|y — P! x U envoyant ¢ (resp. r, resp. s) sur 0 (resp. 1, resp. o). En
munissant H de sa log-structure triviale, la propriété universelle de H donne alors un
log-morphisme v : U — H. De plus, on dispose du H-point suivant de @4 (X, 2a) :

Hx P! — (X,D)

|

H

ott H x P! est muni de sa log-structure divisorielle donnée par le diviseur H x {oo}. Ceci
donne donc un log-morphisme w : H — o4 (X, 2a) et on vérifie que v et w sont des inverses
birationnels 'un de l'autre.

Enfin, la construction de v et w assure que le diagramme suivant commute :

U - H

émx A1

X x X

Puisque v est un morphisme birationnel, on en déduit que les fibres génériques de év et
de evp,1 sont birationnelles. Il s’ensuit qu’une fibre générale de evg; est géométriquement
intégre et rationnellement connexe, ce qui assure que ’hypotheése (ii) du théoréme est
vérifiée. O
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