Ecole Normale Supérieure Topologie, analyse et calcul différentiel
25 septembre 2018

Feuille d’exercices n°1 (et 2 aussi en fait)
1 Généralités

Exercice 1 # : questions diverses
1. Soient X un ensemble fini et T une topologie séparée sur X. Que peut-on dire de T ?

2. Soient (X, d) et (Y, ) deux espaces métriques. Existe-t-il nécessairement une distance D sur
X UY telle que la distance induite par D sur X soit d et la distance induite par D sur Y soit
07

3. Montrer qu'une union infinie (méme dénombrable) de fermés peut ne pas étre fermée.

4. Soient A, B deux parties d'un espace topologique X. Quelles relations a-t-on entre :

AUBet AUB? ANBet ANB?
o N— o o —_—— o o
AUBet AUB? ANBet ANB?
5. Une topologie est-elle séparée si et seulement si les singletons sont fermés ?

Exercice 2 # : Topologie produit
Soit (X;) une famille d’espaces topologiques. On appelle la topologie produit sur [] X; la topo-
logie engendrée par les parties de la forme

ou U; est un ouvert de X; et U; = X; pour presque tout i. Cest a dire la topologie dont les
ouverts sont réunions de parties de cette forme.

1. Montrer qu’il s’agit bien la d’une topologie.
2. Montrer que les suites convergentes pour cette topologie sont celles qui convergent simple-
ment.

3. Montrer que si X et Y sont deux espaces métriques, la topologie produit sur X x Y est
engendrée par la distance

d((z,y), (2, y)) == max ((dx(z,2), dy (y,9')).

4. Soit (X;)ier une famille d’espaces topologiques, avec [ infini. On note Y = [ X; et on munit
i€l
cet ensemble de la topologie produit. Pour tout ¢ € I, soit F; C X;. Les égalités suivantes



sont-elles nécessairement vraies ?
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iel iel iel iel
5. (*) Montrer que la topologie produit est la moins fine des topologies rendant les projections

continues.

6. (*) Si (X,) est une suite d’espaces métriques telle que les distances sont bornées par 1,
montrer que

> dn xnvyn
da,g) = - )
0

définit une distance qui engendre la topologie produit sur [] X,,.

Exercice 3 # : topologie et voisinages

1. Soit X un espace topologique. On rappelle qu'un voisinage de = est un ensemble contenant un
ouvert contenant x. Pour tout z dans X, on note V(z) I'ensemble des voisinages de x. Montrer
que les propriétés suivantes sont satisfaites :

— Toute partie de X contenant un ensemble de V(x) appartient a V(z).

— Toute intersection finie d’ensembles de V(z) appartient a V(z).

— Le point x appartient a tout ensemble de V(z).

— Si V appartient & V(z), il existe un ensemble W dans V(z) tel que, pour tout y dans W,
V appartienne a V(y).

2. Réciproquement, si X est un ensemble et si I'on se donne, pour tout z dans X, un sous-
ensemble non vide V(x) des parties de X tel que les quatre axiomes précédents soient vérifiés,
montrer qu'il existe une unique topologie sur X pour laquelle V(x) est ’ensemble des voisinages
du point z.

2 Bestiaire Métrique

Exercice 4 # : espaces [?, 1 < p < oco.
Pour tout p € [1,400], on note :

+00
P = {(uk)keN eRY, D jul < +OO}7
k=0

+oo 1/p
et pour toute suite u € [P, on définit |jul|, = (Z |uk|p> :

k=0
1. Vérifier que (11, || - ||1) est un espace vectoriel normé.
2. Le but est maintenant de montrer que, plus généralement, (I*, | - ||,) est un espace vectoriel

normé pour tout p € [1, +o0.



a) Montrer que pour tous a,b > 0 et tous p, q €]1, +00] tels que % + é =1,o0na
a? bl
ab < — + —.
p q

b) [Inégalité de Holder] En déduire que pour u € [P et v € [ (avec ;1) + % =1),ona

400
> luve] < lullpl[v]lg.
k=0

c¢) En déduire I'inégalité triangulaire pour || - ||,. Conclure.

[Indication : On pourra penser & écrire la majoration |uy, + vi|P < (Jug| + |ve])|ur + v~

Exercice 5 # ¢ : Distance ultramétrique Si K est un corps, on considere 'anneau des
séries formelles K[[X]], c’est a dire ’ensemble des suites muni du produit de convolution. On
rappelle que K[X] en est un sous-anneau. Pour a = (aj)r>0 une série formelle on note v(a) le
plus petit entier k tel que ay # 0 appelé également valuation de a. On pose ensuite

d(a,b) = e7v@b),
1. Montrer que d est une distance sur K[[X]] qui vérifie I'inégalité ultramétrique :
Va,b,c : d(a,c) < max (d(a,b),d(b,c)).

2. Montrer que K[X] est dense dans K[[X]] pour cette topologie et justifier I'écriture
a= Z ap X"
0

3. (**) Soit p un nombre premier. Faire une bréve remarque si I'on considére maintenant Z
muni de la distance d(z,y) = e %) et constater la densité de N. Les complétions de Z et Q
pour cette distance sont respectivement les anneaux et corps des p-adiques.

Exercice 6 ## ¢# : distance de Hausdorff sur ’ensemble des compacts de R"

Soit n un entier > 1. On note d la distance euclidienne usuelle sur R". On note X ’ensemble des
parties compactes non vides de R”. Etant donné un compact K € K, on note ¢ : R" — [0, +00]
la fonction < distance a K > définie par :

ox(y) = inf d(z,y).

zeK

Etant donnés deux éléments Ky, K5 de I, on note :
6(K1, K2) = [|6K, — ¢, [|oo-

1. Montrer que § définit une distance sur K. C’est la distance de Hausdorff.



Est-il vrai que § définit également une distance sur I’ensemble des parties bornées non-vides de
R™?
2. Pour tout compact K € K et tout réel e > 0, on note

Ve(K) = U Bz, ),

zeK

ou B(x,¢€) désigne la boule ouverte de centre = et de rayon € dans (R", d). Montrer que, étant
donnés deux compacts K1, Ky € K, on a (K, Ks) < € si et seulement si K1 C V.(K3) et
Ky C ‘/E(Kl)

3. Soit Iy le sous-ensemble de K constitué des parties finies de R™. Montrer que Ky est dense

dans (K, 9).
3 Topologies stirement pas métriques

Exercice 7 # : topologie cofinie
Soit X un ensemble infini. On note Cy 1’ensemble des parties de X de complémentaire fini :
C € Cy si et seulement si X — C est fini. Soit C la réunion de Cy et de 'ensemble vide.

1. a) Montrer que C est une topologie sur X.
b) Cette topologie est-elle séparée ? faiblement séparée ?

2. Soit (2,)nen une suite d’éléments de X telle que, pour tout y € X, {n tq x, = y} est fini.
Montrer que, pour tout z € X, x,, — z.

3. Soit Y un espace topologique séparé. Décrire I'ensemble des fonctions continues f: X — Y.

Exercice 8 # ¢ : topologie de Zariski

Soit k un corps et n un entier > 1. Si I est un ensemble d’indices et si (P;);cr est une famille
de polynémes dans k[xy, ..., z,], on note

V((P)ier) :={z € k" | Vi € I, P(x) = 0}.

1. Montrer que les ensembles V' ((F;);cr) sont les fermés d’'une topologie (appelée topologie de
Zariski) sur k™.

2. Identifier cette topologie pour n = 1.

3. Comparer la topologie de Zariski et la topologie produit sur k? = k x k, k étant muni de la
topologie de Zariski.

4. On suppose k infini. Montrer que tout ouvert non vide de k" est dense. Plus généralement,
si F' est un fermé de k™, muni de sa topologie induite, tout ouvert de F' est-il nécessairement
dense ?

Exercice 9 ## # : topologie de la convergence simple
Soit £ = [0;1]%! (¢’est-a-dire 'ensemble des fonctions f : [0;1] — [0;1]). On munit cet espace
de la topologie produit.



1. Montrer qu'une suite (f,)neny d’éléments de E converge pour la topologie produit si et
seulement si elle converge simplement (au sens de la convergence simple usuelle des fonctions).

2. On note I le sous-ensemble de F constitué des fonctions continues par morceaux et muni de
la topologie induite par celle de F.
Soit I : F' — R I'application suivante :

1= [ swa

a) Montrer que, si (f,)nen converge dans F' vers une fonction f, alors I(f,) — I(fx)-
b) Montrer que I n’est pas continue en la fonction nulle.

3. Montrer que E n’est pas métrisable.

Exercice 10 ## ¢ : topologie boite, ou autre topologie produit ...
On munit RY de la topologie dont une base est donnée par les ensembles produits de la forme

+o0
[T Uk, ou les Uy sont des ouverts de R.
k=0

1. Montrer que u®) — 1> (attention c’est une suite de suites qui converge vers une suite) si
et seulement si on a la convergence simple et 'existence d'un rang a partir duquel les suites
de la suite ne different de la limite qu’en dehors d’un ensemble fini d’indices indépendant de
celles-ci.

1 sik=n,

i . Considérons '’ensemble :
0 sinon

2. On définit la suite 0™ de terme général 6 = {

1
E= {50+I5”,n€N*,x€]R*}.
n

a) Montrer que 0 € E, mais qu’aucune suite de F ne converge vers 0.
b) En déduire que cette topologie n’est pas métrisable.

4 Inclassables

Exercice 11 ¢ : sur l’infinité des nombres premiers
On munit Z de la topologie ot un voisinage d’un point n € Z est un ensemble qui contient une
progression arithmétique centrée sur ce point. En d’autre termes,

VeV & JaeN n+aZ CV.

1. Montrer qu’il s’agit bien d’une topologie. Il s’agit en fait de la topologie engendrée par les
progressions arithmétiques.

2. Montrer que les n + aZ sont ouverts et fermés.

3. En raisonnant par I’absurde, montrer qu’il existe une infinité de nombres premiers.

Exercice 12 ## : théoreme de plongement d’Arens-Fells



Soit (X, d) un espace métrique.

On va montrer qu'il existe (V, N) un R-espace vectoriel normé et F' C V un fermé de V' tel que
(X,d) et (F, N) sont isométriques.

1. Montrer que la fonction ¢, : z — (y — d(y,z) — d(y,a)) € L= NC%(X) convient si I'on ne
veut pas que 'image soit fermée.

2. On note F l'ensemble des parties finies non vides de X et B(F) l'espace vectoriel des fonctions
bornées de F dans R, muni de la norme uniforme. On fixe un point a € X, et, pour chaque
r € X, on définit :

fe i A€ F —d(z,A) —d(a,A).

a) Montrer que, pour tout z, f, € B(F).
b) Montrer que I'application x — f, est une isométrie.
c¢) En déduire le résultat voulu.

3. Montrer qu’en revanche, il existe des espaces métriques qui ne sont isométriques a aucun
sous-ensemble d’un espace préhilbertien (c’est-a-dire un espace vectoriel normé dont la norme
provient d'un produit scalaire).

Exercice 13 ## # : sur les intérieurs et adhérences
Soit X un espace topologique (par exemple R) et A C X. Quelles relations a-t-on entre A, A,

A, A, ... 7 Combien peut-on avoir de ces ensembles distincts au maximum ? (la réponse est une
ville de France)

Exercice 14 # ¢+ : Cantor-Bernstein topologique

On va dans cet exercice dé-montrer le théoreme de Cantor-Berstein topologique : si X et Y sont
deux espaces topologiques tels qu’il existe une injection continue de X dans Y et une injection
continue de Y dans X, alors X et Y sont homéomorphes.

Pour une version sans spoiler, passer directement a la derniére question.

1. Montrer qu'il existe une bijection continue entre ]0; 1]U]2; 3] et 0; 2].
2. Montrer qu’il existe une bijection continue entre |0; 1{U{2} et ]0; 1].

3. Montrer qu’il existe des bijections continues entre les ensembles

X = | 13n;3n + 1{U{3n + 2} et ¥ := XUJ0; 1].

neN*
4. Conclure.

Exercice 15 ¢ ¢ # Une topologie a base non dénombrable d’ouverts Trouver une
topologie sur N qui n’admette pas de base d’ouverts dénombrable. Si vous n’avez pas d’idées,
commencer par remarquer que N2 est en bijection avec N, considérer ensuite la topologie induite
par les inclusions des droites verticales chacune munie de la topologie cofinie, et raisonner par
I’absurde en utilisant un argument diagonal.



