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Chapitre 1

Introduction

1.1 Rappels sur les espaces métriques

Définition 1.1.1. Un espace métrique est la donnée d’une paire (X,d), ou X est un
ensemble muni d’une distance d: X x X — [0, o) satisfaisant :

1. dx,9) =0 x=1;

2. d(x,y)=d(y,x);

3. d(x,y) <d(x,z)+d(z,v) VYx,9,z€X.
Un sous-espace de (X, d), noté (Y,d), est obtenu en prenant un sous-ensemble Y de X
et en restreignant la métriqued a Y x Y.

Exemples 1.1.2. 1. L'espace euclidien E" est un espace métrique ou X = R" et pour
x=(x1,...,%,), ¥ =¥1,...,¥,) € R", la métrique euclidienne est définie par :

" 1/2
d(x,) = [Dxi —mz] .

i=1

On peut également regarder d’autres distances sur R” comme par exemple :

n
d(x,y) =) |xi-il
i=1

2. On considere [*(C) = {x = (x,,)>1 : X, € CVn ||x,,| < c, € R}. On munit cet espace
de la métrique :

d(x,y) = sup|x; — vl
ieN

ou y = (y,) € I%(C).
3. Prenons X un espace compact; par exemple [4,b] C R, et on regarde C(X) I'espace
des fonctions continues sur X. On peut alors prendre comme métrique :

d(f,g) =suplf(x)—g(x)|

xeX
ou f,g e C(X).
4. Soit X un ensemble. On peut lui associer la métrique discrete, pour x,y € X :

d(x,x)=0, d(x,y)=1(x=7y).
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1.2 Espaces normés
Définition 1.2.1. Un espace normé X est un espace vectoriel sur un corps K (ici K =
R,C) muni d’'une norme, c’est-a-dire une application || -||: X — [0, c0) vérifiant :

1. |lx]| >0 VxeX;

2. ||lx|]| =0 x=0;

3. |lax|| = |a|]|lx|]] VxeXVaekK;

4l ll < D+ 1lpll ¥,y € X.
Remarque 1.2.2. Un espace normé X est en particulier un espace métrique. En effet, il
suffit de poser

dx,y)=|x-vyll VYxypeX.

Exemple 1.2.3.

Soit 1 < p < oo, pour x € R”, on définit :

n 1/p
Il = [Zw] .
i=1

L’inégalité de Minkowski :

n 1/p n 1/p n
[meilp] s[DxAP +[z|yi|f’]
i=1 i=1 i=1

implique que cette formule définit une norme. De plus, on verra que (R",[|-[|,) est un
espace de Banach. On peut plus généralement considérer I'espace €7 (C) des suites telles
que ) |x,|P < 0.

1/p

Définition 1.2.4. Soit X un espace vectoriel et soit || - ||, || - ||, deux normes sur X. On
dit que |- ||, est équivalente a || ||, s’il existe deux constantes «, f > 0 telles que :

allxlly < lixlly < Bllxll,  VxeX.
On note alors || - ||, < || - llp-

Remarques 1.2.5. 1. =< est une relation d’équivalence.

2. Deux normes équivalentes induisent la méme topologie sur X.

Exemple 1.2.6. Les normes ||x||, et ||x||; sont équivalentes sur R". Les normes ||f||, et
lf]l; ne le sont pas sur L*[0;1].

Définition 1.2.7. Un sous-espace Y d’un espace normé X est un sous-espace vectoriel
muni de la norme de X restreinte a Y.

Définition 1.2.8. Un sous-espace D C E est dense dans E si D = E, i.e. si pour tout x € E
et € > 0 il existe y € D tel que [|[x —y|| < e.



1.3 Complétude des espaces metriques et normes

On définit dans cette section la notion de complétude, qui sera étudiée plus avant
dans le chapitre des espaces de Banach.

Définition 1.3.1. Une suite (x,),>; C X dans un espace normé est dite de Cauchy si :
Ve>0dN eN : ||x,,—x,ll<e Vn,m>N.

Définition 1.3.2. Un espace normé E est dit complet si toutes suites de Cauchy convergent
vers une limite dans E. Un espace normé complet est appelé un espace de Banach.

Définition 1.3.3. Une série d’éléments de E est dite
o convergente si la suite des sommes partielles est convergente,

o absolument convergente si )_||x,|| < co.

Proposition 1.3.4. Un espace E est un espace de Banach si et seulement si toute série
absolument convergente est convergente.

Démonstration. Sil’espace est complet, la suite des sommes partielles est une suite de

Cauchy, donc convergente. Réciproquement, si u est une suite de Cauchy, il existe une
. . 1 ;. ./

sul.te extraite telle que ||t (ns1) = Ugp(n)l < 27- La série associée est donc convergente, ce

qui prouve que u converge. O

Proposition 1.3.5. Soit 1 < p < oo et soit IP(C) I’espace des suites a valeurs dans C telles
que :

(]

lekV’ < 0.

k=1
Alors (I7,]|-]|,) est un espace de Banach.

Démonstration. 11 suffit de vérifier que I” est complet. Soit (x¥)), une suite de Cauchy
dans [P. Soit € > 0, par définition il existe N, tel que

|| —x(m)llp <eVn,m>N,.

C’est-a-dire :
(o]

|x§(n) - x](:”)|p <eP Vn,m>N,.
k=1
En particulier, on en tire que pour tout k :

|x;€n) - x,((m)l <Ee.

Ainsi a k fixé, la suite (x;cn))n est de Cauchy dans C. Par complétude, la limite existe. On

(n)

pose donc y; =lim,,_,, xkn . La suite v = (yx)x>1 est notre candidat comme limite de la



suite (x(),,.
Soit I € N. Pour n,m > N, on a:

I 1/p
[le?{n) - x;(m)lp] < Ix™ - x(”’)||p <e.
k=1

En faisant tendre m — oo, on obtient :

I 1/p
(le;(n) —?klp] <e.
k=1

I étant arbitraire, en le faisant tendre vers 1’infini, on déduit :
[ES& -yll, <e Vn>=N,.

De plus p € I? car (x") —p) e IP et y = —(x") —p) + x), O

Exemples 1.3.6. 1. (C[a,b],||-||lo) est un espace de Banach, ou la norme suprémum
est définie par :

1flleo = sup |f(x)I

x€[a,b]

2. (I°,]] - los) est également un espace de Banach.

Non-Exemple 1.3.7. C[a,b] muni de la norme

b
il =f If (x)ldx

n’est pas complet. Il suffit de considérer f,(x) := x” sur 'intervalle [0,1].

Remarque 1.3.8. Un sous-espace Y d’un espace de Banach X n’est pas nécessairement
un espace de Banach.

Question 1.3.9. Quand est-ce qu’un sous-espace Y est complet?

Proposition 1.3.10. Soit Y un sous-espace d’un espace de Banach X est complet si et
seulement si Y est fermé dans X.

Démonstration. Preuve vue en topologie dans le cas des espaces métriques. ]

1.4 Les espaces normeés en dimension finie

On s’intéresse pour le moment aux espaces de dimension finie.

Lemme 1.4.1 (Lemme utile). Soit {xy,...,x,} un ensemble de vecteurs linéairement in-
dépendants dans un espace normé X. Alors il existe une constante ¢ > 0 telle que

lagxy +...+a,x,|| = cllag| +...+|a,l) Yaq,...,a, e K (1.1)
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Démonstration. Posons s = |aq| +...+ |a,|- Et remarquons que si s = 0, alors I’équation
1.1 est trivialement vraie pour tout ¢ > 0. On suppose donc que s # 0 et quitte a diviser
par s, il suffit de démontrer qu’il existe un c > 0 tel que :

”ﬁlxl +...+ ﬁnxn” 2 ¢,

pour tous f,..., B, € Ktels que Y 7', |Bi| = 1.
Supposons par 'absurde qu’un tel ¢ n’existe pas. Il existe donc une suite (y,,) de vec-
teurs de la forme :

n
Y= B xr B x, Y 1B =1
i=1

m—00

tels que ||y,,|| — 0.
Pour tout j fixé, on a:

n
B"1<) Ig"<1.
i=1

Ainsi pour tout j fixé, la suite (ﬁ](-m))mzl est une suite bornée. Ainsi par Bolzano-Weierstrass,

on peut extraire une sous-suite convergente. Notons f$; la limite de la sous-suite de

([)’gm)) Considérons alors (y; ,,) la sous-suite correspondante de (y,,). En répétant 1’ar-
gument, (v; ,,) possede une sous-suite (v, ,,) pour laquelle la sous-suite de scalaires de

(m) Ainsi N , . d
B, ' converge vers f5,. Ainsi apres n étapes, on se retrouve avec une sous-suite (v, ,,) de

(v,) de la forme :
n n
(m) )
Ynm = Z)@m Xjs Zb/](m =1
j=1 j=1

et ou y;m) — f; quand m — co. Ainsi

n n
yn,m_)y:Zﬁjxj’ Zlﬁ]lzl
=1 =1

Comme 27:1 |Bjl = 1 et que la famille est linéairement indépendante, alors y = 0. Ce-
pendant par continuité de la norme, on a:

Ce qui conclut la preuve.

Théoréeme 1.4.2. Chaque espace normé de dimension finie est complet.

Démonstration. Soit (X, ||-]|) un espace normé de dimension n, et de base {ey,...,e,}. Soit
(x,,) une suite de Cauchy dans X. Notons :

_ (m) (m)
Xm—Oll el+.-.+an €n.



Comme (x,,) est de Cauchy, a € > 0 fixé, il existe N tel que :
l|x,, — x,,l| <& V¥n,m>N.

Par le lemme précédent, il existe une constante ¢ > 0 telle que :
n n
eIkt =xll = 1) _(a]" =" ejl =) |~ Vnm=N.
j=1 j=1

Ainsi pour tout j fixé, la suite (a](.n))nzl est de Cauchy dans K et donc converge. Notons
la limite a; et considérons le vecteur

X=a1e1+...a,¢€,.

On a bien :

m—o0

n
(m)
e =2l < )L™ = allel| === o.
j=1

]

Corollaire 1.4.3. Chaque sous-espace Y de dimension finie dans un espace normé X
est fermé dans X.

Théoreme 1.4.4. Sur un espace vectoriel X de dimension finie, toutes les normes sont
équivalentes.

Démonstration. Soit ||-||, et ||-]|, deux normes sur X de dimension # et de base {ey,...,¢,}.
Par le lemme utile, on a d’une part :

n
llle =€) lajl.
j=1

D’autre part, en utilisant I’inégalité triangulaire, on a :

n n
Illy < ) lallieslly < maxlleilly ) ol

Ainsi en posant o = , on déduit :

__c
max; |e;lp

allxlly < [lxll,-

En échangeant les roles de a et b, on déduit l'autre inégalité. ]



1.5 Compacité en dimension finie

Définition 1.5.1 (Rappels de topologie). Soit (X,d) un espace métrique et soit K C X.
On dit que K est un compact de X s’il vérifie une des deux propriétés équivalentes
suivantes :

1. Si K C |J;¢; wj, avec w; ouvert pour tout i, il existe un sous-ensemble fini | C
I tel que K C U]€] . De tout recouvrement ouvert, on peut extraire un sous-
recouvrement fini.

2. Si (xy)y>1 est une suite dans K, il existe une sous-suite (x,, )i>1 et x € K tels que

k—o0

Xy, — X.

Proposition 1.5.2. Soit X un espace normé et soit K C X.
(1) SiK est compact, alors K est fermé et borné.

(2) Si X est de dimension finie, alors la réciproque de (1) est vraie.
Démonstration. Exercices [

Remarque 1.5.3. Par la proposition précédente, on a que si X est de dimension finie,
alors la boule unité fermée B(0,1) = {x € X : [|x]| < 1} est compacte puisqu’elle est fer-
meée et bornée. On va démontrer la réciproque.

Théoreme 1.5.4. (Riesz) Soit X un espace normé. Si B(0, 1) est compacte, alors X est de
dimension finie.

Lemme 1.5.5 (Lemme de Riesz). Soit Y et Z deux sous-espaces d’un espace normé X
tels que Y soit fermé et est un sous-ensemble propre de Z. Alors pour tout 6 € (0,1), il
existe z € Z tel que :

Lzl = 1;
2. llz=yll=26 VyeY.

Démonstration. Soitv € Z\Y et posons a := infyey |[v-y|| > 0 puisque Y est fermé. Pour
0 € (0,1), on peut trouver y, € Y tel que:

a
a<lv-yoll <=

0
On pose alors z = ” de sorte a avoir ||z|| = 1. De plus pour tout y € Y :
1 1 a
lz = ll = ——2% — il = ———[lv = 3o — v = pollyll = a>——=0.
1= Uy =91 = g =301 =3olbl 2 e = 7

O

Démonstration du Théoréme de Riesz. On contrapose. On suppose donc que X n’est pas
de dimension finie et on montre que B = B(0,1) n’est pas compacte. Pour cela on
construit une suite dans B n’ayant pas de sous-suite convergente. Soit x; € X de norme
1. On regarde le Y; = Span(x;) dans X qui est un sous-espace propre fermé de dimen-
sion 1. Par le lemme précédent, il existe x, € X de norme 1 et tel que ||x, — x;|| > 1/2.
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Ainsi les éléments x; et x, engendrent un sous-espace Y, de dimension 2 propre de X
et fermé. On peut donc ré-appliquer le lemme précédent, pour trouver un vecteur x;3
de norme 1 et tel que ||x3—y|| > 1/2 pour tout y € Y;. En ré-itérant I'argument de proche
en proche (cela ne se termine p as puisque X est de dimension infinie), on construit
une suite (x,,) C B telle que pour tous m>n>1:

”xn _xm” > 1/2'

Ainsi cette suite ne possede pas de sous-suite convergente.
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Chapitre 2

Opérateurs

On s’intéresse dans ce chapitre aux applications linéaires entre espaces vectoriels
normes.

2.1 Définition et exemples

Définition 2.1.1. Une application linéaire T: X — Y entre deux espaces vectoriels est
appelée un opérateur. On notera Tx = T(x).

Définition 2.1.2. 1. On notera £(X, Y) 'ensemble des opérateurs entre X et Y.
2. Soit T1, T, € L(X, Y) et soit a € K. Alors avec les opérations suivantes :

(T +T)x=Tix+Trx (aT)x=a(Tx)

L(X,Y) est un espace vectoriel.

3. On notera I'image d’un opérateur T :
R(T)={yeY:Ixe Xt.q.Tx =y}

R(T) est un sous-espace vectoriel de Y.

4. On notera le noyau d’un opérateur T :
N(T)={xeX: Tx=0}
N (T) est un sous-espace vectoriel de X.
Exemples 2.1.3. 1. L'opérateur identité est défini sur X par :

I: X—>X, x—>Ix=x VxelX.

2. L'opérateur nul
O0:X->Y,x—0x=0 VxeX.

3. Soit X = P[a, b]'espace des polynomes sur l'intervalle [4, b]. On peut alors prendre
l'opérateur de dérivation :

Tp(t)=p'(t), telabl.



4. Soit X = C[a, b]. On peut alors considérer l'opérateur de multiplication par ¢ :
Tf(t)=tf(t).

5. On peut également regarder 'opérateur d’intégration sur C[a,b] :

t
(0= [ flods.

2.2 Opérateurs et continuite

2.2.1 Opérateurs bornés

Définition 2.2.1. Soient X, Y deux espaces normés et soit T: X — Y un opérateur. On
dit que T est borné s’il existe une constante c¢ > 0 telle que :

ITx|| <c|lx|]] VxeX.

On définit alors dans ce cas la norme de 'opérateur T comme :

IT||:= sup
xex\(o) Il

On notera B(X,Y) I'ensemble des opérateurs bornés entre X et Y.

Proposition 2.2.2. Soit T € B(X,Y). Alors :

L IT|| = supyex, =1 1Tl
2. B(X,Y) est un sous-espace de L(X,Y) et T - ||T|| est une norme sur B(X,Y).

Démonstration. 1. Ona:

Tl =

IT || x
- IT( )= sup (Tl
xeX, ||x||=0 [l xeX, ||x||=0 [Ix]| xeX, |lx||=1

2. On ne démontre que I'inégalité triangulaire, le reste est évident. On regarde :
T+ Dof[= sup [[Tix+Tox]|

xeX, ||x||=1
< sup ||Tix||+||Tox|l

xeX, |lx||=1

< sup |[Tixll+ sup [ Tox]
xeX, ||x||=1 xeX, ||x||=1

= ITal[+ I Tl

Exemples 2.2.3. Avec les notations et numérotations des exemples précédents :
LI =1;
2. [|O]|=0;
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3. On considere p,,(t) = t" pour tout n > 1 sur l'intervalle [0,1]. On a

”pn”oo =1

pour tout n. Mais
-1
ITpulleo = lInt" loo = 1.

D’ou SUP|p||=1 ITplleo = 00, i.e. T n’est pas borné.
4. On a
IT flleo = max [t £ (¢)| < max {lal, |b[}[|f ]l
t€[a,b]

Donc T est borné.
5. L'opérateur d’intégration sur C[a, b] est borné, exercice.
Théoreme 2.2.4. Si X est de dimension finie, alors B(X,Y) = L(X, Y).

Démonstration. Soit {ey,...,e,} une base de X. On écrit x = Z}Ll aje;. Alors :

n n
ITAI=11) " a;Tejll <max||Te;ll ) el
j:l ! ]:1

Par le lemme utile, en posant K = max;||Te;||, on obtient :

K
ITaxll < [l

2.2.2 Opérateurs continus

Théoreme 2.2.5. Soit T € L(X,Y). Les énoncés suivants sont équivalents :
1. T est borné;
2. T est continu;
3. T est continu en un point x; € X.

Démonstration. On commence par montrer (1) = (2). Le résultat est évident si T = 0.
Supposons donc que T # 0. Soient x; € X et € > 0. On pose alors 0 = =. On a pour tout

Tl
x € X tel que ||x —xp|| <o :
ITx = Txoll = [IT(x = xo)ll < [ITlllx — xol <&

Ainsi comme x est arbitraire, T est continu.
(2) = (3) est évident. Il suffit donc de démontrer (3) = (1). On suppose donc que T est
continu en xy. On regarde donc ¢ = 1 et on considere 6 de sorte que :

VxeX : |lxg—x|]|<d = ||[Tx—Txoll < 1.

Pour x € X x # 0, on prend
0

X5 =Xg+ X,
o]

13



de sorte a avoir ||x5 — xg|| = 6. Ainsi :

1730 = 1 (B, g

_ lixl

1
= 7||Tx5 —Txpll < 5||x||.

Corollaire 2.2.6. Soit T € B(X,Y). Alors
1. Six, »>x,onaTx, —> Tx.
2. N(T) est fermé.

Proposition 2.2.7. Si X est de dimension finie, et T € £(X,Y). Alors il existe x, €
X, lIxoll = 1 et I Txoll = [IT].

Démonstration. La sphere unité S = {x € X : |[x|| = 1} est fermée et bornée et donc com-
pacte car X est de dimension finie. De plus T est continu. Ainsi la fonction :

f: X->R
définie par f(x) =||Tx|| est continue. Par conséquent f atteint son maximum sur S. [

Remarque 2.2.8. Le résultat est faux en dimension infinie. En effet, il suffit de consi-
dérer X = Y =I! et l'opérateur :
1
Tx=((1- 7)%‘)1‘21-
On a ||T|| £ 1 puisque |[(Tx);| < |x;| pour tout i. En fait ||T|| = 1. Mais pour tout x € S, on
a qu'il existe ip > 1 tel que x;, # 0. Ainsi [(1 - 1/ig)x; | <|x;, | et donc ||Tx||; <[lx]];.

Pour voir ||T|| = 1, il suffit de considérer la suite (e(™),5;, ot ™ = (ei.n)

sii=mn et 0 sinon.

)i>1 avec el(.n) =1

2.3 Espace des opérateurs et complétude

Question 2.3.1. Quand est-ce que B(X,Y) est complet?
Théoreme 2.3.2. Si Y est complet, alors B(X, Y) est complet.

Démonstration. Soit (T,,) une suite de Cauchy dans B(X, Y). Pour x # 0, on a que (T,,x),;>1
est une suite de Cauchy dans Y :
Soit € > 0, alors par hypotheése il existe pour ¢’ = ¢/||x|| un N(¢’) tel que :

”Tn_Tm” <& Vn,m 2 N.

Ainsi
ITyx = Txll <[|T,, = Tllllxll <& Vn,m>N.

Comme Y est complet, on pose Tx = lim,,_,., T,x pour tout x = 0 et TO = 0 puisque
T,,0 = 0 pour tout n.

14



Montrons a présent que T € B(X,Y):
La linéarité de T est évidente. De plus, on a en faisant tendre m — oo :

||[Tx—T,x|| <e|lx|]| ¥Yn>NVx.
Ainsi on déduit que T — Ty(1) € B(X,Y) et donc :
T=T-Tna)+Tna) €BX,Y).
Finalement T, EmEaNy ¥ puisque pour tout ¢ > 0, il existe N tel que

IT-T,l<e ¥Yn>N.
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Chapitre 3

Espaces de Banach

On donne dans ce chapitre quelques propriétés remarquables des espaces de Ba-
nach.

3.1 Complétion d’un espace meétrique

Question 3.1.1. Supposons a présent qu’on soit dans le cas ou l’'on dispose d’un espace
normé X. Peut-on plonger notre espace X dans un espace de Banach? Autrement dit
peut-on compléter notre espace X pour qu’il devienne un espace de Banach?

Théoréme 3.1.2 (Complétion). Soit X un espace normé. Alors il existe un espace de
Banach X et une isométrie @: X — X de sorte que I'image de X soit dense dans X.
De plus, X est unique a isométries pres. On dit alors que X est la complétion de X.

Pour démontrer le théoréeme 3.1.2, on utilise le résultat suivant :

Théoréeme 3.1.3 (Fréchet, 1900). Soit (X,d) un espace métrique et soit x, € X. Pour
x € X, on pose la fonction

fe(y) = d(x,9) = d(x0,9)
Alors f, € Cp(X) et

p: X - Cy(X)
définie par ¢(x fx est un plongement isométrique.
Démonstration. 1. |f(y)| < d(xg,x) par inégalité triangulaire. D’ou f, € C,(X).
2.
Ify = felleo = supld(x,p) — d(x’, p)|
yeX
<d(x’,x).

Ainsi en prenant y = x, le suprémum est atteint et donc ¢ est une isométrie.
O

Démonstration. théoreme 3.1.2
Par le résultat précédent, il suffit de prendre ¢(X) C Cy(X). En effet, en utilisant le

précédent, on a un sous-espace fermé dans un espace de Banach; il est donc complet.
O
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3.2 Théoreme de Baire

3.2.1 Enoncé et preuve

Le théoréme suivant est vrai dans les espaces complets, ce qui est donc le cas des
espaces de Banach.

Théoreme 3.2.1. (Baire) Soit X un espace métrique complet et (U,,) une suite d’ouverts
denses. Alors (1), U, est dense également.

On en déduit aisément les deux versions alternatives suivantes par passage au com-
plémentaire et par contraposée.

Corollaire 3.2.2. Si X est complet, une union dénombrable de fermés d’intérieurs vides
est vide.

Corollaire 3.2.3. Soit X un espace complet. Si X = [ JF,, avec les F, fermés, alors il
existe n tel que F, = 0.

Démonstration du théoréeme de Baire. Soit w un ouvert non vide. On construit une suite
de boules B(x,, ¢,) telles que

o B(Xo, 60) CwnN Uo,

© B(xn; Sn) C B(xn—llgn—l) NU,,

o &g—0.

Le théoréme des fermés emboités assure alors que () B(x,, €,) = {I}, ce qui montre que
wNU, =0. O

3.2.2 Quelques applications

Théoreme . (Banach-Steinhaus) Soit E, F des espaces vectoriels normés avec E de Banach.
On considere une famille d’opérateurs continus (T; : E — F). Alors on a équivalence entre

(i) pour tout x la famille (||T;x||); est bornée,
(i) la famille des ||T;|| est bornée.

Démonstration. On a évidemment que (ii) = (i). Réciproquement, considérons F, =
{x € E : sup||T;x|| < n} = N {lIT;x|| < n}, qui est une famille de fermés. Par hypothese,
leur union est égale a E. Le théoreme de Baire assure donc que I'un d’entre eux est
d’intérieur non vide, et contient donc une boule, ce qui permet de borner les normes
d’opérateurs. N

Proposition 3.2.4. Si E est un espace de Banach de dimension infinie, alors sa dimen-
sion est indénombrable.

Démonstration. Si sa dimension est dénombrable, on peut écrire E = | Vect(ey,---,¢,),
et il est donc une union dénombrable de fermés d’intérieur vide, ce qui est impossible
par le théoréme de Baire. N
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3.3 Théoreme de l’application ouverte

On considere maintenant les applications linéaires entre espaces de Banach. On a
les trois théoremes suivants, qui snt équivalents.

Théoréeme 3.3.1. (Application ouverte, Banach-Schauder) Soit f : E — F une applica-
tion linéaire continue entre espaces de Banach. Si f est surjective, alors f est ouverte.

Théoreme 3.3.2. (Graphe fermé) Soit f : E — F une application linéaire entre deux
espaces de Banach. Si le graphe de f est fermé dans E x F, alors f est continue

Théoreme 3.3.3. (Isomorphisme de Banach) Soit f : E — F une application linéaire
continue entre deux espaces de Banach. Si f est bijective, alors f ! est également conti-
nue.

Démonstration des équivalences. e Supposons le théoreme de I'isomorphisme et mon-
trons le théoreme du graphe fermé. Le graphe de F est un sous-espace fermé
G C E x F, il est donc complet. La projection sur la premiere coordonnée est
bijective, donc son inverse p;! est continu. L'application f = p, o p;' est donc
également continu.

e Réciproquement, supposons le théoréme de graphe fermé. Soit f une application
linéaire continue et bijective. Le graphe de f est également le graphe de f~!.
Comme ce dernier est fermé, f~! est également continue.

e Supposons le théoreme de ’application ouverte. Soit maintenant f linéaire, conti-
nue et bijective. Elle est donc ouverte. Ainsi, f(Bg(0,1)) D Bg(0, €). Autrement dit,

f1(Bp(0,1)) C Bg (0, %), donc I'inverse est également continu.

e Enfin, supposons le théoréeme de I'isomorphisme. Soit maintenant f : E — F li-
néaire, continue et surjective. On peut factoriser f de la manieére suivante :

E — E/kerf — F.

La projection est ouverte, et la seconde fleche est un isomorphisme continu, donc

un isomorphisme de Banach qui est donc ouvert.
O

On montre donc maintenant le premier théoreme.

Démonstration du théoréme de Banach-Schauder. 11 suffit de trouver o > 0 tel que B(0,0) C
f(Bg(0,1)). On pose F, = f(Bg(0,r)). Par surjectivité, on peut écrire

F:UFH.

Le théoréme de Baire assure alors qu’il existe I'un des fermés d’intérieur non vide.
Quitte a multiplier par un scalaire, on peut supposer que

B(9,70) € Fijo = f(Be(0,3)
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Par symétrie, Br(—y, 1) est aussi contenue dedans. Comme un élément z de Bp(0, )
s’écrit (z+p) + (-v), on en déduit que

Bp(0,79) C Fijp+ Fi/p CFy.

Ainsi, chaque F, est un voisinage de 0. Il s’agit maintenant de faire sauter la barre. Si
y € F,, alors il existe x € B(0,r) tel que y— f(x) € F,,. Par récurrence, on construit donc
x, € Bg(0, %) tel que

Y= 1+ +x,) € Fyom.

La série des x, est absolument convergente, donc convergente vers une limite x €

Bg(0,2). On a alors

Bp(0,79) € Fy C f(Bg(0,2)) C f(Bg(0,3)),
ce qui permet de conclure. ]

Corollaire 3.3.4. Si E est un Banach et ||x||” < c||x|| une autre norme qui en fasse égale-
ment un Banach, alors les deux normes sont équivalentes.
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Chapitre 4

Dualite

topologie faible, faible-* Banach-Alaoglu-Bourbaki

4.1 Espace Dual

Définition 4.1.1. Une fonctionnelle f: X — K est un opérateur ou le domaine X est
un espace vectoriel et I'image est le corps de scalaires de X.

Exemples 4.1.2. Soit X = C([0,1],R) muni de la norme || - ||.

1. On considere I'intégration :

f X - R
g = flg)= ], gx)dx.

2. Soit ty € [0,1]. On considere 1’évaluation :

f @ X - R
g — f(g)=glto)

En guise de dernier exemple on regarde sur /2 la fonctionnelle linéaire suivante :

fx)= Zaibi: x=(a;);z1 €1,

i>1
et b = (b;)i=1 € [? est un vecteur fixé. C’est un opérateur de multiplication.

Remarque 4.1.3. En guise d’exercice, on peut montrer que les trois fonctionnelles ci-
dessus sont continues.

Définition 4.1.4. Soit X un espace normé. Le dual de X, noté X’ ou X* dans la littéra-
ture, est I'espace normé 5B(X, K).

Comme on considére uniquement comme corps de scalaires K = R,C, on déduit
directement que X’ est un espace de Banach.
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En analyse fonctionnelle, on étudie souvent les duaux des espaces parallelement a
I’étude des espaces eux-mémes; ceci permet de mieux comprendre les espaces. Le but
de cette section est donc de donner quelques clefs, a travers quelques exemples, pour
mieux comprendre les espaces duaux.

Définition 4.1.5. Soient X, Y deux espace normés. On rappelle que T € £(X,Y) est un
plongement isométrique si :
ITx] = x|, VxeX.

Si c’est le cas, alors T est injectif et borné.

Si de plus T est surjectif, on dit alors que T est un isomorphisme d’espaces normés et
dans ce cas X est isomorphe a Y, on note X = Y. Abstraitement X et Y sont le méme
espace.

Exemple 4.1.6. Soit n € N*. Le dual de R" est isomorphe a R". On considere R" avec la
norme || -||,; on rappelle que toutes les normes sont équivalentes. Soit f une fonction-
nelle dans (R")’, automatiquement bornée. On consideére une base {e;,...,e,} de R" et

pour
n
X = Zakek e R",
k=1
on a

f)=) arfle)
k=1

On pose ai = f(ex) et donc f est entierement déterminée par une matrice ay = (ay,...,a,) €
R". Ainsi, on considere alors 'application :

o : R"Y — R"
f = olf)=ay

On a bien une application linéaire et bijective; vu en cours d’algebre linéaire. De plus,
@ préserve la norme :
D’une part, par I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a :

. 2 1/2

1/
n
2 2
FEl<|) aja<|) a a
=1

=1

=

Ainsi, on déduit :
£ 1< Nlagll.
D’autre part, en regardant le vecteur az, on a:
2
flag) = llagll;
et donc [lall> <|If]l

On peut aussi regarder un exemple en dimension infinie. Pour cela, on généralise
la notion de base :
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Définition 4.1.7. Soit X un espace normé et soit {¢x};~; une suite de vecteurs dans X.
On dit que {ey};>; est une base de Schauder de X si:

n
n—o00

VxeX I CK ¢ [x- Zakekﬂ 12200,
k=1

Exemple 4.1.8. Soit p > 1. Alors sur I, la suite définie par e = (egn)

e(.n):{l' sii=n

)ile ou :

0, sinon

est une base de Schauder pour IP.

Proposition 4.1.9. Soit p € (1,00). Alors (IP)" = 11 avec I%—i— % =1.

Démonstration. Soit f € (IP)" et soit x € I[P. On note

X = ine(i).

j=1

Pour toutn>1,ona:

n

fx) = inai:

j=1
ot a; = f(e!). Ainsi on a f(x) = Z;’ilxiai. Montrons que (4;);>1 € I9. Pour cela, on
définit une suite b = (bgn))izl par:

|a;|7 s
b(.n): i sii<n,a; =0
! 0, sinon

De sorte a obtenir :
n

fe) =) b=} lajlt,
j=1

i=1

et
n n n
1605 =) P =Y laa ) = ) jagl.
i=1 i=1 i=1
Or
FO) < IA B,
et donc

n 1/q
[Zlailq] <|fll, Vn>1.
j=1
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En faisant tendre n vers 'infini, on déduit que a = (4;);>; est dans /1. On considere

alors :
T : (IP)Y — 11

f = Tf=a=ay
On vérifie aisément que T est linéaire et on vient de voir que [|Tf|, <||f[|. Montrons
que T est bijectif. Soit a € I1. On considere alors la fonctionnelle définie par :

(o]

L(x) = inai, VxelP.

j=1

Par I'inégalité de Holder la série est absolument convergente :

(o]
Y xiai| <l llal,-

j=1
Ainsi g, € (IP)’.

D’ou
S 11 - (P
a - Sa=g,.

est un opérateur linéaire avec ||Sal| < ||al|. De TS = Ijq et ST = I;jpy. Finalement on a
aussi :

IAF=UST AN <IIT £,

ce qui acheve la preuve. [
On termine par énoncer la proposition suivante qui sera démontrée en exercice.

Proposition 4.1.10. (/') =[*,

4.2 Théoreme de Hahn-Banach

Question 4.2.1. Soit X un espace normé, a-t-on X’ = {0} ?
Réponse : On a besoin d'un théoreme général.

Théoréeme 4.2.2 (Hahn-Banach, cas réel). Soient E un R-ev et F un sous-espace, p : E —
R U {+00} une fonction convexe et f une forme linéaire définie sur F telle que f < p.

Alors il existe un prolongement f de f a E tel que f < p.

La preuve utilise le lemme de Zorn, qui est un résultat de théorie des ensembles
équivalent a I'axiome du choix.

Lemme 4.2.3 (Lemme de Zorn). Tout ensemble ordonné inductif a (au moins) un élé-
ment maximal.
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Démonstration du théoréme 4.2.2. Soit x ¢ F. On montre d’abord qu’il est possible d’étendre
f a F®Rx. Cela se fait en choisissant a = f(x). Il s’agit donc de le choisir tel que la ma-
joration par p soit toujours satisfaite. Il suffit pour cela que pour tout y € F et t > 0 on

ait

p(—ty —tx) p(ty +tx)
fly) - PEETI) f (PR gy
Nous allons pour cela montrer que le sup des termes de gauches pour tout choix de ¢
et y est inférieur a I'inf des termes de droite sur le méme ensemble. On remarque que

t1t; b
t1+t2(y2 yl)_tl-i-tz

(=tiy1 —tx)+ (t292 +trx),

1+ 1y
ce qui donne en utilisant la convexité de p :

t1t;
tl + tz

1SR 5) t
f(v2-v1) < P(t s (v2 —3/1)) p(=t1y1 —t1x) + 1t2P(t2372 +£5X),

2
t1+t2

ce qui donne

—f(y1)- p(-tiy1 — %) < p(Y + £HX) —F(nn).

ty £
I1 est donc possible d’étendre a F @ Rx.

Dans le cas de la dimension finie, le résultat découle par récurrence. Pour la di-
mension infinie, on peut choisir une extension maximale par le lemme de Zorn. Si
cette derniere n’était pas définie partout, il serait possible de I’étendre par la construc-
tion ci-dessus, contredisant la maximalité, ce qui assure que le prolongement est alors
défini partout. ]

Remarque 4.2.4. Il est possible d’énoncer une version complexe de Hahn-Banach.

Théoreme 4.2.5 (Hahn-Banach, cas d’un espace normé). Soient X un espace vectoriel
normé sur K, Y sous-espace de X, f € Y'. Alors il existe f € X’ telle que

1. f est un prolongement de f;
2. 01l = 11f Ny
Démonstration. 11 suffit de prendre p(x) = ||f||||x|| et d’appliquer Hahn-Banach. On a de

plus

1/ (%) |f (

VO sup LNy,
xeX\ O} ” ” xeY\ ” ”

donc |Ifllx = Iflly [

Corollaire 4.2.6. Soient X un espace vectoriel normé sur K et xy € X \ {0}. Il existe
fo € X’ telle que

— llfoll=1;

— Jfo(xo) = lIxoll

Ifllx- =

Démonstration. On définit la forme linéaire g, par
— D(go) :=Kxo;
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— go(axg) = a||xg|| pour tout a € K.

Alors [go(axo)| = lalllxoll = llaxoll, donc ligolliyyy = 1 et golxo) = llxoll. D'aprés le théo-
reme de Hahn-Banach (cas d’'un EVN), il existe un prolongement linéaire f; de méme
norme. f, vérifie les conditions demandées. O]

Corollaire 4.2.7. Soient X un espace vectoriel normé sur K et x5 € X. Alors

|f (x0)l
lxol| = sup .
T rexo I

En particulier,
[Vf EX,, f(X()) = 0] == Xp = 0.

Démonstration. On pose
|f (x0)]

S = .
rexro I

Sixg=0,s5=0=]xgl|. Supposons xq = 0. Alors, pour tout f € X"\ {0},
|f (xo)l < [1flllxoll,

donc

|f (x0)]
A1l

< lxoll

Ainsi s < ||xg]|.
On choisit fy comme dans le corollaire précédent. Alors fy(xg) = ||xoll et ||foll = 1,

done [fo(xo)l
olXo)l _

donc s > ||xg|. ]

Corollaire 4.2.8. Soit C un convexe de E et x ¢ C. Alors il existe une forme linéaire non
nulle I sur E et un réel a tels que I(x) = a et I|c < a. Si E est un espace vectoriel normé
et si C est d’intérieur non-vide, la forme linéaire ! est continue. Si E est un espace
vectoriel normé et si C est fermé, on peut trouver / continue et b > a tel que I(x) =b et
llc < a.

Cette version est appelée Hahn-Banach géométrique. 11 faut visualiser que I’hyper-
plan d’équation I = a sépare C et x.

Démonstration. On peut supposer que 0 € C. Il suffit alors d’appliquer Hahn-Banach
a la forme linéaire définie sur Rx par f(x) = 1 et la fonction p qui vaut 1 sur C et oo
ailleurs. Si C est d’intérieur non vide, la majoration f|c < 1 implique la continuité de
f.Si C est fermé, il suffit de remplacer C par C+ B(0,r)ou r = %d(x, C). O

Corollaire 4.2.9. L'injection ¢! < (£*)’ n’est pas surjective.

Démonstration. On définit la forme linéaire limite sur I’espace des suites bornées conver-
gentes et on I’étend a tout {*° en une forme linéaire L. Cette forme linéaire n’est pas
dans I'image de ¢!. En effet, si v est la suite qui vaut 0 puis 1 a partir du rang m, alors
pour tout élément u de €', (u,v™)y =Y % u, — 0 quand m — +co. Comme L(v"") =1, L
n’est pas de la forme (u,—). ]
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4.3 Topologie faibles

Soit E un espace de Banach. Il est muni de la topologie de la norme appelée topo-
logie forte. Grace a son dual E’, il est possible de considérer des topologies différentes.

Définition 4.3.1. o La topologie faible sur E est la topologie engendrée par les f €
E’.
o La topologie faible-* est la topologie engendrée par les applications ev, : f

f(x).

Remarque 4.3.2. En particulier, une suite converge faiblement si elle converge simple-
ment.

Proposition 4.3.3. o Une suite qui converge fortement converge faiblement.

o Une suite (x,) qui converge faiblement est bornée et la limite vérifie ||x|| < lim||x,,]|.

Démonstration. On utilise Banach-Steinhaus pour les évaluations en x,. La famille
est ponctuellement bornée, donc bornée. Pour le second point, il faut utiliser Hahn-
Banach. L

On a vu que la boule unité d’'un espace de Banach n’est pas compact, sauf si l’es-
pace est de dimension finie. Les topologies faibles étant moins fines, il est possible de
I’espérer pour cette derniére, ce qui est le cas.

Théoréme 4.3.4. (Banach-Alaoglu-Bourbaki) Soit E un Banach. La boule unité de E’
est compacte pour la topologie faible-x.

Démonstration. La boule unité est un sous-espace de
E
[ Jt=teli i) < =,

x€E

qui est compact par le théoreme de Tychonoff. De plus, la boule unité est donnée par

Bp ={f: f(Ax+9) = Af(x) + f(¥)},

ce qui en fait un fermé. Comme la topologie faible-* est la topologie de la convergence
simple, donc la topologie produit, on en déduit qu’elle est bien compacte. O

Ce théoréeme peut étre utile car si l'on cherche une limite forte pour une suite, on
peut d’abord commencer par en chercher une limite faible.

4.4 Theoreme de Représentation de Riesz-Markov

Le théoreme de représentation de Riesz fournit une maniere d’obtenir des mesures
positives a partir de fonctionnelles positives sur I’'espace des fonctions continues a sup-
port compact. Afin d’énoncer proprement ce théoreme, il nous faut faire une breve di-
gression sur un domaine tres important; la théorie de la mesure. Nous donnerons ici
que les rudiments de cette théorie.
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4.4.1 Rappels de théorie de l1a mesure
Définition 4.4.1. Soit () un ensemble. On appelle tribu ou o-algébre un ensemble A
de parties de () vérifiant :

1. Qe A;

2. A est stable par complémentaire;

3. A est stable par union dénombrable.

Exemple 4.4.2. 1. La tribu grossiere A = {0,Q};

2. la tribu discrete P(Q)), la famille des parties de Q).

3. SiQ ={a,b,cd}, alors {0,{a},{b,c,d},Q} est une tribu.

Soit C C P(Q). La tribu engendrée par C, notée o(C), est la plus petite tribu conte-
nant C, i.e.

1. 0(C) est une tribu;

2. Ccoa(C);

3. Si A est une tribu contenant C, alors o(C) C A.

Cette tribu existe toujours puisqu’on peut poser :

o(C)= ﬂ A, 7T =|{tribus contenant C}.
AeT

Exemple 4.4.3. Soit X un espace topologique. Alors on peut considérer la tribu boré-
lienne, c’est-a-dire la tribu engendrée par la topologie.

Définition 4.4.4. Le couple (Q,.A) est appelé un espace mesurable.
Question 4.4.5. D’ou vient I'intérét ou la motivation a définir de tels espaces?

On donne ici quelques éléments de réponse. H. Lebesgue s’intéressait a élaborer
une théorie de I'intégration plus adéquate que celle de Riemann qui s’est avérée insa-
tisfaisante pour plusieurs raisons; probleme de définition sur les intégrales impropres,
difficulté d’établir des théoremes de convergence. Il avait besoin de définir une appli-
cation y: P(R?) — R, afin de généraliser de la notion géométrique intuitive d’aire d'un
ensemble, de mesurer la taille d’'un ensemble, satisfaisant aux propriétés suivantes :

1. u(0) =0, i.e. laire de rien est nul.

2. w(U,An) =2, 1(A,), ie. les aires s’ajoutent.

3. les aires sont invariantes par translations.

4. pour tout rectangle R, 0 < p(R) < oo et I'aire du plan est infini.
Cependant :

Théoreme 4.4.6. 11 n'existe pas de telle application.
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Il faut donc admettre que certains sous-ensembles n‘aient pas d’aire et il faut res-
treindre a un ensemble de parties A possédant une aire. D’ou1 la notion de tribu.

On donne a présent la définition formelle de mesure.

Définition 4.4.7. Soit (Q),.A) un espace mesurable. Une mesure positive sur () est une
application y: A — [0, o] satisfaisant :

1. @) =0
2. Si(Ay)pz1 CAtelleque A;NA;=0sii=j,alors:

V(UAM) = ZV(An)
n n
On dit que (Q, A, ) est un espace mesuré.

Proposition 4.4.8 (propriétés élémentaires d’'une mesure). 1. Si A, Be Aet AC B,
alors p(A) < u(B);
2. Si(A,), CA,alors:

u[LnjAn) < ;MAn)

3. Si(A,) C Aesttelle que A, C A, pour tout #n, alors :

U - pimpca

4. Si(A,) C Aesttelle que A,,; C A, pour tout n et u(Ag) < oo, alors

u(ﬂAn) = lim p(A,).

Exemples 4.4.9. 1. Soit QQ un ensemble dénombrable et A=P(Q Soit f Q- R,.
Alors l'application y: A — [0, 0] définie par u(A) =) ,c4 f(a) et u(0) = 0 est une
mesure. Si f =1, on appelle y la mesure de Comptage

2. Soit (Q), A) un espace mesurable et () # (. Soit x € (. On définit la mesure de
Dirac y: A — [0, 00] par

1, sixeA

0, sinon

Théoreme 4.4.10 (Mesure de Lebesgue sur R). Il existe une unique mesure sur
(R, B(R)), notée A telle que :

AJa,b[])=b-a, VabeR,a<b.
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On termine cette section en définissant une notion de régularité d’'une mesure :

Définition 4.4.11. Soit () un espace localement compact soit 4 une mesure borélienne
sur Q). La mesure y est dite réguliére si :

1. Pour tout borélien B, on a :
u(B) =inf{u(V): V ouvert tel que BC V};
2. Pour tout ouvert Bde Q) :
u(B) = sup {u(K): K compact tel que K C B};
3. u(K) < oo pour tout sous-ensemble compact de Q.

Théorie de l’intégration

Définition 4.4.12. Soit (QQ;, A;), i = 1,2, deux espaces mesurables. On dit qu'une ap-
plication f: (O; — ), est mesurable si:

fY(Bye Ay VBeA,.

Si les Q); sont des espaces topologiques munis de leurs tribus boréliennes, on parle
d’applications boréliennes.

Remarque 4.4.13. Les fonctions continues sont des applications boréliennes.

Définition 4.4.14. Soit (2, A) un espace mesurable et soit f: ( — R une application
mesurable. On dit que f est étagée si elle ne prend qu’un nombre fini de valeurs, i.e. il
existe ay,...,a, €Ret A; = f1({a;}) tels que :

f = iailAi.
i=1

Proposition 4.4.15. Les fonctions mesurables positives sont limites croissantes de fonc-
tions étagées.

Définition 4.4.16 (Définition de I'Intégrale). Soit (Q), A, y) un espace mesuré et soit f
une fonction étagée positive. On appelle intégrale de f la quantité :

J fdu= iaiﬂ(Ai)-
Q i=1

Soit f une fonction mesurable positive. On appelle intégrale de f la quantité :

J fd//t:sup{f hdp: h < f, hfonction étagée}.
Q Q
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4.4.2 Théoreme de représentation de Riesz

Soit X un espace localement compact et de Hausdorff et soit v une mesure bo-
rélienne réguliere. On remarque que les fonctions continues a support compact sont
intégrables, i.e. fX |f]dv < co. En effet pour f € C.(X),ona:

Llf(x)ldV(x) < f lv(supp(f)) < co.

Autrement dit C.(X) C L'(v). On peut alors définir :

A f = Lfdv.

A, est une fonctionnelle bornée sur C.(X) représentée par v, ayant la propriété
d’étre positive, i.e. A, f > 05si f > 0. Le théoreme suivant concerne la réciproque :

Théoréme 4.4.17 (Théoréme de représentation de Riesz-Markov-Kakutani). Soit X
un espace localement compact et de Hausdorff. Soit A une fonctionnelle positive sur
C.(X). Alors il existe une tribu S sur X contenant les boréliens et une unique mesure
positive réguliere, notée u telle que :

Af = Lf(x)dy(x» f e CX).

Idée de la preuve. On commence par démontrer 'unicité. Pour cela, on admet le lemme
suivant :

Lemme 4.4.18 (Lemme d’Urysohn). Soit X un espace localement compact et soit V,K C
X ou V est un ouvert et K un compact tel que K C V. Alors il existe une fonction
f € C.(X) telle que :

]-K < f < lv.

Soient yy, u, deux mesures vérifiant le théoreme. Soit K un compact et soit € > 0.
Par régulatité, il existe un ouvert V tel que K C V et (V) < pp(K) + €. Par le lemme
d’Urysohn, comme il existe une fonction continue telle que 1y < f <1y. Ainsi:

p(K) < Lfdﬂl =Af= Lfdﬂz < (V) <pp(K) + e

Ceci étant vrai pour tout ¢, on a y;(K) < pp(K). En changeant les roles, on déduit que
p1 = pp. Construction de pet S:
On pose pour V un ouvert de X :

p(V)=sup{Af : feCu(X) f <1y} (4.1)
Puis pour toute partie E de X, on définit :

(E) =inf{u(V): ECV, V ouvert}.
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On restreint alors la o-algebre :
On considere Sg I'ensemble des parties E de X telles que p(E) < oo et

u(E) =sup{pu(K): K CE, K compact}.
Finalement, on définit :
S ={EcCcX: ENK € &g pour tout compact K}.

En exercice, vous démontrerez que S est bien une o-algebre et que y est une mesure.
Montrons finalement que A est bien représentée par u. Quitte a remplacer f par —f, il
suffit de démontrer I'inégalité suivante :

Af < Lf(x)du(x» f e Cx).

Notons K le support de f. Soit [4,b] un intervalle réel contenant I'image de f. Soit
€ > 0. Prenons une suite (yx)o<k<, telle que max;<x<,, (v —vx_1) < € et

Y<a<y <y <...<y,=b.
On pose les ensembles boréliens suivants :
Ex={xeX: yp <f(x)<p}nK.

Les (Ej) sont deux a deux disjoints et leur réunion vaut K. Par définition, on peut
trouver pour tout k, un ouvert Vj tel que Ex C Vi et fly, <yx+¢ et de plus:

AT

Pour tout k, il est possible de construire des fonctions hy < Vi telles que ) ; hy =1 sur
K. Cela s’appelle une partition de I'unité sur K. Ainsi f =) ; hif et:

MEK)SA) <) Ay
k k

Regardons alors :

Af=A) If=) Af<) Gite)Ai=) (al+ye+e)Ahe=lal ) Ahg
k k k k k
<) al+ye+e)p(E) +2) = lalp(K) = ) pep(Ee)+ep(K)+= ) (lal+pc+e)
k k k

&
n

_ ;(yk ~ e)u(Ex) + 26u(K) + =) (al + pe+e)

k

SJ fdpu+e2u(K)+|al+ b+ ¢).
X
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Chapitre 5

Espaces de Hilbert

5.1 Produit scalaire et norme

Définition 5.1.1. Un espace préhilbertien X est un espace vectoriel muni d’un produit
scalaire, i.e. une application
() XxX->C

telle que, pour tous x,y,z€ X et ¢ € C,

1. (x+v,2) =(x,2)+(¥,2);

2. {ax, ) = a{x,v);

3. (69 =, x);
Axx)>0et{x,x)=0 < x=0.

[l := V/(x, ).

H~

Pour tout x € X, on note

Remarques 5.1.2.

1. Par (1)=(3), (x, v +2z) =(x,¥) +(x,2) et (x,ap) = a(x,p).
2. x4+ 9l7 = e+ 9, x4+ 9) = (60 + (0, 9) + (@, %) +(9,9) = x> + (o p) + (6 p) + IylI* =
[Ix[I> + 2Re({x, ) + [Iyl|>.
3. llaxll = (ax,ax)'? = (a@(x,x))"? = |al|lx|.
4. Par (4), on a la propriété suivante : si x € X est tel que (x,y) = 0 pour tout y € X,
alors x = 0. Il suffit de prendre p := x.
Exemples
1. C"avec (x,v):=) i x;y; (n e N*).
2. 5(% avec (x,v) =) 2, X;7;.
3. Cla,b] avec (x,p) := be(t)Mdt.

4. Si X est un espace pré-hilbertien et Y un sous-espace vectoriel, la restriction de
(-, a Y xY est un produit scalaire.
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5.2 Inégalité de Cauchy-Schwarz et identités remarquables
Proposition 5.2.1 (Inégalité de Cauchy-Schwarz). Pour tous x,y € X,

Ce )l < Mixll Iyl (5.1)
avec égalité ssi x et y sont liées.

Démonstration. Si x ou y est nul, les deux membres de (5.1) sont nuls et x et y sont liés.
On peut donc supposer ||x||,||y]| > 0.

Posons
X:= * et p:= Y
1| 19l

de sorte que ||X]| = ||9]| = 1.
Si on montre que |(%,7)| < 1, on a fini, car (x, ) = |x||[|[v]| (X, 7).

Par la forme polaire d’'un nombre complexe, il existe 6 € R tel que (%,9) = e’ |(%, D).

Posons u = e~ % et v = 9. Alors

(u,v) = (%, 9)| = Re((u, v)).

D’autre part,
llu = vlI? = [[ull® = 2Re((u, v)) +|[vll* = 2 = 2Re((u,v)),

d’ou .
1-Re({u,v)) = 5”“ —v|]?>0.

On en déduit que [(X, )| = Re({u,v)) < 1.
Si x et p sont liés, on peut écrire y = a x avec a € C. Alors

K, 91 = ladlIxd1® = Nl Iyl

Réciproquement, si on a égalité dans (5.1), Re({u,v)) = 1, donc 1/2|u - v||*> = 0, donc
u =v. Ceci implique que x et y sont liés (y = e'? Il )7t x). H

Corollaire 5.2.2. L'application x — V/(x, x) est une norme sur X, appelée la norme du
produit scalaire.

Démonstration. Il nous manque seulement l'inégalité triangulaire. Pour tous x,p € X,
Il + 917 = [1x117 + 2Re(¢x, ) + 911> < 1x1> + 21¢x, )] + Iy 117,
Par I'inégalité de Cauchy-Schwarz,
[+ 9112 < [1xl1? + 21l 9l + 19117 = (lell + [111)>. -

Définition 5.2.3. Un espace de Hilbert est un espace préhilbertien qui est complet
pour la norme du produit scalaire.

Exemples

1. La norme du produit scalaire sur €é (voir ci-dessus) est la norme ||-||,. C’est donc
un espace de Hilbert.
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2. Tout espace préhilbertien de dimension finie est un espace de Hilbert (exemple :
CM).
3. Si H est un espace de Hilbert et Y un sous-espace fermé de H (pour la norme

du produit scalaire), alors Y (muni de la restriction du produit scalaire) est un
espace de Hilbert.

Contre-exemple

1/2
C[a, b] n’est pas complet pour la norme ||x|| := (Lb |x(t)|? dt)

Corollaire 5.2.4. Le produit scalaire est continu : si x,, = x et v, = v, (X, ¥,) = (X, V).
Démonstration. Exercices [

Proposition 5.2.5 (Identités de polarisation). Pour tous x,y € X,

Re((x,y)) =

Im((x,p)) =

(Il + 917 = llx—1%);

(Il + ipl> = llx = iy1?).

e

Démonstration. Exercices. L]

Si la norme d’un EVN vient d’un produit scalaire, on peut la retrouver avec les
identités de polarisation. Mais ce n’est pas toujours le cas.

Proposition 5.2.6 (Identité du parallélogramme). Pour tous x,y € X,
[+ 9117 + llx = p1I> = 2(1Ixl1* + 1y 11%).
Démonstration. On fait la somme des deux identités

lx+ 9117 =IlxlI* + 2Re(¢x, ) + 19117
llx =917 =lxll* = 2Re((x, ) + 191> O

Contre-exemples
Sur les espaces suivants, la norme ne vient pas d’un produit scalaire.

1. ﬁfé, avec p # 2, muni de |||,
2. Cla,b], muni de ||+ ||, (la norme du sup).

I1 suffit de montrer que l’identité du parallélogramme n’est pas vérifiée (Exercices).

5.3 Orthogonalité

Définition 5.3.1. On dit que x,y € X sont orthogonaux (noté x 1 y) si (x,y) = 0. Si
M c X, on appelle orthogonal de M l'ensemble

Mt:={xeX;VyeM, x Ly}
Proposition 5.3.2. Soient M,N C X.
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1. McN = NtcM*
2. M+ est un sous-espace vectoriel fermé de X.
3. Mt =Vect(M)*.

—L1

4. M+=M".

Démonstration.
(1) Soit x € N+. Pour tout y e M,onay € N,doncy L x. Ainsi x € M*.

(2) Soient x,y € X et a € C. Pour tout ze M,

(x+9,2)=(x,2)+(y,2) =0;
(ax,z)=a(x,z)=0.

Ainsi, x+y, ax € M+. Donc M+ est un sev de X.
Soit (x,) une suite dans M+ telle que x, » x € X. Siy € M, {x,v) = lim(x,,,y) = 0.
Ainsi x € M+. Donc M+ est fermé.

Pour (3)—(4), Exercices. [
Proposition 5.3.3 (Théoréme de Pythagore). Soit x,y € X tels que x 1 y. Alors
Il + 117 = 12l + [1yII°.

Démonstration. On applique 'identité remarquable ||x + ||? = [|x||> + 2Re({x, 1)) +[[v]|*.
[

Proposition 5.3.4. Soit Y un sous-espace vectoriel de X.

1. YNY+ ={0}, c’est-a-dire les espaces vectoriels Y et Y1 sont en somme directe.
2. Y c (Y1)

Démonstration.

(1)SixeYNY*L, alors ||x]|* = (x,x) = 0, donc x = 0.
(2) Si y € Y, p est orthogonal a tous les vecteurs de Y+, donc y € (Y*)*. Ainsi, Y C
(Y4)L. Comme (Y1)+ est fermé, Y c (Y1)+L. O

Définition 5.3.5. Soit X un espace vectoriel sur K = R ou C. Pour x,y € X, le segment
[x,7] est I'ensemble {(1 —t)x+ty; t €[0,1]}. On dit que C C X est convexe si

Vx,yeC, [x,y]CC.

Dans la suite, on a encore K = C et X espace préhilbertien, sauf mention contraire.
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5.4 Théoremes de projection

Théoreme 5.4.1 (Théoreme de projection). Soit C C X, avec
1. C=0;
2. C convexe;
3. C complet pour la distance de la norme.

Alors, pour tout x € X, il existe un unique X € C tel que
||lx — %|| = dist(x, C) := inf ||x — p||.
yeC
On appelle £ le projeté de x sur C et on le note Pox. L'application Po: X — X est
appelée projection sur C.

Démonstration.

Existence. On pose d := dist(x, C). Il existe une suite (y,,) dans C telle que d = lim||y, —
x|| (car C non-vide). Montrons que (y,,) est de Cauchy.
Soient m,n € N*. L'identité du parallélogramme donne

2
|

19 =% = @ = )%+ 19 = %+ 9 = xl1> = 2019 = 211 + N1y = xII%),

donc )
m+ n
19 = Dall? = 20119 — 11 + 19, — xII?) -4“% _x” .
Or (v, +v,,)/2 € C (car C convexe) donc ||(y,, + v,,)/2 — x|| > d. Ainsi
19 = 9ull® < 2019 =2l + 211y, = 21> ~ 4d? = 2(|[p, — xI* = d2) + 2(lly, — xI* - d?).

Ye>0,dN(¢)>1tel que n > N(e) = |y, —x|>-d%< %
Sim,n>N(e), [y, —vall < €.
Ainsi, (y,,) est de Cauchy, donc (comme C complet) ¥ =limy, existe dans C, et
1% — x[| = lim |y, — x[| = 4.
Unicité. Soient X, %, € C tels que
llx = %[ = llx = X[ = 4.
Le méme calcul qu’avant donne
1% = %lI? < 201%; = x| + 21|%, - x||* - 4d° = 0,
donc %; = %,. [
Remarque 5.4.2. Les hypotheéses du théoréeme de projection sont vérifiées, et donc la

projection est définie, dans les cas suivants :
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1. X = H un espace de Hilbert, C C H non-vide, convexe et fermé (car C est fermé
dans un espace complet, donc complet).

2. X un espace pré-hilbertien, C = Y un sous-espace vectoriel complet (car Y est
non-vide et convexe).

3. X = H espace de Hilbert, C = Y un sous-espace vectoriel fermé (cas particulier
de (1)).
4. X espace pré-hilbertien, C = Y un sous-espace vectoriel de dimension finie (cas

particulier de (2) : Y est complet car de dimension finie).

Théoreme 5.4.3 (Projection orthogonale). Soit Y un sous-espace vectoriel complet.
Alors, pour tout x € X, il existe un unique X € Y tel que x—x € Y1 et ¥ = Pyx.

Démonstration.

Existence. On pose X = Pyx.
Soit y € Y. Pour tout t € R, on définit

@(t) := |lx =%+ ty]|> = |lx = > + 2tRe((x — %, v)) + £2||[]|* > ||% — x[|* = ¢(0).

Ainsi ¢’(0) = 2Re({x — %,y)) = 0. On a montré que Yy € Y, Re({(x—%,)) = 0.
Siyey,
0 =Re((x —%,ip)) = Re(—i(x — %,v)) = Im({x — %, p))
d’ou (x—%,y)=0.
Unicité. Supposons que x € Y est tel que x —x € Y. Alors, par le théoréme de Pytha-
gore, pour tout y € Y,

e =9I1% = llx =+ £ = plI? = [lx = &% + 12 - plI* > IIx - &>
Ainsi, ||x — %|| = dist(x, Y), donc £ = Pyx = %. O
Corollaire 5.4.4. Soit Y un sous-espace vectoriel complet. Alors Py: X — X est li-
néaire, borné et vérifie
1. PY (o) Py = Py}
2. R(Py)=Yet N(Py)=Y"+;
3. SiY =#{0},||Py]|=1.

Démonstration. Exercices. O

Corollaire 5.4.5. Soit H un espace de Hilbert et Y un sous-espace vectoriel.
. H=Ye Y™

2. (YL =7,
3. Y est dense ssi Y+ ={0}.
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Démonstration.

(1) On sait que Y+ = Y et que Y et Y" sont en somme directe. Il suffit donc de vérifier
que la somme est H. C’est évident, car pour tout x € H,

x= Pypx + x-—Ppx
~—— N~——

= =1

ey ey .

(2) Il suffit de montrer que (Y1)+ C Y. Soit x € (Y1)*+. D’aprés (1), x =y +2z,avecy € Y
etzeY .Ona |zl = (z,x) = 0, donc z=0. Ainsi, x =y € Y.
(3) D’apres (1), Y- ={0} &< Y =H. N
Définition 5.4.6. Soit F = (e;);c; une famille dans X. On dit que F est

1. orthogonalesiVi,jel,i#j — (ei,e]-> =0;

2. orthonormale si elle est orthogonale et Vi € I, |le;|| = 1;

3. totale si Vect({e;;i € I}) est dense dans X.

Proposition 5.4.7 (Famille finie). Soient N € N* et F = (¢;)1<;<ny une famille dans X.

1. Si F est orthogonale,
2

N

2

= E lle:ll.
o1

1=

N
) o
i=1

2. Si F est orthonormale, alors, pour tous a;...,an € C,

N 2 N
2
Z(Xiei = Zlai| :

3. On pose Y = Vect({e;; 1 <i <N}). Si F est orthonormale, alors, pour tout x € X,

N
Pyx = Z(x, e;)e;.
i=1

Démonstration. Exercices. O

Proposition 5.4.8 (Inégalité de Bessel). Soit F = (e;);cn+ une famille orthonormale dé-
nombrable. Alors

Vx e X, Zl(x, e;)? < |Ix]1%.
i=1

Démonstration. Pour N > 1, on pose Yy := Vect({e;; 1 <i < N}). Alors

2 N
2
= E [(x, e)]".
i-1

N

Z(x: e;)e;

i=1

2
[Pwall” =
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2 2 2 2

donc
N
2 2
) Kx el <l
i=1

Ainsi, la série est convergente et

) Kx el <l m
i=1

5.5 Bases Hilbertiennes

Définition 5.5.1. On appelle base hilbertienne de H une famille orthonormale et to-
tale.

Exemple

Pour chaque i € N¥, on définit ¢; := (eﬁf)) par
n>1

(i) 1 sin=i;
ey = . .
0 sim=i.

Alors (e;);en+ est une base hilbertienne de €(2C.

Proposition 5.5.2. Une famille F = (e;);c; de H est totale ssi elle vérifie la propriété
VxeH, [Viel,{x,e)=0] = x=0.
Démonstration. Vect({e;; i € I}) est dense ssi Vect({e;;i €I})* ={e;;i €I}t ={0}. N

Définition 5.5.3 (Rappel de topologie). On dit qu'un espace métrique est séparable
s’il contient un sous-ensemble dénombrable dense.

Proposition 5.5.4. H est séparable ssi il existe une base hilbertienne dénombrable de

H.

Démonstration. Exercices. O]
Théoreme 5.5.5. Chaque espace de Hilbert admet une base hilbertienne.
Démonstration. Exercices. O

Lemme 5.5.6. Soit F = (e;);cn une famille orthonormale et (a;) € CY'. Alors
1. Y a;e; converge dans H ssi ) |a;|> converge.

2. Dans ce cas, pour tout 1 > 1,

00
<Za]-ej, €i> = a;.
=
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Démonstration.

1)Onpose S, :=Y" aje;eta,=Y " |a;*> Pour tous m>n>1,
P i=1 %i € n i=1

2

m m
2 2
”Sm_sn” = Zaiei = Z |ai| =0y — Oy
i=n+1 i=n+1

Par complétude de H et R, les suites (S,,) et (0,) convergent ssi elles sont de Cauchy.
Ainsi, (S,,) converge ssi (0,,) converge.
(2) On pose S =) 2, a;e; et on fixe i € N*. Pour tout n > 1,

n
(Swei)= Z%‘(e]‘;@i) = a;.
)

]

Or §S,, — S et le produit scalaire est continu, donc
(S,e) = a. O

Théoreme 5.5.7 (Identité de Parseval). Soit F = (e;);en+ une famille orthonormale.
Alors F est une base hilbertienne ssi

Vxer, ) Kue =P (5.2)
i=1

Dans ce cas,
o0
X = E (x,e;)e;,
i=1

et les (x, e;) sont appelés coefficients de Fourier de x dans la base F.
Démonstration. Sion a (5.2),
VxeH, [VieN, (x,e;)=0] = ||x|° =0 = x=0.

F est donc une base hilbertienne.
Supposons que F est une base hilbertienne. Par I'inégalité de Bessel } ;. [(x, e;)|?
converge. D’apres le lemme précédent, la série } ;- (x, e;)e; converge et, si on pose

o0
X:= Z(x, e;)e;,
i=1

(%,e;) ={x,e;). Ainsi,
Vi>1, (x—%X,e)=0

donc x = %. Alors,
||x||2 = lim
n—o0

2 n ©0
=lim ) Kxedl’=) Kxe)l =
i:l 1:1
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Donnons une conséquence immeédiate du théoreme précédent.

Théoreme 5.5.8 (Transformée de Fourier discréte). Supposons que B = (¢;);en+ est une

base hilbertienne. Alors
T: H — fé
x = (xe))

est un isomorphisme d’espace de Hilbert, d’inverse

U: 5(% — H
(ai) = Y2 aje;.

Remarque 5.5.9. Il y a, de manieére plus générale, isomorphisme entre espaces de Hil-
bert si et seulement si ils ont la méme dimension hilbertienne.
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Chapitre 6

Opérateurs entre espaces de Hilbert

6.1 Théoreme de représentation de Riesz

le produit scalaire permet de définir des formes linéaires sur un espace de Hilbert
H.

Proposition 6.1.1. Soit X un espace préhilbertien. Pour tout v € X, I'application

fo: X - C
x = {(xv)

est linéaire et continue. De plus, ||f,||x’ = ||[v||x-
En particulier,

1. si vy, vy € X sont tels que Vx € X, (x,v1) =(x,v;), alors v{ = v;;
2. pour toutv e X, ||v|| = SUP e, [|xfl<1 |(x, V).
Démonstration. Par définition du produit scalaire, f, est linéaire. D’apres l'inégalité de

Cauchy-Schwarz,
VxeX, [fu(x)] = Kx, v)[ < [[v]l[Ix]

donc f, est bornée et ||f, || < |[v]|.
Siv=0, f, =0donc |[f,]| =0 =]|v|. Siv # 0, on pose u :=v/||[v|]| et on a f,(u) = |[v||.
Ainsi, [[f,]| > |lv]| et donc [|f,[| = [[v]].
Montrons enfin les deux corollaires.
1. Posons w:=v; —v,. On a f,, =0, donc ||w|| =||f,|| = 0, donc v; = v,.
2. Ona
Il =lfoll= sup |fu(x)/= sup Kx,v)l. O

xeX, ||x||<1 xeX, ||lx||<1

En fait, on peut montrer que toutes les formes linéaires sont de cette forme.

Théoréme 6.1.2 (Théoréme de représentation de Riesz). Soit f € H’. Il existe un unique
v € H tel que
VxeH, f(x)={(xv). (6.1)

et alors |[v]| = |[f]].
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Remarque 6.1.3. Cela signifie que toute forme linéaire continue sur un espace de Hil-
bert peut étre représentée par un vecteur.

Démonstration.
Existence. Si f = 0, on choisit v = 0. Supposons donc que f = 0. Alors N (f) est un
sous-espace vectoriel fermé de H et N(f) = H. Ainsi,

H=N(floN(f)*

avec NV (f)+ ={0}. Fixons zy € N(f)+\ {0}. Alors f(zy) = 0 (car zo € N (f)).
Soit x € H. On pose

f)
YT )
Alors f( )
x
f( ):f(X)— f(ZO)f(ZO) =0,
donc y € N(f). Alors
0= 9,200 = (5200~ LNl
donc -
f(zo) f(z0)
f0) = 20 = < ||zo||2z°>'
On choisit
_ f(Zo)Z
lzol2 ™

Unicité. Elle découle du (1) de la proposition précédente.
Norme. D’apres la proposition précédente, on a ||f||x = ||v||x- O

6.2 Opérateur adjoint

Proposition 6.2.1. Soient H;, H, espaces de Hilbert et T € B(H;,H;). Il existe un
unique T € B(H,, H;) tel que

Vx e Hl: V}} c Hz, <TX,y>H2 = <X, T*})>H1. (62)

De plus ||| = [|Tl-
T* est appelé I’adjoint de T.

Démonstration. Soit y € H,. Posons

fy: Hl - (C
x + (Tx,yp).

fy est clairement linéaire et,

VxeHy, Ify ()l = KTx, )l < [ITx[lyll < [Tl {Ix[l»]l,

Cauchy-Schwarz
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donc f, est bornée et ||f,|| < [|T|l[lyll. Ainsi, f, € H}, donc, d’apres le théoreme de Riesz,
il existe un unique v, € H; tel que

Vx e Hy, f(x) =(x,vy).

On pose T*y := v,. On a ainsi défini T : H, — Hy, qui est I'unique application vérifiant
(6.2). Il reste a montrer que T* € B(H,, Hy) et || T7|| = ||T|l.
T* linéaire. Soient y1,y, € H,, ay, a, € C. Pour tout x € H;,

(Tx, aiyr + a2y2> =a(Tx, }/1> +axTx, 3/2> = a(x, T*}?1> +ay(x, T*h)
=, Ty +(x, a2 Ty2) =(x, a1 T"y1 + a2 Ty).

Par unicité dans le théoréme de Riesz,
T (a1y1 +az92) = Ty + @, Ty,
T* bornée et ||T*|| = ||T]|.

sup [[T"yl[= sup sup  [{x, T*p)|

yeH,, [Iyli<1 yeH, |Iyll<l xeHy, [1x||<1
= sup sup KTx,p)l= sup |[Tx||=T]l O
xeMy, |Ixl|<1 yeHy, llyli<1 xeM,, [xlI<1

Exemple
H; = C", H, := C™ (avec le produit scalaire usuel), T : C" — C™ a pour matrice A €
(CI’I’ZXI’Z.

VxeC", Vy e C", (Tx,v) = (Ax)Ty =xT ATy = xTZTy.
Ainsi, T*: C"™ — C" a pour matrice A e (matrice transposée et conjuguée).

Proposition 6.2.2. Soient H;, H, espaces de Hilbert, S, T € B(H;,H,) et a € C.
1. (S+T)=S"+T".

2. (aTy=aT".
3. (T*)=T.
4. Si Hy =H,, (ST)"=T"S".
5. IT*TI = IT|I* (et donc [T*T|| = [IT*|I* = | T||> = IT T*|)).
Démonstration.
Exercices =

Remarque 6.2.3. Pour simplifier, on écrit B(H) := B(H, H).
Définition 6.2.4. On dit que T € B(H) est

1. auto-adjoint si T*=T;
2. unitaire si T"T =TT* =1y;
3. normal si T*T =TT*.

Remarque 6.2.5. «Autoadjoint = normal»et «unitaire = normal», mais on n’a pas
de réciproque.
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Remarque 6.2.6. On peut faire la théorie des espaces préhilbertiens et de Hilbert réels
(K =R). Les définitions et résultats que nous venons de voir restent valables (inégalité
de Cauchy-Schwarz, projection, base hilbertienne, dualité de Riesz, adjoint, etc.). Il y
a des simplifications, dues au fait que le produit scalaire est symétrique et bilinéaire.
Si x,y € X espace pré-hilbertien réel,

1. Identité remarquable :
[lx+ 9112 = llxll + 2¢x, ) + Iyl

2. Formule de polarisation :

_1 2 2
(9= 2 (Ile+ ol =l = pI?).
3. Théoreme de Pythagore :
x 1y &= [x+yll” =2l + llyll*.

Si H espace de Hilbert réel,
v f,

avec f,(x) :=(x,v), est un isomorphisme d’espace vectoriel normé entre H et H’'.
Si Hy et H, réels,
T—T*

est un isomorphisme entre B(H;,H,) et B(H,, Hy).

6.3 Reéflexivité des espaces de Hilbert

Soit X un espace normé.
Définition 6.3.1. Le dual du dual (X’)’, noté X”, est appelé le bidual de X.

Soit x € X fixé. On peut alors définir une fonctionnelle g, sur X’ en posant :

&(f)=f(x), VfeX.

Lemme 6.3.2. Pour tout x € X fixé, la fonctionnelle g, est bornée et linéaire, i.e. g, € X”.
De plus [|g«ll = [|x]|

Démonstration. La linéarité est évidente. Regardons donc

18 (I _ sup Il

llg«ll = sup
FEX\(0 ||f|| fex\ ||f||

par le corollaire 3.10. O
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On peut donc définir une application canonique :

C: X - X"
X g

Lemme 6.3.3. Cette application C est linéaire, injective et préserve la norme. C’est
donc un isomorphisme entre X et C(X).

Démonstration. Soit a,p € K et soitx,py € X. Ona:

Sax+py(f) = flax+py)=af(x)+pf(y) = ag+pg, VfeX'

Ainsi C(ax+py) = aC(x)+BC(y). En particulier g, , = g, — g, et donc [|C(x-p)|| = x|
ce qui implique l'injectivité. O]

Définition 6.3.4. Un espace normé X est réfléxif si C(X) = X"
Théoreme 6.3.5. Un espace normé X réfléxif est complet.

Démonstration. X” est un espace de Banach par le théoreme 0.13. Puisque C est un
isomorphisme entre X et X”, on déduit le résultat. N

Exemples 6.3.6. 1. R" est réfléxif puisque (R")" = R".
2. Pour p € (1,00), IP est réfléxif puisque (1) = 11 avec %7-1- % =1.
3. Par contre I n’est pas réfléxif.

Théoreme 6.3.7. Tout espace de Hilbert H est réfléxif.

Démonstration. On factorise C: H — H” par des bijections isométriques, i.e. on construit
deux applications A: H — H’ et A”: H' — H" telles que C = A’ 0 A. On définit

A: H - H

x = fy

ou f,(y) = (v, x) est une application isométrique, anti-linéaire et surjective par le théo-
réeme de Riesz. Grace a A, on transfére le produit scalaire sur H’, i.e. si f,g € H’, alors
il existe x,y € H tels que f = A(x), g = A(y) et ainsi on pose :

(f,8)=<(%v)
de sorte que H’ devienne un espace de Hilbert. On peut donc construire A" de la méme

maniere, i.e. A'(f)(g)=(g.f) f.geH .
SixeH,etgeH onadonc:

Ao A(x)(g) = (8, A(x)) = (A(p), A(x)) = (x, 1) = f(x) = A(p)(x) = g(x) = C(x)(g).
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Chapitre 7

Espaces L7

Les principaux exemples d’espaces de Banach que 'on a donné jusqua présent dont
les espaces de dimension finie, I’espace des fonctions continues bornées ainsi que les
espaces de suites. On donne dans ce chapitre une famille d’espaces complets construits
a partir de la théorie de la mesure.

7.1 Espace des fonctions intégrables

7.1.1 Définition et complétude

Soit Aun ensemble mesurable dans R ou dans R". L'ensemble des fonctions inté-
grables L1(A) est un espace vectoriel et I'application ||f|| = IA |f|dx vérifie toutes les
propriétés d’'une norme sauf la séparation. On a cependant la propriété suivante :

Théoreme 7.1.1. Si f est mesurable et positive sur A. L'intégrale IA fdx est nulle si et
seulement si la fonction est nulle, sauf au plus sur un ensemble de mesure nulle.

De plus, I'ensemble des fonctions nulles presque partout forment un sous-espace
vectoriel de £!(A). Il est donc possible de quotienter par cet espace pour obtenir un
espace vectoriel L'(A) sur lequel

Ifls = Llfldx,

Remarque 7.1.2. Dans la pratique, on travaille quand méme avec les fonctions, mais
on identifie deux fonctions égales presque partout.

est une norme.

Théoréme 7.1.3. L'espace vectoriel normé L!(A) est complet.

Démonstration. Dans le cas des suites, on trouvait la limite simple de la suite, puis
on montrait qu’elle était bien la limite pour || e ||;. C’est ici plus compliqué car on ne
dispose pas de fonctions d’évaluation. On va utiliser le critére sur les séries absolu-
ment convergentes. Soit (u,) une série de fonctions telle que }_||u,||; converge. Par le
théoréeme d’interversion pour les fonctions positives, on a donc

LZlun(x)ldx = ZL |u,,|dx < oo.
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Ainsi, la fonction ) |u,(x)| est intégrable sur A, ce qui force la somme a étre finie
presque partout. On en déduit qu’il en est de méme pour }_ux), qui est définie presque
partout, et intégrable. Il reste a montrer que cette limite est bien la limite pour la norme

el
La suite de fonctions f,, = ) ( uy converge simplement (presque partout) vers )’ u,,
eton a |f,| < Y i |u,l- On peut donc conclure par convergence dominée. H

7.1.2 Lien entre les différents types de convergence

e La convergence L! n’implique pas la convergence presque partout. Il suffit de
considérer la suite
s k
= X{r.re1,oun=2"+r.
Ja X[sz,szl

On a cependant le théoreme suivant.

Théoréme 7.1.4. Si f, — f dans L!, alors il existe une suite extraite qui converge
presque partout.

Démonstration. On peut trouver une suite extraite telle que ||f, — f|l; < % La série des
uy = fu, — f est absolument convergente. D’apres le théoreme de permutation, on en
déduit que ) uy converge presque partout, ce qui implique que son terme général tend
vers 0. O

e Réciproquement, la convergence presque partout n'implique pas la convergence
L'. On peut prendre par exemple la suite des %X[O;n]- On a par contre le théoréeme
suivant.

Théoréme 7.1.5. (convergence dominée) Si f, — f presque partout et |f,| < g avec g

1
intégrable, alors f, L, f.

7.1.3 Dual de L'(A)
On a une injection continue
L¥(A) — LY (A),

ou L*(A) est 'ensemble des fonctions bornées presque partout. il est possible de mon-
trer qu’il s’agit d’une isométrie surjective grace au théoreme de radon-Nikodym.

7.2 Espace des fonctions a carré intégrable

7.2.1 Définition et complétude

On considére maintenant 1’espace £?(A) des fonctions f telles que JA If|?dx < oo.
L'inégalité
2 2 2
f +8I” < 20f17+ 208l
assure qu’il s’agit d’'un espace vectoriel. On identifie de méme les fonctions égales
presque partout pour obtenir un espace L*(A).
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Théoréme 7.2.1. L'espace L?(A) est un espace vectoriel sur C, et il est muni d’un pro-
duit scalaire

(f.9)= | Foolgtria
Démonstration. L'intégrale donnant le produit scalaire est bien définie car
Fel <If1” +1gl”
O

Remarque 7.2.2. On a en particulier tous les résultats des espaces préhilbertiens,
comme Cauchy-Schwartz par exemple.

On a le théoreme suivant, dit de convergence dominée dans L2

Théoréme 7.2.3. Soit f, une suite de fonctions dans L? qui converge simplement vers
f.s’il existe g € L?(A) telle que I'on ait |f,| < g, alors f € L?(A) et f,, — f dans L?(A).

Démonstration. 11 suffit d’appliquer le théoreme de convergence dominée classique :

o= FP < (ful +1£1)* < 48°.

On en déduit la complétude de L?(A).
Théoréme 7.2.4. L'espace L?(A) est un espace de Hilbert.

Démonstration. On procéde comme pour L'(A) en utilisant le critére avec les séries.
Soit (u,,) une série de fonctions telle que }_||u,|, converge. Comme ||u,|l, — 0, on en
déduit que leunH% est également convergente, i.e.

ZJ |u,|?dx < co.
A

On va montrer que ) u,(x) converge presque partout, définit une fonction a carré in-
tégrable qui est bien la limite L?(A) de la série. Le premier point est le plus compliqué
car il s’agit de trouver la limite.

(i) Tout d’abord, on a grace a Cauchy-Schwarz

N N
f[Zw ar={ ) lululdx
A0 Ak 1=0

N 1/2 1/2
< 3 ([ max) ([ e
k=0 WA A
n n
=1l [Znuln]
k=0 1=0

2

N

o0
Dl
n=0
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Ainsi, la suite de fonctions (ZQ’ZO |un(x)|) converge presque partout pusique son
intégrale est bornée.

(ii) La fonction est bien a carré intégrable. Par convergence monotone, on a

L[:Zolunl]zdx = th[jZO“‘n']zdx-

On déduit du point (i) que ) |u,| est a carré intégrable. De l'inégalité |) u,| <

Y |u,| on déduit que
2 -~ 2
dx < J lu,|| dx < co.
J o

(iii) Il reste a montrer que la limite presque partout que l’on a trouvé, qui est a carré
intégrable, est bien la limite pour la norme L?. Ceci se fait par convergence do-
minée. Posons f, la somme partielle et f la limite. On a en effet

o o
fu=F1<) Tl <)l
n+1 0

(o]

3

0

7.2.2 Lien entre L'(A) et L?(A)

o Si A est de mesure finie, on a L?>(A) C L'(A) grace a Cauchy-Schwarz :

1/2
, 1/2 2
[ (Llfl) .

On a en revanche pas égalité comme le montre la considération de la fonction
\/%X 10;1]:

o Si A n’est plus de mesure finie, on a plus d’inclusion, comme le montre la fonction
X [Lreo]

o Enrevanche, on a L°(A)NL'(A) C L?(A) car

£ <Ufllolf1

o Toute fonction de L%(A) est limite de fonctions dans L'(A) N L?(A) : pour obtenir
une suite de fonctions tendant vers f il suffit de considérer la suite f x[_y;-

7.3 Espaces LP(A)

On définit plus généralement 'espace LP(A) des fonctions telles que fA |fIPdx < oo,
qui est un espace complet.
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7.4 Sous-espaces denses

On montre successivement que ces espaces de fonctions sont denses dans les es-
paces LP(A) considérés.

e Les fonctions étagées. Une fonction peut se décomposer en f, — f_, et une fonction
positive peut s’écrire comme limite croissante de fonctions étagées. Le théoreme
de convergence dominée assure la convergence pour la norme voulue.

e Les fonctions en escalier. Cela provient de la régularité de la mesure de Le-
besgue : pour tout ensemble mesurable Bde mesure finie, on peut trouver des
intervalles tels que B c J{ Iy et A(UYIx) — A(B) < &. On peut donc approximer
toute fonction xg, donc toute fonction.

e Les fonctions a support compact.
e Les fonctions C*™ a suport compact.

En application, on peut montrer le lemme de Riemann-Lebesgue.
Proposition 7.4.1. Si f est intégrable, alors

A—o0

f f(t)etMdt —= 0.
R

Démonstration. 11 suffit de le montrer pour une fonction C*® a support compact puis
d’approximer f par une telle fonction. N

On verra en exercice une base hilbertienne de L?(R).
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Chapitre 8

Compacite

8.1 Compacité dans les espaces de fonctions continues

Dans cette section, (X,d) désigne un espace métrique et A un sous-ensemble de X.

Définition 8.1.1. On dit que A est relativement compact si son adhérence A est com-
pacte.

Remarques 8.1.2. 1. Un sous-ensemble relativement compact est borné, car A ¢ A
qui est compact et donc borné.

2. Si X est un espace norme de dimension finie, A est relativement compact ssi A
est borné (il suffit de vérifier que A borné — A borné, et cela découle de la
continuité de la norme).

3. Aestrelativement compact ssi toute suite dans A admet une sous-suite qui converge
dans X.

Dans le reste de la section, on considére X un espace métrique compact, l’espace
C(X) = C(X,K) avec la norme uniforme et la distance associée (qui est un espace
normé complet), et A C C(X).

8.1.1 Equicontinuité

Définition 8.1.3. On dit que le sous-ensemble A est

1. équicontinu en x € X si
Ve>0,30>0tqVfeA VyeX, dxy)<o = |f(x)-f(¥)<e;

2. équicontinu sur X s’il est équicontinue en tout point de x;

3. uniformément équicontinu sur X si
Ve>0,30>0tqVfeA Vx,yeX, d(x,y)<0o = |f(x)- f(y)| <e.

Proposition 8.1.4. Si A est équicontinu sur X, alors A est uniformément équicontinu
(on rappelle que X est compact).
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Démonstration. Soit € > 0. Pour tout x € X, il existe d(x) > 0 tel que
VfeA VYyeB(x,ox), |f(x)-f(y )|<E

Ona X = U,ex B(x,0(x)). Comme X est compact, il existe donc un entier N et xq,..., x5 €

X tels que X = U 1B(xn, oy )) On pose 6 := minj<,<n 5(x”) > 0.
Soient x,y € X avec d(x,y) < 0. Il existe 1 <n < N tel que x € B(xn, Ox) ) On a alors
0
d(y,x,) <d(y,x)+d(x,x,) <o+ % < 0(xy,,).

Ainsi, x,y € B(x,, 0(x,,)), donc
VieA |f(x)=f@I<If(x)=flxn)l+1f (xq) = @) <

+—<e¢. O]

N m
N | M

8.1.2 Theéoreme d’Ascoli

Théoréeme 8.1.5 (Théoreme d’Arzela-Ascoli). A est relativement compact dans C(X)
ssi A est borné et uniformément équicontinu sur X (on rappelle que X est compact).

Démonstration.

—> Supposons que A est relativement compact. Alors A est borné dans C(X).
Montrons que A est uniformément équicontinu. Soit ¢ >0. On a

Ac UB(f%)

feA

Par la propriété de Borel-Lebesgue, il existe un entier N et fi,..., fy € A tels que

AcUs(r )

Pour tout n, f, est uniformément continue sur X (car f, est continue et X compact),
donc il existe 6, > 0 tel que

Vx}yEX; d(x;y)sén o |f1’l f?’l

o |

Posons ¢ := min;<,<N 0, > 0. Soient x,y € X tels que d(x,y) <o et f € A. Alors, il existe

1SnSNtelquefeB(fn,3) On a
fFER-fOI < f@-fE + 1fL©0-LG + 1LE)-f)
<5 <3 <5
(If -fillo<§)  (@Axp<6<s)  (If ~fullw<$)
< E.

Ainsi A est uniformément équicontinu sur X.

= X est compact, donc séparable (voir le cours de topologie) : il existe une suite
(Xm)m=1 dense dans X. Soit (f,) une suite dans .A. On va montrer qu’il existe (f,, ) sous-
suite qui converge dans C(X). On va le faire en deux étapes.
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1. Tl existe (fy, )k>1 telle que Ym > 1, (f,,, (x,,)) converge.
2. La sous-suite (f, ) est de Cauchy dans C(X).
La derniere étape implique (f,, ) convergente, car C(X) est complet.

(1) A est borné, donc il existe C > 0 telle que Vn > 1, ||f,|lc < C. Alors (f,(x7)) est bornée
par C, donc il existe une sous-suite convergente (fn}((xl)).

Alors (fni(XZ))k21 est bornée par C, donc il existe (fni(xz)) une sous-suite conver-
gente :on a {n]%; k>1}cC {n,lc; k>1}. Alors (f, z(xl)) est aussi convergente.

De proche en proche, on construit les suites d’indices (nk ) pour m > 1, telles
que

— Vm2>1, (fn?(xm))k>1 converge;

— ([, m1(x,) est une sous-suite de ( f,;=(x,,) e (n™l k>1)c{n™; k>1).
"k k>1 k - k

k>1’
Schéma : 5
ny ny ny
1 2
n, n, n,
1 2
«— «—
sous-suite sous-suite

On pose alors ny := ni (procédure d’extraction diagonale). On a
— Mgy > Mg
— (Mg )k>m est une sous-suite de (1")>;.

Ainsi (f,, )r>1 est la sous-suite voulue.

(2) Montrons que la suite précédente est de Cauchy. Soit € > 0. Il existe 6 > 0 tel que

VieA Vx,yeX, dxy) <o = |f(x)-f(¥)| <

o

(x,,) est dense, donc X = | J,,,1 B(x,,, 6). Comme X est compact, il existe un entier M et
X1,..., Xy € X tels que X = U],\n/[:l B(x,, 6). Pour tout m, (f,, (x,,)) est convergente, donc
il existe un entier K,, telle que

Vk,€>K,,

fnk(xm) _fng(xm)| < 5

Posons K := maxj<,<p K. Soient k,{ > K et x € X. Il existe 1 < m < M telle que
x € B(x,,,0). Alors

|fnk(x)_fng(x)| < |fnk fnk X))l + |fnk(x éf X))l + |fng f ()l

<é <£ S%
(d(x,xm) <9) (k,¢ >K >K,,) (d(x,x,,) <9)
< E.
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Ainsi||f,, —fu,lleo < €. On a montré que (f,, ) est de Cauchy dans C(X), donc convergente.
0

8.2 Opérateurs compacts

Dans cette section, X, Y, Z, désignent des espaces vectoriels normés.

Définition 8.2.1. Un opérateur linéaire T: X — Y est dit compact si, pour tout M C
X borné, T(M) est relativement compact. On note (X, Y) 'ensemble des opérateurs
compacts entre X et Y.

Proposition 8.2.2. 1. T compact = T borné (i.e. K(X,Y)C B(X,Y)).

2. T compact ssi, pour toute suite (x,) dans X bornée, (Tx,) admet une sous-suite
convergente.

3. Si X est de dimension infinie, alors Iy : X — X n’est pas compact.

4. Si T est borné et T(X) de dimension finie (on dit que T est de rang fini) alors T
est compact.

Démonstration.
(1) Posons B := {x € X : ||x|| < 1}. Alors T(B) est relativement compact, donc borné,
c’est-a-dire que sup, g ||Tx|| < co.
(2) = Posons R := sup,.[lx,|l. Alors (Tx,) est une suite dans T(B(O,R)) qui est
relativement compact, donc elle admet une sous-suite convergente.

&= Soit M C X borné et (y,) suite dans T(M). Il existe (x,) dans M telle que
v, = T'x,. Par hypothese, (Tx,) admet une sous-suite convergente. Ainsi, T(M) est re-
lativement compact.
(3) Ix(B) = B n'est pas compacte si X est de dimension infinie, d’aprés le théoréme de
Riesz.
(4) Soit M C X borné. Alors T(M) est un sous-ensemble borné de T(X) qui est de
dimension fini, donc T(M) est relativement compact. ]

Proposition 8.2.3. 1. K(X,Y) est un sous-espace vectoriel de B(X,Y).
2. Soit TeB(X,Y)etSeB(Y,Z).Si T ou S est compact, alors ST est compact.
3. Supposons que Y est complet. Alors K(X,Y) est fermé dans B(X,Y) : si (T,) est
une suite dans (X, Y) telle que T, » T dans B(X,Y), alors T € (X, Y).

Démonstration. (1) et (2) en exercice (Indication : utiliser la caractérisation par les
suites [Proposition 8.2.2 (2)]).

(3) Soit (x,,) suite bornée dans X. Notons ¢ := sup||x,,|| (on peut supposer ¢ > 0, sinon
Xy =0 Vm>1). On va montrer que (Tx,,) admet une sous-suite convergente.

Etape 1 (extraction diagonale, comme dans la preuve d’Arzela-Ascoli)
T, € K(X,Y), donc il existe (xm}() sous-suite de (x,,) telle que (Tlxm}() converge.
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T, € K(X,Y), donc il existe (xmi) sous-suite de (
etc...
On pose my := m',i pour tout k > 1. Alors (T,,x,, )r>1 converge pour tout n > 1.

xm}() telle que (T; xmi) converge.

Etape 2 Montrons que (Tx,,,) est de Cauchy.
Soit € > 0. Il existe N = N(¢) > 1 tel que Vn > N, ||T,, - T|| < 5.
Alors (Tyx,,,) converge, donc est de Cauchy, donc il existe K = K(N, ¢) = K(¢) tel que

9
Vk,g > K, ”TNka - TNXm€|| < 5

Soient k,€ > K. Alors

”Txmk - Txm€|| S ”Txmk - TNxmk” + ”TNxmk - TNxmg” + ”Terng - Txm(”

&
<IT = Tl 1+ 5 +IT = Tl |

<e +e+s
<—cCc+—-—+—c==¢.
3c 3 3c

Ainsi, (Tx,,, ) est de Cauchy dans Y complet, donc converge. ]

Proposition 8.2.4. Soient H; et H, des espaces de Hilbert. Si T € K(H;,H,), alors
T e K(Hy, Hy).

Démonstration. Soit (y,) une suite bornée dans H,. On pose c := sup|[y,||. Pour tous
m,n>1,0na

1T Y = TVl =T Y = TV, TP — T")
= <ym —Vns TT*ym - TT*%)
<NYm =ValllT Ty = TT yull < 2¢ITT "y, = TT -

(Cauchy—Schwarz)

On pose (x,) := (T*y,). (x,) est bornée, donc il existe (x,, ) sous-suite telle que (Tx,, )
converge, donc est de Cauchy. On a

”T*})nk - T*yng” S 2C||Tx1’lk - Tx]’lg”l

donc (T*y,, )k>1 est de Cauchy, donc converge car H; est complet. Ainsi T* est compact.
O

Proposition 8.2.5. Soit T : X — Y un opérateur compact entre deux Banach. Si (x,)
converge faiblement, alors (Tx,) converge fortement.

Démonstration. On peut supposer que la limite est 0. Si par 1'absurde il existe une
sous-suite telle que ||Tx,, || > € > 0, alors quitte a réextraire on peut supposer que (T )
converge. Sa limite faible étant 0, on a une contradiction. O

Corollaire 8.2.6. Si dans un Hilbert (ey)ren est orthonormée, et T est compact, alors

k—o0

|ITer]| — O.
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Démonstration. La série de terme général |(x,e;)|* converge, donc e; tend faiblement
vers 0. 0

Exemple 8.2.7. Sur £%(C), soit A une suite bornée. L'application de multiplication
(u,) — (A, u,) est un opérateur compact si et seulement si A, tend vers 0.

Exemple 8.2.8. L'opérateur de Volterra V f(x) = jgf(t)dt, défini sur l'espace des fonc-
tions continues sur [0;1] muni de la norme uniforme.

8.3 Opérateurs de Hilbert-Schmidt

On voit maintenant une famille d’opérateurs compacts, appelés opérateurs de Hilbert-
Schmidt.

Proposition 8.3.1. Soit (e,) une base hilbertienne de H et A un opérateur. On définit

ITIP =) el
n=0

Ce nombre (fini ou pas) ne dépend pas de la base hilbertienne choisie et |||T||| = ||| T"|]|.

Démonstration. On a pour une autre base }_||Te,|I* = Y (Te,, f;)* = LIT*f,|I>, d’ot les
résultats. O

Définition 8.3.2. Un opérateur de Hilbert-Schmidt est un opérateur tel que |||T||| soit
fini. On a alors ||T|| < |||T]||-

Théoreme 8.3.3. Un opérateur de Hilbert-Schmidt est compact.

Démonstration. Un opérateur est la limite des opérateurs de rang fini 7t, o T, ou 1, est
la projection sur Vect(ey,...,e,). ]

Soit k € L2(R" x R"), pour f € L*(R"), on pose alors

Kf) = | Ko widy.

Théoreme 8.3.4. L'application ci-dessus est définie pour presque tout x, définit un
élément de L2(R"). L'application K est un opérateur de Hilbert-Schmidt dont la norme
de Hilbert-Schmidt est |||K]||*> = ﬂRann k(x,y)>dxdy. Réciproquement, tout opérateur
de Hilbert-Schmidt est de cette forme.

Lemme 8.3.5. Si ¢, est une base hilbertienne de L*(R™), alors Ppg(%,9) = @p(x)py(v) est
une base hilbertienne de L?(R" x R").

Démonstration. Par Cauchy-Schwarz, on a

Kf P < IfIP f k(x,p)dy.
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D’ou
IKFIP < NP1k

On a de plus (K@, ¢,) = <k, ¢py), ce qui permet de montrer qu’on a bien un opéra-
teur de Hilbert-Schmidt. Réciproquement, soit T un opérateur de Hilbert-Schmidt.
Soit a;; = (Tpj, ;) et posons k(x,y) = }_a;;p;;(x,). Cette série converge bien dans L?
car T est un opérateur de Hilbert-Schmidt, de sorte que la famille Ia,-jl2 est sommable.

Soient maintenant f,g € L%. On écrit g = Y z;p;, et f =, umx;@; et Tf =Y y;i¢p;, ou

Y; = )_a;;jxj. On a donc
&Tf)= inz_i = Zﬂijsz_i
=(f®%8k)

:J(jux,y)f@)dy)mdx.
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Chapitre 9

Applications a la théorie de Fourier

On revisite les séries de Fourier du point de vue des espaces de Hilbert. C’est donc
tout naturellement qu’on considere ‘espace de Hilbert des fonctions 1-périodiques a
carré intégrable : L*([0; 1]).

9.1 Convergence L°

Théoréme 9.1.1. La famille de fonctions e,, : x > 7"

Hilbertienne de L?([0;1[), muni du produit scalaire

pour n € Z forment une base

(f,8)= J]O;l[ f(t)g(t)dt.

Démonstration. On vérifie aisément qu’ils forment un systeme orthonormé. On sait
également que I'espace qu’ils engendrent est dense, ce qui permet de conclure. N

On pose
1 .
)= enf)= | et

ainsi que

-N

Comme les e, forment une base hilbertienne, on a que Sy (f) converge vers f pour la
norme L?, ce qui ne signifie absolument pas que la série converge en tout point et que
I'on a égalité avec f. Du fait que I'on a une base hilbertienne, on en déduit le théoreme
suivant.

Théoréme 9.1.2. On a un isomorphisme

FE

per 1 LA([0:1)) — €3(Z)

f = (ea(f))

Remarque 9.1.3. De plus, cette application intervertit produit et produit de convolu-
tion quand il ils sont définis.
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9.2 Convergence ponctuelle

Rappelons que grace a Cauchy-Schwarz, on a L?(]0;1[) c L!(]0;1[). La définition
des coefficients de Fourier a également un sens pour les fonctions intégrables. On pose
donc pour f € L'(]0;1]) :

l .
c(f) :L e 2T £ (1)dt.

Par le lemme de Riemann-Lebesgue, on sait que ¢, (f) — 0 quand n — +co. On appelle
série de Fourier la série de fonctions

+00 '
ch(f)eZlnnx'
Ainsion a
JT}-)er : Ll(]O;l[) - CO(Z)'

Déterminer 'image dans l'espace cy(Z) des suites qui tendent vers 0 est un probleme
compliqué. On a tout de méme que les coefficients de Fourier déterminent uniquement
la fonction presque partout. On verra que l'application ‘est pas surjective et on donnera
I'image de l’espace des fonctions C*.

Théoreme 9.2.1. (propriété d’injectivité) Deux fonctions intégrables qui ont les méme
coefficients de Fourier sont égales presque partout.

Démonstration. Il s’agit de montrer que si les coefficients de h sont nuls, la fonction est
nulle presque partout. Tout d’abord, si la fonction est dans L2, elle est bien nulle grace
a I'isomorphisme dans le cas L2. Par le cours de théorie de la mesure, on sait que la
fonction

x 1
HG) = | (e = | xos(0modr

est continue, presque partout dérivable et de dérivée h. On peut calculer ses coeffi-

cients de Fourier : . .
c,(H) = J (J e‘zi"”xdx)h(t)dt.
0 \Jt

1
co(H) = L (1-t)h(1)dt et ¢(H)

On a donc

= ——(co(h) —c,(h)) sinon.

——(coll) = cull)
La fonction continue H — cy(H) a donc tout ses coefficients nuls, ce qui la force a étre
nulle. D’ou le résultat. ]

Remarque 9.2.2. On peut montrer (résultat difficile di & Carleson) que si f € L?, la
série de Fourier converge presque partout vers f. Mais on ne peut pas faire beaucoup
plus. Considérons par exemple la série

1 .
ZEcos(an”x).

La série converge dans L? mais diverge en tout point de la forme #; car elle coincide

ultimement avec la série harmonique.

60



En rajoutant des hypotheses, on peut faire converger la série.

Théoreme 9.2.3. Si f est telle que ) |c,(f)| converge, alors la série de Fourier est nor-
malement convergente, égale presque partout a f. La série définit de plus une fonction
continue.

Démonstration. On peut définir la série de fonctions Y c,(f)e*™* qui est continue vu
que la dérie converge normalement. Ses coefficients sont les mémes que f, donc f(x) =

¥ cu(f)eim, =

Corollaire 9.2.4. Si f est C!, alors la série de Fourier est normalement convergente,
égale presque partout a sa limite.

Démonstration. On a ¢,(f) = 57,—-¢,(f’), qui est donc le produit de deux suites dans 2,
elle est donc dans ¢'. O]

9.3 Théoreme de Dirichlet

On peut calculer le noyau de Dirichlet

B ienx _ SIN(TT(2N +1)x)
Dn(x) = ZeZ B sin(rrx)

La somme partielle s’écrit alors

1

Sn(f)(x) = Dy * f(x) = f Dy(x— D)f (1)dt.

0

On va utiliser cette expression pour montrer qu'on a convergence de la série de
Fourier vers la valeur de la fonction dans certains cas.

Lemme 9.3.1. Si f est 1-périodique, intégrable, et x; € [0;1] est tel qu’il existe I avec

x)—1 . .. s . .
X fx(_—))cO est intégrable au voisinage de x, alors la série de Fourier est convergente en

Xy de limite valeur [.

Sn(mE2N+1)Y) ot le lemme de
sin(7tx)

Riemann-Lebesgue. O]

Démonstration. On utilise le noyau de Dirichlet Dy(x) =

Remarque 9.3.2. Le lemme reste valable si on suppose l'existence de I, en regardant

séparément les intégrales a droite et a gauche de x;. La limite est alors %

On en déduit le théoréme suivant.

Théoréme 9.3.3. (Dirichlet) Si f est 1-périodique et C! par morceaux, alors la série de
Fourier converge en tout point et

ch(f)eZinnx — f(x-'_);f(x_)'
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Démonstration. On regarde S,,(f)(x)—I. Quitte a translater, On peut supposer que [ =0
et xo = 0, puis on applique Riemann-Lebesgue. [

Théoréme 9.3.4. Lapplication £, : L' — ¢y n’est pas surjective.

per

Démonstration. On a vu que la transformée de Fourier périodique donne une applica-
tion linéaire continue

Foer : (L'J0; 1)), 1= 1) = (co(Z), 1= lleo)-

Comme cette application est injective, si elle était surjective, ce serait un isomorphisme
et I'inverse serait également continu par le théoreme de 'isomorphisme de Banach.
Cependant,||Dyl||; vérifie

2N+1| .

sin(7cx)|

1Dyl > j Isin(m0l 5, oo,
0 X

alors que les coefficients de Fourier sont bornés. L'application n’est donc pas surjective.
O

Remarque 9.3.5. On sait toutefois que 1’on a une bijection entre 1’espace des fonctions
continues et 'espace de Schwartz s(Z) des suites telles que #*c,(f) — 0 pour tout k > 0.

9.4 Intervention de l’analyse fonctionnelle

On peut se demander s’il est possible d’affaiblir les hypotheses du théoréeme de
Dirichlet en supposant seulement f continue, puis avoir une forme de convergence. Il
n’en est rien.

On considere l'espace de Banach des fonctions continues 1-périodiques muni de la
norme uniforme. On a les formes linéaires continues

Elles sont en effet continues puisque

|t () < Dyl llf lloo-

On a en fait méme ||u,|| = ||D,||; en considérant une suite de fonctions qui approche
ID,,(x)|. Comme la suite n’est pas bornée, elle n’est pas ponctuellement bornée par
contraposée de Banach-Steinhaus. On en déduit l'existence d’une fonction continue
ou la série de Fourier diverge en 0.
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Chapitre 10

Applications a la transformée de
Fourier

On utilise maintenant la théorie des espaces de Hilbert pour 'appliquer a la trans-
formée de Fourier.

10.1 Transformeée de Fourier d’une fonction intégrable

Définition 10.1.1. Si f € L'(R), on pose

Ff(&)= fRe_Zi"éxf(x)dx.

Remarque 10.1.2. Il est possible d’intuiter la formule comme limite des séries de Fou-
rier en faisant tendre la période vers l'infini. La reconstruction de la fonction a partir
de la série suggere la formule d’inversion. Le coefficient s’écrit en effet

c (f) — _JT/z e—2i71nt/Tf(t)dt
! T J)orp '

En posant &, = 7, et d&, = &,41 — &, = %, il vient la formule de la transformée avec
c,(f)=Ff(£)dE. Quand a la formule de reconstruction,

flx)=) culf)e?™T,

n
en faisant tendre T vers l'infini, la somme tend vers 'intégrale.

La transformée de Fourier est une fonction bornée qui tend vers 0 en l'infini par le
lemme de Riemann-Lebesgue.

Proposition 10.1.3. (i) F conserve la parité.

(ii) Grace a Fubini, si f et g sont intégrables, alors

[#ne=| rrg.
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(iii) Si fe C'NL' et df €L}, alors
F(If)=2inéFf.
(iv) Si f,xf € L', alors F f est dérivable et
INFf)=F(=2inxf).
Démonstration. Exercice. [

Proposition 10.1.4. La transformée de Fourier transforme le produit de convolution
en produit standard.

Démonstration. Utiliser Fubini. O

10.2 Inversion

10.2.1 Transformée des Gaussiennes

Proposition 10.2.1. La transformée de Fourier de la Gaussienne g(x) = e est

Fgé)= \/ge_nz‘fz/“.

Démonstration. Si on note ¢ la transformée de Fourier, en dérivant sous le signe inté-
gral puis en pratiquant une intégration par parties, on voit que 1’(&) = —2Z=&p(&). O

1
oV21

Lemme 10.2.2. On note g,(x) = e/20% 1a gaussienne normalisée. Alors

| retmerrg, (e1e = g0
R
Lemme 10.2.3. On a la formule d’inversion
(0 +f)(x) = jR 25 Fg () F(€).

Démonstration. Remplacer F f par sa forme intégrale puis utiliser Fubini. [

10.2.2 Propriété d’injectivité

Théoréme 10.2.4. (propriété d’injectivité) Si f,g € L! ont méme transformée de Fou-
rier, alors f = g.

Démonstration. On utilise la transformée de Fourier des Gaussiennes et la régularisa-
tion Gaussienne : g, * f est déterminée par la transformée de Fourier de f. Comme
f =g, tend vers f dans L' quand o tend vers 0, on peut conclure. O

Remarque 10.2.5. Lapplication F : L' (R) — C\(R) est continue et injective, mais n’est
pas un isomorphisme.
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Théoréme 10.2.6. Si f € L! et F f est également dans L', alors on a

flx)= jRezimf f(E)dE.

Démonstration. Quitte a extraire, on peut supposer que f*g, converge presque partout
vers f. On peut ensuite appliquer le théoreme de convergence dominée a la formule
d’inversion gaussienne. O]

10.2.3 Applications

Exemple 10.2.7. La transformée de Fourier de f,(x) = e~ 2l st

A -

a4 &

d’ou la transformée de Fourier de cette derniere par inversion. On a de plus f, * f, =
nfu+b-

Proposition 10.2.8. F(L!) est dense dans C,.

Démonstration. n utilise Stone-Weierstrass : I'image est une algebre, en tout point il
existe une fonction qui ne s’annule pas, en tous points distincts il existe une fonction
qui prend des valeurs différentes, et stable par conjugaison. [

Proposition 10.2.9. Si f,g, fg, F f et F g sont dans L', alors

F(fg)=Ff=Fg.

10.3 Transformée de Fourier sur L2

Contrairement au cas des fonctions périodiques, définir la transformée de Fourier
sur L2 n’est pas évident. On ne peut pas en effet définir par la formule dans le cas
intégrable précisément parce que la fonction ne l’est pas forcément. On va ruser.

Lemme 10.3.1. Soit ¢ une fonction C*® a support compact. Alors ona F¢ € L? et

IF@ll2 = llgll.

Démonstration. On pose (&) = JR e’ p(x)dx = (Fp)(E). On a

IFelf = JRW)F—@ - J;%q)(xw(x)dx.

Par inversion de Fourier, cette derniere intégrale est en fait ||(p||%. H

Par densité de D(R) dans L%(R), il est possible de prolonger I'isométrie a L? tout
entier. L'adjoint de F est en fait son inverse.
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Théoréme 10.3.2. (Plancherel) F : L? — L? est un isomorphisme isométrique. Son in-
verse est donné par F~! f(x) = (F f)(—x) = F(f(~x)). De plus, F* = F~1, i.e. 'opérateur
est unitaire.

Démonstration. On a déja vu que 'opérateur est une isométrie, qui est donc injective.
Son image est donc fermée, et dense grace a I'inversion de Fourier des fonctions a
support compact, ce qui permet de conclure. H

Exemple 10.3.3. Pour calculer F f ou f ¢ L', on peut utiliser une intégrale impropre.
Par exemple, grace au calcul des résidus,

+0o
—2imEx X _ —2m|&]
e ——dx =—imsgn(&)e )
J: 1+ x? gn(é)

(o]

On peut aussi utiliser le théoreme de Plancherel. La transformée de Fourier de x|_q

est Ff(t) = Sm(ﬁf“t), d’ou la transformée de Fourier de cette derniere, puisqu’elle est

dans L? mais pas dans L'.

10.4 Non surjectivité dans le cas intégrable

Théoréme 10.4.1. F : L! — C, n’est pas surjective.

Démonstration. Sipar I'absurde ’application était surjective, ce serait un isomorphisme.
Donc par I'isomorphisme de Banach, il existerait une constante c telle que

IE flleo = cllflls-

On prenant f = f,on a

ce qui est absurde. ]
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Chapitre 11

Theorie Spectrale

‘ Dans ce chapitre, K = C, on note H un espace de Hilbert et T € B(H). ‘

11.1 Spectre et valeurs propres d’un opérateur

Définition 11.1.1. On dit que A € C est une valeur régulierede T si T):=T - Al aun
inverse dans B(H). On note p(T) 'ensemble des valeurs régulieres. L'opérateur T, Dest
appelé la résolvante de T et noté R() ou R).

On appelle spectre de T l'ensemble o(T) := C\ p(T) et A € o(T) est dite valeur
spectrale.

Remarques 11.1.2. 1. Un inverse de T) est un S € B(H) tel que ST, = TS = I. Par
le théoréme de I'isomorphisme, T) a un inverse ssi ’application T) : H — H est
bijective.

2. Si A € o(T), une des deux propriétés suivantes est vérifiée :
— N(T,) # {0} (T, n’est pas injective);
— T\ (H) = H (T, n’est pas surjective).
Définition 11.1.3. Soit A € C. Si N(T,) = {0}, on dit que
1. A est une valeur propre de T ;
2. N(T,) est ’espace propre associé a A;
3. un x € N(T,) \ {0} est un vecteur propre associé a A.

L’ensemble des valeurs propres est appelé spectre ponctuel de T et noté o,,(T).

Proposition 11.1.4. o(T) est fermé et contenu dans B(0,||T||) = {1 € C;|A| <||T||}.

Lemme 11.1.5. Supposons que X soit un Banach, U € B(X) et ||U|| < 1. Alors, la série
Y .0 U" converge et } 72 U" est I'inverse de I — U.

Démonstration du lemme. Pour tout n > 0, ||[U"|| < ||U]|" donc }_,-ollU"|| est conver-
gente, c’est-a-dire que ), o U" est absolument convergente. Alors la série ) ., U" est
convergente, car B(X) est complet.
Posons
V,=I+U+---+U"
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Alors

(I-u)v,=1+U+---+U0"
—U—UZ—“‘—Un+1
:I—Un+1.

Comme Y U" est convergente, V,, = V := Y % U" et U"! — 0, donc (I -U)V =1. De
méme, V([ -U)=1. O

Démonstration de la proposition 11.1.4.

Etape 1. Montrons C \ B(0,||T||) € p(T) (& o(T) C B(0,||T|))).
Soit A € C telle que |A| > ||T||. Alors

Ty=T-Al=(-A)(I-A7'T).
Ona [[A7IT|| = |AI7H||T|| < 1, donc I — A7 T est inversible, donc Ty aussi, donc A € p(T).

Etape 2. Montrons que p(T) est ouvert (<= o(T) est fermé).
Soit Ay € p(T). Pour tout A € C,

Ty=T-AI=(T-XgI)- (A=)l
= (T=AD)(I= (A= A)(T=AoI)7).

Si|A-2Apl< ||T/\_01||_1, alors [|(A — AO)T/\_Olll <1,doncI—(Ag- /\)T/\_O1 est inversible, donc Ty
est inversible.
Ainsi, B(A, ||T)\_O1 I7!) € p(T). p(T) est donc ouvert. O

Théoreme 11.1.6. Si H = {0}, o(T) = 0.
Démonstration. Exercices. U]

En dimension finie, cela provient de Cayley-Hamilton qui garantit que le polynome
caractéristique possede une racine. Cette preuve ne fonctionne pas en dimension infi-
nie.

Proposition 11.1.7. Si H est de dimension infinie et T est compact, alors 0 € o(T).

Démonstration. Supposons par ’absurde que 0 ¢ o(T), alors T est inversible, donc I =
TT ! est compact, en contradiction avec H de dimension infinie. O
11.2 Spectre d’un opérateur autoadjoint
Lemme 11.2.1. Si T auto-adjoint,

VxeH, (Tx,x)={(x,Tx)eR.

Démonstration. L'égalité découlede T* =T : (Tx,x) =(x, Tx) =(Tx, x). O
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Proposition 11.2.2. Si T est auto-adjoint, ses valeurs propres sont réelles et les vecteurs
propres associés a deux valeurs propres distinctes sont orthogonaux.

Démonstration. Soient A € 0,(T) et x € N'(Ty) \ {0}. Alors (Tx,x) = Al|jx||?, donc

p

_(Tx,x)
1112

Soient € 0,(T), p= A ety e N(T,)\{0}. Alors

(Tx,y) = Mx,9)

et
(Tx,y) = (x, Ty) = 1Wx,v) = 1(x, v).
Ainsi (A — p)(x,y) =0, donc (x,p) = 0. O

Proposition 11.2.3. Supposons T auto-adjoint. Alors
Aep(T) & dc>0telle que Vx e H, || T)x|| > c|lx]|. (11.1)

Remarque 11.2.4. Les énoncés suivants sont équivalents a (11.1) (a vérifier en exer-
cice).

1. Aep(T) & dc>0tellequeVxeS, |[T)x|]| >c.

2. Ae0(T) & d(x,) suite dans S telle que T)x, — 0.

Démonstration de la proposition 11.2.3.
= Soient A€ p(T)etxeH.Ona

Iell = [| 7" Tax| < |7 | 1T

et on pose ¢ = ||T/\_1||_1.
&= On va montrer que T) est inversible en 3 étapes :

(a) T, est injectif;
(b) Ty(H) fermé;
(c) Ta(H)* ={0}.

En effet, (b)&(c) = T,(H) = H, donc T, est bijectif, donc A € p(T).

(@) )x=0 = ¢||x]| =0 = x=0. Ainsi, N(T,) = {0}.

(b) Soit (y,,) suite dans T, (H) telle que y,, — v € H. Il existe (x,,) suite dans H telle que
v, = Tx,. De plus, pour tous m,n>1,

1 1
”xm - xn” < E”T/\xm - T/\xn” = E”ym _yn”
(v,) converge — (y,) de Cauchy — (x,) de Cauchy = (x,) converge (car H
complet). On pose x :=limx,,. Par continuité de T,, y = T)x, donc y € T,(H).
(c) Soit y € Ty(H)*+. Pour tout x € H,
(Thx,y)=0,
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donc
(Tx, )= Ax, 1) =0
donc _
(x,T=1) = (x, Tyy) = 0.

Ainsi Tyy = 0. Si p = 0, alors A est une valeur propre de T, donc réel, donc Ty = 0,
donc y € N(T)) = {0}, contradiction. Ainsi, y = 0. On a bien T)(H)* = {0}. O
Définition 11.2.5. On appelle image numérique de T I'ensemble

E(T):={(Tx,x); xeS}cC.

Remarques 11.2.6. 1. D’aprés I'inégalité de Cauchy-Schwarz, £(T) c B(0,||T||).
2. Si T est auto-adjoint, £(T) C R, donc E(T) c [-||T|,IITII]-

Proposition 11.2.7. Supposons T auto-adjoint. Posons M :=sup&(T) et m := inf E(T).
Alors

1. o(T)C&(T);
2. mMeo(T);
3. [ITl := max{|m]|, |M]}.

Remarque 11.2.8. On a en particulier que ||T|| ou —||T|| est dans o (T).

Démonstration de la proposition 11.2.7.

(1) Montrons que C\ £(T) C p(T). Soit A € C\ E(T). 1l existe ¢ > 0 tel que

dist(A,E(T)) > c.
Soitx€S.0n a
(Tx,x)—A|l>c,

donc
|<T/\X, X>| 2 C.

Par I'inégalité de Cauchy-Schwarz,
KT, )| < I Toxll [lx[l = I Taxll,

donc ||Tyx|| > c.
Ainsi A € p(T).
(2)Posons qo(x,v) :=(Tx,y). Alors

Vx € H, mllxl|> < go(x, x) < Ml|x||? (11.2)

(on le prouve par homogénéité, i.e. en divisant par |[|x||).
Posons g,,(x,v) := ((T,,,)x, ). Alors gq,, est

— linéaire a gauche, linéaire-conjuguée a droite;

— positive : g,,,(x,x) = (Tx, x) — m||x||> > 0.
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Ainsi (exercice, reprendre la démonstration de la proposition 5.2.1), g, vérifie I'inéga-
lité de Cauchy-Schwarz :

1 1
Y,y € H, |9m (%, 9)| < (%, X)29m(v,9)?,

Donc 1 1
K(T)%, 9| < {(T)x, x)2 ((T) 9, 9) 2.

Il existe une suite (x,) dans S telle que (Tx,, x,,) — m. Posons vy, := (T,,)x,. Alors (v,)
est bornée dans H, donc ({(T;,,)v,,, v,)) est bornée dans R. On a

(T %ull® = (o)X D) < (T %) = 1) (T V)

donc ||T,,x,|| = 0. Ainsi m € o(T).
En appliquant le résultat a —T, on trouve -M € ¢(-T), donc M € o(T).
(3) Posons C := max{|m|,|M|}. On a C <||T||. Montrons l'inégalité suivante :

lg0(x, )| < Cllx[[[[pl]- (11.3)
D’apres 'inégalité (11.2), on a
Vx eH, |qo(x,x)| < ClIx|I*.

Soient x,y € S. Comme g est linéaire a gauche et linéaire conjuguée a droite,

1 C
Re(qo(x,9) = 7 (d0(x + % +) ~qo(x = p,x =) < 7 (I + 31 +llx -y
C
= (Il +1pI?) < .
(identité du parallélogramme)
Notons go(x,v) = |q0(x,v)|'?, 7 := ¢! p et appliquons I'inégalité précédente & x, 9. Alors

190(x,9) = €% go(x,9) = go(x, ) = Re(qo(x,9)) < C.

Par homogénéité, on a I'inégalité (11.3).
On applique alors (11.3) pour xe Het p:=Tx:

ITxII> =(Tx,p) < Clixlllllyll = ClIxlII Tl

donc ||Tx|| < C||x||. Ainsi, ||T|| < C. O
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Chapitre 12

Diagonalisation des opérateurs
compacts auto-adjoints

Théoreme 12.0.1 (Alternative de Fredholm). Supposons que T est compact. Alors
1. N(I-T) est de dimension finie;
2. (I-T)H)=NI-T)*

En particulier, si T est compact et auto-adjoint,

I —T injectif &< I-T surjectif < I —T bijectif.

Remarque 12.0.2. Alternative de Fredholm, si T est compact et auto-adjoint :
— ou bien I — T est inversible;

— ou bien il existe x = 0 tel que (I - T)x = 0.

Démonstration.

(1) Posons NV := N (I-T) et B':= BNN. B est la boule unité de N/ et B’ = T(B’). Comme
T est compact, B’ est relativement compacte, donc compacte car elle est fermée. Par le
théoréme de Riesz, N est donc de dimension finie.

(2) On pose

F =(I-T)(H);
N, =N(I-T).

F Cc N}, Soit y € F. 1l existe x € H tel que y = (I — T)x. Alors

Vze N, (,2) ={(I-T)x,z) ={(x,(I - T*)z) = 0.
Ainsiy e N .
N2, c F. Montrons d’abord que F+ C N,. Soit y € F+. Alors

VzeH, (I-T")y,z)=(y,(I-T)z) = 0.
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Ainsi, (I - T*)y = 0, donc v € N,. On a donc N ¢ (F+)L = F. 1l suffit de montrer que
F est fermé.

Soit (y,) une suite dans F telle que y, — v € H. Il existe (x,) suite dans H telle que
Yu = (I = T)x,. On pose z, := Pyr.x, (projection orthogonale sur '+, avec A le noyau
deI-T). Alorsy, =(I-T)z,.

Montrons par I'absurde que (z,) est bornée. Sinon, il existe une sous-suite (z,, )i>1
telle que ||z, || — co. On pose alors

Zy,
Up = .
Iz, |l
Alors [|lu]| =1 et
(=T, = 2" .
[

Comme T est compact, il existe (uy,)¢>1 sous-suite telle que Tuy, — v € H. Alors
Ug, = (I - T)ukg + Tukg - .
Ainsi, (I-T)v =0,doncv e N.Orv € N+, car N+ est fermé. Donc v = 0. Contradiction
avec [[v|| = limg,o [Jug, Il = 1.
Comme (z,) est bornée, il existe (z,, ) sous-suite telle que Tz, — w € H. Alors

2y, =(I=-T)zy + Tz, »y+w=:2z

Onaalorsy =1lim(I -T)z, =(I-T)z,doncy € F.
On a donc F = F, donc Nt c F, donc F = N1 O

Dans la suite, on suppose que T est auto-adjoint et compact.

Corollaire 12.0.3. Si A € o(T) \ {0}, alors A est une valeur propre et N (T)) est de di-
mension finie.

Démonstration. Si A =0, alors Ty = —A(I-A~!T). On applique l'alternative de Fredholm
al-A"T. O

Proposition 12.0.4. Supposons que A € 0,(T) \ {0}. Alors A est isolée, i.e. il existe € > 0
tel que
A= A+e[No,(T)={A}.

Démonstration. Par ’absurde. Sinon, pour tout n > 1, il existe A, une valeur propre de
T telle que A, # A et [A, — A| < 1/n. On fixe x,, € N(T) ) avec ||x,|| = 1. Par compacité de
T, il existe une sous-suite (x,, ) telle que Tx,, — v € H. Alors

1
Xy, = —Tx, —

=i X.
k /\nk

X?

On a, par continuité, ||x|| = 1 et Tx = Ax. Mais pour tout k, Ap, % A, donc (xnk,x) =0.En
faisant k — oo, ||x||> = 0, contradiction. o
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Corollaire 12.0.5. L'ensemble ¢(T) est fini ou dénombrable et son seul point d’accu-
mulation possible est 0.

Théoreme 12.0.6 (Diagonalisation des opérateurs auto-adjoints compacts). On sup-
pose toujours que T est auto-adjoint et compact. On suppose de plus que H est de
dimension infinie. Alors une des assertions suivantes est vérifiée.

1. Il existe un entier N tel que
H=N(T)eN(T),)®...& N(Ty,).
2. Il existe une suite (A,),>; telle que 0,(T)\ {0} = {A,;; n > 1} et

UN(TAH)].

n>1

H=N(T)® Vect

Remarques 12.0.7.

1. Dans le cas (1), T(H) est de dimension finie, égale a
dim(N(Ty,)) +... +dim(N(T)y,)),

(donc T est un opérateur de rang fini) et AV'(T) est de dimension infinie.
Dans le cas (2), T(H) est de dimension infinie et NV'(T) peut étre de dimension
finie (on peut méme avoir N (T) = {0}) ou infinie.

2. Si H est séparable, le théoreme implique qu’il existe une base hilbertienne B de
H constituée de vecteurs propres de T. On prend B = By U UZ,Y:l B, (cas (1)) ou
B =ByUU,s B, (cas (2)), avec By une base hilbertienne de N'(T), finie ou infinie,
et 3, une base orthonormée finie de NV (T} ).

Démonstration du théoreme 12.0.6.

Remarque préliminaire : Soit Y un sous-espace vectoriel stable par T, i.e. T(Y) C
Y. Alors Y+ est aussi stable par T : T(Y+) C Y. Supposons en effet quexe Yt ety e Y.
Alors (Tx,y) =(x,Ty)=0,car Ty € Y. Donc Tx € Y.

On pose G := N(T)*. C’est un sous-espace fermé de H, donc un espace de Hilbert.
Comme N (T) est stable par T, G est stable par T. On note

T:g—>g

x = Tx.

Par le critére des suites, T est compact. Par construction, NV (T) = {0} et

A

N(T)) = N(T))
pour tout A € 0,(T) \ {0}. Posons A :=0,(T) \ {0}. Alors GP(T) \ {0} = A. Posons F :=V,

avec
U N(Ty)

AeA

V :=Vect cg.
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Pour conclure, il suffit de montrer que F+ = {0} dans G.
Par I’absurde, supposons que &) := F- NG = {0}. V est stable par T, donc d’apres la
remarque initiale, 7+ = V1 aussi, donc &, aussi. Posons

Toi 50 — 50
x = Tx.

T, est une restriction de T, qui est injectif, donc T} est injectif, donc || T,|| > 0. Or ||Tp|| €
o(Ty) ou —||Tyll € o(Ty) (voir la proposition 11.2.7 et la remarque qui suit). Ainsi, il
existe A € o(Ty) \ {0}. Ty est compact (critére des suites), donc A est une valeur propre,
donc il existe x € £\ {0} vecteur propre associé. Alors A € A, donc x € N(T)) ¢ F, donc
|Ix||I> = {x,x) = 0, contradiction. Ainsi & = {0}. O
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