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Préface

Qu’est-ce ?

Ce document est l'aboutissement du travail de préparation des colles que jai assurées
pendant I'année 2005-2006 en classes préparatoires MPSI et MP*. 1l s'agit dénoncés de
problémes mathématiques pour la plupart donnés lors de ces colles ; tous n'ont toutefois pas
été « testés » et il se peut que, malgré mon attention, quelques coquilles demeurent.

Seuls sont proposés ici les exercices que je trouve utile de poser en colle ; en particulier,
il n’y a pas d’exercice de calcul. Le calcul est certes indispensable & un éleve de classe prépara-
toire, mais il trouvera plus sa place en travaux dirigés ou a la maison ; en colles, on'y préferera
les problemes visant a développer la compréhension et Iintuition des éléves, mettant ainsi &
profit la présence du colleur.

Prérequis

La connaissance du cours est indispensable; elle est, de toute fagon, la moindre des
choses quon peut attendre d'un candidat aux concours.

Malgré mes efforts pour ordonnancer le contenu de ce recueil, cest A dire faire en sorte
qu’un exercice ne fasse appel quaux connaissances des chapitres qui le précedent, cela n’a pas
toujours été possible et cette régle admet ainsi quelques exceptions.

Parfois, pour résoudre un probleme, on pourra faire appel & des résultats obtenus par le
biais d’autres exercices, en particulier ceux qui se trouvent dans la liste des résultats : y sont
répertoriés les résultats classiques ou importants qui font partie de la culture mathématique
qu'il est souhaitable de posséder 4 I'issue des classes préparatoires. Il va sans dire que j’invite
tout éléve 4 la consulter et & s'assurer, avant les concours, de sa compréhension des résultats
qui y sont répertoriés.
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Notations usuelles

la fonction fest injective

la fonction feest surjective

Iensemble des parties de 'ensemble E
I'ensemble des fonctions de X dans Y
la partie enti¢re du réel x

la valuation p-adique de 7

le coefficient binomial « £ parmis 7 »

le symbole de Kronecker

le #° groupe symétrique

le #° groupe alterné

les polyndmes de degré < 7 4 coefficients dans K

Ialgebre des matrices carrés de taille 7 & coefficients dans K
le groupe linéaire de degré 7 sur K

la transposée de la matrice M

le segment [0; 1] (2 homéomorphisme pres)

la boule unité de lespace euclidien R*

la sphére unité de 'espace euclidien R Cest-a-dire B!
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CHAPITRE 1

Concepts algébriques fondamentaux

1.1 Logique élémentaire

Injectivité des fonctions des parties

Soit fune application d’'un ensemble X dans un ensemble Y.
On définitf. : x € P(X) — {Ay) sy extetf 1y e P(Y) — {w: Ax) €y}

A quelle condition sur fTapplication £, (resp. /") est-elle injective ? Surjective ?

Caractérisation ordinale de Uidentité sur N’

Soit /: N" — N une fonction vérifiant {z + 1) > {f(»)) pour tout 2.
Montrer que /= id.

INDICATION. Montrer par récurrence sur 7z que f{m) < n=> m < n.

Prolongements d’un ordre partiel

Montrer que tout ordre partiel peut se prolonger en un ordre total.
On pourra commencer par le cas ol 'ensemble sous-jacent est fini.

Théoréme de Cantor-Bernstein
Soient /: X > Yetg: Y < X deux applications injectives.
Construire a partir de fet g une bijection entre X et Y.

INDICATION. Considérer les suites définies par X, = X\ g(Y),X,,; =¢(Y,) et Y, =
AX,) ; voir que fest une bijection de | J X, sur [ ]Y,.
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Formule du crible

Soit (X,),¢; une famille finic de parties d'un ensemble fini X.
— 1+card
Montrer que card Uiel X, =2 (=D Jcard )iy X

INDICATION. On pourra raisonner 4 l'aide de fonctions caractéristiques.

Caractérisation fonctionelle des ensembles infinis

Montrer quun ensemble est infini si et seulement si, pour toute application de lui-méme
dans lui-méme, il admet une partie stable autre que 'ensemble vide et lui-méme.

Quelques exemples en dénombrabilité

Montrer que ensemble des nombres algébriques sur @ (i.c. nombres complexes racines
de polyndmes 4 coefficients rationnels) est dénombrable.
L'ensemble des bijections de N sur lui-méme est-il dénombrable ?

1.2 Structures algébriques fondamentales

Théoréme chinois pour les groupes abéliens finis

Considérons G un groupe abélien fini et décomposons son ordre 7 en facteurs premiers :
n=T1p?. Onpose G, = im(x—> x"/2\").

. \ p— ul
Montrer que G est isomorphe 3 [ [ G; et que card G, = p .

INDICATION. Le théoréme de Bézout donne des entiers #; tels que > un/p; = 1;

regarder le morphisme x — (x"f”/]’?') deGdans[ ]G,

Groupe de Priifer

Soit p un nombre premier. Montrer que {z € C : 37 € N,2”" = 1} est un sous-groupe de
C* qui n'est pas isomorphe au produit de deux groupes non nuls.

INDICATION. Montrer que ses sous-groupes stricts sont monogénes.

Groupe diédral
Montrer que le groupe des isométries du plan laissant stable un polygone régulier 7
cotés ne dépend pas (3 isomorphisme pres) du polygone choisi.
Quel est son cardinal ? Quels en sont les sous-groupes ?



1. CONCEPTS ALGEBRIQUES FONDAMENTAUX 3

Sous-groupes finis de (Q | Z, +) et quotients

Considérons le groupe (Q/Z, +) ; il s'identific au groupe des racines de lunité.

Quels en sont les sous-groupes finis ?

Montrer qu’il est isomorphe 4 son quotient par tout sous-groupe fini.

Faire de méme pour le sous-groupe formé des élements dont I'ordre est une puissance d’'un
nombre premier donné.

Inversion de Mobius

Munissons ensemble des fonctions de N dans C de I'addition usuelle ainsi que du pro-
duit définit par fxg: 72— D J mf(d)g(g) ; montrer que cela constitue un anneau commu-
tatif.

Donner une condition nécessaire et suffisante d’inversibilité.

Notons p la fonction associant 0 aux multiples de carrés et (—1)” & tout entier de la forme
Py, (oules p, sont premiers et distincts). Calculer px (7 — 1).

En déduire que, si f{) = Zd|ng(d)’ alors g(n) = Zd|n w(5)Ad).

Somme des puissances dans 7 [pZ.

Soit p un nombre premier et £ un entier naturel.
Que vaut la somme erz/ﬂx’é ?

Somme d’un élément nilpotent et d’un élément inversible commutant

On se place dans un anneau quelconque.
Montrer que la somme d’'un élément nilpotent et d'un élément inversible qui commute
avec lui (en particulier, I'unité) est inversible.

Anneaux connexes

Montrer qu'un anneau dont tous les éléments sont indempotents est commutatif.
Montrer qu'un anneau commutatif non nul possede au moins deux indempotents et qu’il
en poss¢de exactement deux si et seulement s'il n'est pas isomorphe au produit de deux
anneaux non nuls.

Critére d’isomorphisme d’extensions quadratiques de (9

Soient « et B deux entiers non nuls.

Montrer que les corps Q(y/a) et Q(\/B) sont isomorphes si et seulement si 4/«f est un

nombre entier.
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1.3 Le groupe symétrique

Morphismes de S, dans C*
Trouver tous les morphismes de groupes de &, dans C*.

INDICATION. Montrer 4 l'aide de conjugaisons que toutes les transpositions ont méme
image par un tel morphisme.

Centre de |

Déterminer le centre (i.e. {x: Vy,xy = yx}) du groupe alterné A, pour 7 < 3.
Faire de méme pour 7 2 4.

INDICATION. Montrer qu'une permutation du centre de 21 laisse stable toutes les par-
ties A trois éléments.

Critére de conjugaison des permutations

Montrer que deux permutations d’'un ensemble fini sont conjuguées si et seulement si,
pour tout £ € N, elles ont le méme nombre dorbites de cardinal 4.

Nombre moyen de points fixes des permutations
Quel est le nombre moyen de points fixes des permutations de &, ?

INDICATION. Notant di le nombre de permutations de &, 4 £ points fixes, on a kdﬁ =
ECEAL  =nCHLAL
n n—k n—1"(n—1

) = ndﬁ:ll ; puis, il suffit de sommer.

Nombre de dérangements

Quel est le nombre de dérangements (i.e. de permutations sans points fixes) d'un en-
semble & 7 éléments ?

INDICATION. Notantd, ce nombre, montrerqued, | = n(d,+d,_,) puis trouverd, =
2o (=1 k %‘ On peut aussi appliquer la formule du crible aux ensembles {o : a(k) = £}
pour k€ {1,...,n}.
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1.4 Arithmétique, combinatoire et dénombrement

Formule de Legendre

Soient 7 un entier naturel et  un nombre premier.
Montrer que la valuation de 7! en p vaut 3, v [2/7*].
En déduire par combien de zéros [écriture décimale du nombre 10”! se termine.

Diviseurs communs dans la suite de Fibonacci
Notons (¢,,) la suite de Fibonacci définie par ¢y =0, ¢, =letd, ., =¢,,, + ¢,
Montrer que ngd{¢m’ ¢n} = ¢pgcd{m,n}'

INDICATION. Montrer par récurrence sur 2 que ¢, = ¢, ¢, +¢, ¢, et, remar-

quant que pged{s,,,,¢,} = 1, déduire pged{dy,,,,. ¢,} = pged{d,. ¢,}.

Nombres parfaits et nombres de Mersenne

Soit ¢ la fonction qui associe & un entier la somme de ses diviseurs, e.g. o(4) = 7.
Montrer que si 7 et # sont premiers entre eux alors o(m72) = o(m)o(n).

En déduire que les entiers pairs 7 vérifiant o(n) = 2z sont exactement ceux de la forme
281 (2/e —1)ou 2¢—1 premier. Dans un tel cas, prouver que £ premier.

Théoréme de Wilson

Montrer qu'un entier p est premier si et seulementsi (p — 1)! = —1 mod p.

Dénombrement dans un produit de groupes cycliques

Soit p un nombre premier et 72 et 7z deux entiers.

On considere le groupe (Z/p*Z)" x (Z[pZ)".
Combien a-t-il déléments d'ordre p ? Ex dordre p? ?
Combien a-t-il de sous-groupes cycliques d'ordre p* ?
Et de sous-groupes non-cycliques (d'ordre p*) ?

mn—1p"—1

ST Sous-groupes cycliques et

INDICATION. On doit trouver trés exactement p
pm+n_1 Pm+n—1_l

-1 p-l

sous-groupces non-cycliques.

Dénombrement des fonctions croissantes

Soient 7 et 7 deux entiers.
Combien y a-t-il de fonctions strictement croissantes de {1,...,7} dans {1,...,m} ?
Et de fonctions croissantes (au sens large) ?



6 COLLES DE MATHﬁMATIQUES

Nombre de relations d’équivalence sur un ensemble fini

Montrer que le nombre R, de relations d'équivalence sur un ensemble 4 7 éléments vérifie
. , _ n k
la relation de récurrence R, = > 0 Cn R,.

1.5 Polynomes et fractions rationnelles

Valeurs premiéres d’un polynome

Montrer quaucun polynéme P € Z[X] non constant ne prend, en des entiers consécutifs,
une infinité de valeurs premicres.
Voir qu'on peut en fait supposer P € R[X].

INDICATION. Montrer que P(% + £P(%)) est divisible par P(%) pour tout £ € N.

Cyclicité du groupe multiplicatif d’un corps commutatif

Notons ¢ la fonction indicatrice d’Euler.

Montrer que, pour tout entier naturel 7,2 = 3, ¢(n).

En déduire que tout sous-groupe fini du groupe multiplicatif d'un corps commutatif est
cyclique.

INDICATION. On utilisera le fait que le polynéme X* — 1 a au plus £ racines.

Irréductibilité de polynomes augmentés

Soit (x,) une famille finie d’entiers distincts.

Montrer que le polyndme [ [(X — ;) — 1 est irréductible sur Q[X].

INDICATION. Commencer par montrer qu'il lest sur Z[X] ; supposer pour cela P =
QR et trouver des zéros de Q + R.

Auntomorphismes de K[X]

Déterminer tous les automorphismes de 'algébre K[X], K étant un corps quelconque.

Polynémes de Hilbert

Soit A l'endomorphisme de R[X] defini par A : P(X) — P(X + 1) — P(X).
Quel est son noyau ? Son image ?

Soit Hy(X) le polynéme 5 X(X —1)...(X =&+ 1).

Montrer que P(X) = >, (A*P)(0)H,(X), quelque soit le polynome P(X).
En déduire une méthode pour calculer 377 P().
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Quasi-surjectivité des fonctions rationnelles
Soit R une fonction rationnelle non constante a coefficients complexes.

Montrer que tous les nombres complexes sauf peut-étre un sont dans son image.
A quelle condition R est-elle bijective ?

INDICATION. SiR=P/Qeth¢imR, le polyndme P —AQ n’a pas de racines.

Localisation des racines d’un polynéme a coefficients de signes fixés

Soit P(X) = X" — ZZ:()I aka un polynéme vérifiant (4,) € Rﬁ_l etay €R7.
Montrer qu'il admet un unique zéro, p, sur R (considérer P(X) /X7,
Prouver que tous ses zéros (complexes) sont de module inférieur 4 p.

Etablir que p <max(1,> 4;) et que p < 1 + maxa,.

1.6 Topologie élémentaire

Continuité des racines d’un polynéme

Munissons C, [X] de la topologie produit, qui découle de son identification 2 C**! par

les coefficients.
Montrer la continuité de 'application qui 2 un couple de polyndmes associe le reste de la

division euclidienne du premier par le second.

En déduire que si une suite de polynémes (P, (X)) admet une limite qui sécrit p [ [(X —
W), alors, a partir d’un certain rang, on peut écrire P,(X) = p, [ T(X —7\2) de sorte que
')\2 — ) pour tout i et w, — p.

Morphismes des suites convergentes 4 valeur dans 7

Déterminer tous les morphismes de Ianneau des suites convergentes d’entiers relatifs

dans Z.

Valeurs dadbérence d’une suite qui ralentit

Soit (#,) une suite réelle vérifiant lim# , | —x, = 0.
Montrer que I'ensemble de ses valeurs d’adhérence est un intervalle.
Montrer que la suite (sin(ln 7)) est dense dans [—1;1].

Quen est-il de la suite ('/3 cos(m4/7)) ?
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Sous-goupes discrets de R

Montrer que tous les sous-groupes discrets de R sont de la forme xZ (pour x € R).
En déduire que, p étant un entier non carré, la suite (nﬁ mod 1) est dense dans I'inter-

valle [0; 1].

INDICATION. Le sous-groupe engendré par ,/p et 1 n'est pas monogene.

Théoréme de Beatty

Onappelle densité d'une partie X de N’ lalimite, lorsque 7 tend vers l'infini, de la quantité
card(XN{1,...,n})/n.

Toutes les parties de N" admettent-elles une densité ? Montrer que la densité de 'union
de deux parties disjointes est la somme de leurs densités.

Quelle est, en fonction de y € R, la densité de lensemble X = {|ny] : n € N} 2

En déduire que Xy et X, partitionnent N’ si et seulement si y et z sont des irrationnels
dont la somme des inverses vaut I'unité.

Dérivation topologique
Quelle est I'image et quels sont les points fixes de lopérateur qui 2 une partie de R associe

lensemble de ses points d’accumulation ?

Partitions en connexes dans R
Montrer que tout ouvert de R sécrit de facon unique comme une réunion dénombrable

d’intervalles ouverts disjoints.
A-t-on une décomposition similaire avec des intervalles fermés ?



CHAPITRE 2

Analyse des fonctions réelles

Enl'absence d’indication contraire, les fonctions considérées ici seront supposées réelles
d’une variable réelle.

2.1 Continuité

Version discréte du lemme de Lebesgue

Soit fune fonction continue.

. s . 5 . .1~ Lok
Que dire, lorsque lentier 7 tend vers I'infini, de la quantité - Z/e:l (=1)A3)?

Fonctions a valeurs pareillement multiples

Pour quels entiers # existe-t-il une fonction continue prennant exactement 7 fois chaque
valeur ?

Egalité en des points 4 une distance fixée

Soit fune fonction continue définie sur [0; 1].
On suppose quelle prend la méme valeur en 0 et en 1.

e 1y _ .
Mor.lt)rer que pour tout z € N, leqllatlon Ao+ )= Ax) a une solution.
Et silon suppose seulement 7 € R* 2

.2
INDICATION. On pourra considérer la fonction x — x — ==

sin” nm
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Valeurs identiques en des points diamétralement opposés

Soit fune fonction continue du cercle dans R.
Montrer qu’il existe un point en lequel elle prend la méme valeur qu'en son opposé.

Croissance comme substitut de la continuité

Soit fune fonction positive en 0 et négative en 1.
On suppose qu'il existe une fonction continue dont la somme avec fest croissante.
Montrer que f a un zéro.

Fonctions a variations bornées

Pour toute fonction £, on définit oﬁ(/) = sup{>_|Alx;,;) — Ax;)|}, olt la borne supérieure
est prise sur l'ensemble des subdivisions (x,) de Iintervalle [4; 5].
Montrer que b — o‘i(f) eth— o‘i(ﬂ — f(b) sont des fonctions croissantes.

En déduire que lc’nscmble des Ifonctlons ¥4 pour lcsquclle.s o{’l ) est fini quelque soit I'in-
tervalle [4; 0] est Lespace vectoriel engendré par les fonctions croissantes.

2.2 Relations de comparaison

Construction d’une fonction trés rapide

Soit (f;) une suite de fonctions.
Construire une fonction g telle que, pour tout £, /; = o(¢) en I'infini.

Equivalence d’exponentielles

Trouver une condition nécessaire et suffisante sur les fonctions fet g pour quen l'infini e
et &8 soient équivalents.

Cesaro en version continue
Soit f'une fonction continue pour laquelle la quantité f{x + 1) — f{x) admet une limite
lorsque x tend vers l'infini.
Montrer que f{x) /x tend vers cette méme limite.
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2.3 Dérivabilité

Inégalités de Kronecker
Soit fune fonction de classe 6” sur [0; 1]. On pose M, = sup |[f®|.
Montrer que M, < Z%k(”_k)M(l)_k/nMi/”.

INDICATION. On montrera cela pour 7 = 2 avant de raisonner par récurrence.

Théoréme de Darboux

Montrer que, sur tout intervalle de R, la dérivée de toute fonction dérivable vérifie la
propriété des valeurs intermédiaires.

INDICATION. On pourra montrer que I'image par / de l'intervalle [4; 6] est recouverte
. . - b)—
par les images des deux fonctions x — f% etx — %.

2.4 Développements limités

Utilisation du théoréme de Cesaro pour les suites itérées

Soit fune fonction qui admet en x = 0 un développement limité de la forme f{x) = x —
ax? +o(x’) aveca > 0etb> 1.

Lorsque #, est positif et suffisament petit, trouver un équivalent de la suite définie par
7 Zf(un). Voir cela dans le cas f{x) = xe™, f'= sin ou f'= id - cos.

INDICATION. Trouver a tel que 0 # lim(#* = — #”) puis penser & Cesaro.
n+l n

Formule de Faulbaber

e
£—1"

Soit B, l'unique fonction telle que, pourx € R, > 7" Bkk(!x) #+o(t) =

Montrer que B, (x) est un polynéme en x de degré 4.
On note b, = B,(0). Montrer que B (x) = ZZ:O Cﬁbkx”_k.
Que vaut B (x + 1) — B,(x) ? En déduire une relation de récurrence sur les 4.

Montrer enfin la formule ZZ:_OI k= n% pI Ciﬂbkm”“_k.
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2.5 Convexité

Moyennes d’une fonction réelle
Soit fune fonction continue et strictement positive sur [4; ].
1/t
. , .y _ 1 b +
On définit, pour tout réel 7, la quantité M, (f) = <E J-ﬂ I]‘(x)| dx) .
Déterminer lim,_,, M,(f), lim,_,  M,(#) etlim,_,__ M,(f).

Minimum de fonctions convexes

Notons 7(f) l'ensemble des points ol une fonction convexe fatteint son minimum.
Montrer que cest un intervalle et rappeler pourquoi fest continue.

Soit (y;) une famille finie de réels. Pour p € [1;00[, on définit f, : x— > Jx — y .
Montrer que, sip > 1, m(f,) est un singleton et le déterminer pour p = 2.

Que dire de m(f]) ?

Inégalité de Jensen

Soit fune fonction continue sur [4; 6] et ¢ une fonction convexe sur son image.

Montrer que ¢ <ﬁfjf) < ﬁfol pof.

2.6 Intégration

Lemme de Lebesgue

Soient f'une fonction continue par morceaux sur [4;5] et ¢ une fonction continue
T-périodique (sur R).

Montrer que lim,_,_, f:} Ae)g(nt)dr = (% fOT 2 fﬂb Ja

Intégrabilité et uniforme continuité
Montrer quune fonction intégrable sur R, qui ne tend pas vers 0 en l'infini nest pas
uniformément continue.

Intégrabilité et uniforme continuité pour une fonction qui tourne

Montrer que, si /: R, — R est uniformément continue, alors I'intégrale fexp(if) ne
converge pas en l'infini.
Donner un exemple de fonction pour laquelle ce nest pas le cas.
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Majoration de Uerrenr des méthodes d’intégration numériques

Soit fune fonction de classe 6.

Montrer que lerreur commise par la méthode d’intégration numérique des rectangles,
> v 1 b b—a n—1 b—a
c’est—a—dlre | faf— =23 Sa+k=2)
Etablir pareillement une majoration de erreur de la méthode d’intégration numérique

des trapézes lorsque la fonction est de calsse 672

. 1 (b—a)? /
, est ma]oree Par 5 T ma.XIf |.

Irrationnalité de «
Supposons qu'il existe (2,6) € Z x N tel que 7 = 5.
™ . . .
Montrer que % fo x"(bx — )" sin(x)dx est un nombre entier qui tend vers 0 lorsque 7
tend vers 'infini. Qu'en déduire ?

Relation de distribution des polynémes de Bernoulli

Montrer qu’il existe un unique polynéme, B, (x), vérifiant f;’ﬂ B, (x)dx =y

Etablir que, quelque soit 72 € N', 72”71 Z:’:)l Bn(%r) =B, (2).

2.7 Equations différentielles ordinaires

Lemme de Gronwall
Soit ¢ une fonction continue positive, z un réel positif, et y une fonction réelle.
On suppose que 'inégalité y(z) < 2 + f;ygo est vérifiée pour tout 7€ R, .
Montrer que y(#) < aexp f(; ¢ l'est alors aussi pour tout 2 € R, .

. e . ¢ ¢ .
INDICATION. Majorer la dérivée de la fonction #+— (foygo) exp (— fo ) par une déri-
vée parfaite et écrire que la différence de leurs deux primitives est croissante.

Asymptotique et dérivations multiples
Notons D l'opérateur de dérivation des fonctions de classe 6.
Pour P € C[X], montrer qu’il y a équivalence entre :
— les racines de P sont toutes de partie réelle strictement négative ;
- pour tout £, si P(D)(f) =, 0, alors f'—_ 0.
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Pendule sans frottement

Pour o € R, on note x, la solution maximale du probleme différentiel X" = —sinx avec
les conditions initiales x(0) = 0 et +’(0) = a.

Quel est son ensemble de définition ?

Que dire de la périodicité et de la limite en I'infini de x,,

INDICATION.  Voir que la quantité x> /2 — cosx, est constante (quest-elle ?).
o o

Petites oscillations d’un pendule sphérique

Considérons les petites oscillations d’'un pendule dans I'espace usuel.

Notant x et y les déviations du pendule suivant les deux axes horizontaux, on a Jox = —x
et d2y = —y. Transformer ces deux équations du second ordre en quatre équations du
premier ordre (3 quatre variables).

Montrer que la somme des carrés de ces quatre variables est constante, c’est-a-dire que les
trajectoires sont sur des sphéres centrées en 0.

Montrer que les trajectoires sont des grands cercles de ces sphéres.

Noter toutefois que tous les grands cercles ne sont pas des trajectoires.

Zéros d’une base de solutions d’une équation différentielle ordinaire

Soit (f,¢) une base de solutions de I‘équation différentielle homogene y” +py’ + 4y = 0 ot
p et g sont des fonctions continues définies sur un intervalle L.
Montrer que les zéros de f'sont isolés et qu'ils sont entrelacés avec ceux de g.

INDICATION. On pourra raisonner avec le Wronksien.

Théorie de Sturm
Soient g, et g, deux fonctions continues sur un intervalle I vérifiant 4, < ¢,.
Pour i € {1,2}, notons E, le probleme différentiel Y+ 9,y = 0 et y, 'une de ses solutions.
Considérons 4 et b, deux zéros consécutifs de y,.
Montrer que y, sannule sur ]a; 4]. Que cela signifie-t-il sig, = g, ?
Sil'on peut encadrer 4, (0 < 7 < g; < M), encadrer la distance entre deux zéros consécu-

tifsdey, (t/ VM < b—a<w//m).

Choix d’une base de solutions

Déterminer les fonctions fpour lesquelles le probleme différentiel y” +5 + fy = 0 admet
une base de solutions de la forme (g, ¢%).



CHAPITRE 3

Algebre linéaire élémentaire

En I'absence de précisions, nous travaillerons dans un espace vectoriel arbitraire E sur
un corps fixé K.

3.1 Espaces vectoriels

Formules de Grassmann

Dans un espace vectoriel de dimension 7 sur un corps fini (de cardinal p*), combien y
a-t-il de familles libres &  éléments ? Et de sous-espaces de dimension 7 ?

Union finie de sous-espaces stricts

Montrer quen caractéristique zéro un espace vectoriel n'est pas union finie de sous-
espaces stricts.

Indépendance linéaire des caractéres

Montrer que toute famille de morphismes distincts d’'un groupe G dans le groupe multi-
plicatif K* d’un corps K est K-linéairement indépendante.

15
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3.2 Applications linéaires

Somme de deux projectenrs

Soientp ety deux projecteurs.
Montrer que p + g en est un si et seulement sipog=¢gop=0.

Etablir qualors im(p + ¢) = imp @ im g et ker(p + 4) = kerp Nkerg.

Identification d’une somme de projecteurs

Soit (f;) une famille finie dendomorphismes d’un espace vectoriel de dimension 7 véri-
fiant > f; = id et > rgf; < . Montrer que les /; sont des projecteurs.

Supplémentaire stable par un groupe fini d automorphismes

Montrer que, si F est un sous-espace stable par un groupe d’automorphismes de cardinal
fini 7, alors il admet un supplémentaire stable par ce groupe.

. . i ] ~1
INDICATION. Sip est un projecteur sur F, étudier - decgpg .

Adjonction et nilpotence

On définit lopérateur ad : fe ZL(E) — (¢— fg — gf) € L(ZL(E)).
Montrer que, si fest nilpotent, ad fTest aussi.
Déterminer alors son indice de nilpotence en fonction de celui de /.

INDICATION. Notant z l'indice de nilpotence de £, établir quef(”_l) € im(adﬂ(z”_z)
et pour cela que, pour tout 2 € £ (E), il existe b € £ (E) vérifiant aba = a.
Suite exacte

.....

kerf,,; et X, =X, ., = 0. Montrer que Zf:ol(—l)idimXi =0.

3.3 Algebre matriciel

Idéaux de M ,(K)
Quels sont les idéaux 4 droite (resp. 4 gauche) de 'annecau ./, (K) ?

Et les idéaux bilateres ?
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Caractérisation exotique de Uinversibilité

Soitf: M, (K) — K une application non constante.
On suppose de plus que, pour tout couple (A,B) € ./, (K)* AAB) = AA)AB).

Montrer qll une matrice M est anCrSIble siet seulement Slf(M =0.

Formes linéaires sur M, (K)

Montrer que toute forme linéaire sur .4 (K) est de la forme M — tr(MA) pour une
matrice A uniquement déterminée.

Quelles sont les formes linéaires fsur A4 (K) telles que {AB) = f{BA) ?

Les endomorphismes de M, (K) préservent la trace

Montrer que si K est un corps commutatif, tout endomorphisme ¢ de l'algebre ./, (K)
préserve la trace, cest 4 dire que tr op =tr.

INDICATION. On pourra déterminer les formes linéaires 6 de ., (K) pour lesquelles
I'égalité 6(AB) = 6(BA) est toujours vérifide.

Matrices 4 diagonale nulle

On se place dans .#,(R). Montrer que :
— Toute matrice de trace nulle est semblable & une matrice 4 diagonale nulle.
- Toute matrice M a diagonale nulle est de la forme XD — DX ou D est diagonale.

— Les matrices de la forme XY — YX sont exactement celles de trace nulle.

INDICATION. On pourra considérer X = (Ml]/(z ) etD = (iBly.).

Disques de Gerschgorin

Montrer quune matrice M 4 diagonale prépondérante, cest-a-dire dont les coefficients
vérifient [M, ;[ > >, [M; | pour tout , est inversible.
En déduire une localisation du spectre d’'une matrice dans I'union de 7 disques.

Tout hyperplan contient une matrice inversible

Montrer que tout hyperplan de ./, (R) contient au moins une matrice inversible.



18 COLLES DE MATHEMATIQUES

3.4 Déterminants
Déterminant de sommes

Dans ./, (R), montrer que si det(A + X) = det(B + X) pour tout X alors A = B.

INDICATION. Commencer par le cas B = 0 et réduire A en une matrice équivalente.

Déterminant de la transposition

Quel est le déterminant de l'opérateur de transposition sur #, (R) ?

Résultant de deux polynémes

Soient P et Q deux polyndmes, de degrés respectifs p et q.
Ecrire la matrice du morphisme (U, V) € R, [X] x R, [X]—UP+QV.

A quelle condition est-il inversible ?
En déduire tous les polynomes du type X® + 24X + b admettant une racine multiple.

Indépendance de familles de fonctions réelles

Montrer qu'une famille (f;) de 7 fonctions réelles est libre si et seulement s'il existe une
famille (xj) € R” telle que le déterminant de la matrice (}f(x])) soit non nul.

Polynomialité en deux variables

Soit K un corps indénombrable et fune fonction de K* dans K qui est polynomiale en
chacune de ses variables (4 Iautre fixée). Prouver que fest polynomiale.

> . . _ n i
INDICATION. Montrer l'existence de fonctions 4 telles que f{x,y) = Zz’:O a,(x)y’ pour

une infinité de x. Choisir alors 7 scalaires distincts, et montrer en résolvant un systéme

linéaire que les 4; sont polynomialles.
Matrices inversibles 4 coefficients polynomiaux

SoitM : C — 9% (C) une application dont toutes les composantes sont polynomiales.

Montrer que les composantes de application z — M(z) ™! le sont aussi.
Premiére ligne des matrices de 9. ()

A quelle condition un vecteur 4 7 coeflicients entiers peut-il constituer la premiére co-
lonne d'une matrice de £ (Z) ?

INDICATION. Utiliser le théoréme de Bézout pour montrer que les coefficients doivent
étre premiers entre eux.
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Signe du déterminant d’une somme de puissances

Soient A et B deux matrices réelles qui commutent. On suppose en outre le déterminant
de leur somme positif. montrer que, pour tout entier positif p, det(A? + B?) > 0.

INDICATION. Penser a factoriser X? + Y? dans C[X,Y].

3.5 Dualité
Dual de ¢,

Quel est le dual de Iespace vectoriel des suites nulles a partir d'un certain rang ?

Endomorphismes laissant stable tous les byperplans

Quels endomorphismes d’espaces vectoriels de dimension finie laissent stable tous les hy-
perplans ?






CHAPITRE 4

Quelques notions topologiques

4.1 Topologie générale

Construction de distances topologiquement équivalentes

Soient (E,d) un espace métrique et ¢ une application concave de R + dans lui-méme
continue en 0 telle que ¢~'{0} = {0}. Montrer que ¢ o d est une distance qui définit
la méme topologie que 4.

Espace normaux et lemme d’Urysobn

Un espace topologique est dit normal s7il est séparé et que deux fermés disjoints quel-
conques sont toujours respectivement contenus dans deux ouverts disjoints.

Dans un tel espace, étant donnés deux fermés disjoints F et G, montrer qu'il existe une
application réelle continue sannulant sur F et valant 1 sur G ; cest le lemme d’Urysohn.
Montrer réciproquement qu'un espace séparé vérifiant le lemme d’Urysohn est normal.
Déduire que les espaces métriques sont de ce type.

INDICATION. Notant U, le complémentaire de G, prouver I'existence d'un ouvert U, P

telque F C U, ), €U, € U, itérer afin dobtenir une famille indexée par les dya-
diques.

21
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4.2 Compacité

Un subtil théoréme de point fixe

Soit fune fonction continue d’'un espace métrique compact dans lui-méme telle que
d(f(x),/(y)) < d(x,y) pour tous x # y. Montrer que fadmet un point fixe.

Compactification dAlexandroff

Soit E un espace topologique localement compact.

Rajoutons un point x 4 E et considérons E U {x} munis des ouverts de E et des complé-
mentaires de compacts de E dans EU {x}.

Montrer que lespace ainsi construit est compact. Dans le cas E = R, quel est-il ?

Compactification de Stone-Cech

Un espace est dit completement régulier s'il est séparé et qu'il existe, pour tout point
extérieur & un fermé, une application réelle continue s'annulant sur ce fermé et valant 1
en ce point.

Soit X un tel espace. Notons X I'adhérence de I'image de la fonction qui a x € X associe
la famille (X(x))xE%(x,I) dans 14D _ Cest un compact.

Montrer que X est homéomorphe 4 son image par la fonction considérée.

Montrer que toute fonction continue de X dans un espace compact se prolonge de fagon
unique sur X. Cest le seul espace compact ayant cette propriété.

INDICATION. Montrer que, pour /'€ 6 (X,Y), l'application qui a (4 ), (x 1) 3ssocie
(tHof)H€%<Y:H) est continue et peut étre restreinte 4 fX — Y.

4.3 Connexité

Topologie lexicographique du carré

Munissons [0; 1] de la topologie induite par 'ordre lexicographique.
Montrer que cet espace est compact mais pas séparable — et donc pas métrisable.
Montrer qu’il est connexe mais non connexe par arc.

INDICATION. Voir quun chemin allant d’un point & un autre passe par tous les points
qui sont (pour l'ordre) entre ces deux points.
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Connexité et vationnalité dans le plan

Que dire de la connexité, dans R?, de la partie (RN Q) x Q)U(Q x (RN Q)) ?
Etdelapartie (@ x Q)U (RN Q) x (RN Q)) 2

Connexité par chemins de classe 6*

Soit un chemin de classe 6! dans R? de dérivée jamais nulle, ¢ € 6! (]I,Rd).
Construire une fonction strictement croissante 4 de I dans lui-méme tel que ¢ o b soit
continue et injectif.

4.4 Théorie de Baire

Théoréme de Banach-Steinhaus

Un espace est dit « de Baire » si toute intersection dénombrable d'ouverts denses est
dense. Montrer que c’est le cas des espaces métriques complets, ainsi que des espaces to-
pologiques localement compacts.

Soient E et F des espaces de Banach et considérons une famille (/;) d’applications conti-
nues de Z (E, F) telle que, pour tout élément x de E, {/;(x)} soit borné. Prouver quelle est
uniformément continue.

Un résultat anti-Peano

Montrer quaucune des fonctions de 6! (I,1%) n'est surjective.

Et pour les fonctions de 6! (R, 1) ?






CHAPITRE 5

Convergence des suites et séries

5.1 Espaces vectoriels normés

Létude des paraboles an service de la convergence

Erudier la convergence de la suite de fonctions de [0;1] dans R définie par f; = 1 et

forxm L4 [of, (= ).

Point fixe d’un opérateur défini par une intégrale

Existe t-il des fonctions f€ 6°(R,,R) bornées telles que f{x) = fg I:}(—i)zdt ?

5.2 Familles sommables

5.3 Séries numériques

Série des inverses des nombres premiers

Quelle est la nature de la série de terme général 1/p, o1 p, dénote le n°™ nombre pre-
mier ?

INDICATION. On utilisera le fait que log1/(1 —1/p) ~ 1/p.

25
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Etude asymptotique de la fonction indicatrice d’Euler
Etudier les limites inférieure et supérieure de la quantité ¢ () /.

INDICATION. Considérer z = Hglpk ot p, désigne le £™ nombre premier.

Permutations d’une série semi-convergente

Montrer que si la série de terme général réel 4; est semi-convergente alors, pour tout réel
4, il existe o une permutation de N telle que Z”EN Aoy = A

Sommes de séries alternées

1 1)7! ?
On change a présent lordre des termes de cette série en alternant p termes positifs et ¢

tcrmesneganfsegpourp Jetg= 2celadonnc—+ +——l—l+l+i+i—

Que vaut la somme de la série >~

—_
W
|
—_
(=1
—
[
N

; + -+ ; que devient la somme ?

Sommation dans une fonction contindiment dérivable

= —O00

Soit f: [1,00[— R* une fonction de classe 6'!. On suppose que lim

<™

Montrer que » ;. . An) converge et donner un équivalent du reste.
q b1 g q

5.4 Suites et séries de fonctions
Série de fonctions de terme général x — iﬂ sin(7x)

. . . .
Montrer que la série de fonctions de terme général ix” sin(7x) pour » € N’ converge

uniformément sur [—1; 1] et a pour somme arctan —=>-—

En déduire que 3 o = =7 — %

l1—xcosx’

Théoréme de Dini

Soit (}2) une suite croissante de fonctions continues d’'un espace métrique compact X
dans R qui converge simplement vers une fonction continue /-
Montrer que la convergence est uniforme.

INDICATION.  Considérer les ensembles X, = {x € X: flx) — 1, (x) < }.
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Développement eulérien de la fonction sinus

Soit P, (x) = (1 +ix/n)” — (1 —ix/n)" ; on sait que sinx = lim P, (x) /2.

Déterminer quels sont les racines de P, (x)/x afin den déduire Iégalité sinx/x =
lim Hz:ll (1 —?/(47* tan? i—; ))-

Montrer que la convergence est ici uniforme.

Lalgébre linéaire au service de l'analyse

Considérons lopérateur b € €°([0; 1], R) — (x— 1](%) + h(’%l))
Montrer que son spectre est inclu dans [—2;2].
En l'appliquant 4 leur différence (prolongée par continuité), montrer que les fonctions

s

fix—> o ﬁ ctg:x— (=) sont égales sur R\ Z.

5.5 Séries entiéres
Rayon de convergence et puissances

Soit (a,) € CN. Donner, en fonction de £ et de celui de >.:4,7" (supposé non-nul), les
rayons de convergence des séries %z”, Zaﬁzn, Zﬂnzk” et >,a,z".

Fractions rationnelles et suites réccurentes
Soit (4,) € CN ; considérons la série enti¢re >_ 2, 2".
vy % _
Montrer que, s'il existe des nombres,, ..., A, tels que, pour tout n, 4,4, + 20 Na,,; =
0, alors la série entiére est celle d’une fraction rationnelle.
Y a-t-il une réciproque a ce résultat ?

Théoréme de Liouville
Soit f: z— D4 2" une séric entitre complexe de rayon de convergence p.
. _ 1 2m 0\ ,—inf
Montrer que, quelque soit 7 < p, 2, = 5 fo Sre®)e™d.
Supposant p = oo, en déduire que si fest bornée alors elle est constante.
Plus généralement, montrer que si elle est bornée en valeur absolue par un polynéme de
degré 7 alors cest elle-méme un polyndome de degré .

Nombres de mots bien parenthésés

Notons ,, le nombre de bons parenthésages d'un mot de longueur 7, cest a dire avec —2
couples de parentheses.
. . _N\"”
Montrer la relation de récurrence 4., =7 44,1 -
Calculer le carré de la série entiere Zn=l a,2” et en déduire 4,
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Pseudo-sommation de Riemann

Soit ¢ une fonction décroissante et intégrable de 6°(]0; o[, R, ).

Montrer que limy,_, 3™ | hg(nh) existe et en déterminer la valeur.
o . - s o

En déduire un équivalent en 17 de la série entiére 35 x"/4/n.

INDICATION. Poserh=—lInxetg:t— e/t

Calcul de Uintégrale Gaussienne

Soit 7 un entier relatif.

Montrer que pour toutx € [0;2] ona (1 —x/n)” <e™ < (1+x/n)7".

Posons x = # et intégrons cette inégalité sur [0; 4/7].

En trouvant un équivalent 4 f(;o (1+ #*)™"du, montrer que fgo e dx = /2.

5.6 Séries de Fourier

De l'annulation des coefficients de Fourier

Soit E un sous-espace vectoriel fermé (pour la norme infinie) et stable par translation de
Lespace ‘52(; (R, C) des fonctions 2n-périodiques. Montrer qu’il est de la forme E = {f'e
6, (R,C) : Yk € L¢(f) = 0} pour un certain I C Z.

INDICATION. Voir que sif'€ E est tel que ¢y(f) # 0 alors (#+— 1) € E, cela en écrivant
une somme de Riemann.

Les fonctions holomorphes sont développables en série entiére

Montrer qu'une fonction de classe 6! au sens complexe sur le disque D(0,p) C Cy est
développable en série entiére.

INDICATION. En dérivant par rapport a r la définition de ¢, (6 — f{r¢)), montrer qu'il
sécrit sous la forme d, 7 avecd,_, = 0.

Phénomeéne de Gibbs

Soit fla fonction 2m-périodique valant —1 sur [—m; 0[ et 1 sur [0;7[.
Calculer sa série de Fourier.
Etudier les extrema de sa série partielle au voisinage de 0.
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Une inégalité d'optimisation
Considérons une fonction fde 6! ([0; 1], R) vérifiant {0) = {1) = 0.
Montrer qu'on a fol fren? f 01 /% Que dire du cas d*égalité ?

INDICATION. Ecrire I¢égalité de Parseval pour ¢ et ¢/, oli ¢ est la fonction impaire
2n-périodique égale 3 x — flx /=) sur [0;7].

Fonction { de Riemann et nombres de Bernoulli

Notons (B, (x)) l'unique suite de polynémes vérifiant B(x) = 1, B;(x) =nB, |(x)et
(2:/6),1 ou B, est la fonction

fol B, (x)dx = 0. Montrer que, pour tout 7 > 1, ck(lg;) =—
2n-périodique x — B, (x/2m) définie sur [0;27].
Ecrire la convergence de la série de Fourier de sz enx = 0 pour p 2 1 et en déduire la

valeur de §(2p).

5.7 Intégrales a paramétre

Généralisation des intégrales de Wallis

Quel est Ie domaine de définition et la classe de la fonction f: x — folzr (sinz)*dt?

Montrer qu'elle est décroissante et que flx +2) = ?T; x).

Erudier la periodicité et la classe de g : x — (x + 1)A{x)f{x + 1).
Montrer que g est une constante et en déduire un équivalent de fen co.

INDICATION. Comme gest périodique, il suffit de montrer qu'elle admet une limite en
oo ; utiliser alors 'équivalent de f{z) donné par les intégrales de Wallis.

Etude d’une intégrale 4 paramétre

Quel est Ie domaine de définition de la fonction g : £ — f: sin(xz) /(x +x7)dx ?
Montrer qu'elle est lipschitzienne puis bornée. En déterminer la limite en l'infini.

INDICATION. Le lemme de Lebesgue donne g ~ f(; sin(x#) / (x + x°)dx, ce quon peut
ramener a 'intégrale de Dirichlet.
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Calcul de f]R x /(o + 1)dx

Soient s et 7 deux entiers vérifiant 7 > 1 et 0 < s < 272 — 2.

Décomposer la fraction rationnelle 2/ (2% + 1) en éléments simples dans R.

Utiliser I'égalité Zzz_ol cos(a + kh) = sin(%) sin(z+ (n—1) %) / sin(%’) pour montrer que
fowx’/(xz” + 1)dx = %/sin((;+ 1))

En déduire la valeur de fooox‘/(x” +1)dx (pourn=2et0<s<n—2).

Généraliser afin de déterminer, pourd €]1;00[ et p €] — ;A — 1[, lavaleur de f;o X[ (o +
1)dx ; on pourra commencer par le cas p = 0.



CHAPITRE 6

Réduction des endomorphismes

6.1 Polynoémes d’endomorphismes

Nullité de la trace des puissances

Montrer qu'une matrice carrée A & coeflicients réels est nilpotente si et seulement si pour
tout entier 7 on a tr(A”) = 0.

Calcul fonctionnel en dimension finie

Soit une fonction fde €~ (C, C) et x une matrice de ./, (C).

Considérons un polyndéme P qui interpole f en les racines du polyndme minimal
m Y s e g . <y B = FB (Y

Hj:l (X 7\]) 7 de x, cest A dire vérifiant, pour tout j et £ < r,—LP (7\]) 1 (7\])

Montrer que P(x) ne dépend pas du choix de P ; on note cette matrice Y, (/).

Vérifier que pour /= exp cette construction coincide avec l'exponentielle matricielle clas-

sique.

Montrer que ¥, est un morphisme d’algebres.

Une matrice nilpotente x et un entier £ étant donnés, établir I'existence d’une solution y

A léquation (id +y)* = id +x.

Adjonction et identité en dimension infinie

Soient # et v deux endomorphismes vérifiant x o v — v o u = id.
Montrer que # et v n'ont pas de polyndme minimal et qu'ils sont de rang infini.
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6.2 Valeurs propres et espaces caractéristiques

Valeurs propres communes

Montrer que deux matrices A et B de ., (C) ont 7 valeurs propres communes si et seule-
ment si [‘équation AX = XB admet une solution de rang .

INDICATION.  Si AX, =0X; et'BY; =},Y,, poser X =27 XY,

Sous-espaces caractéristiques

. . , _ s 1\k
Soit M une matrice carrée complexe. On pose Fy = |, ker(M —%id)".
Montrer que c’est un sous-espace stable par M et que le projecteur sur F, suivant @H A F,
est un polynoéme en M.

Décomposition de Jordan

Soit # un C”-endomorphisme nilpotent d'ordre £. Donner la matrice de la restriction de
# au sous espace F engendré par un élément x de E \ ker A
Soit fune forme linéaire ne sannulant pas en 4=V (x).
l. .
Montrer que ﬂiEN ker(fo ') et F sont stables par # et en somme directe.

En conclure une fagon de réduire un C”-endomorphisme.

6.3 Diagonalisabilité et trigonalisabilité

Diagonalisabilité d’une matrice de petit rang

A quelle condition sur (4,b) € (R”)? peut-on diagonaliser la matrice ci-dessous ?

0 0 4
0

0 0 a,

b, b, 0

Diagonalisabilité de la composition

Donner une condition sur #, un endomorphisme de R”, pour que I'endomorphisme de
£ (R”,R”) qui & v associe # o v soit diagonalisable.
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Adjonction et sous-algébres torales

Soit # un endomorphisme diagonalisable d’un espace de dimension finie E.

Prouver que l'endomorphisme ad(#) de £ (E) qui v associe #ov—vox est diagonalisable.
Préciser ses valeurs propres et les dimensions de ses espaces propres.

Montrer qu'une sous-algebre de £ (E) formée d'éléments dont 'adjoint est diagonalisable
est abélienne.

6.4 Topologie de I'algebre des matrices

Compacité et polynémes annulateurs

Posant K = C, donner une condition nécessaire et suffisante sur P € K[X] pour que
l'ensemble des matrices annulées par P soit compact.

Quenest-ilsiK=R?

La décomposition polaire est un homéomorphisme

Frablir la décomposition polaire, c’est a dire prouver la bijectivité de Iapplication (O, S) €
O,R)x S DP (R)—0Se4ZL (R).

En utilisant la compacité de 0, (R), montrer que c’est un homéomorphisme.

Propriétés des groupes topologiques
De quels sous-groupes de 4%, (R) la matrice identité est-elle un point intérieur ?

INDICATION. Montrer quun tel sous-groupe est ouvert puis qu’il est aussi fermé.

Rang et connexité

Déterminer les sous-ensembles P de {0, ...} pour lesquels 'ensemble de matrices {M €
M, (R) : rgM € P} est connexe par arc.

INDICATION.  SirgM <7z — 1, M peut sécrire PJ,Q avec P,Q € 4. (R).
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6.5 Exponentiation matricielle

Sous-groupes a un paramétrede 4L, (R)
Quels sont les morphismes de groupes y de classe 6! de R dans 4.¢, (R) ?

Ft ceux de classe 6° ?

INDICATION. On pourra considérer une primitive I' de y et montrer que I'(¢ + ¢) —

I(2) =y(2) [ y(5)ds.

Solutions a norme constante

Montrer que les solutions d'un probleme différentiel du type X' = AX, ot1 A est une
matrice de A/, (R) fixée, ont une norme indépendante du temps si et seulement si A est
antisymétrique.



CHAPITRE 7

Calcul différentiel élémentaire

7.1 Différentiabilité

Holomorphie
On identifie implicitement C a R? par z = x + jy.
Montrer qu'une fonction f€ 6 *(C, C) est dérivable par rapport a z si et seulement si ses
dérivées partielles vérifient d f+idf= 0.
Admettant que fest alors 6, prouver que ARf/= AFf=0.
En déduire que AJff* = 2([VRA* + |[VRA?) 2 0.

Distance d’une cubique a lorigine

Erant donné 4, un réel strictement positif, quelle est la distance 2 lorigine de la cubique
déquation xyz =a?
Est-elle atteinte ? Ot ?

Rang de la différentielle dans un espace de matrices

Soit ¢ la fonction qui a une matrice carrée complexe M de taille 7 associe le vecteur
(trM, ..., trM”). Montrer que le rang de différentielle de g en M est le degré du poly-

noéme minimal de M.
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7.2 Equations aux dérivées partielles

Léquation de transport de Burger

Fixons #, € 6 ' (R, R). On notera (#,x) les points de R%.

Déterminer ensemble des solutions # € €' (R?,R) du probléme différentiel du—J.u =
0 vérifiant la condition initiale #(0,x) = #(x).

Faire de méme avec le probléme Ju + ud u = 0.

INDICATION. Regarder les lignes de niveau d’une solution , i.e. les ¢ € ER,R?)
pour lesquels # o ¢ est constante.

7.3 Problémes d’extrémums
Fonctions a laplacien positif sur B

Soit f'une fonction continue sur B2 et de classe €2 sur B2. Supposant quen tout point

de B? on ait Af2 0, montrer que fatteint son maximum sur IB2.

INDICATION. Commencer par supposer Af> 0 (on diagonalisera la matrice hessienne)
puis considérer f+ ¢|| - ||*.

Extremum de la somme sur un domaine fermé

Se donnant un réel strictement positif 4, étudier les extremums de la fonction x € R” —
: X \n -1 _
2. %; sur le domaine (R¥)"N > x7" = 4.

7.4 Théoremes d’inversion locale et des fonctions implicites

Fonctions différentiellement isométriques

Montrer quune fonction de clgsse 6! d’un ouvert connexe de R” dans R” dont la diffé-
rentielle en tout point est une isométrie est une isométrie.

INDICATION. Commencer par voir que cette fonction est localement une isométrie
puis considérer une base affine.
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7.5 Intégrales multiples

Volume de la boule de dimension n

Calculer, en dimension 7, le volume de la boule unité et l'aire de la sphére unité.
En quels dimensions ces quantités sont-elles maximales ?

Fonctions €~ (R”,R) d’intégrale nulle

Soit une fonction ¢ : R” — R de classe 6 4 support compact; on note cela g €
¢~ (R",R).

Montrer que f]R” gloeysesx ), ...dx, = 0 si et sculement §'il existe une famille (g;) de
fonctions de 6 (R”,R) telle que Z:’: . 51' ¥

Points d’un réseau dans un domaine se dilatant

Soit D une partie mesurable de R” dont la fronti¢re est paramétrable par une famille finie
de fonctions lipschitziennes a variable dans I"™! (i.e. D est recouvert par les images
de ces fonctions) et soit un réseau de domaine fondamental F (on peut prendre Z” pour
réseau, alors F = [0;1]7).

Montrer que le nombre de points du réseau contenu dans AD est, lorsque le réel A tends
vers linfini, équivalent & %X’.






CHAPITRE 8

Algebre euclidienne et hermitienne

8.1 Espaces euclidiens et hermitiens

Polynémes orthogonanx

Soit I un intervalle de R et p une fonction convenable de I dans R:.

On pose (P,Q) = fI P(£)Q(£)p(2)dt ; Cest un produit scalaire sur R[X].

On applique le procédé d'orthogonalisation de Gram-Schmidt a la base canonique de
R[X], i.e. (X’), et obtient (P,), une famille de polyn6émes vérifiant (Pl., Pj) = 311 et
vect(Py,...,P ) =R [X].

Montrer que P; est scindé A racines simples sur L

Trouver (};) et (i), deux suites réelles telles que P, = (x +A,)P,_; — w,P,_,.

Vérifier que ; > 0.

Etablir enfin que les racines de P, sont entrelacées dans celles de P,_;.

Des vecteurs qui se tournent le dos
Montrer que, si dans un espace euclidien E on peut trouver 7 vecteurs v, tels que (v, z/]) <
0 pout tous indices 7 # j, alors dimE > » — 1.

Matrices de Gram et inégalité d’Hadamard
Pour toute famille v = (v, ..., z/n) de vecteurs d’un espace euclidien, on note G, la matrice

"
de terme général (;,0)).

Montrer que le rang de G, est celui de v et que son déterminant est positif.
- a1t L2
Prouver que si v est une famille libre alors ||x — ’rr(”)x” =detG,, ,H/detG,.

En déduire que det G, < [, ||,||* et caractériser le cas dégalité.
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Groupes finis de symétries

Nous notons, lorsque x est un ¢lément non nul d’un espace euclidien, o, la symétrie or-
thogonale par rapport i x*. Soit (x,) une famille finie de points de EX {0} ; on note G le
groupe engendré par (g, ).

Montrer que ﬂgeG ker(g—id) = 0 <> vect(x;) = E.

Vérifier que {x € E: ||x|| = 1 et g€ G,Fi,o, =g ', g} est stable par G et qu'il est fini si
et seulement si G lest. ’

Identifier une isométrie de lespace

Dans R3, soient s une symétrie orthogonale et 7 une rotation. Qu’est soros?

Les fonctions droites

Soit H un espace de Hilbert.
Quelles sont les fonctions f€ € °(I, H) qui vérifient [ || £]| =1 [ £]| 2

Autour de Housebolder

Soit E un espace vectoriel euclidien de dimension 7.

On définit pour (#,v) € E? lapplication Pry XX — (v,x)u.

Quels sont les espaces propres de cette application ?

Est-elle diagonalisable ?

Donner une condition nécessaire et suffisante d’inversibilité et donner son adjoint.
Montrer que pour tout # non nul, il existe un unique z (que l'on déterminera) tel que p,
soit orthogonal.

Théoréme ergodique de Von Neumann

Soit T une application linéaire sur un espace de Hilbert H telle que || T|| < 1.

Montrer que T(x) =x <> T (x) = x.

Prouver que I'adhérence E de I'image de T — id est en somme directe orthogonale avec
son noyau F.

En déduire que la suite (% ZZ:OI T* (x)) converge vers la projection orthogonale de x sur
F (parallélement 3 E).
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8.2 Formes quadratiques et hermitiennes

Norme matricielle et rayon spectral

Soit une matrice carrée M a coefficients réels.

On pose |[M]|, = sup_,||Mx||,/||x]|, et on note p l'opérateur « rayon spectral », i.c.
p: M — max{[}| : ker(M —id) = {0}}.

Montrer que |||M|||§ = p(M'M).

Déterminant des matrices antisymétriques

Soit A € A ,(R) une matrice antisymétrique. Que dire de la forme définie sur les couples

de vecteurs de R”, ¢ : (X,Y) = det < —éY >0< > >

Quen déduire en ce qui concerne les déterminants des matrices antisymétriques ?

INDICATION. Si 7 est impair, cette forme bilinéaire symétrique n'est pas nulle et sa
matrice est de rang un ; on peut donc écrire (X, X) = a(X, V)? et montrer par récurrence
quea > 0.

8.3 Endomorphismes orthogonaux et unitaires

8.4 Endomorphismes autoadjoints et normaux

Diagonalisation en base orthonormée des endomorphismes normaux

Montrer quun endomorphisme de .#, (C) est normal (i.e. quil commute avec son ad-
joint) si et seulement sil est diagonalisable dans une base orthonormée.
Qulen est-il des endomorphismes orthogonaux de ./, (R) ?






ANNEXE A

Exercices et problemes de révision

Transcendence de ¢
Supposons qu'il existe un polynéme A(X) =3 4 X* 2 coefficients entiers et de degré
7 strictement positif dont ¢ soit racine. On peut aussi supposer ay # 0.
Soit p un nombre premier et notons P(X) le polynome = ( — 1. (X —n)y.
Montrer, par réccurencc sur le degré de P, Iégalité £*Q(0) = Q( ) + R(a), ot 'on a posé

=3 PP (X) et R(a —ef oe "‘”P( Vex.

En dedulrc que Zj Q(] + Z/ 0% R(j) =
a. Montrer que Z]: a,Q(j) est un entier d1v1sible par p mais que, lorsque p grand, ce
n'est pas le cas de aOP(P_l (0). En déduire que | > io 2, Q(j)| = 1.

()
(-1
est grand, |Z;:0 aR(j)| < 1 et conclure.

b. Montrer que |R(f)| < ne” (on majorera P sur [0;7]). En déduire que, lorsque p
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Théoréme de Brouwer

Supposons qu'il existe une fonction f€ 6€*(B?, B?) sans point fixe.

a. Frablir lexistence d’une unique application p : B* — R . de classe 67 telle que
im(id +p - (id —f)) € S%. On pose a = p- (id —/).

1+ tc?x1 oy tgxzocl

P . 2 R
Ecrivons ¥ : (x,7) e B* x R — 1,0, 1413, 0,

=1+ B(x) + Ay(x).

2
b. Montrer que flg = 0.2 X
c.  Montrer que f]B‘Y = fJB% of’xl alé’xz oy — f B szotl @Zal et, en faisant deux intégrations
par parties pour chaque terme du membre de droite ainsi queen utilisant le théoreme de
Schwarz, montrer la nullité de cette intégrale.

1o . 2 .
d. En déduire que la fonction 7 € [0;1] — f]B (-, £) est constante bien que ses valeurs
en 0 et en 1 soient distinctes.

NOTE. Cette démonstration se généralise en dimension arbitraire.

Etude d’une équation particuliére

Soit le probleme différentiel xy” + 2y + £ = 0.
a. Montrer que le théoréme de Cauchy-Lipschitz sapplique sur chaque quadrant et que
les graphes sont invariants par symétrie selon Ox, Oy, O ainsi que par homothétie.

Considérons le quart de plan {x > 0,y > 0} et soit ¢ une solution définie sur ]a, 4[.

b. Calculer (x*¢’)" alaide de ¢ et en observer le signe.

¢ a-t-elle un minimum ? Montrer que, sur un intervalle de la forme [, 5], @ est mono-
tone.

c. Supposons que b = oo. Que dire des variations de x> 90/ ? En l'infini, aboutir A une
contradiction.

d. Trouverlim_,, ¢. En regardant x*¢’, voir que lim__,, ¢’ = —oo.

INDICATION.

- On trouve (x*¢’) =

—% ; comme x*¢’ est décroissante, ¢’ ne peut changer de
signe qu'une fois.
— Comme ngo/ est décroissante, xgo’ tend vers 0 en l'infini; six > y, ¢(x) < go(;/) +

99’ (y) et @ estbornée. Si0 < ¢ < M, —% < —i—z dotrx?¢" — 3¢’ < 2= ()7 — 7).
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