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Introduction

Dans ce mémoire nous décrirons la construction d’un invariant de nceuds trés puissant : le
polyndme de Jones.

Tout commenca, dans les années 1980 : Vaughan Jones venait d’inventer un moyen de quanti-
fier le degré d’une inclusion de facteurs {11y N C M, en définissant U'indice (M : N| de l'inclusion.
11 construisit aussi une tour d’inclusion de facteurs & partir de la premiére, avec conservation des
indices successifs, par une itération de la fameuse construction de base. De 14 il tira une suite de
projections relatives e; qui engendraient jusqu’a I'indice n une algébre de dimension finie, donc
une somme directe de matrices, munie d’une trace. Cela lui permit de mettre en évidence des
propriétés combinatoires remarquables des e;, qui rappelaient les relations de la présentation du
groupe de tresses d’Artin B,,. Jones en déduit ainsi une représentation de B,, dans 1’algébre des
e;, et par suite, en utilisant la trace, un invariant polynémial d’entrelacs, le polynéme de Jones.

Les articles originaux sont [Jon83], [Jon85], {Jon87]. Depuis, Jones publia deux livres qui
résument,, actualisent et développent ces diverses découvertes en théories des sous-facteurs et des
neeuds, & savoir [JS97] et [Jon91]. Dans ce mémoire, nous nous sommes fortement inspirés de ces
ouvrages pour ce qui est de la structure et de 'ordre de présentation des nombreuses notions &
aborder.

Le fait qu’on découvrit depuis d’autres maniéres plus simples de définir le polynéme de Jones
(et certaines ne sortant pas de la théorie des noeuds) n'enléve pas d’intérét a revoir en détail
le cheminement de la premiére construction de cet invariant, ce qui est 1’objet de ce mémoire.
Ceci pour deux raisons : tout d’abord, les outils de la théorie des algébres de von Neumann
peuvent &tre plus adaptés que d’autres pour déduire certaines propriétés de Pinvariant ; ensuite,
ce cheminement est remarquable comme lien entre deux domaines a priori éloignés, il a ouvert
et continuera & ouvrir de nombreuses portes entre ces domaines et d’autres (comme la physique
statistique, cf [Jon91]).

La partie 1 contient des préliminaires, nombreux mais nécessaires, sur les algébres de von
Neumann et les facteurs. Ainsi, aucune connaissance particuliére préalable n’est requise. Certains
théorémes fondamentaux mais difficiles seront admis. Cette partie trouve principalement ses
sources dans [JS97], [Dix96], et [Jonb].

La partie 2 suit directement ia partie 1 et utilise les notions de construction GNS et d’indice
d’une inclusion de facteurs pour rentrer dans le vif du sujet et définir la construction de base et
'algébre des ;. Cette partie se base sur [JS97] et [Jon83]. Les diagrammes de Bratelli ont été
pris dans {Jona] et [Jon&3]

La partie 3 est indépendante des deux précédentes. Elle contient des préliminaires rapides sur
le groupe de tresses et les entrelacs, et pose et résout la question ¢lé de ce mémoire : comment
construire un invariant d’entrelacs & partir de représentations du groupe de tresses 7 Cette partie
trouve ses sources dans [K'T08], [BH03|, [Bla} et [Cro04], le premier contenant les démonstrations
détaillées de plusieurs résultats fondamentaux admis ici. La plupart des figures proviennent de
[K'TG8], [Bla], {Jona] et [Ost01].

Enfin, la partie 4 utilise l'algébre des e; de la partie 2 et le formalisme de la partie 3 pour
construire le fameux polynéme de Jones. Nous terminons sur quelques propriétés de cet invariant
et sur certaines de ses applications en théorie des nosuds, par exemple : quels entrelacs ne peuvent
pas s'écrire comme la fermeture d’une tresse 4 3 ou 4 brins 7
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1 Algébres de von Neumann

1.1 Algébres de von Neumann et facteurs

Sauf mention contraire, tous les espaces vectoriels et les espaces de Hilbert considérés dans
la suite sont définis sur le corps C, et tous les espaces de Hilbert sont séparables.
On note U le groupe des complexes de module 1.

Définition 1.1.1. Soit H un espace de Hilbert. Le produit scalaire (,) de H sera considéré
anti-lindaire & gauche, linéaire & droite. On note B(H) = {T': H —» H; T linéaire continue}.
(est une algébre pour la composition, unifére avec lidentité de B(H) pour unité, qui sera notée
1. On munit B{H) de la norme d’opérateur :

VT € B(H), [T} :=sup {|T@)I; = € H, ||| < 1}

Définition 1.1.2. Soit H un espace de Hilbert. A tout T € B{H) on associe son adjoint T*
défini comme 'unique élément de B(H) vérifiant Vz,y € H, (T(z),y) = (=, T*(y)).
L’étoile I' — T est involutive, anti-linéaire et anti-multiplicative.

Soit T € B(H). T est dit euto-adjoint si T = T*, unitaire si TT* = T*T = 1, normal si
TT* =T*T.

Proposition 1.1.3. VT € B(H), |T|? = ||[T*T].
En particulier, T € B(H) est nul si et seulement si T*T Uest.

Définition 1.1.4. Soit H un espace de Hilbert non nul. Soit 7" e B{H).
Sp(T) := {A € C; T ~ A.} non inversible} est le spectre de T

Proposition 1.1.5. Soit T € B(H). Sp(T) est une partie non vide compacte de C.
8i T est auto-adjoint, Sp(T) C R.
5i T est unitaire, Sp(T) C U.

Remarque 1.1.6. Tout T € B(H) peut s’écrive T = U +14V ot U, V sont auto-adjoints. Il suffit
T+T* V= T-T*

3 5 (les « parties réelle et imaginaire » de T).
12

de prendre U =

Proposition 1.1.7. Soit T € B(H). Les propriétés suivantes sont équivalentes :

1T =T et Sp(TY C R,

2. Vx e HA{T{(x}),x) e Ry

3. Ae B(H), T=25"5

4. 39S e B(H), §=8"T=5"
Définition 1.1.8. Un 7" ¢ B(H) qui vérifie 'une des propriétés de la proposition précédente est
dit positif.
Remarque 1.1.9. L’équivalence de ces propriétés découle de rapides applications du calcul
fonctionnel continu, un cas particulier du calcul fonctionnel borélien, cf [Jonb]. Notons que ce

calcul fonctionnel continu permet d’exhiber les partie positive et partie négative de tout T € B(H}
auto-adjoint, en prenant Ty = max(T,0) et 7. = max(-7,0). Ona T =T, —T_.




Définition 1.1.10. Solent S, T € B(H). On note § € T s1 T — 5 est positif. Ceci définit un
ordre partiel sur B(H).

Remarque 1.1.11. On n’a pas forcément S < T, U 2 0 = SU £ TU, mais on a une invariance
de lordre par conjugaison : VU € B(H), S< T = U*SU £ U*TU.

Eneffet, § £ T =T -85 = V'V = UTU - U*SU =UV*VU = (VIH)(VU) 20 =
U*su < U*ty,

Définition 1.1.12. Soit H un espace de Hilbert. Sur B(H) on peut définir quatre topologies :
— la topologie normique, celle de la norme d’opérateur :
I PRALN RPN |13} — 0
T

— la topologie forte, ou convergence poing par point :

720 & Vo e H, |ITy@)]| — 0
T o0
— la topologie wltrafaible :
ov, e nd
" f
Ty —=10 & Y(@a), (yn) € HY, Z 2ol + lyal* < oo, Z(Ti(a:n),yn) —0

n=0 n=0

- la topologie faible :
T & 0 & Vr,ye H, (Ti(z),y) —0

1300
Proposition 1.1.13. On a Uerdre suivant pour ces topologies :
CVy = CVp = CVr et CVy = CVyuy = OV,

Proposition 1.1.14. Pour une suite bornée dans B(H), converger faiblement équivaut ¢ conver-
ger ultrafaiblement.

Cette propriété sera utile pour manipuler la topologie ultrafaible, plus difficile & définir, mais
beaticoup plus adaptée & ’étude des algébres de von Neumann.

Définition 1.1.15. 5i A C B(H), le commulant de Aest A’ := {T'€ B(H), VS € A, TS = ST}.
Le bicommutant de A est A" = (A").

Remarque 1.1.16. Si A C B(H), A" = A’

Théoréme 1.1.17 (du bicommutant de von Neumann). Soit M C B(H) une sous-algébre
unifére =-stable. Les assertions susvantes sont équivalentes :

- (i) M = M"

~ (#) M est faiblement fermée dans B(H}

- (#i5) M est fortement fermée dans B(H).

Définition 1.1.18. Une sous-algébre M de B{H) unifére, *-stable, vérifiant une des propriétés
du théoréme précédent est appelée algébre de von Neumann.

L’algébre de von Neumann engendrée par une partie S de B(H) est (S'U 5%)”. Clest la plus
petite algébre de von Neumann contenant S.



Le Théoréme 1.1.17 est remarquable en ce sens qu’il offre une équivalence inattendue entre
deux caractérisations, I'une purement topologique (8tre fermé pour une certaine topologie),
I'autre purement algébrique (8tre égal 4 son bicommutant).

Définition 1.1.19. Soient M et N algébres de von Neumann, et ¢ : M — N. ¢ est un mor-
phisme d’algébres de von Neumann si c’est un homomorphisme d’algébres, préservant 1'étoile, et
continu pour la topologie ultrafaible (au départ et & 'arrivée). On appellera aussi un tel ¢ un
homomorphisme normal. Dans ce cas, on a que ¢(M} est une algébre de von Neumann.

Exemple 1.1.20. Tout simplement, C.1 et B{H) sont des algébres de von Neumann dans B{H).
Remarquons qu’elles sont commutantes 'une de Pautre.

Exemple 1.1.21, Soit X un espace mesuré de mesure o-finie u. Alors H = L2(X, ) est un
espace de Hilbert avec le produit scalaire usuel, et L%°(X, ) s'identifie & une soug-algébre de
B(L*(X, i) par la multiplication des fonctions. Alors L°°(X, p) est une algébre de von Neumann,
commutative. En fait, on a méme le théoréme suivant :

Théoréme 1.1.22. Toute algébre de von Neumann commutative est isomorphe & un tel L™(X, p1).

Définition 1.1.23. Soit Af € B(H) une algébre de von Neumann.
Si son centre Z(M)=MnNM ={T e M; VS e M, ST =TS} est trivial, i.e. réduit 4 C.1, on
dit que M est un facteur.

Remarquons que si M est une algébre de von Neumann, M est un facteur si et seulement si
M est un facteur.

Remarque 1.1.24. Les facteurs sont les ¢ briques élémentaires » de la théorie des algébres
de von Neumann, comme les groupes simples le sont pour la théorie des groupes finis ou les
nombres premiers pour ’arithmeétique. On peut décomposer toute algébre de von Neumann M
en « intégrale directe » de facteurs My. L’explication (technique) peut étre trouvée dans [Dix96].

De nombreux problémes sur les algébres de von Neumann se raménent donc & des questions
sur les facteurs, ce qui explique qu’on s’intéresse particuliérement & eux.

Exemple 1.1.25. Si M est de dimension finie, 3 est un facteur si et seulement si M est
isomorphe 3 un A4(C). Une algébre de von Neumann de dimension finie s’écrit comme somme
directe d’algébres de maitrices, cf Proposition 1.1.27, ce qui correspond & la « décomposition en
intégrale directe de facteurs » de la remarque précédente.

Remarque 1.1,26, Considéré comme inclus dans B(L?(X, u)), L>(X, p) vérifie

(L=(X, 1)) = L>(X, 1) (ceci se démontre comme la Proposition 1.4.10 ). L>(X, u) est ainsi
le type d’algébre de von Neumann le plus éloigné d’un facteur! (Sa décomposition en intégrale
directe n'aurait que des termes trivianx égaux a C)

Si H est de dimension finie, B{H) est une algébre de matrices, de dimension finie et est une
algébre de von Neumann. On a une réciproque, qui donne la forme des algébres de von Neumann
de dimension finie :

Proposition 1.1.27. Soit M algébre de won Neumann de dimension finie (en tant qu’espace
vectoriel). Alors M est isomorphe (en tant qu'algébre de von Neuwmann} 4 une somme directe
d’algébres de malrices

.
M 2 P M, (C).
[ £531




Démonstration. Soit M algébre de von Neumann de dimension finie. Son centre Z(M) est une
algébre de von Neumann commutative, donc isomorphe & un L% (X, u) par le Théoréme 1.1.22,
mais il est de dimension finie, donc nécessairement X est fini et Z(M) = C".

L’algébre C™ a r projecteurs minimaux (pour < de la Définition 1.1.10) (1,0,...,0),...,(0,...,90,1)
deux & deux de produit nul et de somme (1,...,1), qui correspondent aux projecteurs py,...,pr
dans Z(M), vérifiant p; + ... + p, = 1 et pyp; = &7,

Chaque p; Mp; est un facteur car p; est minimale (ceci se démontre similairement au 1.3.1
(b) ), de type [ (c¢f Définition 1.2.6) car de dimension finie, donc isomorphe & un M (C) par la
Proposition 1.2.7.

Les p; sont orthogonaux (deux a deux de produit nul) et dans le centre, donc p;Mp; = 0 si
i # j; enfin, les p; sont de somme 1, donc

r r
M = (B piMp; = P M., (©).
FETE i=1

Définition 1.1.28. Une inclusion

k !
¢: N =DM, (C) = M= M, {C)

fa] F=1

d’algébres de dimension finie est entiérement déterminée par la matrice A = AY € M, ,(N) de
coefficient A, ; égale au nombre de fois que M, (C) s’injecte dans M, (C) via ¢.

On a alors la classe d’isomorphisme de U'inclusion N € M entiérement déterminée par A et
les vecteurs (11,...,7m;) eb {rmy,...,my).

Le diagramme de Bratteli associé est le graphe avec k points sur une premiére ligne, { sur
une deuxiéme, et avec le i-éme point de la premiére Hgne relié au j-éme point de la deuxiéme
par A;; arétes.

Par extension, le diagramme de Bratteli d’une suite de telles inclusions est le graphe obtenu
en recollant successivement les diagrammes intermédiaives.

ﬁ S)y) mEC,yE(C} CM=CoM(CaoC

admet le diagramme de Bratteli de la Figure 1 et la matrice d’inclusion (1) i (1)

Exemple 1.1.29. L’inclusion N = {(:L, (

11
ERNVERN
2

FIGURE 1 — Un exemple de diagramme de Bratteli



1.2 Comparaison de projections et type d’un facteur

Définition 1.2.1. Soit M algébre de von Neumann. p est une projection si p = p* = p?.
I’ensemble des projections de M est noté P{M}.

Remarque 1.2.2. A l'image de 'identité d'un espace compact qui est approchable uniformément
par des combinaisons linéaires de fonctions caractéristiques (les « projections » de L**( X)), toute
algébre de von Neumann M est 'adhérence normique de Vect{P{(M}).

Ceci nous montre qu'une algébre de von Neumann est caractérisée par ses projections, et
quw’elle en contient « beaucoup » !

Définition 1.2.3. Deux projections p et ¢ de M sont équivalentes, et on note alors p ~ ¢, s'il
existe u € M tel que p = w'u et ¢ = un’.

p est finie si ¢ < p,p ~ g == p=q.

M est finie si 1 est une projection finie dans M.

Remarque 1.2.4. Si p = u*u et ¢ = un®, alors up = u = gqu et u*qg = u* = pu”.
(En effet, si 2 = 1© —up = u(l — p), alors 2*z = (1 — p)u*u{l ~p) = (1 — p)p(l — p) =0, done
z =)

Proposition 1.2.5. Si p est finie et ¢ < p, alors ¢ est finie.
Fn particulier, toutes les projections d'une algébre finie sont finies.

Démonstration. Par la Remarque 1,111, 0 ¢ <p=0< (1 -plgl - p) £ 1 - plp{(l —p} =
0=¢g(l—-p)=1{(1—-pg=0. S0it r < g<p, r~ g, montrons que r = ¢g. Remarquons déja que
r<pdoncr(l —p)=1-plr =0.0nadoncpg=qp=q,pr=rp=retdemémerg=gqr=r
OnaJuc M, r=ru*u, vu* = ¢. Par la Remarque 1.2.4, (p—q)u = (p - ¢)gu = 0. De méme,
on obtient finalement (p — g)u == uw(p — ¢) = (p — g)u* = w*(p -~ g) = 0. Posons v =u + (p— g).
Onaalos v'v =u*u-+(p~g)=r+p—qgetvv* =un*+(1—p)=g+p—-qg=p.
r<g=>r+p—g<petviavonar+p-qg~p, donc comme p est finie, ¥ +p —g = p donc
r = q. Cecl achéve de montrer que ¢ est finte. O

Définition 1.2.6. Soit M un facteur.

M est un facteur de type I si M contient une projection non nulle minimale pour <. Il est
de type I, s'il est de dimension finie n, de type I, sinon.

M est un facteur de type IT si M contient une projection finie non-nulle et si M n'est pas de
type I. Ii est de type T1 ¢'il est fini, de type Il sinon.

M est un facteur de type 11T ¢'il ne contient aucune projection finie exceptée 0.

Proposition 1.2.7. S5i M est un facteur de type I alors il est isomorphe ¢ un B(H) evec H
espace de Hilbert. Ainsi, si M est de type I,, on a M = M, (C), et sl est de type I on a
M = B(£2(N)).

Une preuve technique mais abordable de ce résultat peut étre trouvée dans [Jonb].

Dans la suite de ce mémoire, nous nous intéresserons davantage aux facteurs finis, i.e. les I,
et les [7;. Ainsi, une définition alternative de facteur fini via la trace, donnée par le théoréme
suivant, nous sera utile.

Définition 1.2.8. Soit M une algébre de von Neumann. Une frace sur M est une forme linéaire
T M — C vérifiant 7(zy) = r{yx) (propriété de trace) et 7(1) = 1 (normalisation).

De plus, on dira qu'une trace 7 est :

— (i) positive st 7(x*z) = 0;




- (ii) fidéle si 7(x*x) =0 = 2 =20,
— (iii) normale si T est ultrafaiblement continue.

Remarque 1.2.9. Supposons que 7 est une trace positive.

La. décomposition d’un auto-adjoint en parties positive et négative (cf Remarque 1.1.9 ) et la
positivité de la trace nous donnent que si = z* alors 7{z) € R.

Par conséquent, la décomposition en parties réelle et imaginaire (¢f Remarque 1.1.6 ) nous
donne qu’une trace positive 7 sur M est automatiquement x-préservante, i.e. Va € M, 7(z*) =
7{x)

Théoréme 1.2,10. Soit M un focteur. M est fini si et seulement si M posséde une trace.
Cette trace est alors unique, et est de plus positive, normale et fidéle.
En particulier un facteur I posséde une unique trace positive, normale et fidéle.

Démonstration. La preuve repose sur un théoréme de point fixe et peut étre trouvée dans {SZ79].
O

Remarqgue 1.2.11. 5i M est un facteur I,, son unique trace est la trace usuelle sur M, (C),
normalisée,

La trace va étre un outil clé pour comparer les projections. L’ensemble des projections P{M)
est déja muni de Pordre partiel < défini sur tout M. Munissons P{A) d’un nouvel « ordre ».
Les démonstrations des résultats suivants peuvent étre trouvées dans {Jonb).

Définition 1.2.12. Soit M € B(H) algébre de von Neumann, et p,g € P(M). On dit que p S ¢
sidue M, un* =p, v'u<q

Proposition 1.2.13. Soit p,g € P(M). SipSqet g S p alors p~q.

La démonstration de cette proposition utilise un procédé d’induction analogue 4 la démons-
tration du théoréme de Cantor-Bernstein.

Théoréme 1.2.14 (de comparaison). Soit M un facteur. Soient p,g € P(M). Alors onap Z g
ong S p

Corollaire 1.2.15. Soit M un facteur et p,q € P(M)} finies, avec pg = 0 Alors p+ q est une
projection finie.

Démonstration. Tout d’abord, p+ ¢ est une projection car pg = 0 et en revenant 4 la définition.

Einsuite, quitte & remplacer M par (p + ¢)M(p + ¢}, ce qui ne change pas la factorialité (cf
Proposition 1.3.1 ), on peut supposer p -+ ¢ = 1.

Par le Théoréme 1.2.14, onap St —pou l —p < p, par exemple 1 —p < p. Montrons que 1
est fini.

Posons N = Ms(pMp}, qui est encore un facteur (on voit que M,(P) est un facteur si P
est un facteur en calculant quelques produits de matrices). p est finie, donc pMp est fini (par
la Proposition 1.3.5 ), donc pMp a une trace 7 par le Théoréme 1.2.10 . On définit alors 7 sur
b
da
de nouveau via 1.2.10, IV est fini.

I-pSp doncdue M, wru=1—pet uu* =gy < p.

Par le Lemme 1.3.4, via u on a (1 — p)M(1 — p) isomorphe en tant qu’'s-algébre & goMgo.

[ pMp pM{L=p) \\ morphe a [ PMP PMao
DoncM-((l_p)Mp (1= p)M({1 - p) isomorphe & wMp oMo N

My(pMp) par 7 ((C: = 7{a) + v{d). On vérifie sans difficulté que c’est une trace, donc,



Or N est fini donc par la Proposition 1.2.5 (g qO
0

p ] _ .
(0 1p>1‘“ est fini dang M. -

) est fini, done, par isomorphisme,

Théoréme 1.2.16. Soit M facteur fini, v sa trace, et p,q € P(M). Alors
pSaeTp) <7(g)

p~gerp)=T1(g).

Démonstration. Par symétrie et par la proposition 1.2.13, il suffit de montrer la premiére équi-
valence, ce que nous allons faire.
Le sens {=>) est immédiat :

plg = weM, w =p, vu<gqg =3 7(p)=71{en*)=r{u*u) < r(g)

(e dernier point vient de la positivité de la trace).

Pour démontrer le sens (<), prenons p, g tels que 7(p) < 7(g), et supposons qu’on n’ait pas
7 < g. Alors nécessairement, par le Théoréme 1.2.14 et la proposition 1.2.13 ,ona g Spet p = g,
donc ¢ ~ e < p, donc 7(p — ¢) > 0 par fidélité et positivité de la trace, donc 7(p) > 7(e) = 7(q),
ce qui nous donne une contradiction. ]

Proposition 1.2.17. Seit M facteur fini, et T se trace.
Si M est de type I,, alors {r(p); pe P(M)}={0; ... ; n}
Si M est de type I'Ty, alors {r(p) ; pe P(M)} =[O 1].

Un intérét des facteurs 77, est cette possibilité de « varier continlment la dimension ».
Ceci n’est pas le cas dans les facteurs de type ITT, olt Yensemble des classes d’équivalences
de projections se réduit & {0;1}, par la proposition suivante :

Proposition 1.2.18. §i M est un facteur, alors deus projections infinies sont équivalentes.

Une démonstration peut étre trouvée dans [Sun87] 1.2.4(b).
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1.3 Réduite d’une algébre de von Neumann

Avant de définir la dimension de von Neumann d’un espace de Hilbert, il faut parier un peu
des algébres réduites.

Proposition 1.3.1. (a) 5i N C B(H) est une algébre de von Neumann et p € P(N), alors
plNp = {prp; @ € N} C B(pH) est encore une algébre de von Neumann, appelée lo réduite de
N par p.

(b) Si N C B(H) est un facteur et p € P(N), alors pNp est encore un facteur.

{¢) 5t N C B(H) est un facteur Il de trace try, et si p € P(N) est non nulle, alors pNp
est encore un focteur 11, de trace trpn, = ﬂw

trn{p)

Remarque 1.3.2. On appelle parfois pNp le « coin» de N, car si on écrit H = pH é (1-p)H,
et si on décompose un élément x € N en fonction, on peut écrire 2 comme une matrice
( TpH pH T(1-p)H pH ) _ ( pEp (1 —p)op )

TpH(1—p)H E(1-p)H,(1-p)H pz{t —p) (1 -pz(l -p)

Démonstration. Montrons la Proposition 1.3.1.

{a) Tout d’abord, si N est une algébre de von Neumann, alors pNp = {pzp; z € N} =
{x e N;{1—p)z = 2(1-p) = 0}. N est une algébre de von Neumann donc est faiblement fermée
dans B{H) par le Théoréme 1.1.17, x = (1 — p)z et & — (1 — p) sont faiblement continues,
done pNp est faiblement fermée dans B(H), donc est une algébre de von Neumann.

(b} Si N est un facteur, montrons que pNp est un facteur. Soit ¢ € P(pNp), ¢ # 0, ¢ # p.
Montrons que ¢ € Z(pNp). Cect montrera que pNp est un facteur, car 8’il ne ’était pas, son centre
‘Z{pNp) serait une algébre de von Neumann commutative non triviale, done serait isomorphe a
un L®{X} avec X contenant au moins deux éléments, donc Z(pNp) contiendrait une projection
non triviale.

g @ P(pNp), donc 0 € ¢ < p. D'autre part, p—¢g € P(pNp), 0 < p~—¢ < p. N est un facteur,
donc par le Théoréme 1.2.14, onap~-g S qou g Sp—q ; g et p— g étant interchangeables,
supposons par exemple ¢ < p—q. Alors 3u € pNp, u* = qet uu* < p —~¢.

0 uru=g<p donc 0 < (1-plurul-p <{1-pp(l-p)=0,done u(l —p) = 0. De
méme {1 — p)u = 0. Donc u € pNp.

IYautre part, (gu)(qu)* = quu*q < ¢(p ~ ¢)g = 0 done gu = 0. Mais ug = u par la Remarque
1.2.4. Bt u 5 0 car ¢ # 0. Donc ¢ ne commute pas & v € pNp, donc g & Z(pNp).

{¢) Finalement, supposons N facteur 1, de trace try.

Posons pour tout x € pNp, tron,(z) : frv(2)

T rn(p)
(i) & (iv} de la Définition 1.2.8, car 1,5, = p, donc #r,n, est une trace pour le facteur pNp.

N est fini, donc par la Proposition 1.2.5, p est fini, donc, par le (=) de la Proposition 1.3.5
(qui est immeédiat), on a pNp facteur fini. Il a donc une unique trace, qui est donc iryy, définie

try
trv(p)

tronp @ PNp — C vérifie clairement les points

atteint

précédemment. Remarquons que pNp ne peut &re un facteur I, car trponp =

tout [0;1] sur P{pNp) (car N est II; et par la Proposition 1.2.17 ).
]

Sip e M, on appelle Mp 'algébre induite par p. Le fait que ce soit une algébre de von
Neumann (et davantage) est donné par la Proposition 1.3.1 et a proposition suivante :

Proposition 1.3.3. Soit M T B{H) algébre de von Newmann et p € P{M). Alors pMp et M'p
sont commutants 'une de Ueutre dans B(pH).

11



La démonstration de cette proposition peut &tre trouvée dans [Jonb|. Elle nous dit en parti-
culier que M'p est un facteur si p € P(M).

, . . N
Lemme 1.3.4, Soitp, g € N, avecp ~ g viau (i.e. p=u*n, ¢ = uw”). Alors . ( pf:fp: 31‘?;’1 )
est un isomorphisme d’algébres préservant Uétoile.

De plus, Vr € P(pNp), Fu(r) = wru® ~r.

Démonstration. Montrons que F. et F, sont inverses 'une de 'autre. Si @ = pnp € pNp, alors
F(Fy(z) = (v*u)z(u*u) = p(pnp)p = pnp = 2. De méme avec gNg. Ainsi, on a Fy- et F,
inverses I'une de P'autre, et F, bijective.

Le fait que F'(u) soit linéaire et préserve 1’étoile est immeédiat. Montrons qu’'elle est multipli-
cative. Soient x,y € pMp. On a donc o = xp = pr = prp, ¥ = yp = py = pyp, donc zy = xpy.
D’autre part F(x)F,(y) = vzutuyu* = uzpyu* = uzyu* = F,(zy).

Le second point vient du fait que st » = pnp € pNp est une projection, en posant v = ur, on
a v = rutur = (pnp)p(pnp) = (prp){pnp) = 72 =7 et vo* = wrre® = uru®, E]

Proposition 1.3.5. p € P(N) est fini < pNp est finie.

Démonstration. Le sens (=) est immédiat : st p est fini dans N, alors 1,5, = p est fini dans
pNp (car ¢ ~p, g < p avec ¢ € pNp, doncona ¢ ~ p, ¢ < p powr un ¢ € N ce qui implique
g = p car p est fini dans ).

Montrons maintenant le sens {<). Supposons 1,y, = p fini dans pNp, montrons que p est
fini dans N. Soit ¢ € N tel que g ~ p, g £ p, montrons que ¢ = p.

0<g<p=0<(0-pg(l-p<Q-pp(l—-p) =0=>q(l-p)=1~plg=0 O
Jue N, p=u*u, ¢g=uu*. On trouve de méme u{l — p) = (1 — p)u = 0. Donc ¢,u € pNp.

Donc g ~ p, ¢ < p dans pNp, dans lequel p est fini, done ¢ = p. Finalement, p est fini dans
N.

|
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1.4 L*(M) : construction et applications

Avant tout, mentionnons un résultat trés utile pour manipuler la topologie ultrafaible (on
peut trouver une démonstration dans [Dix96], Chapire 1, §4, Cor. 1)

Proposition 1.4.1. Soient M, N algébres de von Neumann, et w: M — N un =-isomorphisme.
Alors 7 est isométrique et est un homéomorphisme ultrafaible.

Dans cette section nous supposerons que A est une algébre de von Neumann munie d’une
trace T positive, fidéle et normale.

Définition 1.4.2. Une représentation normale de M C B{K) est un m : M — B{H) morphisme
d’algébres de von Neumann avec H espace de Hilbert.

£ € H est un vecteur cyclique pour A sous-espace de B(H) si A€ = H.

&€ € H est un vecteur séparateur pour A sous-espace de B(H)siVa € A, zé =0 =z = 0.

Proposition 1.4.3. (Représentation GNS pour la trace) Il existe un triplet (H, w, §2), avec H
espace de Hilbert, n une représentation normale de M dans B(H), et Q € H vecteur cyclique
pour w{M).

De plus Ve € M, 7(z) = {m(2)}, Q). (On dit alors que Q est tracial)

Démonstration. Définissons une forme sesquilinéaire sur M par (r,y)pn = 7(y*z). Clest un
produit scalaire, car T est positive et fidéle. on considére M comme un espace vectoriel et on
le compléte pour ce produit scalaire. Notons M le complété. on a une injection isométrique
i: (M - _M ) On pose H = 1\7'[, ¢’est hien un espace de Hilbert, et Q@ :=i(1as).
r = iz

M)y — M)
wz) = ilyx)
qui se prolonge en un opérateur borné sur H tout entier, qu’on note 7(y).

Pour tous v,y € M, a{y+y') et «(y) + #(y") coincident sur ¢(M), donc, par continuité (pour
la topologie de la norme induite par le produit scalaire sur H), sur H tout entier. Ainsi m est
additif. e méme, on obtient que = est un morphisme d’algébres unifére, et est compatible avec
Pétoile.

On a clairement Vx € M, {m(2)2,Q) = {i(x),#(1)) = {&,)a = 7(2) car Q@ = i(1) et par
définition du produit scalaire.

Enfin, montrons que 7 : M — B(H) est ultrafaiblement continu sur son image. w est injectif,
car (y) = 0 = i(yy*) = n(v)i(y*) = 0= yy* = 0=y = 0. Donc 7 est un *-isomorphisme d'al-
gébres de M sur son image, donc par 1.4.1, il est isométrique et un homéomorphisme ultrafaible
sur son image {qui est une algébre de von Neumann dans B(H). O

On définit = : M — B(M) ainsi : pour y € M, ( ) est un opérateur borné,

Remarque 1.4.4. On note L?(M, 7) I'espace de Hilbert H précédent.

La représentation est injective {ou fidéle) car comme on vient de le voir dans la démonstration
précédente, m(z) =0 = 0 = |[7(2)Q|]* = 7(z*z) = =z = 0. Ainsi nous identifierons z avec = (z)
et nous écrirons M C B(L*(M, 7)) (un élément de M s’identifie 4 son action par multiplication
3 gauche sur L*(M,1)).

On écrit donc Yz € M, 7(x) = (202, Q).
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Lemme 1.4.5. Soit A partie de B(H) telle que A* = A, evec H espace de Hilbert quelconque,
et K un sous-espace vectoriel fermé de H, avec p le projection orthogonale de H sur K. On a
alors :

K est steble par A = pe A,
DPémonstration.

K stable par A & Vax e A,jpap=ap

< Vo c Aprp=xpet prip=2p
& Yo e A,pr =pap=uxp

& Yee Apr=axp

< pe A

Proposition 1.4.6. 2 ¢ L*(M,7) est cyclique et séparateur pour M et pour M'.

Démonstration. Le fait que £ soit eyclique pour M a été montré dans la proposition précédente.

Montrons que ) est séparateur pour M. Soit z € M tel que 200 = 0. Alors 7(a*x) =
(z*x, Q) = [|22|? = 0, donc z*z = 0 par fidélité de la trace, et donc = = 0.

Montrons que £ est séparateur pour M’ Soit y € M’ tel que y§ = 0. Alors V& € M, y(zQ) =
z({yt} = 20 = 0, donc y est nul en tant qu’opérateur sur M. Or § est cyclique pour M et y est
un opérateur continu, donc y est nul sur tout L*(M, 7).

Enfin, montrons que £ est cyclique pour M’. Soit p la projection orthogonale sur M'Q. Par
le lemme 1.4.5,onapec M" =M. Or pft = Q = 10, et (1 est séparateur pour M, donc p=1 et
donc © est cyclique pour M ]

Remarque 1.4.7. Dans cette preuve on a montré le fait plus général : £ est cyclique pour A
sis et seulement si £ est séparateur pour M’

M — MQ
xfl e 2%
trigue de L*{M,7) qu’on notera J.

Proposition 1.4.8. F: ) se prolonge en une involution anti-linéeire isomé-

Démonstration. F est bien définie car ) est séparateur pour M, par la Proposition 1.4.6.

F est clairement anti-linéaire, et elle est isométrique car ||[F(zQ)|? = (x*Q, 2*8) = t{aa*) =
r({z*x) = ||z8}]|®. F est isométrique, donc est continue sur M2, On peut donc la prolonger par
continuité sur le complété de M), qui est L2(M, 7), ce qui donne J, une application anti-linéaire
de L*(M, r)dans lui-méme, de norme 1. 0 = F% — [dyq se prolonge en J* — Idg2ys ) par unicité
du prolongement par continuité, donc J? = 1. J est donc bien une involution.

Enfin, J est involutive done bijective, et de norme 1, donc isométrigue. O

Remarque 1.4.9. .J est une application anti-linéaire, ce n’est donc pas un opérateur au sens
habituel. Il a cependant un adjoint, mais dont la propriété fondamentale est {J&, n) = (£, J™y) =
{J*n, &), légérement différente de la définition de Padjoint pour les applications linéaires.

Ainsi, pour un opérateur anti-linéaire 7", 8tre « auto-adjoint » signifie que {T€,n) = (T, &) .(*)
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OrvVe,ye M,

(J(x), 4y = ("0, y)
- wen,9)
= 1ly'e’)

7(2y)

T{yz)
(y=9, Q)
{2, yz(2)

= (¥R, 20)
(J(yQ2), 20)

J vérifie donc () sur M2 x MY, donc, par continuité, sur son adhérence L2(M, ) x L2(M, 7).
On a donc J « auto-adjoint » ,ie. J = J* = J7L

Proposition 1.4.10. JM.J = M’ (le commutant étant pris dans B(L*(M,7))).

Démonstration. Par définition de J, on aVz,y € M, (J* J)(yQ) = yad. Jx* J agit donc comme

la « multiplication & droite » par . Les multiplications & gauche commutant clairement avec les

multiplications 4 droite, et comme M = M*, on a par conséquent JMJ C M’
Réciproquement, soient z € M, ' € M’'. On a

(J(z'Q),zY) = {(JzQ,2'Q) par (x)
= {(2"0,2'Q)
= {,zz'N)
= {Q,2"28Y) car 2’ € M’
= {x"™Q,z0).
x € M était pris queleonque, et M) est dense dans L?(M,7), donc Vz' € M’, Jz') = =™ (2.

Ainsi, par le méme raisonnement qu’au début de la preuve, on a JM'J C M" = M, donc par
composition & gauche et & droite par J : M’ ¢ JMJ, ce qui montre la seconde inclusion. O

Remarque 1.4.11. Au cours de la preuve nous avons donc montré que J agit comme ) — z*(2
non seulement pour x € M mais aussi pour z € M'!
Mais ceci peut aussi se voir par le fait qu’on a en fait MQ = M'Q {car M' = JM J).
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1.5 Dimension de von Neumann d’un espace de Hilbert

Définition 1.5.1. Si N est une algébre de von Neumann, un N-medule est un espace de Hilbert
H muni d’une représentation 7y : N — B(H), Le. un homomorphisme normal unifére.

Deux N-modules H et K sont isomorphes s'it existe T : H —» K M -Enéaire (i.e. T est linéalre
borné et Vo € M, £ € H, T(2€) = x(T'(£))) unitaire (donc bijective) d’inverse M-linéaire.

On va décrire un moyen naturel d’associer un nombre réel positif & un M-module H. Ce
nombre jouera le role d’une dimension, et mesurera la « taille » de H par rapport & L*(M, 7).

Soit M facteur 11 de trace notée 7 ou trpy. M’ = JMJ (cf 1.4.10) donc M’ (considéré dans
L?(M, )}, qui est un facteur, a une unique trace 7/ donnée par 7'(JxJ) = 7(x), donc c’est aussi
un facteur I1;.

Soit H un M-module non nul, avec 7 = wgr : M — B(H). Posons 7 : M — B{(H & L*{(M, 1))
7r(0:c) f . Remarquons que 7 est injectif. M est un facteur (une propriété
algébrique), # est un morphisme d’algébres injectif, donce 7{M) est un facteur. Et donc #(AM)’
(le commutant étant pris dans B(H & L*(M,7))) est aussi un facteur.

Soit p la projection orthogonale de H @ L2(M,7) sur L*(M, 1), i.e. p = (8 S)

défini par 7(z) = (

Le commutant de { (g f )} est ’ensemble des matrices diagonales, donc en particulier
peR{M).
a b . w{z} O . P
e d et (x) = g ) commutent seulement si dx = xd, donc p{(A(M))p =
g 19 vl e M

Donc p(7(M)')p est isomorphe & M’ qui est un facteur IT; donc fini, donc par la Proposition
1.3.5, p est un projecteur fini de T{M)".

#(M)' posséde une projection finie non nulle, 4 savoir p. #(A) est donc un facteur de type
II. H peut étre 1) ou fi.

Si 1 - p est infinie dans 7(M), posons dimp; (H) 1= +o0.

Si 1 — p est finie, alors T = (1 — p) + p est finie par le Corollaire 1.2.15.

1= {1~ p) +p est finie donc 7(AL) est fini et a une trace frz(aryr. On pose dimnp(H) =1 =
tray (1 — p)

traaey(p)

Théoréme 1.5.2 (Dimension de von Neumann). Soit M un focteur 11;. L'application dimyy :
{M — modules} — [0; +oo] précédemment définie vérifie les propriétés suivantes :

~ (i) 8% H et K sont deuz M-modules alors dimp (H & K) = dimp (H) + dimas (K).

- (i) dimp (L2 (M, 7)) = 1.

- (iii) Pour tout d € [0;+oa] il eviste Hy un M—module tel que dimy (Hg) = d.

~ (iv) Deuz M —modules sont isomorphes si et seulement si ils ont méme M -dimension.

- (u) dimpr (H) est find & ng(M) est un facteur 117,

~ (vi) Si dimp (H) est fini, alors (par (v)) mg (M) est un foctewr 11, et sip’ € P(ry(M)),

alors
dimpg (p'H) = try, (uy () dimpg (H).

- (vii) Si p € P(M) alors

d’imM(H)

dimynp(pH ) = trar(p)
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- (viti) Si dimp (HY est fini, alors (par (v)) np (M) est un facteur 1T, et

i

dittye sy (H) = dimp(H)'

Démaonstration. Rigoureusement, les propriétés seront montrés dans l'ordre (1),(i1),(v),{vi),(ii1),{iv),(vii),{viii).
(i) Solent H et K deux M-modules, avec gy : M — B(H), nig : M — B{K),etle7: M —

mr{x) 0 0

B(H & K & L*(M, 7)) associé, valant 7(z) = 0 wx(z) O

0 0 T

1 0 0 00 0 0 0
Notonsp; = |0 O O0|,pa=30 1 Oletps=1[0 O
00 0 0 0 0 0

(ﬂH(x) IO . On a un isomorphisme canonique entre % (M) et (py + pa)7 (MY (p1 + pa),

O O e

) , toutes trois dans T(M)".

H

Notons 7g(z)

0
car Ve € M,
a b\ {mg(z) O m(z) 0N {fe b\ _ fawg(a)-nwp(x)e bx —wp(x)b)
(c d)( 0 1)m( 0 = (c d)( ey (z) — 2 dr — zd )w
a % b wg{z) 0 0 T (x) 0 0 a * b
(p+pa)t [+ * *)( 0 Trix) 0)( 0 7 {x) (}) (* * *))(pl+p3}
¢ % d 0 0 x 0 0 x ¢ % d
« b
*
%

a
et car (p1+p3) | *
c

1 0 ' (O
reatn \ Lg o (ps+pa)e (MY (prtes) { L g

Done, parle 1.3.1 (¢) , dimp (H) = ‘ o = 0 0
B gy (M) 0 1 T (py+pa)# (MY (p1+p3) o1

1 0 0
t'f‘.ﬁ.(}u)r O 0 0
0 0 0

triany (p1 + p3) _ triay (pr)

0 0 0 traan (p3)
t'n"'.ﬁ.(ﬂ,f)l 0 0 0
0 0 1

traany (02 + p3)

e gy
De méme dimnyy (K) = M Or par définition dimy (H®K) =
try oy (P3)

traany (o1 + p2) doit
traqay (pa)

le résultat.
(i) Iei H = LA(M), #(z) = (g
L*(M), qui transforme p en 1—p. On adonc traarny (p) = trz(ary (1—p), donc dimay (LA(M)) = 1.
(iil) Par les (i) et (ii), on a Vn € N, dima ((LZ2(M)") = n. Donc par le (i) Pespace de Hilbert
somme directe infinie de L?{M) est forcément de dimension supérieure & tout entier, donc de

dimensgion infinte. Ceci régle le cas d = co

Side|0;+ool. d=n+tavecn € Net t € [0;1]. Soit p € P(wrean(M)’) de trace ¢ (elle
existe par la Proposition 1.2.17). On pose alors Hy = L?(M, 7)™ d&pL?(M, ) qui est de dimension
n+t=d par le (i} et le (vi}.

0 . . . .
2 On a un isomorphisme canonique évident, entre les deux
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(iv) Soient H et K deux A-modules. On reprend les notations de la démonstration du (i}
ci-dessus.

Montrons que dimy (H) = dimp(K) ¢ p1 ~ py dans #(M)'.

Si dimps(H) = dimpy (K} est infini, c’est immédiat par la Proposition 1.2.18,

Sidimas (H) = dimar(K) est fini, alors dimas (H) = dimp () & traony (1) = trapny (p2) ©
p1 ~ pg dans (M)

Maintenant, montrons que : p; ~ pe dans T(MY < H et K isomorphes en tant que M-
modules.

Tout d’abord, si p; ~ pe alors Ju € (M), u*u = py, uu® = pa. On retrouve rapidement les
relations pott = u = up;, pLu = ups = 0, upg = pau = 0. On en déduit que v est nulle sur K et
L2(M,T) et est & valeurs dans K, donc se restreint a une application linéaire bornée v : H — K.
De méme, u* : K — H.

w € #(M), donc Vr € M,V€ € H, urg(2)f = ui(x)(£,0,0) = #(x)u(£,0,0) = mp(z)u(f),
donc u est M-linéaire. De méme u* est M-linéaire. Enfin u*u = idy, uu* = idy, donc v est
unitaire. On a donc exhibé un isomorphisme de M-modules entre I et K.

Réciproquement, si H et K sont isomorphes en tant que M-modules, alors soit ¢ : H — K

un tel isomorphisme unitaire, et ¢ : K — H sa réciproque.
HoKol*Mr1) — HoKelL* M)

¢ est linéaire borné, donc @ : 5 — ( ¢?£)) est un opé-
¢ 0

rateur borné de H & K & L*(M, 7).
HoKoL*M,r) — HOK®L*(M,T)

On définit de méme ¥ : (6 ¥(n) opérateur borné
7 by 0
¢ 0

de H® K @ L*(M, 7). On remarque que comme ¢ et 1 sont adjoints et inverses ['un de Pautre,

® et ¥ le sont aussi.
Enfin, comme ¢ est M-linéaire, on a V(£,1n,() € H@& K @ L*(M,7),Vx € M,

3 mrr(2)€ 0 0 0 ¢
br(z) | n| =& |mx(e)n | = | oru(2)§) | = | 7x{z)d§) | =7z} | &} | =7(2)D [n}.
¢ x¢ 0 0 0 ¢

Done & € #(MY.

Ainsi p; = ®*D et py == ®D*, et finalement p; ~ pa.

(v) Tout comme p(#(M))p est isomorphe & M’, on a (1 — p}(#(M) )1 — p) isomorphe &
ﬂ'H(ﬂ/f)’.

dimar(H) est fini < (1 — p) est une projection finie de T(M)" € (1 — p}{(@(M ) }{1 — p} est
finie (cf Proposition 1.3.5 ) & mu (M) est un facteur fini & ny (M) est un facteur /f; (par la
Proposition 1.3.1 (¢} ).

(vi) Supposons dim s (H) est fini, donc mu (M) est un facteur I, et soit p’ € P(ng(M)'}).
Montrons que dima (p'H) = trg ey (p').dimpy (H).

Vy € (M) traogy ((g 8)) = iy ((é g)) Ay (¥) par unicité de la trace
sur (M)’

(P 0 o )
O 0 0 projette sur p' H, donc
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0 1 0
vy ) oo 5))
d‘lm (’H) 00 = t’nH(AI)’(y t'rﬂH(A,[)f(])1).dimnrf(H).
e ((53)) e ((62))

dl??lju(H)
tras(p)

Tout d’abord, remarquons que si p € P(M) alors pMp € M et que L%(pMp) s’identifie &
pMpSQ = pJpJ MQ = pJpJ M = pJpJ L2(M).

Ensuite, montrons que si p € P{M) et H est un M-module avec 7z : M — B{H) alors on a
pH qui est un pMp-module, avec w5 : pMp — B(pH) égale 4 la restriction de wy sur pMp, et
(M) —  wa{pMp)

X 3 :L'lpH
Il nous faut juste prouver que ¢ est bijectif, le reste &tant immédiat. Distinguons deux cas :

(vii) On va montrer que Vp € P(M), ditnyr,(pH) =

enfin que ¢ : ) est un isomorphisme d’=-algébres.

1
Si tras{p) = — avec n € N, alors notons py,...,p, des projections de M de somme 1, deux 4

deux ort;hogonaies (i.e. de produits nuls), toutes équivalentes {de méme trace l) et avec pp = p.
On construit une réciproque # & ¢. Soit ¥ € mpu(pMp). On a M = (p; Mpi)1gijgn- S
r € M, alors mp(z) = (2;;)i; avec @, ; € B(p,H,p; H). Ainsi, si on pose 3 = y € B(p M),
y; € B(p;H) image de y via l'isomorphisme d’identification entre py H et p; H. On pose ¥{y) =
in 0 0
6 0
On at(y) € mu(M)' carsiz € M, alors mg(2)¥(y) —¥(yima(z) = (Y25 — 2 59:)i5 = (0)i
car y € mpu(pMp) et que les commutations sont préservées par les isomorphismes d’identifica-
tion. On a done ¥ @ wpp (pPMp) — 7 (MY . Montrons que c’est bien une réciproque & ¢.
Tout d’abord, on a clairement Yy € m,x(pMp), ¢(¥(y)) = y1 = y. D’autre part, si z €
ng(M)Y, ¥ commute & chaque wg(p;} donc laisse p;H invariant.Dans "écriture matricielle cor-

:L‘|p1H t] G
respondant & H = pyH & ... $p,H, on adonc v = 0 0 . Donc #(p(x)) =
0 0 zlp.u

1) est done bien une réciproque & ¢.
Si tras{p} n’est pas Pinverse d'un entier, on a tout de méme Zn € N, dg € P{M), ¢ <

1
P, tra(p) 2 o tras(q) par la Proposition 1.2.17.
~ f , -
On pose alors ¢ : T (pMp) — mun(gMq) car gMg € pMp. On a alors ¢ o ¢ qui
F b} xlon
vérifie les conditions du cas précédents, car trp(g) = 1/n. Donc ¢ o ¢ est bijective, donc ¢
est surjective et ¢ est injective. Mais ¢ est une application de restriction, donc par le méme
raisonnement, elle est injective comme ¢. Finalement ¢ et ¢ sont bijectives.
dima (H) ) .
——————. Soit p € P(M). On consi-
tras(p)
dére K = H @ L*(M), qui est un A{-module, alors pK = pH @ pL?(M) =
pH @ (JpdpL? (M) & (1 ~ JpJ)pL?(M)). Soient 1, ¢z, q3 les trois projections associées, toutes
dans m,x (pMp)Y, et r1,72 celles dans mx (M) associées & K = H & L2(M).
e () (T1) __ rpmpy {m)
troeany(T2) o, (prrpy (@2 + G3)
Onal = dimpnp (L2 (pMp)) = dimppr, ((Jpd)pL2 (M) = tr,rpldz(m(pn,m)f(JpJ).(limpMp(pLg(ﬂf))

Revenons & montrer que Vp € P(M), ditnyp,(pH) =

On a dimy (H) = par l'isomorphisime précédent.
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£, i (pMp) (@) + 0, i My (43)

par le (vi), donc 1 = t"frf,zm,,)(M)’(JpJ)

T, (pMpy (G2)

Bnfin dim, g (pH) — e (pMp) (1) _ T e (oA p) (1) e (pp) (G2) F 8 re (ot (€3)

brm e ompy{82) I, parpy (82) + i (paipy (g3) oy ipMp) (42)
d'imM (H) .
trw,‘z(h,,){M)’(JpJ)

. dimg (H

Finalement, pour tout M-module H, on a dimpup{pH) = W

M

(viii) Soit H tel que dimy; (H) est fini, montrons que ditng, , (ary (H).dimpr(H) = 1,

Tout d’abord, si H = L#(M), comme L*(m2ary(M)') = L2(M), on a dimg g (ary (H).dima (H) =
I.i=1

Ensuite, si H = L2(M)" (somme directe & n facteurs), on a dimp(H) = n. Remarquons que
comme l'action de M sur L2{M)" est représentée par des matrices diagonales, on a mpz(an)» (M) =
M (mr2(any(M)'), et donc en notant py la projection orthogonale de L?(M)™ sur L*(M), qui
est dans Mn('fsz(M)(ﬂ/f)’), 1 = d’iTnﬂLz(M)(M)r(Lz(M)) = di?nmfl'fn(ﬂbzc,\_n(M)’)Pl(ple(‘Mf)n) =

dimm, (“52(1«4){1“1)'}(‘52(]\/[)“)
] t'f"(pl)
trip1) = - Finalement dimg,, ny (H).dimps (H) = 1.

par e (vii). Donc dimeg(M)n(M)r(LQ(M')”) - dimMn(ﬁsz)(M)f)(Lz(ﬁf!)") -

dimp (H
Enfin, si  est quelconque, soit 1 € N tel que ditp {H) < n. Soit p’ € M’ de trace M——)—,
7
0 0
et ¢’ =g . 0| € mrzann (M) de méme trace. Alors H et ¢ (L3(M)™) sont de méme
0 0 p

dimension, donc isomorphes en tant que Af-modules par le (iv}. Donc dim, (ary (H).dimp (H) =
it oo (0 (L) climag (@ (L)) = dimgn o iy (@ (L)) dimng (o (LA™ =
(liTnﬂ”_Zw)n)(M)f((Lz(M)“)).dim;\,;((Lz(ﬂ/[)”')) =1 par (vi) et (vii) et le point précédent. _

20




1.6 Indice dune inclusion de facteurs

Définition 1.6.1. Soit M C B(H) un facteur. Un sous-facteur de M est une sous-algébre de
von Neumann N G M telle que N C B(H) est aussi un facteur et 1p € N,
Le sous-facteur N est irréductible si N'NM = C.1.

Définition 1.6.2. Soit M un facteur 1) et NV un sous-facteur de M (donc aussi un facteur 1),
L’indice de N dans M est défini comme

[M : N|:= dimy(L*(M)).

Proposition 1.6.3. L’indice vérifie les propriétés suivantes :
~ (i) 8t N C M et H est un M-module de M-dimension finie, alors

dimy(H) <oo & [M: Nl <x
et on a la relation (méme si dimp (H) =00 )
d’i?TLN(H) = U\/f ' N]diﬂlM(H).

- (ii) 8i N C M C P est une inclusion de facteurs Iy, alors [P : N| = [P M][M : Nj

~ (i) Si N C M C B(H) et N’ est I, alors [N’ : M'] = [M : N|

- (iv) Si N C M C B(H), si |M: N est fini, et si pe P(N' N M) alors [pMp: Np| =M :
Nlira (p)irn(p)

Démonstration. (i) Solent H, K des M-modules de M-dimension finie.
Montrons que dimy(H) < oo < dimy(K) < 00. On a In € N, dimy (H) € n.dimp (K}, donc
dimpy{(H) = dimu (¢'(K™)) ot ¢ € P(mgn(M)') de trace appropriée. Donc par le 1.5.2 (iv)
on a H = ¢/(K™) en tant que M-modules, donc H = ¢'(K™) en tant que N-modules! Donc
dimy(H) = dimy (¢ (K™)) < dimy (¢ (K™)) +dimpy ({1 - ¢ )(K™)) = dimy (K™} = ndimp(K).
Donc pour tous H, K, il existe n € N tel que dimy{(H) < n.dimy(K).
Donc dimy(H) < co & dimy{K)} < oo. D’ot le premier résultat, en prenant K = L*(M).
Montrons maintenant la relation dimy(H) = [M : N]dima(H). Elle est vraie powr H =
L2(M) par le 1.5.2(ii} et la définition de lindice. Elle est vraie pour H = (L?(M))" par additivité
de dimy et dimpy. BElle est vraie si dimy{H) = oo par le premier point.
Enfin, si H est de dimension dimp(H) = d < oo, soit n € N tel que d < n, et p’ €

d )
P('JTLZ(;‘,I)n (ﬂf[)’) C P(?TLz(n,;)n (N)) tel que tT“LZ(M)" (M) (p") = - Alors on a aussi t'n"ﬁbz(M)n (Ny =

d L L

— car la restriction de Iy 20gyn (N) & L2000 (M) est égale & I 2 payn (MY PAT UMICiEE de la
n ,

trace sur un facteur I11), car elles ont la méme valeur 1 sur 1pcraasyn)-

Ainsi, H = p'(L*(M)™) en tant que M-modules et donc aussi en tant que N-modules, et
dimps (H} = dimpg (p (LA (M)™)) = trﬁLz(M)n(M):(p").dimM(L2(ﬂ~I)”) par e 1.5.2 (vi)
dimy(H) = dimpn(p'(L2(M)")} = terQ(M)"(N)f(p’).dimN(LQ(f\fI)“)
On a donc 1a relation pour tout H.

(i) Montrons que [P : N] = [P : M][M : N].

Si [M : N] < oo, alors ¢'est garanti par les deux points du (i).

Si [M : N} = oo, ie. dimy(L?(M)} = oo, alor soit e la projection orthogonale de L*(P) sur
L2(M). Par additivité, on a dimy(L?(P)) = dimy(L*(M)) + dimn((1 - e)L*(P)) = oo, donc
on a encore Pégalité,
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(iii)
timag (H) -
LMY = MR par e (i
[V ] dimpy(H) por e ()
) -
_ %par 1.5.2(wvid1)
dimpg (H)
= [M: N] par le (i)

dima(H)

(iv) L'action de M sur H induit celle de pMp sur pH, et dimppp{pH) = ot ()
par le Théoréme 1.5.2 (vii).

D’autre part, elle induit Paction de N sur H, qui induit l'action du facteur pN sur pH,
identique & I'action de N sur pH, car p € N'. On a dimnp(pH) = dimn{(pH) = trpy(p).dimy (H)
par le Théoréme 1.5.2(vi).
dimyp(pH)

dint,yp(pH)

= WM(]J)-WN'(P) M_). -

Finalement, par le (i), on a [pMp : Np| = Tt ()
M

tTM(p).t?"Nr(p).[ﬂ/f : N] o

Corollaire 1.6.4. Soit M facteur II} et p € P{M) tel que pMp ~ (1 — p)M(1 — p), et soit
6 :pMp — (1 — p)M(1 — p) un isomorphisme d’algébres de von Newmann assvcié.
Alors N = {z + 0(2); x € pMp} est un sous-factewr I, de M, et
1

M :N]=

+ .
trar{p}  tra(l —p)

Démonstration. Tout d’abord, si x,y € pMp, (2 +6(x)){y+0(y)) = (y+ ¢{y))(x+0{a)} S wy =
yzetd(x)0(y) = #(2)8(y) & ay = ya, done N est un facteur car pMp Pest. N est un sous-facteur
de M, Af est de type ], donc IV est de type I1;.

Par définition de N, onap € N, donc p € N'N M. On a aussi pMp = Np, done [pMp :
Npl=1.

1
Donc par la Proposition 1.6.3 (iv), on a 1 = try{p).tra(p).[M : N|, donc =

tras(p)
trns(p).[AL 2 N
De méme, 0 = try {1 — p). M : N|.
trar (1= p) n{1—p) [E ] 1
D’ot, en additionnant, [M : N] = + [

trag(p)  trag (1 —p)

1l est normal & ce niveau de se demander quelles sont les valeurs possibles de [M : N] pour
N C M une inclusion de facteurs I7;. Le théoréme suivant nous donne la réponse, et méme
davantage :

Théoréme 1.6.5. Soit N C M une inclusion de facteurs IT). Alors [M : N] est un élément de
{4 cosz(%);n =3,4,5,...} U[4; +o0]

De plus, pour tout ) € {4 czosz(z{); n=3,4,5,...} U4 +oo], il existe un sous-facteur Ry du
7
facteur hyperfini IT) R {cf ci-dessous) tel que [R: Ry] = A

22




Une démonstration peut étre trouvée dans [Jon83).

Le Théoréme 1.6.5 mentionne le facteur hyperfini 1) R. C'est un objet fondamental dans la
théorie des facteurs, mais sa définition et ses (nombreuses) propriétés nous éloigneraient du sujet
premier. Ici nous avons simplement besoin de savoir que R est un facteur I isomorphe & tout
réduit pRp, ot p € P(R).

Ainsi, le Corollaire 1.6.4 nous fournit une démonstration du Théoréme 1.6.5 pour A € [4; 400},

1
via le fait que ¢ (- + ) est surjective de }0;1{ dans [4; +ool.

i 1-t
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2 Construction de Palgébre des ¢;

2.1 La construction de base de Jones

Soit N C M une inclusion de facteurs /1;. On considére I'espace de Hilbert H = L*(M, trpr)
muni de son vecteur (I cyclique, spérateur et tracial (cf Partie 1.2).
Par construction, H; = L2(N, try) s'identifie & la fermeture de NQ dans L2(M, tra;).
. s - . . (LAN) - LEM)
(Rigoureusement, on a deux vecteurs Oy et 2, différents mais identifiables via
:L'QN [ d :L'QM

qui est une isométrie car iy et s sont traciaux)
Soit eny € B(L?*(M)) la projection orthogonale de L?(M) sur L2{N).

Proposition 2,1.1. On a ey (MQ) = NQ,

Démonstration. Introduisons le concept d’élément M -borné.

On dit que £ € L?(M) est M-borné¢ si 3C > 0, Vo € M, (z¢,2¢) € Cirp(2*z).

On remarque que tout élément de M est M-borné, car sia € M, alors Vo € M, {z{af2), z{af))) =
trag{at e za) = try(raa*x*) = {(@*2*Q, 02 Q) = |a*z* Q% < el *[l2* Q| = ||ai|®trar(a*2).

D’autre part, si € € L2(M) est M-borné, notons A € B(L*(M))} 'application linéaire continue

. MQ - LAHM) .
qui prolonge (3:9 o at ) A commute avec tout x € M sur M, donec sur LA(M),
donc A € M. Or M’ = JMJ par la Proposition 1.4.10. Donc Jb € M, A = JbJ, donc
&= JbJQ =6 € MAQ.

Ainsi, un élément de L?(M) est M-borné si et seulement si il est dans AfQ2. Montrons main-
tenant la proposition. 1l suffit de montrer que ey (M) C NQ car ey est Videntité sur NS, Soit
x € M. z8) est M-barné, donc ey (x}) est M-borné (car ey est une projection orthogonale, done
décroit la norme), donc ey (zQ2) est N-borné (car N € M), donc ep{zfl} € NQ.

O

Définition 2.1.2. Soient N C M une inclusion d’algébres de von Neumann. £ : A — N est
une espéronce conditionnelle si :

—~ E est linéaire et positive (i.e. elle envoie un positif sur un positif)

- Vo € M, Va,b € N, E(azh) = aF(z)b.

- Vy €N E(y) =y

Lemme 2.1.3. Soit z € M.
(iJr=a*VYy=y"cMtriay) e R
(i) 20 Vy 20¢ M tr(zy) € Ry,

Démonstration. (1) (=>) Soit y € M auto-adjoint. Alors triwy) = tr(yr) = tr({x*y*)*) =
tr{z*y*} = tr(zy), donc tr(zy) € K.

(1) («=) Soit z = a+i.b,a = a*, b = b* la décomposition en parties réelle ef imaginaire de x, ¢f
Remarque 1.1.6. Alors pour y = b on a tr(ay) € R, mais tr(wy) = tr(ab + i6%) = tr(ab) + itr(b?)
qui est encore une décomposition en parties réelle et imaginaire selon le (=). Donc tr(8?) = 0,
donc b = 0 car {r est fidéle.

(i) (=) Soit y € M positif. On a donc 2 = 2*2,y = w*w avec z,w € M. Donc tr(zy) =
tr{z"zw™w) = tr{wz"zw*) = tr((zw*)*(2w")} = 0 car tr est positive.

(i) (<) Soit @ € M tel que Yy € My, tr{xy) 2 0. En utilisant la décomposition en parties
positive et négative, ¢f Remarque 1.1.9, on a done ¥y = y* € M, tr(zy) € R. Par le (i) (<), on
a donc z = z*. Ecrivons alors z = 2, —2_, alors pour y = z_ on a 0 < tr(zy) = tr{zir_) —
tr((2_)?) = ~tr{(x.)?) €0, donc x_ = 0 par fidélité de t», d’olt x est positif.

[

24



Proposition 2.1.4. Par restriction, ey induit B : M — N espérance conditionnelle telle que
i.¥re M, enzey = E{r)en .

2 ¥z e M try(E(x)) = trar{z).

Démonstration. Pour z € M, on définit F(z) comme 'unique élément de N tel que en{z€}) = E(x)§2
(il y en a un par la proposition précédente, et il est unique car € est séparatenr pour N).

E est clairement linéaire.

E est 'identité sur N car pour = € N, ey (20)) = a2,

Montrons que Vo € M,Va,b € N, E(azb) = aE(x)b. Soit x € M, a,b& N.

E{azb) = enazbfl = enaJb* J(aft) et aE(z)bQ = aJb* JE(z)S) = aJb* Jey (2€2). On conclut
en utilisant le (i} et le (ii} de la proposition suivante et que {1 est séparateur pour N,

Pour montrer que F est positive, prenons x € M. Alors par le Lemme 2.1.3 {ii), on a
Yy € N, 0 < trar(ey) = {20, y0) = (28, enyfd) = (enxld, ) = {E{x)8),482) = trn(E(z)y),
done par Pautre sens du 2.1.3(ii) on a E{z} € N,.

E préserve latrace, carsi z € M, trar{z) = (28, Q) = (20, en Q) = (enzQ, Q) = (E(z)Q, Q) =
tra(E(2)) = trny(E(z)) ce dernier point venant du fait que fry est égale & trys|n, car elles en-
voient toutes deux 1y = 1 sur 1, done sont deux traces sur un méme facteur fini N, qui n'en

posséde qu’une.
|

Définition 2.1.5. Le passage de l'inclusion initiale N C M & Palgébre de von Neumann
(M,en) = {M U {e,})Y" C B(L3(M)), et a fortiori & la « tour » d’algébres de von Neumann
N C M C (M, en) est appelé la construction de base (de Jones).

Proposition 2.1.6. Les propriétés suivantes sont vérifiées :
- (E) eny € N
~ (1) E préserve 'étoile, c’est-g-dire Jey = enJ
- (i} N = M n{en}
- (iv) (M,en) = JN'J
— (v} (M,en) est un factewr Iy si et seulement si [M : N est fini, et dans ce cas on o
- (o) {M,en): M} = [M’l: N).
< (b)) triaren (en) = e
tras{m)
[M: N|’
Et done, si on note Epy @ (M,en) — M Uespérance conditionnelle associde & Uinclu-
sion de facteurs Iy M C (M,en) (construite comme ci-dessus pour N € M), on @
Epren) = triareyy(en).

= (¢} (Propriété de Markov) ¥Yx € M, {rpopy(ven) =

Démonstration. (i) C’est immeédiat par le Lemme 1.4.5, car L*(N) est invartant par Paction de
N,

(ii) J est involutive, donc Jey J est encore une projection (orthogonale), d'image Jey JL?(M) =
JLA(N) = L}(N), donc JenJ = en. On en déduit que Jey = epnJ.

(iii) Remarquons que comme £} est séparateur pour M, on a 2 — zey injective sur M (il
suffit de spécifier en Q).

Ainsi, si * € M, par la Proposition 2.1.4.(1), rey = eyx = rey = entey = ey =
Exey = o = E{x) = = € Netparle (i) @ € N = wey = enyw. Finalement, on a bien
Mn{en} = N.
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(iv) On a les égalités suivantes (la troisiéme vient du fait qu'on prend de toute fagon le
bicommutant de chaque élément dans 1’algébre de von Neumann engendrée).

IN'J = JMn{en})J par (i1)
JM {en YT

(M en)]
(IM'J, Jen )

= (M,en).

(M en) facteur IT < JN'J facteur II , par {iv)
& N facteur Il
& dimy(LA(M)) < 0

par le Théoréme 1.5.2(v). Dot le résultat, car [M : N| = dimn (L2{M)).
Supposons maintenant que (M, ey) est un facteur /).

(a)

diﬂm,[{Lz(ﬂ’f)}
dimgpg ey (L2(M))
1
dimypg eny (L2 (M)
1 .
N (li??‘b‘]NiJ{Lg(A/[)} par {ZU)
= m car JN'J = N' et L*(JN'J) = L*(N')
= dimy(L2(M)) par 1.5.2(viii)

= [M:N]

[(M,en): M| par 1.6.3(3)

(b) D’une part, i1 ey (en) = trynes{en) = trye(en), et d’antre part 1 = dimy (L*(N)) =
dimn(en L2(M)) = try(en).dimy(L#(M)) par (i) et par le Théoréme 1.5.2 (vi).
1
T [M:N|

1
{c) Montrons que Ya: € M, triy .y (zen) = Tirar(x) ot 7 = triag ey (en) = A%l par le
{b).

Déja, montrons que c’est vérific pour tout 2 € N. Pour cela, remarquons que par le (i),
T > 1y (en) est une trace sur N qui est un facteur 113, une trace qui vaut 7 en 1y. Par
unicité de la trace sur un facteur fini, on a 'identité pour tout x € N.

Pour montrer I'identité sur z € M, on écrit tr o) (Zen) = triar ey (Tenen) = ey (enzen) =
g eny (E(x)en) = Tirpr (E{(r)) = 7iras(x) par la Proposition 2.1.4.(2) .

Montrons enfin que Ea(en) = triareys(en).1 = 7.1, Posons y = ey —7.1;7. Par identité pré-
cédente, YV € M, tripr ey (2Y) = T (01,6 () — T (ar,e0) () = 0, OF Irgay oy (2y) = (¥, 270},
donc ¥y € (L?(M))*. Donc ¥ est 'unique projection orthogonale de e sur L2(M), qui vaut
par définition epren$t = Enr(en ). Par conséquent, Enrley) = 7.1. O

D’ou m'(M,eN)(eN)
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2.2 I’algébre des ¢

Partons d’une inclusion de facteurs 117 N C M d’indice [M : N| = % fini.

En effectuant ia construction de base sur cette inclusion N < M, on obtient linclusion
M C {M,en), avec {M, ey) encore un facteur Iy par la Proposition 2.1.6 (v), et [(M,exn}, M] =
[M: N] = l

En itérant la construction de base, on obtient donc une suite M; de facteurs Iy, définis
par My = N, My = M, My = (My,e;) (avec dans B(La(M;)), e; + L2 (M) — L2(M; 1) la
projection orthognonale et E; : Mf; — M;..1 'espérance conditionnelle associée).

OnaNCMCM C...C M ¢ ... (la<tour de Jones») avec les indices des inclusions

. 1
succesgives tous égaux & .
T

On g’intéresse & la suite des projections e;.

Définition 2.2.1. L’algébre des ¢;, notée A, ;, est l'algébre de von Neumann engendrée par
1

{1, e1, ez, ..., e} dans M, pour la tour définie ci-dessus avec (M : N| = =,
T

Proposition 2.2.2. Soit n € N, considérons les e; dans A, ,
- (i) €2 = e; et e} = ¢;.
— (it) e;eiq10 = Tey
— (i) eje; = eje; sifi— j| 2 2
— (iv) trag,,, (zen) = Tdray, () i@ € Ay 4.

Démonstration. (i) C’est immédiat car les e; sont des projections orthogonales.
(ii) Montrons que eyepeny = Teny eb qQUE epfeneny = TEexs.
emeney = FEylen)ey = Teyy par la Proposition 2.1.6 (v) (b) et {c).
enermenQaeny = enEnr(en)laren) = TeN QM ey, dONC enepeny = Tey.
Ces arguments sont immédiatement transposables au cas ¢ quelconque, d’ot le (if).
(iii} A I'image du (i} de la Proposition 2.1.6, on a e, € M,, " M/ _,, d’o le résultat.
Enfin, le (iv) découle de la proposition 2.1.6 {v) (¢}

Corollaire 2.2.3. Pourn €¢ N et v quelconque, on ¢ Ay, de dimension finie.

Démonstration. Ceci est un probléme purement combinatoire. Nous dirons qu'un mot w en les
e; est réduit 8’1l est de longueur minimale pour les régles e;e;p1e; ¢ e, €65 3 g5 et eje; & eje;
pour |i — j| 2 2. Il est clair que tout élément dans 1'x-algdbre (pure) engendrée par les ¢; et les
relations (1),(i1),(iii), est proportionnel & un mot réduit en les ;. Il est aussi clair qu'un sous-mot
d’un mot réduit est lui aussi réduit. :

Montrons par récurrence sur m que si e;, i, . . - &;, €8t un mot, réduit, alors m = max{i,...,ix}
n’apparait qu’une seule fois dans (4q,...,4;). Cest évident pour m = 1, maintenant supposons
le résultat vral pour { £ m —~ 1 et montrons le pour m. Soit w un mot réduit en e, ..., em.
Par Pabsurde, supposons w = wye,,wne,ws avec wo qui ne contient pas ep. Il y a alors deux
possibilités :

a) st wp ne contient pas ey,..1, alors e, commute 4 tous les e; dans wy et w peut &bre réduit
davantage via €2, — e,.

b) st we contient e,,_;, comme wp est réduit et mot en ey,...eyx_1, par hypothése de ré-
currence, wy = v1&m_1Vs avec vy, vz des mots en €1, eg, ..., e;,_g, donc qui commutent & e,,, et
alors w peut étre réduit davantage via ee_ 165 — €.
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Dans les deux cas on a une contradiction avec le fait que w est de longueur minimale.

On a donc que si €;,€;, ... €;, est un mot réduit, alors m == max{iy,...,ix} n’apparalt qu'une
seule fois dans {i1,...,%).

Ceci nous donne par une récurrence immédiate qu'il n'y a qu'un nombre fini de mots en
€1,...,en, donc que I'«-algébre engendrée par e, ..., ¢, est de dimension finie.

Ainsi, comme un sous espace-vectoriel d'un B(H) de dimension finie est forcément fermé, et
fermé pour les topologies normigue, forte et faible, on a I's-algébre engendrée par ep,...,e, qui
coincide avec Ay, -, d’oit le résultat.

]

o)

-1

Remarque 2.2.4. On peut méme majorer dim{A, ,) par s le n+1-éme nombre de Ca-

talan, de maniére optimale, cf {Jon83|.

Ainsi la tour d’inclusions Ay » € Ay, € Az, € ... peut &ire représentée par un diagramme
de Bratteli, cf Figure 2

1

\E

1/\1
NN,

/ \/\
\ /\/\

/\/\/\
\/\/\/\

1
FiGURE 2 - Diagramme de Bratteli de la tour des A, , pour 7 € :l-l 4

Le caractére universel de tels diagrammes permet de montrer par récurrence sur n que A,
ne dépend que de n et 7, pas de U'inclusion N C M utilisée au départ.

De méme, la trace utilisée sur A, , peut étre définie indépendamment de M, , par récurrence
SUr 7.

Ainsi, on pourrait entiérement oublier toute la structure topologique et la construction sous-
jacente via la théorie des sous-facteurs pour ne conserver que {'existence d'une s-algébre avec
trace engendrée par les e; qui vérifient les relations de la Proposition 2.2.2. Ceci suffirait 4 définir
le polynome de Jones dans la derniére partie. Cependant, se rappeler de la construction via les
sous-facteurs permet de démontrer certaines propriétés du polyndme de Jones, cf [Jon87].
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3 Groupe de tresses et invariants de noeuds

3.1 Définition et présentation du groupe de tresses

L’objet de cette section et de définir le groupe de tresses & n brins et de se familiariser avec
lui. Nous allons introduire une définition géométrique de ce groupe, qui sera toujours 3 privilégier
pour « voir » intuitivement comment les tresses se comportent, puis une définition algébrique du
groupe en termes de générateurs et relations. La plupart des résultats de construction seront
admis dans Ia suite, mais fes démonstrations peuvent étre frouvées dans l'ouvrage de référence

(K'T08].

Définition 3.1.1. Une fresse géométrigue ¢ n brins est une partie b6 C R? x [ (ou I = [0;1])
égale & 'union disjointe de n intervalles topologiques, i.e. des espaces homéomorphes a I, mais
tels qu’en plus ils soient homéomorphes & I via la projection RZ x I — I, et que

bNR? x {0} = {{1,0,0),(2,0,0),...,(n,0,0)}
bNR2 x {1} = {(1,0,1),(2,0,1),...,(n,0,1}}.

Un exemple de tresse & 4 brins est dessing sur la Figure 3, ol 2 et y sont les coordonnées
dans R2%. Nous choisirons de représenter les tresses comme allant de haut en bas.

VAS

Figure 3 — Tresse géométrique A 4 brins

Définition 3.1.2. Deux tresses géométriques b et &' & n brins sont isofopigques 8’il existe F :

b — R?xI
2 — A .
bx I — R?x I continue telle que Vs € I, F, : (;L o Fz,s)

image, que son image soit encore une tresse géométrique A n brins, et que Fy = Idy, F1(b) = ¥'.
On dit que F est une isotopie de b a t/.

) soit un homéomorphisme sur son
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L’isotopie est clairement une relation d'équivalence sur la classe des tresses géométriques 4 n
brins, dont les classes d’équivalences sont appelées tresses ¢ n brins.

Ainsi défini, 'ensemble des tresses & n bring s’identifie au groupe fondamental de 'espace des
configurations non ordonnées de n points du plan Conf,(R?) = ((R*)™ ~ A)/S,, ol A est la
"diagonale" {(x1,...,25); 3,4, x; = z;} et ot le groupe symétrique S,, agit par permutation
sur les coordonnées. En effet, si v est un chemin dans ((R%)* < A)/S,, , () peut étre représenté
par n points distincts du plan. En empilant ces plans pour ¢ € [0;1] on retrouve une tresse 4 n
brins comme sur la Figure 3.

Ceci fournit une structure de groupe a 'ensemble des tresses & n brins, avec comme loi
de groupe la concaténation des tresses géométriques (qui correspond & la concaténation des
cheming du groupe fondamental}. La Figure 4 donne un exemple de telle concaténation, et pose
la convention que nous adopterons : si «, 8 sont des tresses & n brins, «.3 se dessine en tracant
{(toujours du haut vers le bas) d’abord «, puis £.

\

FIGURE 4 — Produit de deux tresses & 3 brins

Il est toujours plus facile de manipuler des objets en deux dimensions qu’en trois. C'est ce
que nous allons faire pour les tresses. Si b est une tresse géométrique & n brins, nous pouvons
projeter b sur R x {0} x I (sur la Figure 3, cela revient a projeter sur le plan y = 0) et obtenir un
diegramme de tresse Dy. Par exemple, la tresse géométrique de la Figure 3 admet pour projeté
le diagramme de la Figure 5.

On demande néanmoins qu’un diagramme ne contienne qu’un nombre fini de points multiples,
que ces points multiples soient tous doubles et dans lesquels deux brins se rencontrent non
tangentiellement, et qu’enfin ces points doubles correspondent 4 des t ¢ [ différents. Un tel
diagramme est dit régulier. Nous admettrons que toute tresse géométrique est isotope & une
tresse géométrique de diagramme régulier.

Notons que nous représentons les points doubles du diagramme, que nous appellerons désor-
mais croisements, par une coupure sur F'un des brins, celui qui va « en-dessous » du point de vue
tri-dimensionnel.

Il est clair qu’a tout diagramme on peut associer une tresse géométrique, mais la réciprogue
n'est pas aussi immédiate : deux tresses géométriques peuvent étre en effet isotopes mais de
diagrammes trés différents au sens ol ils n’auraient pas le méme nombre de croisements, par
exemple.
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-

FIGURE 5 — Diagramme d’une tresse & 4 brins

1l faut donc définir une relation d’équivalence sur les diagrammes de tresses. Nous dirons que
deux diagrammes D et D’ de tresses & n brins sont R-équivalents si on peut obtenir IV & partir de
D) via une suite finie d’isotopies planaires (qui préservent 3 chaque étape le nombre et la nature
des croisements, mais pas forcément le caractére régulier, cf Figure 6 } et des mouvements y,
{13 et leurs inverses, définis 4 la Figure 7. Rigoureusement Q5 et (23 ne sont appliqués que dans
I'intérieur d'un disque suflisamment petit, le reste du diagramme restant inchangé. On a alors :

Théoréme 3.1.3. Deux tresses géométriques sont isotopes si et seulement si leurs diagrammes
associés sont R-équivalents.

ARAARA

FIGURE 6 — Un exemple d’isotopie planaire entre deux diagrammes de tresses

Remarque 3.1.4. Le R de R-équivalence vient de Reidemeister, qui a donné son nom aux mou-
vements {1y et {13, des mouvements qui sont en fait des adaptations des mouvements élémentaires
sur les diagrammes de nceuds, que nous verrons un peu plus loin.

Ainsi 'ensemble des classes de diagrammes 4 n brins & R-équivalence prés est virtuellement
identique & celui des tresses & n brins. Il en hérite en particulier la structure de groupe.

Il nous reste une derniére équivalence de points de vue & établir, et c’est donner une présen-
tation explicite du groupe de tresses :

Théoréme 3.1.5. Le groupe de tresses a n brins B, = I, (Conf,, (R?)) admet lo présentation
B, = (O’l, vy O] | 00 = 0403 §1 ]z “j! =22 0i0i410; = Cip10i0i4 St 1 L1 n— 2).

Les o; seront parfois notés ai(") pour préciser qu’on considére les générateurs du n-éme groupe
de tresses.
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\ 4

FIQURE 7 — Les mouvements {13 (deux types) et Q3

1 7 i t+1 i ++2 n

KD

FIGURE 8 — La tresse élémentaire o;

Les relations précédentes sont communément appelées relations de tresses.

On peut voir un dessin du générateur ¢; sur la figure 8

Son inverse g, ! est identique, excepté que le croisement est inversé.

Plus generalement on peut remarquer que prendre I'inverse d’une tresse revient & prendre le
symétrique du diagramme associé par une réflexion d’axe horizontal.

Remarque 3.1.6. Si Pon traduit géométriquement les relations de tresses, on voit que g;0; =
o;o; correspond & l'isotopie planaire de la F}gure 6, et 0:0:4.10; = 0410;:0;41 correspond & {13.
Quant & §2g, il traduit juste la relation oy, = 1.
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3.2 Représentations du groupe de tresses

Le Théoréme 3.1.5 nous dit que st g1,...,g,—1 sont dans un groupe G, ils vérifient les re-
lations de tresses si et seulement s'il existe un morphisme de groupes & : B, -+ G tel que
Vi<ign—1, ®a;) =g, et  est alors unigue.

Exemple 3.2.1. Il existe un unique morphisme surjectif 7, : B, — Sy tel que V1 <4 < n — 1,
(o) est la transposition (4,4 + 1). Du point de vue géométrique, m associe 4 une tresse & n
brins la permutation sous-jacente des n points de base.

Exemple 3.2.2. 1l existe un unique morphisme injectif 4, : B,, — Bayq tel que V1 €ign—1,

in(crz(")) = J_E?H-l)‘ On notera & 'avenir, pour o™ € B, o!®*1) .= ¢ (™), Ceci correspond a

rajouter un brin & droite de la tresse «.

Plus généralement, ceci nous permettra de représenter lindairement B, (un procédé trés utile
pour mieux comprendre un groupe) en trouvant n — 1 matrices vérifiant les relations de tresses.
La représentation de Burau, définie ci-aprés, est une telle représentation.

¥ >

Définition 3.2.3. Soit n > 1. La représentation de Burau v, : B, — GL,(Z [t*']) est définie
i 0 0 0

0 1—-t ¢t 0

0 1 0 0

0 0 0 JI'-n-—l—-i

comme le morphisme de groupe envoyant o; sur

Cette représentation a &té initialement découverte en étudiant Paciion de B, sur le groupe
libre F,,.

Y, est réductible, car ,,(B,,) laisse stable le vecteur dont les n coordonnées sont des 1. Ceci
nous améne & définir une sous-représentation

-t 0 0
Définition 3.2.4. Définissons Vi,..., Vo3 € GLy 1 (Z[tF )parVi={ 1 1 0 |, V,y=
0 0 I-n-—-3
L0 0O 0 0
111.~3 0 0 0 1 t 0 0
0 1 & |,etpourdi=2,...,n~2, ¥, = 0O 0 -t 0 0
0 0 —¢ 0 0 1 1 o0
0 0 0 0 I,
La représentation de Burau réduite 1,5,1, s By = GLy (2 [til]) est définie comme le mor-
phisme de groupes prenant les valeurs '1,5.,,(0.,-) =V,pouri=1,...,n—1

Remarque 3.2.5. o et ¥y sont fideles, ¥, ne Pest pas pour n = 5. La question demeure ouverte
pour .
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3.3 noeuds et entrelacs

Définition 3.3.1. Un neud de B3 est une sous-variété de R® diffeomorphe au cercle St. Le
nceud est orienté si c’est une sous-variété orientée. L’orientation sera alors marquée par une
fleche sur un dessin du neeud (le « sens de parcours du neeud »).

Un entrelacs de R® ar composantes est une sous-variété de R? diffeomorphe 3 I'union disjointe
de 7 cercles S!. L’entrelacs est orienté si c'est une variété orientée. Chaque composante sera alors
fléchée.

Quelques exemples de nceuds et d’entrelacs (non orientés) sont dessinés sur la Figure 9

O

F1GURE 9 - Le nceud de tréfle droit, le noeud de huit, Uentrelacs de Hopf

Nous considérerons que deux entrelacs sont les mémes si on peut déformer continument Pun
en Pautre.

Définition 3.3.2. Deux entrelacs L et L' de R3 sont isotopes s'il existe F* : R® x [ — R3
continue, telle que chaque F, = F(.,s) soit un difféomorphisme {pour éviter qu’un entrelacs
passe A travers lui-méme pendant la déformation), et telle que Fy = Idps, F1(L) = L.

$i les entrelacs sont orientés, on dit qu’ils sont isofopes si en plus le difféomorphisme Iy
préserve Porientation.

Dans la suite, on assimilera un entrelacs 4 sa classe d’isotopie.

D’autre part, dans la suite de ce mémoire, sauf mention contraire, les entrelacs seront consi-
dérés orientés.

La théorie des noeuds consiste notamment & trouver des invariants permettant de distinguer
des classes d’isotopies d’entrelacs. I est souvent difficile de trouver un juste milieu entre la
puissance de distinction de I'invariant et 4 quel point il est facile (voire faisable) de le calculer
pour un entrelacs donné.

Exemple 3.3.3. Le neud trivial est le simple cercle 5 L, Lentrelacs trivial 6 v composantes est
une union de r cercles dans R®, chacun pris inclus dans une boule, avec les r boules disjointes,

Remarque 3.3.4. En identifiant S% & {(z1,22) € C%|z1]% + [22]? = 1}, la projection stéréo-
graphique s : 5% ~ {(0,1)} — R3 est un diffeomorphisme. On peut ainsi définir les noeuds et les
entrelacs dans S° au lieu de R3.

Exemple 3.3.5. Soient p,¢ € Z premiers entre eux. Le neeud torigue T'(p, q) associé est défini

St R3
comme l'image du plongement w,: §{ , ( ki , 24 )
V2 V2
. " cos(pt) stn{pt) cos{qt) )
11 est aussi paramétré par \ .
P P (\/ﬁ — sinfgt)’ V2 — sin(qt) V2 — sin(qt)

Remarquons que 7°(2,3) est le nceud de tréfle (droit).
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Avant de passer aux représentations diagrammatiques, quelques définitions supplémentaires :

Définition 3.3.6. Soit K un noeud orienté. On note — K le neend avee Porientation inverse, on
’appelle Vopposé de K. K est inversible si K est isotope & — K. Cette définition g'étend aux
entrelacs, mais en demandant d’inverser I'orientation dans toutes les composantes.

Soit L un entrelacs. L’image miéroér de L est son image par la réflexion (z,y, 2) — (2,¥, —2),
et sera notée L*.

L est positivement (vesp. négativement) amphichéral si L est isotope & L* (resp. & —L").

Comme pour les tresses, on manipulera plus facilement les nceuds en les regardant en deux
dimensions au lisu de trois.

Définitien 3.3.7. Un diagromme d’entrelocs générigue (orientd) est I'image D d'une immersion
(préservant 'orientation) d’une union disjointe de cercles dans le plan R? avec les conditions
supplémentaires que D n’a qu’'un nombre fini de points multiples, que ce sont tous des points
doubles & vecteurs tangents non colinéaires.

Chaque point double sera appelé eroisement et sera distingué avec une information « dessus-
dessous » .

A chague diagramme on peut associer une classe d’entrelacs dans R* : on considére le dia-
gramme dans R? x {0} puis on résout les points doubles en déplagant un segment faisant partie
de Parc « dessous » dans le demi-espace inférieur. Réciproquement :

Théoréme 3.3.8. Tout entrelacs est isotope a un entrelacs dont la projection sur les deux
premiéres coordonnées est un diagramme générigue.

Le théordme suivant est dd & Reidemeister, et est & rapprocher du Théoréme 3.1.3

Théoréme 3.8.9. Deuz diagrammes génériques définissent des entrelacs isotopes si et seulement
s'ils se correspondent par une suite finie d’isotopies planes et de mowvements de Reidemeister
R1, R2, R3 (cf Figure 10) (ou plutét de leurs versions orientées).

Les mouvements de Reidemeister de la figure 10 ont des variantes orientées : il s’agit sim-
plement de distinguer les cas selon 'orientation des différents arcs.

On dira qu’un croisement d’un diagramme est positif ou négatif suivant la Figure 11.
Remarquons que prendre I'image miroir d’un entrelacs correspond & inverser tous les croise-
ments d'un de ges diagrammes.

Définition 3.3.10. Soit 2 un diagramme d’entrelacs. Son entortillement w(D) est défini comme
la somme des signes de ses croisements, +1 pour un croisement positif, ~1 pour un croisement
négatif.

Définition 3.3.11. Soit D un diagramme d’un entrelacs L a deux composantes L1, L» , notons
Dy et Dy les projections de L, et L. L’enlacement k(L) de L est défini comme la demi-somme
des signes des croisements entre [ et Ds.

Proposition 3.3.12. L’enlacement de L ne dépend pas du diagramme D choisi, et est invariant
a4 isolopie prés.

Démonstration. 11 est clair que lk(L) est inchangé si on effectue des isotopies planaires sur le
diagramme D. Montrons que lk(L) est inchangé par les mouvements de Reidemeister. On aura
alors le résultat via le Théoréme 3.3.9.
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R2 f
X
/ " ’v
//\ SN
FIGURE 10 - Les trois mouvements de Reidemeister (non orientés)

/
/

croisement positif : \ , croisement négatif :

F1aure 11 - Signe d’un croisement dans un diagramme orienté

Les mouvements de type R1 ne rajoutent que des croisements d’une composante avec elle-
méme, ce qui ne change pas la valeur de enlacement.

On voit sur la Figure 10 que R2 rajoute ou retire une paire de croisements, I'un positif, ’autre
négatif, ce qui ne change pas I'enlacement.

Enfin, R3 déplace juste les croisements sans changer leur type ou leur signe, donc I’enlacement
n'est pas changé. [

Nous avons construit un premier invariant d’entrelacs (4 deux composantes), mais la technique
est universefle : en définissant une fonction sur les diagrammes invariante par les isotopies
planaires et les mouvements de Reidemeister, on obtient un invariant d'entrelacs.

Dans la section suivante nous allons découvrir une méthode similaire, mais différente, passant
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par le groupe de tresses.
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3.4 Tresses et noeuds : le théoréme de Markov

Définition 3.4.1. Soit 8 € B, qu’on considére comme une tresse géométrique. La fermeture
de 3 est entrelacs de R® obtenu en « refermant les n brins indépendamment » , cf Figure 12.
On le note 4.

FIGURE 12 - Fermeture d’une tresse

Ce procédé est invariant par isotople, car on peut toujours prendre les arcs qui referment les
brins suffisamment loin de la zone de déformation par une isotopie considérée, qui est bornée
dans R? x 1.

Exemple 3.4.2. La fermeture de o, € By est le noeud trivial.
Exemple 3.4.5. La fermeture de 1 € B, est 'entrelacs trivial 4 n composantes.
Théoréme 3.4.4 (Alexander). Soit L un entrelacs de R3. Alors In € N,3a € By, L =@,

Une démonstration peut étre trouvée dans [KTO8).

1l est done tentant d’utiliser les tresses et leur structure de groupe pour étudier les nceuds
et les entrelacs, et trouver des invariants. Le probléme est que de nombreuses tresses peuvent
avoir la méme fermeture. Le théoréme suivant résout e probléme et donne une relation d'équi-
valence explicite entre deux tresses de méme fermeture, 4 'image du Théoréme 3.3.9 pour la
représentation des entrelacs par des diagrammes.

Définition 3.4.5. Un mouvement de Markov de type M1 est le processus de transformer 3 € B,
en y9v~! € B, avec v € B,,.

Un mouvement de Markov de type M2 est le processus de transformer 4 € B, en i,(8)of! €
By, 11. Le processus inverse (passer de By, & By,-1) sera dit de type M271

Théoréme 3.4.6 (Markov). Soient o« € B, 8 € B,,,. Alors & est isotope B si et seulement si
B peul étre obtenu o partir de o par une suste finie de mouvements de Markov de types M1, M2
et M2°1,

Remarque 3.4.7. Le sens (<) n’est pas difficile & montrer, en remarquant que du point de
vue des diagrammes, un mouvement de type M2 ou M 27! revient aprés fermeture & ajouter ou
retirer une boucle de type Rl, et un mouvement de type M1 se dissipe aprés fermeture, car la
tresse v du haut peut étre « glissée » le long des n arcs de fermeture pour se trivialiser avec v~
par le bas.

I’autre sens, lui, est plus difficile & montrer. Une démonstration peut étre trouvée dans
[KT08].
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Ainsi, pour définir un invariant d’entrelacs, il suffit de définir une fonction sur les tresses
invariante par les mouvements de Markov !
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3.5 Fonctions de Markov : L’exemple du polyndme d’Alexander

Le Théoréme 3.4.6 implique que pour obtenir un invariant de noouds, il suffit de définir une
fonction sur le groupe de tresses invariante par les mouvements de Markov (on appelle fonction
de Markov une telle fonction).

Un moyen d’obtenir un tel invariant est via la représentation de Burau réduite :

det a)— Iy
Ag(t) = (%( ) n 1)

Lt .. i1’
appelé le polyndme d’Alevander de 'entrelacs &. (La encore, une démonstration de ce fait peut

étre trouvé dans [KT08].)

Le polyndéme d’Alexander a en fait été découvert bien avant les fonctions de Markov ; il a
été défini en 1928 par Alexander comme un certain déterminant calculé A partir de la matrice
de présentation du premier groupe d’homologie du revétement infini cyclique du complément du
neeud, ce groupe étant vu comme un Z{tt!-module. Ceci est fait en détail dans [Cro04].

Nous mentionnons ci-aprés une autre définition possible du polynéme d’Alexander, pour sa
simplicité et sa grande similitude & une des définitions possibles du polynéme de Jones (voir
Proposition 4.2.1)

si &« € By, est un invariant d’entrelacs & valeurs dans Z[t*!],

Définition 3.5.1. Un triplet de Conway est un triplet (L, L., L) d’entrelacs de R3 qui ont
des diagrammes identiques en dehors d'un disque, la différence & U'intérieur du disque étant selon

la Figure 13.
7 \/f p—
/ Ny

L+ L - L 0
FiqURE 13 — Triplet de Conway

Définition 3.5.2. On peut définir le polynéme d’Alexander Ay (t) € Z[\/f:tl} d’un entrelacs L
par induction, en demandant qu’il soit invariant par isotopie, de valeur 1 sur le nceud trivial, et

vérifie
1

Vi

pour tout triplet de Conway (L4, L_, Lg) (une telle relation pour un triplet de Conway est
appelée relation skein).

Ap, ~ A = (V= )AL (1)

Remarque 3.5.3. En fait, ces deux définitions ne sont égales qu'a un produit par ={v1)*
prés. Mais méme en autorisant cette ambiguité, te polynéme d’Alexander permet de distinguer
énormément d’entrelacs.

Dans la suite, quand nous écrirons &\, cela signifiera le polynéme défini par 3.5.2

Remarque 3.5.4. Nous allons montrer pourquoei la définition précédente par la relation skein
est valable ; voyons pourquoi le processus d'induction termine.

Supposons que nous connaissions la valeur de A sur tous les entrelacs admettant un dia-
gramme avec moins de £ croisements, et montrons qu’on peut déterminer A sur un entrelacs L
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ayant un diagramme D minimal (i.e. un diagramme de nombre minimal de croisements) & k+1
croisements. D étant minimal, on ne peut réduire son nombre de croisements par des mouvements
de Reidemeister.

{a) Partons d’un point arbitraire simple M d’une composante Dy du diagramme rencontrant
au moins un croisement de D). De ce point on suit Dy selon son orientation jusqu’a tomber sur
un croisement ¢ avec une composante différente (s'il n'y en a pas, passer & 1'étape (b) ), par
exemple de type positif. Considérons alors le triplet de Conway de diagrammes (D, D(Wl), D{gl))

C s 1 . . \
associé a ¢;. D((, ) ak croisements, donc on peut calculer son polynome d’Alexander, par hypothése
de récurrence. Connaitre Ap est donc éguivalent & connaitre A i L’idée est maintenant de

continuer A suivre la composante Dy en inversant ou non les croisements rencontrés, pour ge
retrouver finalement avec un diagramme £’ dont la composante contenant A croise les autres
composantes en passant toujours par-dessus. On peut alors faire glisser cette composante loin du
diagramme (via des mouvements R2 et R3), ce qui nous donne un diagramme équivalent avec
moins de & croisements, et on peut donc calculer le polynéme d’Alexander de [ par hypothése
de récurrence, ce qui nous donne celui de D.

(b) Mais si Dy ne rencontre pas d’autre composante {par exemple si L est un nceud et n’a
donc qu’une seule composante), il faut réduire le nombre de croisements d’une autre maniére. Par
le méme raisonnement qu’au (a), il suffit de trouver un diagramme D’ obtenu de D par inversion
d’un certain nombre de croisements de Dy tel que I’ est équivalent & un diagramme avec moins
de k croisements. Pour ceci, en partant de M, notons ¢;,.. ., ¢ les croisements rencontrés en
revenant & M, en autorisant les répétitions. k est pait et est le double du nombre de croisements
dans Dy, car chague croisement est rencontré deux fois en suivant le long de Dy : une fois par
le dessus, une fois par le dessous. On modifie alors les croisements pour qu'en partant de M et
en suivant Porientation de Dy, on passe toujours au-dessus d’un croisement qu’on rencontre la
premiére fois. La figure 14 illustre ce procédé. Un tel diagramme de noeud est appelé descendant.

& — &

FIGURE 14 — Trivialisation d'un neeud en inversant certains croisements

On peut voir que c’est un diagramme du noeud trivial en se plagant dans R3 et en plagant les
croisements A des altitudes distinctes descendantes, le neeud suivant une altitude strictement
décroissante entre deux croisements successifs, jusqu’au dernier ol on remonte jusqu'a M ; on
peut voir sans trop de difficulté que ce noeud est alors isotope au nceud trivial en « lissant » la
partie descendante de la courbe. Comme [ est un diagramme du nceud trivial, on connalt son
polynéme d’Alexander, c’est 1.

(¢) Enfin, il faut montrer Pinitialisation : si I n’a aucun croisement, alors il contient r
cercles, c’est le diagramme d’un entrelacs trivial & r composantes. Ainsi, quitte & effectuer une
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isotopie dans R*, on peut supposer que I} est comme sur la Figure 15. Alors, D est la partie

OO O

FIGuRrE 15 - Diagramme trivial & v composantes, avec un non-croisement entouré

Ly d'un triplet de Conway, cf Figure 15, et les parties L, représentent un entrelacs trivial 3
r — 1 composantes. Ainsi, par une récurrence immeédiate et en utilisant le fait que le polynéme
d’Alexander vaut 1 pour le noeud trivial, on voit qu'on peut calculer le polynéme d’Alexander de
D. (En fait, ce polynome est nul dés que r > 2, mais ce raisonnement général sur les réductions
de diagrammes via les relations skein nous sera utile plus loin).

De Ia méme fagon, nous définirons dans la partie suivante le polyndme de Jones comme fone-
tion de Markov via une certaine représentation de B,,, mais ce polyndéme pourra étre également
défini par une relation skein.
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4 Le Polynéme de Jones, invariant de nocuds

4.1 Représentation du groupe de tresses dans 1’algébre des e; et pre-
miére définition de Vi(t)

Les relations {ii) et (iii} de la Proposition 2.2.2 rappellent les relations qui définissent le
groupe de tresses B, dang le Théoréme 3.1.5 . Une idée pour obtenir une représentation de B,
est donc d’envoyer les générateurs o; sur a.e; +b.1 dans A, ., avec a,b € C (prendre une bonne
combinaison linéaire avec I'identité est un moyen classique d’obtenir un inversible & partir d'une
projection).

13
Un rapide calcul nous dit qu'en prenant ¢ tel que 2+t +t™' = ~eta =1t+1, b = -1,
T

. Bn — An,'r
Tn,T

At t oA : H 5 A
oi oy (t4 D — E) définit une représentation de B, dans 'algébre des e; A, r.

B‘n - An,'r
oy (t -+ 1)6,; —1

Remarque 4.1.1. 7, ,: 1
[ (—t— + 1)61’ -1

1
&

Remarque 4.1.2. w41, 0 iy = Ty, car les A, - forment une tour d’inclusions successives.

Définition 4.1.8. (Le polynome de Jones V(1))
Soit L un entrelacs, et o € B,, une tresse de fermeture égale & L.
Le polynéme de Jones de L pris en ¢ est

t+ 1\ .
Vi (t) 1= | — £y @tr(r, (o
)= () (e fa)
1 t
ol 24+ ¢4+t = - (ie. 7 = m), {r est la trace dans A, ., et e B, > Z est

labélianisation {qui envoie chague ¢; sur 1), ou la « somme des exposants »,

Vérifions maintenant que Vi(f) est invariant si on applique des mouvernents de Markov &
o € B,. Ceci prouvera qu’il est un invariant d’entrelacs.
Appliquons un mouvement de type M1. Soit vy € B, et L' la fermeture de oy~ !, alors
t+1 t+1

Vi

n—1 n—1
Vu(t)—(—m> (\/f)e“'“"_l’tr(?rn,qr(vm"1))z(————) (VD M ({7 e ()T 2 (7)™ 1))

vt

N et (a)) = VL
( ﬁ) (VOHO (10 1 () = Valt).

Considérons maintenant un mouvement de type M 2. On a tr(m, 1+ (in(@)on)) = (M - () Tng1 - (00)) =

tr(mp, . (@) {({t+1)e, —1)) = tr(m, . (@)).({t+1)7-1) = f%?tr(ﬂn,(a)). De méme, tr(mh41 - (in{a)o, ') =

t

tr(mn, - (o). Donc en notant L la fermeture de i,(a)oy, on a

t
L+ 1
+ L1 (n+1)~1 _
Vin(t) = (7{) (\/Z)e(%"(Q)U")tr(wn-%l.r(in(“)o'n)) = Va(t).

P . ; —1
De méme pour la fermeture de ¢, (a)o, !

Exemple 4.1.4. Soit L 'entrelacs trivial & » composantes. Alors L est la fermeturede a = 1 € B,.

Done Vi (£) = (m’;\%)r—l (VO (1)) = (—L};)T—l.
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Montrons maintenant des propriétés hasiques des polynomes d'Alexander et de Jones en
utilisant leurs relations skein.

Proposition 4.2.2. Si L esi un entrelacs, Ap = A.p et VL =V_p.

Démonstration. Cela vient du fait qu'inverser I'orientation dans un triplet de Conway ne change
pas sa nature. [

Ainsi, ni A ni V ne peuvent détecter si un entrelacs est inversible. Cependant, pour ce qui
est de Vamphichéralité, V se distingue :

Proposition 4.2.3. 8i L est un entrelacs, Vi (t) = V- (1).

Démonstration. Prendre I'image miroir d’un entrelacs revient & inverser tous les croisements dans
son diagramme, ce qui échange L, et L_ dans tout triplet de Conway, ce qui revient & prendre
¢t v 1 dans la relation skein. Comme V est défini inductivement par la relation skein, on en

t
déduit le résultat. [

Remarque 4.2.4. On a vu au 4.1.5 que le polyndme de Jones du nceud de tréfle droit est
t+3 — 3 et ce polyndme n'est pas invariant quand on remplace { par % Ceci prouve done que
les nceuds de tréfle droit et gauche ne sont pas isotopes!

Remarque 4.2.5. Le polynéme d’Alexander A est moins puissant pour ce qui est de détecter
Pamphichéralité d'un entrelacs. En effet, on a aussi Ap.(f) = Ap(3), mais Ar(3) = (—1)°AL(t)
avec ¢ le nombre de composantes de L. Alnsi le polynéme d’Alexander ne peut pas détecter I'am-
phichéralité d’un neeud (out de tout entrelacs avee un nombre pair de composantes), contrairement
au polyndme de Jones.

Pour finir, citons plusieurs propriétés de valeurs spécifiques de ces polyndémes et deux appli-
cations de ces résultats A la théorie des nceuds, et plus précisément, 4 la question du minimum
de brins nécessaires pour tresser un nceud donné.

Les démonstrations complétes peuvent &tre trouvées dans [Jon87).

Proposition 4.2.6. - (i) Pour tout endrelaes L, Vi(—1) = Ap(-1).
~ (it) Pour tout entrelacs L & c composantes, Vi (1) = (—2)~!
~ (iii) Pour tout neud K, Vi (e*™/3) = 1.
- (iv) Pour tout neud K, Vi (1) = 0.

(i), (ii)et (iv) peuvent se démontrer en utilisant uniquement la relation skein. (iii) nécessite
de revenir & Palgébre A,, ; qui est remarquablement simple puisqu’alers 7 = 1.

Proposition 4.2.7. 5i o € By d’abélianisé e et tel que & est un neud, alors
1
Vi (t) = /2 (1 - 21+t 4 tQ}Ad(t)) .
Corollaire 4.2.8. 9 K est un neud et (Ar(i)| > 3 alors K n’est pus lo fermeture d’une fresse
& trois brins.
Proposition 4.2.9. 5 o € B,y d’ebélianisé e et tel que & est un neud, alors
t—eVﬁ.(t) +teVa.(1/fi) — (t~3/2 + t71/2 4 tl/z + t3/2)(te/2 + tAe/2) _ (iu2 +tm1 +2 —}-t-{—t?).&&(t).

Corollaire 4.2.10. Si K est un neud et si Ag(e¥7/5) > 6.5 alors K n'est pas la fermeture
d’une tresse @ quatre brins.

Ces propositions donnent des critéres facilement vérifiables pour déterminer si un noeud donné
s’écrit comme la fermeture d’une tresse & 3 ou 4 brins.
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