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B.A., Conway 2018 : Construction des applications de Burau [?

Bﬁ) des groupes de tresses B,, out >0et~v: F, » G.

Pour 7: F, — Gk, lien avec T,(<2)(t) la torsion d’Alexander L.

. . 5 0 2
Quels autres invariants de noeuds peut-on construire via Bﬁj ?

Théoreme (B.A. 2020+)

@ Pour v plus bas que Gk : invariants d’Alexander L? tordus.

© Pour certains autres y: pas d’invariant de nceuds.

Méthode : Appliquer les mouvements de Markov aux B%)
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Plan de |'exposé

@ Préliminaires (Artin, Fox, Burau)
@ Applications de Burau L2
© Torsions d'Alexander L2

@ Mouvements de Markov et nouveaux invariants
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Tresses et groupe libre

Groupe libre F,, = (x1,...,x, | ) = m1(D?\ {p1,---,Pn}).

Artin: Une tresse 3 € B, induit un automorphisme hg € Aut(F,).

Exemple: Pour 01 € By, hyy 0 x1 — Xlxle_l, Xo —> X].

B, — Aut(F,)
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Calcul de Fox

Les dérivées de Fox sur I, sont des applications linéaires
0
—: ZF, — ZF,

E” (ou i =1,...,n), définies inductivement par:
0 0 7 _ _
87)(,‘()9.) = diy, Ox: (Xj 1) = —0iX; g
0 0 0
aX,'(UV) - 8X,‘(U) + uaX,‘(V)

(af(x»

I ) € GL,(ZF,) est le jacobien de Fox de f € Aut(F,).
1 I,j

Exemple: Pour 01 € By, hy 0 x1 — xlxzxfl, Xo > X1, et

Oho (%)) (1 —xpaxgt 1
8X,' N X1 0/)°
Aut(F,) — GL(ZF,)
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Le changement de coefficients x(P,, 7, t)

On définit un morphisme d’anneaux x(®,,, t): pour
o &,: F, = 7Z,x;— 1, I'épimorphisme d'augmentation.
e v:F, = G tel que &, factorise par 7,
o t>0,

on définit k(®,,v,t): ZF, — RG par g — t?&)~(g).

Exemple: Pour n=2ety = T®2: (F, —» T2 ={T™ me Z}),
1—xpox;t 1 1—tT 1
(o7 . 1X2X1
w2, T ’t)'< X1 0> <tT 0)‘

K(®p, 7, t) induit GL,(ZF,) — GL,(RG).

Fathi Ben Aribi Mouvements de Markov sur les applications de Burau 12



Entre Artin et Burau

Artin

B, " Aut(F,) &% 6Ly (ZF,) VY 6L (RG)

F, Considérons les applications
4
\ Ohal(x:
q)n B G B = H(¢n,7, t) <6(XJ)>
o Oxi 1<ij<n
7" pour différents v: F, — G.

@ v = Idp, : jacobien de I’action d’Artin, toujours injective.

1-— X1X2Xf1 1>

32901 — (
X1 0

@ v = T®: rep. de Burau, qui est non injective pour n > 5.
B 5 . 1—tT 1
o1 .
2 tT 0



Un point de vue L?

Probleme : Extraire de I'info de M,(RG) si G est non commutatif.
— Sur £2(G) il y a le déterminant de Fuglede-Kadison.

On remplace donc I'algebre RG par |'espace de Hilbert
P(G):={> X8 | A €C)) A <0
geaG geG

Opérateurs bornés G-équivariants typiques:
Ry: £?(G) — (*(G), g v gh,

I'opérateur multiplication a droite par h € G.

L'opération R. induit  GL,(RG) < B ((3(G)").



Les applications de Burau L2

Artin

B, " Aut(F,) X GLy(zF,) ") 6L (RG) & B (2(6)"),

L'application de Burau L2 associée 3 t > 0 et v: F,, — G est:

@. (Bn — B(2(G)")\ . ,_ Ohs(x))
Bt{Y' (ﬁ — RA , OU A= K((Dna’Ya t) 8x,- 1<ij<n .
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Les applications de Burau L2

Artin

B, " Aut(F,) X GLy(zF,) ") 6L (RG) & B (2(6)"),

L'application de Burau L2 associée 3 t > 0 et v: F,, — G est:

@. (Bn — B(A(G)")\ . , dhs(x;)
Biy: (ﬁ o R, ,ou A= k(P,,7,t) B Kugn.

L'application de Burau L? réduite associée aux mémes t,~y est:

o 2 n—1 h .
7\ B> Rw 98i /) 1<ijen

ol g1 = X1, &2 = X1X2, ..., &n = X1 ...Xn engendrent aussi [F,,.
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Multiplicativité et calculs

Formule d'(anti-)multiplication: Vo, 5 € B,

B(ap) = B2 () 0 B2, (a).

t,’yohﬂ

Conséquence : Plus v: F,, — G est injectif, moins 8527) ressemble

a une (anti-)représentation de groupe.

BE? est une (anti-)rep. du sous-groupe {3 € B,y o hg = ~v}.
(2)

t.-(B) via les images des 0.

On peut quand méme calculer
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La torsion d’Alexander L2 d’un entrelacs

(Dubois-Friedl-Liick 14) Torsion d’Alexander L2 de I'entrelacs L :

7). Rso —  Ryo
Lol — 1901
L

Quelques propriétés:

(Liick-Schick 99) sz)(l) contient le volume de S3\ L.
(Friedl-Liick, Liu 15) TL(z)(OJr), TL(2)(+oo) donnent le genre g(L).

(Miscellaneous) TEZ) est nulle ssi L est scindé.
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Burau L? a I'étage du groupe de I'entrelacs

La torsion d’Alexander L2 est définie avec le déterminant de
Fuglede-Kadison detc: Ry, (zc) — Rxo.

(difficile a calculer !)

Pour v = v5: F, = G 2 m1(S3\ B3) le quotient par hg(x;) = x;,

Burau L2 réduite Efw)ﬁ donne la torsion d'Alexander L2 TBEZ):

Théoreme (B.A.-Conway 17)

Soit B € B,, L= 3 sa fermeture et t > 0. On a alors:

TL(2)(t) 5 max(l, t)" = detg, (Eg—gﬁ(ﬁ) _ IdéB(nfl)> '
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Fonctions de Markov

Les mouvements de Markov sur les tresses Li,>1 B, sont:
e Markov 1, la conjugaison : 3 — o 153, ol a, 5 € B,.
o Markov 2, les stabilisations : B, > 3 — anﬂﬁ € Bpy1.

Markov : ﬁA et BA’ sont des entrelacs isotopes ssi 3 et 3 sont
reliées par un nombre fini de Markov 1, Markov 2 et leurs inverses.

Une fonction F sur L,>1B, est une fonction de Markov si elle est
invariante par les mouvements de Markov.
— F donne un invariant d’entrelacs.

t7’y

Pour quels v a-t-on § — det g <B(2)(5) = Id@("fl))

fonction de Markov 7
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La Markov-admissibilité d'une famille d'épimorphismes

Une famille Q d’'épimorphismes de groupes libres
Q= {Qs: Fnp) = Gq, | B € Unz1Bn}

est Markov-admissible si pour toute paire de tresses 3, 3’ reliées
par un mouvement de Markov, Qg et Qg sont “comparables”.

Qﬁ Qaflﬁa QB QU;‘?ﬁ
IS, 308
GQB + GQaflﬁa GQB C% GQJ%,B

But : Construire une fonction de Markov sur U,>1 5, via Q.
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Plusieurs familles d'épimorphismes Markov-admissibles

o [dp, := l'identité sur I,
e o, := l'abélianisation de F,, vers Z".
@ g := le quotient par hg(x;) = x; (& fermeture de ().
e &, := l'augmentation de ', vers Z.

F,X

©n VB
v
X 7" b, Gﬂijb G/3’
\\\\ /// /l/JB
\\\ /// o rwﬁ
Sy %’if,,»”/(’
7 &

det (Burau(2) - Id) est fonction de Markov ? v : Oui. X: Non.
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Obtenir des fonctions de Markov

Pour Q = {Qﬁ}ﬁeun>18n Markov-admissible et t > 0, on définit:

L|n>18n — F(R>0,R>0)/{t — tm, m &€ Z}

Fo = detg B?) () — 1d®(—1)
7Q
B = |t % ( o )

max(1, t)"

Théoreme (B.A. 2020+)

Q Si{Qs} = {ysong}, alors Fg est de Markov, et I'invariant
associé est une torsion d'Alexander L? tordue par Pg.

@ Siles Qg sont les identités Id]Fn( 5 OU les abélianisations pp(a),
alors Fg n'est pas de Markov.
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Idée de la preuve du Théoreme 1

Conjugaison : Pour v: F, - G, la formule de produit donne:

72 - 72y 7 72 -
B (a7 Ba) = B (@) 0 B oy, (B) o (Ben_,, (@)
qui est une conjugaison si y va assez bas pour que yo h,-153, = 7.

pour v = ¢/3 ° 8.

Stabilisations : Par des opérations élémentaires, on obtient

7=(2)
7 (1 B: A (8) *
By (o, 8) = ty ,
to (o F) ((’Y o hg —y)(x) *
ol * a un déterminant de Fuglede-Kadison connu.

pour 7y = g o 3.
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Calculs de déterminants pour le Théoreme 2

On montre dans les deux cas que Fo(oy ) # Fo(o207t).

Difficulté : Pour prouver que deux déterminants de
Fuglede-Kadison sont différents, il faut les calculer.

Pour les abélianisations ¢, F, — Z",
Fo(oao7t) = det s (Id + Ry + R,) = 1.38135... # 1 = Fg(o7?).

(Boyd, calculs de mesures de Mabhler)

Pour les identités Idy,,

Fo(oaoyt) =detp, (Id+ R+ R)) = —= = 1.15... # 1 = Fg(o7}).

2
V3

(Bartholdi-Dasbach-Lalin, marches aléatoires sur des arbres)
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Possibles pistes futures

@ Trouver de plus larges classes de Q telles que Fg n'est pas de
Markov.

o Essayer d'obtenir des invariants d'entrelacs depuis Burau L?
par d’autres formules que det(- — Id).

@ (avec C. Anghel) Adapter ces techniques a de futures versions
L? des représentations de Lawrence des groupes de tresses,
qui sont connues pour donner des invariants quantiques.
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