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Plan de |'exposé

Fuglede-Kadison 1952:  detg(A) = ef2ee(n(4) ¢ R
pour des opérateurs G-equivariants positifs A sur £2(G) (dim = o).

A En général, detg(A) est difficile a calculer.

Théoreme (B.A. 2022)

Corollaire (B.A. 2022)
Motivation / Application potentielle
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Plan de |'exposé

Fuglede-Kadison 1952:  detg(A) = ef2ee(n(4) ¢ R
pour des opérateurs G-equivariants positifs A sur £2(G) (dim = o).

A En général, detg(A) est difficile a calculer.

detg(A) <+ mesure de Mabhler, volume hyperbolique, etc.

Calculer des déterminants detg(A) via des graphes de Cayley.

Théoreme (B.A. 2022)

Corollaire (B.A. 2022)
Motivation / Application potentielle
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Plan de |'exposé

Fuglede-Kadison 1952:  detg(A) = et2ee(n(A)) ¢ R-,
pour des opérateurs G-equivariants positifs A sur £2(G) (dim = o).

/N En général, detc(A) est difficile a calculer.

detg(A) <> mesure de Mabhler, volume hyperbolique, etc.

Calculer des déterminants detg(A) via des graphes de Cayley.

Théoreme (B.A. 2022)
Pour G =Ty = (x, y|) le groupe libre, detp,(1 + x + y) = %

S

Corollaire (B.A. 2022)

Nouvelles bornes sur les valeurs de detg pour de nombreux G.

Motivation / Application potentielle
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Plan de |'exposé

Fuglede-Kadison 1952:  detg(A) = et2ee(n(A)) ¢ R-,
pour des opérateurs G-equivariants positifs A sur £2(G) (dim = o).

/N En général, detc(A) est difficile a calculer.

detg(A) <> mesure de Mabhler, volume hyperbolique, etc.

Calculer des déterminants detg(A) via des graphes de Cayley.

Théoreme (B.A. 2022)
Pour G =Ty = (x, y|) le groupe libre, detp,(1 + x + y) = %

S

Corollaire (B.A. 2022)

Nouvelles bornes sur les valeurs de detg pour de nombreux G.

Motivation / Application potentielle

Mieux calculer des invariants topologiques (Torsions L2).
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Premiere Partie :

Mesures de Mahler
&
déterminants de
Fuglede—Kadison
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Mesures de Mahler (Lehmer 1933, Mahler 1962)

La mesure de Mahler d'un polyndme P € C [X*!] = C[Z] est

M(P) :=exp <217r /27]n P (eig) ’ d«9) € Rxo.
0

Probléme de Lehmer (1933)
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Mesures de Mahler (Lehmer 1933, Mahler 1962)

La mesure de Mahler d'un polyndme P € C [X*!] = C[Z] est

M(P) = exp <2::T /027in P (em) ’ d9> € Rxo.

Exemples:

o M (€ T10x - ) = I€1- T max(L. o),

i=1
e M (L)=1.176280818... pour le polyndme de Lehmer
L(X)= X104 x% X7 - X6 - X5 X*— X3+ X+1.

Probléme de Lehmer (1933)
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Mesures de Mahler (Lehmer 1933, Mahler 1962)

La mesure de Mahler d'un polyndme P € C [X*!] = C[Z] est

M(P) = exp <2::T /Ozﬁn P (ei9> ’ d9> € Rxo.

Exemples:

.

o M (C- H(X—a;)) =|C|-
i=1

e M (L)=1.176280818... pour le polyndme de Lehmer

L(X)= X104 x% X7 - X6 - X5 X*— X3+ X+1.

r
max(1, |ail).
i=1

Probleme de Lehmer (1933)

A-t-on inf{M(P) > 1| P e Z[X]} >17 ou méme = 1.176...7

> nombres algébriques, systoles hyperboliques, ... (Smyth 2008, Pham-Thilmany 2021)
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Déterminants de Fuglede—Kadison (Fuglede-Kadison 1952, Liick 2002)

Soit G un groupe de présentation finie (e.g. G = 71(S3\ K)).

Rep. réguliere G ~ (?(G) ~~ Action d’anneau CG ~ £2(G).
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Déterminants de Fuglede—Kadison (Fuglede-Kadison 1952, Liick 2002)

Soit G un groupe de présentation finie (e.g. G = m1(S% \ K)).
Rep. réguliere G ~ (?(G) ~~ Action d’anneau CG ~ £2(G).

Tout A=) a, - g € CG, comme opérateur G-équivariant, a une
trace trg(A) := a1, € C et un déterminant de Fuglede-Kadison

e—07t

1
det g(A) := lim exp <2tr(; (In(A*A+ e Id))) € Ryo.

(In(A) = calcul fonctionnel, pensez “série entiere”).
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Déterminants de Fuglede—Kadison (Fuglede-Kadison 1952, Liick 2002)

Soit G un groupe de présentation finie (e.g. G = m1(S% \ K)).
Rep. réguliere G ~ (?(G) ~~ Action d’anneau CG ~ £2(G).

Tout A=) a, - g € CG, comme opérateur G-équivariant, a une
trace trg(A) := a1, € C et un déterminant de Fuglede-Kadison

1
det g(A) := lim exp <2tr(; (In(A*A+ e Id))) € Ryo.

e—07t

(In(A) = calcul fonctionnel, pensez “série entiere”).

Ex: Pour G fini, 2(G) = CI6l, et detc(A) = det(|A|)TT.
Ex: detg(a-1Id) = |a| pour a € C.
Ex: detg(Id + a- Ry) = max(1, |a|) pour a € C et ordre(g) = oc.

En général: detg(A) est difficile a calculer.
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Constantes de Lehmer de groupes (Liick 2019)

Proposition (Lien avec la mesure de Mahler, Schmidt 1995, Liick 2002)
Pour G =Z, et P € C [X*!] 2 C[Z], on a detz(P) = M(P).

Probleme de Lehmer—Liick (Liick 2019)
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Constantes de Lehmer de groupes (Liick 2019)

Proposition (Lien avec la mesure de Mahler, Schmidt 1995, Liick 2002)
Pour G =Z, et P € C [X*!] 2 C[Z], on a detz(P) = M(P).

Liick 2019: Constante de Lehmer du groupe G:
AY(G):= inf{detg(A) > 1| AEZG ~ (%(G) injectif} € [1,2].

Exemples: AV ({1}) =2, A¥(Z/2) =+/3, NY(Z/n) — 1.

n—oo

Probleme de Lehmer—Liick (Liick 2019)
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Constantes de Lehmer de groupes (Liick 2019)

Proposition (Lien avec la mesure de Mahler, Schmidt 1995, Liick 2002)
Pour G =Z, et P € C [X*!] 2 C[Z], on a detz(P) = M(P).

Liick 2019: Constante de Lehmer du groupe G:
AY(G):= inf{detg(A) > 1| AEZG ~ (?(G) injectif} € [L,2].

Exemples: AV ({1}) =2, A¥(Z/2) =+/3, NY(Z/n) — 1.

n—oo

Probleme de Lehmer—Liick (Liick 2019)

Pour quels G a-t-on AY(G) > 1 ? ou bien A} (G) = 1.176...7

Lehmer—Liick si G = Z < Probleme de Lehmer (car detz = M).

Fathi Ben Aribi Déterminants de Fuglede—Kadison sur F, et constantes de Lehmer



Deuxieme Partie :

Déterminants de
Fuglede—Kadison

&
graphes de Cayley
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Calculer detg via des graphes de Cayley

Via In(1 — X) = =3 % pour A injectif et tout 0 < X < [|A[| 72,

n>1

1
detg(A) := eirg+ exp <2tr(; (In(A*A+ ¢ Id))>

1 1 N
o =A"2exp (-2 > ~trg ((Id — AA"A) )) :

n>1

qui dépend seulement de la suite ¢, := trg ((A*A)").
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Calculer detg via des graphes de Cayley

Via In(1 — X) = =3 % pour A injectif et tout 0 < X < [|A[| 72,

n>1

1
detg(A) := eirg+ exp <2tr(; (In(A*A+ ¢ Id))>

1 1 N
o =A"2exp (-2 > ~trg ((Id — AA"A) )) :

n>1

qui dépend seulement de la suite ¢, := trg ((A*A)").

A A*A = > -ag - & € CG, on associe le graphe de Cayley
fini
pondéré I 4-4 de groupe (gi) ¢, générateurs gj, et poids ag;.

Ainsi ¢, = trg ((A*A)") est égal au nombre de circuits sur 4«
basés en 1 de longueur n (comptés avec les poids [] ag;).
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Séries génératrices, exemple sur Z

Pour calculer tous les ¢, = trg ((A*A)"), on considére la série
génératrice associée up-a(z) = > cnCn- 2"

Relations de G, forme de [4«4 ~~ équations fonctionnelles en s+ 4.

Exemple : Sur Z = (g|), uz(z) == > entrc ((g + gil)”) - zn

_ 1 N 1 . .
uz(z) = 5207 Ou un(z) = o) compte les circuits sur N.

On calcule alors  uz(z) = \/liw =3 hen (31220,
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Le cas des groupes libres [Fy

Proposition (Bartholdi 1999, Dasbach—Lalin 2009)

Pour G = F2 = <X,y>, on a U(1+X—1+y71)(1+x+y)(2) = ﬁ

3 €dw. <

Za o g _ . F .
Idée : Uty 1ty 1) 11x) (2 = Uitin by 1)y (2): PUIS

on coupe le graphe en 3 sous-graphes équivalents.
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Le cas des groupes libres [Fy

Proposition (Bartholdi 1999, Dasbach—Lalin 2009)

Pour G = T3 = (x,y), 0n a U141 x—14,-1)(14x+y)(2) = #@'

Théoreme (B.A. 2022)

Pour G = F2 = <X,y>, on a dEt]FZ(]. +X+y) = L

S

Théoreme (B.A. 2022)
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Le cas des groupes libres [Fy

Proposition (Bartholdi 1999, Dasbach—Lalin 2009)

Pour G =TF3 = (x,y), 0n a U(14x-14y-1)(14x4y)(2) = ﬁ.

Théoreme (B.A. 2022)

Pour G =TF3 = (x,y), on adetp,(1 + x+y) = %

Ici le graphe I est un arbre et |'opérateur A*A est tres symétrique.
On peut démontrer similairement:

Théoreme (B.A. 2022)

Pour G =F4 = (x1,...x4), on a
d

detp, (1 +x1 4+ ... +xg) = —L 01

2d—1
detp,(x1 +x; 1+ ...+ xqg +x51) = %
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De nouvelles bornes pour le Probleme de Lehmer—Luck

AY(G):= inf{detg(A) > 1| A€ ZG ~ (%(G) injectif} € [1,2].

Probleme de Lehmer—Liick (Liick 2019)

Pour quels G a-t-on AY(G) > 17 ou AY(G) = 1.176...7

Conséquence (Lehmer 1933)

Théoreme + Corollaire (B.A. 2022)
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De nouvelles bornes pour le Probleme de Lehmer—Luck

AY(G):= inf{detg(A) > 1| A€ ZG ~ (%(G) injectif} € [1,2].

Probleme de Lehmer—Liick (Liick 2019)

Pour quels G a-t-on AY(G) > 17 ou AY(G) = 1.176...7

Fait H< G = VA € ZH, detg(1(A)) = dety(A).
= A¥(G) < AY(H).

Conséquence (Lehmer 1933)
Pour G # {1} sans torsion, A}(G) < Ay (Z) < M(L) =1.176...

Théoreme + Corollaire (B.A. 2022)
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De nouvelles bornes pour le Probleme de Lehmer—Luck

AY(G):= inf{detg(A) > 1| AEZG ~ (?(G) injectif} € [L,2].

Probleme de Lehmer—Liick (Liick 2019)

Pour quels G a-t-on AY(G) > 17 ou AY(G) = 1.176...7

Fait H< G = VA € ZH, detg(1(A)) = dety(A).
= A¥(G) < AY(H).

Conséquence (Lehmer 1933)

Pour G # {1} sans torsion, A}(G) < AY(Z) < M(L) =1.176...

Notre théoreme nous donne donc une nouvelle borne :

Théoreme + Corollaire (B.A. 2022)

Pour G =TF3 = (x,y), on adetp,(1 +x+y) = % =1.15....

— Tout G avec des sous-groupes libres vérifie \Y'(G) < 1.15....
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Troisieme Partie :

Déterminants de
Fuglede—Kadison,
topologie &
géométrie hyperbolique
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Torsions L? et volumes hyperboliques

Soit M une 3-variété. Soit C(M) := 2(m1 M) @? )C*(I\7I,Z).
Zmi (M

(-1
Torsion L2 de M: TA(M) := ] det,, (v (85(2)(%) € Rso.
keN

Theoreme (Burghelea—FriedIander—Kappeler—McDonald 1996, Lott-Mathai 1992, Liick-Schick 1999)

Soit M une 3-variété hyperbolique (close ou a pointes). Alors

T@(M) = exp (%) :

Théoreme (B.A. 2022)
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Torsions L2 et volumes hyperboliques

Soit M une 3-variété. Soit C(M) := 2(m1 M) @% )C*(I\7I,Z).
Zmi (M

(-1
Torsion L2 de M: TA(M) := ] det,, (m) (8,5(2)(/\/’)) € Rso.
keN

Theoreme (Burghelea—FriedIander—KappeIer—McDonald 1996, Lott-Mathai 1992, Liick-Schick 1999)

Soit M une 3-variété hyperbolique (close ou a pointes). Alors

TO(M) = exp (VOI(M)> .

o

Théoreme (B.A. 2022)

Pour une infinité de 3-variétés hyperboliques M et tout groupe
(M

G > (M), on a AY(G) < exp <V06( )> < 1.15...
Y

Utilise que rk(m1(M)) = 2 (e.g. remplissages de Dehn sur I'entrelacs de Whitehead).
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Motivation: I'insaisissable invariant d’Alexander L2

Li-Zhang 2006: L'invariant d’Alexander L? d'un nceud K C S3
A(}?)(t) = det, (s3\k)(A(K, t)), fonction continue de t > 0.

(det,, (s3\x) = déterminant de Fuglede—Kadison and A(K, t) = matrice de Fox)

~~ volume V, genre %, entropie de la monodromie *, volume relatif ©

(Liick—Schick 1999, Dubois—Friedl-Liick 2016, Liu 2017, Friedl-Liick 2019, B.A.-Friedl-Herrmann 2021)

Nouveaux calculs de det, (s3\k) via les graphes de Cayley.
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Le cas [F; — des indices pour l'invariant d'Alexander L2 ?

Que vaut detp, (1 +x + t-y) ? Ce qu'on sait jusqu'ici :

I" encore un arbre, mais les équations fonctionnelles sont cubiques.

Connaitre f(t) = detp,(1 + x + t - y) peut fournir des indices sur
la forme générale de I'invariant d’Alexander L? Af)(t).

(f(t),A(KZ)(t) sont-elles lisses/monomiales par morceaux ?)
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