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Plan de |'exposé

Fuglede—Kadison 1952:  detg(A) = etrace(in(4) ¢ R
pour des opérateurs G-equivariants positifs A sur £2(G) (dim = ).

Calculer des déterminants detg(A) via des graphes de Cayley.

Théoreme (B.A. 2022)

Pour G =F = (x,y|) le groupe libre, detz,(1+ x +y) = 2.

S

Théoreme (B.A.-Conway 2018, B.A. 2021)

On construit des représentations de Burau L? des tresses et on
étudie les invariants d’entrelacs qu’elles définissent.

Motivation / Application potentielle

Mieux calculer des invariants topologiques (Torsions L?).
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Premiere Partie :

Déterminants de
Fuglede—Kadison
sur les groupes libres
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Déterminants de Fuglede—Kadison (Fuglede-Kadison 1952, Liick 2002)

Soit G un groupe de présentation finie (e.g. G = 71(S3\ K)).

Rep. réguliere G ~ (?(G) ~~ Action d’anneau CG ~ £2(G).
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Déterminants de Fuglede—Kadison (Fuglede-Kadison 1952, Liick 2002)

Soit G un groupe de présentation finie (e.g. G = m1(S% \ K)).
Rep. réguliere G ~ (?(G) ~~ Action d’anneau CG ~ £2(G).

Tout A=) a, - g € CG, comme opérateur G-équivariant, a une
trace trg(A) := a1, € C et un déterminant de Fuglede-Kadison

e—07t

1
det g(A) := lim exp <2tr(; (In(A*A+ e Id))) € Ryo.

(In(A) = calcul fonctionnel, pensez “série entiere”).
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Déterminants de Fuglede—Kadison (Fuglede-Kadison 1952, Liick 2002)

Soit G un groupe de présentation finie (e.g. G = m1(S% \ K)).
Rep. réguliere G ~ (?(G) ~~ Action d’anneau CG ~ £2(G).

Tout A=) a, - g € CG, comme opérateur G-équivariant, a une
trace trg(A) := a1, € C et un déterminant de Fuglede-Kadison

1
det g(A) := lim exp <2tr(; (In(A*A+ e Id))) € Ryo.

e—07t

(In(A) = calcul fonctionnel, pensez “série entiere”).

Ex: Pour G fini, 2(G) = CI6l, et detc(A) = det(|A|)TT.
Ex: detg(a-1Id) = |a| pour a € C.
Ex: detg(Id + a- Ry) = max(1, |a|) pour a € C et ordre(g) = oc.

En général: detg(A) est difficile a calculer.
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Calculer detg via des graphes de Cayley

Via In(1 — X) = =3 % pour A injectif et tout 0 < X < [|A[| 72,

n>1

1
detg(A) := eirg+ exp <2tr(; (In(A*A+ ¢ Id))>

1 ]‘ * n
o =A"2exp (-2 > ~trg ((Id — AA"A) )) :

n>1

qui dépend seulement de la suite ¢, := trg ((A*A)").
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Calculer detg via des graphes de Cayley

Via In(1 — X) = =3 % pour A injectif et tout 0 < X < [|A[| 72,

n>1

1
detg(A) := eirg+ exp <2tr(; (In(A*A+ ¢ Id))>

1 1 N
o =A"2exp (-2 > ~trg ((Id — AA"A) )) :

n>1

qui dépend seulement de la suite ¢, := trg ((A*A)").

A A*A = > -ag - & € CG, on associe le graphe de Cayley
fini
pondéré I 4-4 de groupe (gi) ¢, générateurs gj, et poids ag;.

Ainsi ¢, = trg ((A*A)") est égal au nombre de circuits sur 4«
basés en 1 de longueur n (comptés avec les poids [] ag;).
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Séries génératrices, exemple sur Z

Pour calculer tous les ¢, = trg ((A*A)"), on considére la série
génératrice associée up-a(z) = > cnCn- 2"

Relations de G, forme de [4«4 ~~ équations fonctionnelles en s+ 4.

Exemple : Sur Z = (g|), uz(z) == > entrc ((g + gil)”) - zn

_ 1 N 1 . .
uz(z) = 5207 Ou un(z) = o) compte les circuits sur N.

On calcule alors  uz(z) = \/liw =3 hen (31220,
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Le cas des groupes libres [Fy

Proposition (Bartholdi 1999, Dasbach—Lalin 2009)

Pour G = F2 = <X,y>, on a U(1+X—1+y71)(1+x+y)(2) = ﬁ

3 €dw. <

Za o g _ . F .
Idée : Uty 1ty 1) 11x) (2 = Uitin by 1)y (2): PUIS

on coupe le graphe en 3 sous-graphes équivalents.
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Le cas des groupes libres [Fy

Proposition (Bartholdi 1999, Dasbach—Lalin 2009)

Pour G = F2 = <X,y>, on a U(1+X—1+y71)(1+x+y)(2) = ﬁ

Théoreme (B.A. 2022)

2

Pour G =TFy = (x,y), on adetp,(1 + x+ y) = e

Ici le graphe I est un arbre et I'opérateur A*A est tres symétrique.
— Résultats similaires sur Fy.

Corollaire (B.A. 2022)

% = 1.15.. est une nouvelle borne supérieure commune des
constantes de Lehmer A} (G) des groupes G tels que Fo < G.
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Motivation: I'insaisissable invariant d’Alexander L2

Li-Zhang 2006: L'invariant d’Alexander L? d'un nceud K C S3
A(}?)(t) = det, (s3\k)(A(K, t)), fonction continue de t > 0.

(det,, (s3\x) = déterminant de Fuglede—Kadison and A(K, t) = matrice de Fox)

~~ volume V, genre %, entropie de la monodromie *, volume relatif ©

(Liick—Schick 1999, Dubois—Friedl-Liick 2016, Liu 2017, Friedl-Liick 2019, B.A.-Friedl-Herrmann 2021)

Nouveaux calculs de det, (s3\k) via les graphes de Cayley.
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Le cas [F; — des indices pour l'invariant d'Alexander L2 ?

Que vaut detp, (1 +x + t-y) ? Ce qu'on sait jusqu'ici :

I" encore un arbre, mais les équations fonctionnelles sont cubiques.

Connaitre f(t) = detp,(1 + x + t - y) peut fournir des indices sur
la forme générale de I'invariant d’Alexander L? Af)(t).

(f(t),A(KZ)(t) sont-elles lisses/monomiales par morceaux ?)
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Deuxieme Partie :

Représentations de
Burau L2
des tresses
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Tresses

Le groupe de tresses B, est défini par la présentation

(01,...,0n-1 | 0j0i410] = 0110041, 0i0j = ojo; for |i —j| > 2)

et une tresse § € B, est aussi vue topologiquement comme une
1-sous-variété de D? x [0, 1] sans tangente horizontale.

01

02

il

[

g1 02

Fathi Ben Aribi
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Tresses et entrelacs

La fermeture B d’'une tresse 3 € B, est un entrelacs de S3.

e [

b = entrelacs trivial
a 2 composantes

Mouvements de Markov sur les tresses Li,>1Bp:
e Markov 1, les conjugaisons: 3 — o 15« ol a, 3 € B,
e Markov 2, les stabilisations: B, > 3+ o3 € B, 1.

Theorem (Markov 1935)

B et 3’ sont des entrelacs équivalents ssi 3 et 3’ sont lides par
un nombre fini de mouvements de Markov.
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Les représentations de Burau

Representation de Burau:

1-7 1

B:BnBJ;l—)Id,’_l@< T 0

) © 1y i1 € GL(Z[T, TY))

Representation de Burau réduite:

1 T 0
B:B,>0; — Idio®|0 —T 0|®ld,_j_» € GL,_1(Z[T,T7Y)
0 1 1

Theorem (Burau 1936)

Soit € B,,. Alors le polyndme d’Alexander AB de I'entrelacs /3
vérifie (3 multiplication par une unité de Z[T, T~!] pres):

= TT det(B(B) — Id,_1).
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Tresses et groupes libres

Groupe libre F,, = (x1,...,x, | ) = m1(D?\ {p1,---,Pn}).

Artin: Une tresse 3 € B, induit un automorphisme hg € Aut(F,).

Exemple: Pour 01 € By, on a hyy 1 x1 — X1X2X1_1, Xo > X1.

B, — Aut(F,)
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Calcul de Fox

Les dérivées de Fox sur I, sont les applications linéaires

™ : ZFp, — ZF, (ou i = 1,...,n), définies inductivement par:
Xi

0 e 0 ( 1\ _ < -1
87X,(XJ) = 0i, % (X ) = 0%

£(x:

(88()9)) € GL,(ZF,) est le jacobien de Fox de f € Aut(F,).
Xi Jij

Exemple: Pour 01 € B, on a hyy 1 x3 — xlxzxfl, Xo > X1, et

Oho (X)) _ (1—xpox;t 1
8X,' o X1 0 ’

Aut(F,) — GLy(ZF,)
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Le changement de coefficients x(P,, 7, t)

On construit un morphisme d’anneaux x(®,,~, t) avec
e &,: F, —»7Z,x;— 1, I'épimorphsime d'augmentation,
e v:F, = G tel que &, factorise par 7,
o t>0.

On définit k(®,, 7, t): ZF, = RG par g — t?&)~(g).

Exemple: Pour n =2 et v = T%2: (Fo — TZ={T" mc Z})
1—xpoxt 1 1—¢tT7T 1
. $y . 1X2X1
h/(q)z,T ,t). ( 1 0>l—>< T 0)

K(Ppn, 7, t) induit GL,(ZF,) — GL,(RG).
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Une famille de représentations entre Artin and Burau

Artin

B, " Aut(F,) &% 6Ly (ZF,) 1Y 6L (RG)

F, On considere les applications
°
\ Oha(x:
of e b e (M)
T Oxi 1<ij<n
7 pour différents v: F, — G.

e v = Idp, : jacobien de I'action d’Artin, toujours injective.

1—1t X1X2Xf1 1)

B
2901>—>( t x 0

o v = T® représentation de Burau, non injective si n > 5.

B S . 1—tT 1
2201 tT 0/
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L'idée générale des invariants L2

X C(X) 1(X)
espace topologique, —— C-espaces vectoriels, ————— invariant
structure cellulaire opérateurs sur C"

® C
Clm1(X)]
X C(X)

revétement ~————— C[mi(X)]-modules,
universel opérateurs sur C[m1(X)]

c@(x) 12)(X)
m1(X)-modules de Hilbert, ———— jnvariant L2

opérateurs sur £%(m1(X))
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Passer au point de vue L2

Artin

B, " Aut(F,) &% 6Ly (ZF,) VY 6L (RG)

Probléme : Extraire de I'information de M,(RG) si G non abélien.
~ Sur £2(G) il y a le déterminant de Fuglede-Kadison.

On remplace I'algebre RG par I'espace de Hilbert
C(G) =9 Mg | A €C D P <0
geG geG

Opérateurs G-équivariants bornés typiques:
Ry: 12(G) — (%(G), g — gh,

les multiplications a droite par h € G.

L'opération R. induit GL,(RG) < B ((3(G)").
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Représentations (croisées) de Burau L? des tresses

Artin

B, " Aut(F,) X GLy(zF,) ") 6L(RG) & B (2(6)"),

La représentation de Burau L% pour t > 0 et v: F, — G est:

@. (B. — B(3(G)") _ dhs(x))
Biy: (ﬁ o R, ,avec A = k(®p, 7, t) B Ku@.
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Représentations (croisées) de Burau L? des tresses

Artin

B, " Aut(F,) X GLy(zF,) ") 6L(RG) & B (2(6)"),

La représentation de Burau L% pour t > 0 et v: F, — G est:

2 n h .
B%): (Bn - B(E(6) )> ,avec A = k(®p, 7, t) <8 ’B(XJ)> .
1<ij<n

B Ra Oxi

The représentation de Burau [? réduite associée 3 t,~ est:

o 2 n—1 h .
B(t23:<8n_>8 (6 (G) )> ,avec A = k(®,, 7, t) <8 ﬁ(gj)> ,
’ B = Ra agi 1<ij<n—1

ol g1 = X1, &2 = X1X2, ..., &y = X1 ...Xp engendrent aussi [F,,.
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Multiplicativité et calculs

Formule d’(anti-)multiplication: Vo, 5 € B,

B (ap) = B2(B) o B2, (a).

t,y t,yoh[g

(2)

Conséquence : Plus v: F, — G est injectif, moins B;
vraie (anti-)représentation de groupe (non croisée).

est une

B(z) est une vraie (antl )representatlon du sous- groupe
’Y - {/86 BnﬁOhﬁ _’7}

On peut toujours calculer Bg?(ﬁ) via les images des o;.

Id— tR. Id
BE: By s 01 ( USES > € B(2(G)??).

V(Xl)
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Troisieme Partie :

Construire des
invariants 2
des entrelacs
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Les torsions d'Alexander L2 des entrelacs

(Dubois-Friedl-Liick 14) torsion d’Alexander L2 de I'entrelacs L :

7). Rso — Ry
Lol e 190
L

définie avec dét. de Fuglede-Kadison det, (s3\) et calcul de Fox.
(¢ invariant d'Alexander L? des nceuds A(K2)(t))

Quelques propriétés:

(Liick-Schick 99) TL(2)(1) contient le volume de S3\ L.
(Friedl-Liick, Liu 15) T(2(0+), T?)(+00) donnent le genre g(L).

(Miscellaneous) TL(2) est I'application nulle ssi L est scindé.
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La représentation de Burau L? au groupe de I'entrelacs

Pour v =5: F, = Gg = m (53 \ ﬂA) quotient par hg(x;) = x;,

. . R ¢
la représentation de Burau L2 réduite BS_W)B
fournit la torsion d’Alexander L2 Téz):

Theorem (B.A.-Conway 18)

Soit B € By, L = 3 sa fermeture et t > 0. Alors:

T () = max(1,6)™" - det g, (Bia, (8) — 1°" D).

Question : Peut-on trouver d’autres invariants L2 d'entrelacs
avec une formule similaire pour d'autres v: F, — G7
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Plusieurs familles d'épimorphismes

o [dp, := l'identité sur I,
@ , := l'abélianisation de ), vers Z".
@ vg := le quotient de hg(x;) = x; (-~ fermeture de 3).
e ¢, := l'augmentation de I, vers Z.
F
Pn B
v
%
\\\ /// o rw[—}
Sy %’if,,»”/(’
7 &

Pour 7 F, = G, a-t-on  —» max(1L,£) " -det ¢ (B (4) ~ 14°C )
invariante par les mouvements de Markov 7 v: Oui. X: Non.
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©n B
L
Vs
/,rwﬂ
Sy &’/ ,—"/(/
7 @« -

Theorem (B.A. 2021)

La fonction 3+ max(1,t)~" - det g (EQ(,@) — Id®(”_1))
Q est de Markov ' siy = 1)g 07, et l'invariant d’entrelacs est
une torsion d’Alexander L2 tordue par ;.

@ n'est pas de Markov X si v est I'identité Ian( g oU
I"abélianisation ¢,3).

La preuve du (2) utilise le calcul detg, (1 +x +y) = 7.
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Perspectives futures

e Calculer detp, (1 + x +t-y) pour t # 1.

o Etendre ce calcul de detg(A) par combinatoire des groupes
a d'autres classes de groupes G et d'opérateurs A.

o Essayer d'obtenir d'autres invariants d’entrelacs via
Burau L? avec d’autres formules que det(- — Id).

e (avec C. Anghel-Palmer) Adapter ces techniques a des

versions L2 des représentations de Lawrence des tresses,
dont on sait qu'elles produisent des invariants quantiques.
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