MAT 2742 — devoir #3 (solutions)

A
1 2 -1 1
1. Les conditions initiales donnent Xy = |1|.Lamatricce A= |1 0 0| esttelle que AXy = Xj11.
3 0 1 0
Uk+1
2¥ Ici on doit trouver une solution pour avoir 2k Si on a un vecteur de la forme Ux |, une matrice avec
2k
la premiere ligne [5 -1 1] permettra de récupérer iy 5. On essaye donc cette approche : on pose
Uk+1 01
Y= | vk |,avec Yo = |vg| etalorsla matrice
2k 1
5 -1 1
B=1|1 0 0
0 0 2

est telle que BY; = Yy 1.
B

1. La matrice n’est pas orthonormale car AAT # I,. Ou encore parce que ses colonnes ne forment pas une
base orthonormale de R?. Par contre elle est symmétrique : AT = A.

2. Le calcul du polynome caractéristique donne x4 = x*> — 4x = x(x — 4) les valeurs propres de A sont
donc 0 de multiplicité 1 et 4 de multiplicité 1.

3. On détermine Ej en résolvant AX =0
2 2 N o s o 1 l
2 2 0 0
une variable libre x, et les solutions sont [_ii] . Ep est donc de dimension 1.

Puis on détermine E4 en résolvant (A —41)X =0
_2 2 AN s oo 1 _1
2 2 0 0
une variable libre x, et les solutions sont [zz] . E4 est donc de dimension 1.
2

4. On sait déja par le théoreme de diagonalisation des matrices symmétriques que EyLE4. Comme les deux
espaces sont de dimension 1 on n’a pas besoin d’appliquer le procédé de Gram-Schmidt, en mettant
ensemble une base ON de E; et de E4 on aura une base ON de RZ.

-1 1] qui est une matrice ON telle que A = P [0 0] Pt

1
On peut donc poser P = — [ 11 00

V2
C

1. La méthode du pivot aboutit a ’absence de solutions :
110 110 110
1 2 0f ~ 1 0| ~|0 1 0| laderniéreligne demande Ox, = 1, impossible.
011 11 0 01



2.

Méthode 1, projections : on calcule la projection de B sur Im(M), pour cela on commence par trouver

f e= i)

O =

une base OG de Im(M) par le procédé de GS appliqué a E; = {

g =6 =]

£~ e2—srosg (e = 1~ 558 [ - (-3 3] - [ ]

On peut maintenant calculer :

A , . . (Ey [B) ., (E3[B)

B = B) = B B) = E
P"'OJIm(M)( ) P"’OJEQ( )+P"'°7Eé( ) <Ei | E/> 1T <E§ | E§> 2

1 -1/2 5 | -1/2 -1/3
:0+m 1{2 =3 1{2 = %;g

puis résoudre MX = B

11 -1/3 11 -1/3 11 -1/3 1 0 -1
12 1/3| ~|0 1 2/3] ~(0 1 2/3|~ |0 1 2/3
01 2/3 01 2/3 00 0 0 0 0

On a une unique solution approchée : X = [ _/13]

Méthode 2, equations normales : on calcule ATA = [g 2} et ATB = [ﬂ puis on résoud ATAX = B :

230 |2 3 0 12 0 -2f 10 -1
3 61 0 3/2 1 0 3/2 1 01 2/3

On a une unique solution X = 2_/13 . On peut en déduire la projection B de B sur Im(M) en calculant
-1/3

B=MX=|1/3
2/3

(notez qu’on retrouve bien la méme chose dans les deux cas!)

3. La distance entre B et B estlanorme ||B — B||. On calcule donc
5 . . 1/3 1/3
B—B|*=(B—B|B-B) = -1/3} {-1/3] =3(1/9) =1/3
5817 = 8158 = (/3] | [47 ) =30/9
. A 1
La distance entre B et B est donc 7
D
Une forme quadratique est un polynome sur plusieurs variables dont tous les termes sont de degré 2.
1 3/2 0
1. p estbien une FQ et la matrice correspondanteest {3/2 2 0
0 0 5
2. g n’est pas une FQ car le terme xyz est de degré 3.
3. r n’est pas une FQ car le terme 1 est de degré 0.
4. s est bien une FQ et la matrice correspondante est 39 5 3é2]
M0 00
. . 0200
5. t est bien une FQ et la matrice correspondante est 00 4 0
0 0 0 3
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