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Le but de cet article est de présenter les polynomes de Bernoulli, dont
I'une des nombreuses applications est le calcul de {(n) pour n entier naturel
pair.

1 Les polynomes de Bernoulli

Définition 1 On appelle suite de polynome de Bernoulli toute suite de R[X]
vérifiant By = 1, B, | = By et pour n > 2 By(1) = B,(0).

On va en fait montrer que cette définition est univoque : il n’existe qu’une
seule suite de polynomes vérifiant ces hypotheses, et on 'appelle la suite de
polynomes de Bernoulli.

Théoréeme 1 Soit P € R[X], il existe un unique polynome de R[X] tel que
1
Q' =P et/ Q(t)dt = 0.
0

Démonstration
n

On procede par analyse-synthése : si P = g o, X ¥ alors on a nécessairement
k=0

n
Q=\+a X+ Z %X’“H avec A a déterminer. La seconde hypothése

k=1
détermine de maniere unique A, donc @ est univoquement déterminé, et I’on

vérifie qu’il convient bien.

On peut donc considérer lapplication suivante : L : P € R[X] — @ €
R[X].



Théoréme 2 Une suite de polynome (By,) est de Bernoulli si et seulement
st Bo =1 et Byy1 = L(By,) pour tout n € N. Ainsi, une suite de polynémes
de Bernoulli est unique.

Démonstration

La condition suffisante est évidente. Montrons la condition nécessaire :

on a bien By = 1; pour n > 2, en posant Q = L(B,) on a Q' =
1 1

B, = B], par hypothese. De plus, on a / Bpii(t)dt = / o (t)dt =
0

0
Bpi2(1) — Bpy2(0) = 0 par hypothese.
Donc par unicité, d’apres le théoreme 1, B, 1 = L(B,), d’ou la condi-
tion nécessaire.

On peut donc montrer, grace a I'unicité de cette suite, que pour tout
entier naturel n on a B,(X) = (—1)"B,(1 — X); ainsi, on a B,(0) =
(=1)"B,(1) = (=1)"B,(0) car B, (1) = B, (0). Donc si n est impair, B, (0) =
0.

Définition 2 On appelle nombre de Bernoulli le rationnel b, = B,(0); on
a b, = 0 pour n impair.

On peut montrer, par récurrence, que
bo =1 et bypy1) = 2p +2) Z C3,y ook

2  Un calcul de ((2k)

On rappelle que la fonction ¢ de Riemann est définie sur |1;+o0o| par
+oo 1

=2
k=1

On définit une application g sur R par gi(x) = ng( ) pour z € [0;27]

2w

et 2m-périodique. On constate que cette fonction est continue et ct par

morceaux : elle est C' sur chaque intervalle [2km;2(k + 1)7[ et de plus
lim +gk(ac) = Bok(0) = Bk (1) car ce sont des polynémes de Bernoulli,

T—2mm

de méme lim gg(z) = Box(1) = Bax(0) donc il y a bien continuité de

T—2mmn—
gr. sur R. D’apres le théoreme de Dirichlet, la série de Fourier associée a gj



converge donc vers gk -

—+o00
Si on écrit gi(x) = ao(kz)—i-z ap (k) cos(nz)+ By, (k) sin(nz), on constate
n=1
aisément que gj est paire, donc les coefficients (3, (k) sont tous nuls.

1 2
De plus, on a par définition o, (k) = / gi(z)cos(nz)dx. Avec le
T Jo

. z .
changement de variables t = or on a aussi :
m

1
an (k) = 2/0 Bsy(t)cos(2mnt)dt

En exploitant le fait que Ba, = By, on a ag(k) = 1.

Calculons les coefficients ay, : on constate aprés une double intégration
par parties, et en exploitant la propriété B), = B,_1 que l'on a la relation
de récurrence suivante :

-1

an(k) = G n)Qan(k —1)Vne N, Vk > 2
T

1
Il nous reste & calculer a,(1) = / Bs(t)cos(2mnt)dt ; si 'on explicite
0

2

By on peut effectuer le calcul, qui ameéne a o, (1) = —.
(2mn)?

(_1)14371

22k—1 ()28

Il ne nous reste plus qu’ a rassembler les calculs, ce qui nous amene au
théoreme suivant :

On a donc ay, (k) = valable pour k£ > 1

=1 (2m)2k
Théoréme 3 Pour tout k € N* on a ((2k) = E —r = (—l)kflTka
n
n=1

ot bog, désigne les nombres de Bernoulls.

Démonstration
+o0o (_1 k—1
11 suffit de dire que l'on a gx(x) = Z m
™

n=1

cos(nx) et de appli-

quer en O :
+o00 (_1)k—1

n=1



