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Dans I’étude des sous-groupes additifs de R, il est bon de savoir le résultat
suivant :

Lemme 1 Les sous-groupes additifs de R sont soit fermés (et dans ce cas
de la forme o), soit denses dans R.

On rappelle que la distinction se fait sur la borne inférieure de G N RY
pour le sous-groupe G.

On peut montrer que aZ est fermé :

Si x € Z alors il existe (1,)nen suite de Z telle que lim z, = .
n—oo

Donc entre autres, () est de Cauchy : 3ng € N tel que V n, p > ng on ait
|zp—x4| < % ;oronax, €ZYn € Ndonc nécessairement V n > ng x, = Tp,
et donc =z, € Z. Donc Z =7 et Z est fermé.

Cela entraine évidemment que aZ est fermé, ce que I'on souhaitait pou-
voir démontrer.

On a maintenant le théoreme suivant sur la somme de deux sous-groupes
fermés, qui donne un contre-exemple intéressant au fait que la somme de
deux fermés dans un espace vectoriel normé n’est pas nécessairement un
fermé.

Théoreme 1 Pour a € R* on a I’équivalence suivante :

Z + aZ est un fermé < a € Q



Démonstration :

- SiaeQ:
Onaalorsazgavecp/\qzl,q>1

Soit y € Z + aZ; alors il existe (k,) € ZN et (I,) € ZN telles que
lim k, + al, = y.

n—oo

D’ou on a gk, + pl, — qy donc comme Z est fermé (voir lemme) on

aqy €.

Or pAgq = 1 donc d’apres le théoréeme de Bezout, Ju , v € Z /pu+qv =
1; donc avec qy = k € Z on a qy = pku + qkv donc y = kv+§k =
kv 4+ ak. D’ou y € Z + aZ qui est fermé.

— Si Z 4 aZ est fermé :
D’apres le lemme 1, il est de la forme vZ car s’il était dense, R serait
dénombrable en tant que somme d’ensembles dénombrables, ce qui est

faux.

Onaalors 0 +ax1=7ketl+ax0=Fk avec (k,k') € Z2 D’on
l’onaazge(@.



