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Ce présent document a pour but de présenter le deuxieme théoreme de
Dini, ainsi qu’une application de ce dernier dans un petit exemple.

1 Le deuxieme théoreme de Dini

Théoréme 1 Soit une suite d’applications (f,) € C°([a;b], R)N telle que
(fn) converge simplement sur |a;b] vers une application f : [a;b] — R
continue.

SiV¥n € N f,, est croissante, (f,) converge uniformément sur [a;b] vers

f.

Ayant f continue sur un compact, elle y est uniformément continue
d’apres le théoreme de Heine :

Ve>03n>0/V(z,2) €[a;t], |z —a|<n=|f(z) - f(a')| <e

On introduit alors une subdivision de [a;b] bien adaptée a l'uniforme
continuité de f :

c=(ap=a<a; <ay<..<ap=>)avecVi€[0,n—1] |a;—ai—1| <n

Les (a;) étant en nombre fini, la convergence uniforme sur [a; b] équivaut
a la convergence uniforme sur chacun des [a;—1;a;] , Vi € [|0;n — 1[]].
On fait donc ’étude sur [a;—1; a;].

Vn € N,V z € [a;—1;a;] on écrit :
|fn(@) = f(@)] < |falz) = falas)| + | fnlai) — f(ai)| + | f(ai) — f(z)]

On va majorer chacun des trois termes :



1. Pour le troisieme terme, on utilise 'uniforme continuité de f : |z —a;| <
n car la subdivision est adaptée et donc |f(a;) — f(z)| <e

2. Pour le second terme, on utilise la convergence simple : ayant fixé a;
ona lim f,(a;) = f(a;) c’est-a-dire :
n—oo
ANeN/Vn>N, |fula;)— fla)| <e

3. Pour le premier terme, on va utiliser 'hypothese de croissance des
fn, hypothése non encore utilisée : Vn € N, Va € [a;; ait1] fn(a;) <

fn(2) < falait1), donc on a | fn(z) — frlai)| < |fnlait1) — fa(as)]
On utilise ensuite la convergence simple des f,, vers f ainsi que I'uni-
forme continuité de cette derniere :

| fr(a@is1) = fu(ai)| < [fulaiz1) = f(@iv) |+ f(@ir1) = f(ai) |+ f(ai) = fo(ai)]
Le premier et le dernier terme se maitrisent grace a la convergence
simple : I N" € N /Vn > N [fn(ait1) = f(ais1)| +1f(ai) = fulai)| < e.
Le terme du milieu se maitrise a ’aide de I'uniforme continuité de f,
ayant la subdivision o adaptée : |f(a;t+1) — f(ai)| < e.

Dotona:3IN €N /Vn>N|f(z)— fulai)] < 2e.

On conclut sur [a;; a;+1] : on choisit N? = Max(N, N’), ainsi on a :

/

Ve >0, avec ¢ = % INo € N /¥ n > No Va € [ag; air1] | fulz) — f(z)| < &

D’ot la convergence uniforme des (f,,) vers f sur [a;; a;t1].

Pour conclure sur tout [a;b] on prend N = Maxg<j<n—1 N et on a:
Ve>03INeN /Vn>NVze€[a;b], Fip € [|0;n—1]
tel que = € [ai,; Gig+1] et n > N > NZ% donc |f(z) — f(z)| < e

On a donc bien convergence uniforme de la suite ( f,,)nen vers f sur [a; b].

2 Un exemple d’application du théoreme de Dini

Exemple 1 Soit une suite d’applications (¢n)nen € CH([0;1], R)N telle que
(¢n) converge simplement vers ¢ sur [0;1] et on suppose que ¥ n € N, ¢,
est convere. Montrer que :
— ¢ est convexe
— On n’a pas toujours convergence uniforme de la suite (¢n,)
-V (a,b) € R tel que 0 < a < b <1 on a convergence uniforme de ¢,
vers ¢ sur [a;b]



