Compacité et Borel-Lebesgue
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Ce présent document a pour but de démontrer ’équivalence entre la
propriété de Borel-Lebesgue et celle de Bolzano-Weierstrass caractérisant
les espaces compacts.

Définition 1 Un espace métrique E est compact si et seulement si il vérifie
la propriété de Bolzano-Weierstrass : de toute suite de E on peut extraire
une sous-suite convergente dans E.

Définition 2 Un espace métrique (E,d) est dit précompact si et seulement
st pour tout € > 0 il existe un recouvrement fini de E par des boules ouvertes
de rayon €.

On a déja un premier lemme :
Lemme 1 Un espace métrique (E,d) compact est précompact.

En effet, raisonnons par I’absurde et supposons (E,d) non précompact.
Alors il existe € > 0 tel que F n’est pas recouvert par un nombre fini de
boules ouvertes de rayon .

Soit xp € E. On va construire une suite (,)pen € EN avec laquelle on
aboutira a une contradiction. On pose x; € E\B(xg,¢), x2 € E\(B(zg,¢)U
(B(x1,€)) et par récurrence :

n—1
zn € B\ | B(i,e)
=0

Cela est tout a fait possible par hypothese, E étant supposé non-précompact.

Comme E est compact, E vérifie Bolzano-Weierstrass :

3 ¢ : N — N strictement croissante avec nango Tpm)y =M EE



Entre autres, (z,(,)) est de Cauchy :
€
Ing €N/ Vn,p>no, dTum), Tep)) < 3
En particulier, on a d(Zy(n), Tpmy1)) < 5- Oron a: z,p,41) € E\F
avec ' = B(zg,€) U B(w1,¢) U ... B(Zynt1)-1,€), et @ € F par stricte
croissance de ¢.

Donc d(y(n), Tym1)) = € ce qui est une contradiction avec le caractere
de Cauchy de (z,,)).

w(n)

Lemme 2 Soit (E,d) un espace métrique compact, et (O;);cr un recovvre-
ment de E par des ouverts de E. Alors 3a >0 /Vz € E, Ji€ I |/ B(z,a) C
0;.

Pour démontrer ce lemme, on raisonne de nouveau par ’absurde :

YVa>0,3xze E/Viel, Blz,a)Z O;

1
On prend a = —. On a alors :
n

1
Vn>0,3z,€ E/Viel, Bla,, —) ¢ O;
n
Or d’apres Bolzano-Weierstrass :

d ¢ : N — N strictement croissante avec lim x
n—oo
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Par continuité de I'application distance, on a donc aussi Vi € I, V ¢ >
0, B(p,e) ¢ O; Donc on a pu € O; = O; car O; est un ouvert; donc pu ¢ E
ce qui constitue manifestement une contradiction.

On va pouvoir donc maintenant étre en mesure de prouver la propriété
de Borel-Lebesgue.

Définition 3 Un espace métrique (E,d) vérifie la propriété de Borel-Lebesgue
st et seulement si de tout recouvrement de E, on peut extraire un Sous-
recouvrement fini : pour (O;)icr famille d’ouverts de E on a
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Lemme 3 Si E est un espace vérifiant Borel-Lebesgue, et si (Fy,)nen est
une suite décroissante de fermés non vides de E, alors (e Fn # 0.

On raisonne par ’absurde, et on suppose [,,cy Fn = (. On a alors :

E\(\F.=JBE\F.=E

neN neN

E est donc recouvert par des ouverts, car les F;, sont des fermés. Or E
vérifie la propriété de Borel-Lebesgue, donc il existe J C N, J fini tel que :

Ec|JE\F;
Jje€J
Or pour tout n € N, on a Fy, 1 C F,, donc E\F,, C E\F,,41. J étant fini,
il existe ng = maxJ et E C E\F,,, c'est-a-dire E = E\F),.
Or par hypothese, F,,, # 0 c’est-a-dire E\F,,, # E. Il y a donc contra-
diction, donc on a (,cy Frn # 0

Théoréme 1 E est un espace compact (vérifiant Bolzano- Weierstrass) si et
seulement si E vérifie la propriété de Borel-Lebesgue : il y a donc équivalence
entre Borel-Lebesgue et Bolzano-Weierstrass.

1. Borel-Lebesgue = Bolzano-Weierstrass :

Soit (un)nen € EY; montrons que (u,) admet une valeur d’adhérence
(on aura donc montré 'existence d’une sous-suite convergente).

Soit X, ={u, € E /n>p}. Ona X,11 C X, donc X1 C X,
D’olt (X,)pen est une suite décroissante de fermés non vides donc
d’apres le lemme 3, () cy Xp # 0.

Soit xg € ﬂpEN Xp. Montrons que Ve >0, VN € N, 3n > N avec
d(zo,un) <e.Soite>0;VpeN, zge Xy, douVpeN,VVelV,,
VNnX,#0.

En particulier on a V p € N, B(zo,e) N X, # 0.

Donc il existe n € N tel que u, € X, et u, € B(zg,e) :onaVe >
0, VpeN, 3n>p/d(xo,u,) <e

Donc xz est valeur d’adhérence de (uy)neny donc E vérifie Bolzano-
Weierstrass.



2. Bolzano-Weierstrass = Borel-Lebesgue :

Soit (O;)ier un recouvrement de E par des ouverts de FE.
Alors 3a >0 /Vz € E, Jip € I avec B(z,a) C O;, (lemme 2).

E vérifiant Bolzano-Weierstrass, E est un espace précompact d’apres
le lemme 1, donc il existe un recouvrement fini de E par des boules
ouvertes de rayon « :

3 (xi)lgign /E C U B($l’,0é).
i=1

Donc il existe j, € I tel que B(wz;,«) C Oy, pour tout i € [[1, nl];

d’ou :
n n

U B(l’ija) C U szi .

=1 =1

Donc on a bien I'existence de J C I, avec J fini (J = {jz, }1<i<n ) tel
que :

E C UO]

j€J

On a donc F qui vérifie la propriété de Borel-Lebesgue.



