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Introduction

1-types d’homotopie et groupoïdes

À tout espace topologique X, on associe un groupoïde Π1pXq, appelé le groupoïde
fondamental de X, défini de la manière suivante : les objets de Π1pXq sont les points de
X, et ses morphismes sont les chemins de X à homotopie fixant le bord près. On obtient
ainsi un foncteur

Π1 : TopÑ Grp

de la catégorie des espaces topologiques vers la catégorie des groupoïdes. On dit qu’une
application f : X Ñ Y entre espaces topologiques est une 1-équivalence faible si l’ap-
plication π0pfq : π0pXq Ñ π0pY q est une bijection et si pour tout point x de X, le
morphisme π1pf, xq : π1pX,xq Ñ π1pY, fpxqq est un isomorphisme. Rappelons que si G
est un groupoïde et x est un objet de G, on note π0pGq l’ensemble des composantes
connexes de G et π1pG, xq le groupe des automorphismes de x. De manière analogue au
cas topologique, on dit qu’un foncteur f : GÑ H entre groupoïdes est une équivalence
faible si l’application π0pfq : π0pGq Ñ π0pHq est une bijection et si pour tout objet x
de G, le morphisme π1pf, xq : π1pG, xq Ñ π1pH, fpxqq est un isomorphisme. On montre
que f est une équivalence faible de groupoïdes si et seulement si f est une équivalence
de catégories. Le foncteur Π1 induit un foncteur

Π1 : Hot1 Ñ HopGrpq,

où Hot1 (respectivement HopGrpq) désigne la catégorie obtenue à partir de Top (respec-
tivement Grp) en inversant formellement les 1-équivalences faibles (respectivement les
équivalences faibles de groupoïdes).

Théorème. Le foncteur Π1 est une équivalence de catégories.

En d’autres termes, l’étude des 1-types d’homotopie est équivalente à celle des groupoïdes
à équivalence près.

Types d’homotopie et 8-groupoïdes

En 1983, Grothendieck écrit une lettre à Quillen qui deviendra le point de départ de
Pursuing Stacks ([17]). Dans cette lettre, Grothendieck propose de fonder la théorie de
l’homotopie sur une généralisation du théorème précédent. Il conjecture l’existence d’une
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catégorie8-Grpf des8-groupoïdes, d’une notion d’équivalence faible entre8-groupoïdes
et d’un foncteur 8-groupoïde fondamental

Π8 : TopÑ8-Grpf,

qui induirait une équivalence de catégories

Π8 : Hot Ñ Hop8-Grpfq,

où Hot (respectivement Hop8-Grpfq) désigne la catégorie obtenue à partir de Top (res-
pectivement8-Grpf) en inversant formellement les équivalences faibles topologiques (res-
pectivement les équivalences faibles de 8-groupoïdes). L’étude des types d’homotopie
serait ainsi ramenée à celle des 8-groupoïdes à équivalence près.

Grothendieck est conscient du fait que la notion de 8-groupoïde strict, déjà bien
connue à l’époque, ne permet pas de réaliser ce programme. En effet, il sait que les
8-groupoïdes stricts simplement connexes ne peuvent décrire que des types d’homoto-
pie produits d’espaces d’Eilenberg-Mac Lane. Par ailleurs, Grothendieck est guidé par
l’idée suivante. À un espace X, il veut associer un8-graphe dont les n-flèches sont les ap-
plications continues du disque de dimension n dans X. Ainsi, les 0-flèches sont les points
de X, les 1-flèches les chemins de X, les 2-flèches les homotopies entre chemins de X
fixant les extrémités, les 3-flèches les homotopies entre homotopies, etc. Ces homotopies
se composent de manière non canonique, et ces compositions ne vérifient les relations
imposées dans la définition des 8-groupoïdes stricts qu’à des homotopies de cohérence
près, lesquelles homotopies vérifient des relations à des homotopies supérieures près, etc.
Il est ainsi naturellement conduit à sortir du monde des 8-groupoïdes stricts et propose
donc de formuler une définition de 8-groupoïde faible.

Maltsiniotis a remarqué en 2006 que les réflexions exposées dans la lettre à Quillen
contiennent une définition parfaitement précise d’une notion de 8-groupoïde faible que
nous appellerons 8-groupoïde de Grothendieck. Cette définition est présentée dans [33].
Dans cette thèse, nous nous écartons légèrement de la version historique en remplaçant
les sommes amalgamées itérées standard de Grothendieck par des sommes globulaires.
Cette modification est déjà présente dans [34].

La définition de 8-groupoïde faible de Grothendieck

La définition de Grothendieck s’appuie sur l’intuition suivante. Donnons-nous G un
8-groupoïde strict et X un schéma de composition globulaire décoré de flèches de G. Soit
(Λ, Λ1) un couple de n-flèches de G construites à partir du schéma de composition X en
utilisant les compositions, les inverses et les unités de G. Les axiomes des 8-groupoïdes
entraînent que si les n-flèches Λ et Λ1 ont même source et même but, alors Λ � Λ1. Si
le 8-groupoïde G n’est plus supposé strict, on s’attend seulement à ce qu’il existe une
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Notons � la composition verticale des 2-flèches, � la composition horizontale des 2-flèches
et 1f la 2-flèche identité de f . Soient

Λ �
�
pε � δq �ppγ � βq � αq

�
� 1f et Λ1 �

�
pε � γq � pδ �pβ � αqq

�
� 1f .

Ces deux morphismes ont pour source pkgqf et pour but pmjqf . Le principe général
énoncé ci-dessus affirme donc que ces deux morphismes sont égaux. On vérifie immé-
diatement que cela résulte de la loi de l’échange et de l’associativité de la composi-
tion verticale des 2-flèches. Dans un 8-groupoïde faible, on demandera l’existence d’une
3-flèche �

pε � δq �ppγ � βq � αq
�
� 1f V

�
pε � γq � pδ �pβ � αqq

�
� 1f .

Pour formaliser cette idée, Grothendieck propose de construire une catégorie C8 dé-
crivant la structure d’un 8-cogroupoïde faible « universel » et de définir un 8-groupoïde
faible comme un préfaisceau sur C8 possédant certaines propriétés d’exactitude à gauche.
La catégorie C8 contiendra des objets Di jouant le rôle d’objet des i-flèches et des mor-
phismes σi, τi : Di�1 Ñ Di permettant de parler de la source et du but d’une i-flèche. Elle
contiendra également certaines limites inductives de Di permettant de parler de sché-
mas de composition. On appellera sommes globulaires ces limites inductives, et produits
globulaires les limites projectives duales. La somme amalgamée pDi, σiq >Di�1

pτi,Diq,
qui permet d’exprimer que deux i-flèches sont composables verticalement (c’est-à-dire
en codimension 1), est un exemple de somme globulaire. La condition d’exactitude que
Grothendieck demande à un préfaisceau sur C8 pour être un 8-groupoïde faible est
d’envoyer les sommes globulaires sur des produits globulaires.

La catégorie C8 dépendra de choix qui correspondent à différentes manières d’axio-
matiser les cohérences supérieures. Grothendieck appelle « coherator » une catégorie C8
qui convient pour fonder la notion de 8-groupoïde faible. Suivant [33], nous traduirons
ce terme par « cohérateur ».

Un cohérateur est une catégorie C8 qui s’obtient comme limite inductive d’une tour
de catégories

C0 Ñ C1 Ñ � � � Ñ Cn Ñ . . . ,

vérifiant certaines propriétés. La catégorie C0 est la catégorie universelle possédant des
sommes globulaires. Nous noterons Θ0 cette catégorie suivant Berger dans [8]. Il faut
penser à cette catégorie comme à la catégorie des schémas de composition globulaires. Les
catégories Cn étant au-dessous de Θ0, elles contiennent des objets Di et des morphismes
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σi, τi : Di�1 Ñ Di. On demande que les catégories Cn admettent des sommes globulaires
et que les foncteurs Cn Ñ Cn�1 y commutent. Avant de formuler les propriétés que doit
vérifier cette tour, introduisons quelques définitions.

On dira qu’un couple de flèches pf, gq : Di Ñ S dans Cn est admissible si, ou bien
i � 0, ou bien

fσi�1 � gσi�1 et fτi�1 � gτi�1.

Un tel couple correspond à deux manières de produire une i-flèche à partir de flèches
disposées selon le schéma de composition S en utilisant des compositions et des cohé-
rences, de sorte que les deux i-flèches produites aient même source et même but. Un
relèvement d’un tel couple pf, gq : Di Ñ S est une flèche h : Di�1 Ñ S telle que

hσi � f et hτi � g.

Un relèvement h correspond donc à une manière de produire une pi�1q-flèche, à partir de
flèches disposées selon le schéma de composition S, de sorte que la source (respectivement
le but) de cette pi� 1q-flèche soit la i-flèche produite par f (respectivement par g).

On impose à la tour définissant un cohérateur les deux propriétés suivantes :
1. tout couple admissible de C8 admet un relèvement dans C8 ;
2. il existe un ensemble de couples admissibles Fn de Cn, tel que Cn�1 soit la catégorie

obtenue formellement à partir de Cn en gardant les même objets et en ajoutant
des flèches, de sorte que tout couple admissible de Fn admette un relèvement et
que le foncteur Fn Ñ Fn�1 (qui est l’identité sur les objets) préserve les sommes
globulaires.

La première propriété correspond à l’intuition qu’on a expliqué au début de cette section
et la seconde au fait qu’un cohérateur est universel pour cette propriété. Comme annoncé,
ces propriétés ne caractérisent pas C8 à équivalence de catégories près. La catégorie C8
dépend du choix des Fn dans la condition 2 ci-dessus. Dans la suite, on fixe un cohérateur
C8 et on notera 8-Grpf la catégorie des 8-groupoïdes de Grothendieck (de type C8),
c’est-à-dire des préfaisceaux sur C8 envoyant les sommes globulaires sur des produits
globulaires.

La conjecture de Grothendieck

Toujours dans sa lettre à Quillen, Grothendieck construit, de manière non canonique,
un 8-cogroupoïde faible en son sens, dans la catégorie des espaces topologiques, c’est-à-
dire un foncteur (non canonique) de C8 vers Top commutant aux sommes globulaires.
Ce foncteur induit un couple de foncteurs adjoints

R : 8-Grpf Ñ Top, Π8 : TopÑ8-Grpf.

Explicitement, le foncteur Π8 envoie un espace topologique X sur le 8-groupoïde

Co
8 Ñ Topo X

ÝÑ Ens,
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où on a noté X le préfaisceau représenté par X. C’est le 8-groupoïde fondamental de X.
Notons Hop8-Grpfq la catégorie obtenue à partir de 8-Grpf, en inversant formellement
les morphismes de 8-groupoïdes faibles qui s’envoient sur une équivalence faible topo-
logique par R. La conjecture de Grothendieck peut alors se formuler ainsi.

Conjecture (Grothendieck). Le foncteur

R : Hop8-Grpfq Ñ Hot

induit par R, est une équivalence de catégories, et le foncteur Π8 induit un quasi-inverse

Π8 : Hot Ñ Hop8-Grpfq.

Les 8-catégories de Grothendieck-Maltsiniotis

Les8-groupoïdes de Grothendieck ne sont pas définis comme des8-catégories faibles
vérifiant une propriété d’inversibilité des flèches. Grothendieck ne définit pas de notion de
8-catégorie faible dans sa lettre. En 2006, Maltsiniotis a remarqué qu’une variation sur
la définition de 8-groupoïde de Grothendieck conduit à une notion de 8-catégorie faible
que nous appellerons8-catégorie de Grothendieck-Maltsiniotis. Cette nouvelle définition
est exposée dans [34]. Entre temps, de nombreuses autres définitions ont été proposées.
Citons, par exemple, les définitions de Street ([39], puis [40]), de Joyal ([23]), de Baez et
Dolan ([2]), de Batanin ([3]), de Tamsamani ([41]), de Penon ([36]), de Hermida, Makkai
et Power ([19], [20] et [21]) et de Leinster ([30]). Un des objets principaux de cette thèse
est de comprendre les liens entre les 8-catégories de Grothendieck-Maltsiniotis et les
8-catégories de Batanin-Leinster.

Pour effectuer cette comparaison, on introduit dans cette thèse les notions suivantes.
On appelle préthéorie globulaire, une catégorie C au-dessous de Θ0, telle que le foncteur
Θ0 Ñ C soit fidèle et bijectif sur les objets. Si de plus, C admet des sommes globulaires
(et que le foncteur Θ0 Ñ C y commute), on dit que C est une théorie globulaire. Si
C est une théorie globulaire, on appelle préfaisceaux globulaires sur C les préfaisceaux
sur C qui transforment les sommes globulaires en des produits globulaires. Un exemple
important de théorie globulaire est la catégorie Θ introduite par Joyal dans [23]. Les
préfaisceaux globulaires sur Θ sont exactement les 8-catégories strictes. Par ailleurs,
dans Θ, tout morphisme se décompose de manière unique en un morphisme dit algé-
brique, suivi d’un morphisme globulaire (c’est-à-dire provenant de Θ0). On dira qu’une
préthéorie globulaire C au-dessus de Θ est homogène sur Θ, si toute flèche de C se dé-
compose de manière unique en une flèche au-dessus d’une flèche algébrique de Θ, suivi
d’une flèche globulaire.

Un des résultats importants de cette thèse est le fait que la catégorie des théories
globulaires homogènes sur Θ est équivalente à la catégorie des ω-opérades de Batanin. Ce
résultat est fortement inspiré des travaux de Berger dans [8] et [7], et de ceux de Weber
dans [42]. Explicitement, on définit un foncteur M qui envoie une théorie globulaire
C homogène sur Θ vers la monade associée aux préfaisceaux globulaires sur C (voir la
section 6.3 et notamment la proposition 6.3.4, ainsi que la proposition 6.4.6), un foncteur
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T dans l’autre sens (voir la section 6.5 et notamment la proposition 6.5.11) et on montre
que M est une équivalence de catégories de quasi-inverse T (voir le théorème 6.6.8).
De plus, si C est une théorie globulaire homogène sur Θ, les catégories des préfaisceaux
globulaires sur C et des algèbres sur la ω-opérade MpCq sont canoniquement équivalentes.

Pour comparer les 8-catégories de Grothendieck-Maltsiniotis et les 8-catégories de
Batanin, on voudrait associer à tout cohérateur (de 8-catégories) une ω-opérade. Par
le théorème énoncé dans le paragraphe précédent, il suffit donc de montrer que tout
cohérateur est une théorie globulaire homogène sur Θ. Ce résultat est obtenu dans cette
thèse sous une hypothèse minime sur le cohérateur. Le résultat clé permettant d’établir
ce fait est le théorème 5.3.1. Celui-ci affirme que la complétion globulaire d’une préthéorie
globulaire C homogène sur Θ, est elle-même homogène sur Θ, si les flèches globulaires
de C sont des monomorphismes. On en déduit que tout cohérateur C, défini à partir
d’une tour C� telle que les flèches globulaires soient scindées dans C1, est homogène
sur Θ (voir le théorème 5.4.4). Cette hypothèse sur la tour C� est peu restrictive (voir
la remarque 5.4.2). En particulier, les trois cohérateurs canoniques, introduits dans la
section 4.1, sont homogènes sur Θ.

Ainsi, en vertu des théorèmes 6.6.8 et 5.3.1, on peut associer à (presque) tout cohé-
rateur une ω-opérade. Dans la section 6.7, on étudie les propriétés de cette ω-opérade.
On appelle contraction sur une théorie globulaire C homogène sur Θ, la donnée pour
tout couple admissible, d’un relèvement de ce couple. On dit qu’une théorie globulaire
homogène sur Θ est un pseudo-cohérateur si elle admet une contraction. On démontre
que l’équivalence de catégories du théorème 6.6.8 s’étend en une équivalence de caté-
gories entre la catégorie des pseudo-cohérateurs homogènes sur Θ et la catégorie des
ω-opérades contractiles (voir le corollaire 6.7.12). On en déduit que la ω-opérade asso-
ciée à (presque) tout cohérateur, est faiblement initiale dans la catégorie des ω-opérades
contractiles (voir le théorème 6.7.13). Enfin, on montre, sous une conjecture technique,
qu’un des cohérateurs canoniques, qu’on appellera cohérateur de Batanin-Leinster, est
canoniquement munie d’une contraction. On en déduit que la ω-opérade associée à ce
cohérateur est canoniquement équivalente à la ω-opérade L, introduite par Leinster
dans la section 9.2 de [29] et décrite explicitement par Cheng dans [12] (voir la pro-
position 6.7.15). En particulier, toujours sous cette hypothèse technique, la catégorie
des 8-catégories de Grothendieck-Maltsiniotis sur le cohérateur de Batanin-Leinster est
canoniquement équivalente à la catégorie des 8-catégories de Batanin-Leinster (voir le
corollaire 6.7.16).

Le programme de Maltsiniotis et les catégories test

Dans [33], Maltsiniotis expose une série de conjectures dont la conjonction entraîne la
conjecture de Grothendieck. Ces conjectures s’appuient sur la théorie des catégories test
introduite par Grothendieck dans [17], exposée par Maltsiniotis dans [32] et poursuivie
par Cisinski dans [13]. La première conjecture affirme que tout cohérateur (pour une
théorie de 8-groupoïdes) est une catégorie test. Cela signifie entre autre que la catégorie
homotopique des préfaisceaux sur un cohérateur serait canoniquement équivalente à la
catégorie homotopique. De plus, par des résultats de [13], il existerait une structure
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de catégorie de modèles de Quillen, dite de Grothendieck-Cisinski, sur la catégories
des préfaisceaux sur un cohérateur. On pourrait alors espérer utiliser les techniques de
catégories de modèles pour démontrer la conjecture de Grothendieck.

Une modeste contribution à ce programme est apportée dans cette thèse. On dé-
montre que la catégorie Θ est une catégorie test (voir le théorème 7.2.8). Ce résultat
à également été établi par Maltsiniotis et Cisinski dans [15]. La preuve que nous don-
nons dans la section 7.2 est entièrement différente. Elle est inspirée de la démonstration
de Grothendieck du caractère test de la catégorie simpliciale ∆ (voir [17] ou le lemme
1.5.12 de [32]). L’ingrédient principal est le foncteur de troncation Θ Ñ ∆ qui permet
de ramener certains calculs dans Θ à des calculs dans ∆.

On démontre également que la catégorie rΘ, variante de la catégorie Θ dans le contexte
des 8-groupoïdes stricts, est une catégorie test (voir le théorème 7.3.15). Pour obtenir ce
résultat, on utilise la technique des décalages scindables que Cisinski et Maltsiniotis ont
introduite dans [15] pour démontrer que Θ est une catégorie test. Leur preuve s’appuie
sur la description de Θ comme produit en couronne itérée (voir [9]). La catégorie rΘ
n’admettant pas une telle description, leur preuve ne s’adapte pas. Dans la section 7.3,
on donne des formules explicites, inspirées de [15], permettant de définir un décalage
sur rΘ (voir notamment les propositions 7.3.5 et 7.3.11). Ceci nous permet de démontrer
uniformément le caractère test des catégories Θ et rΘ (voir le théorème 7.3.15). De plus,
on déduit de ce décalage que le foncteur canonique i : Θ Ñ rΘ est asphérique (voir le
théorème 7.3.17), c’est-à-dire qu’un morphisme de préfaisceaux est une équivalence faible
de préfaisceaux sur rΘ si et seulement si sa restriction à Θ est une équivalence faible de
préfaisceaux sur Θ. Cela entraîne que le foncteur de restriction i� est une équivalence
de Quillen à gauche entre les deux catégories de préfaisceaux munies de la structure de
catégorie de modèles de Grothendieck-Cisinski.

Plan de la thèse

Chapitre 1. — Le but du premier chapitre est d’introduire les 8-groupoïdes stricts et
d’expliquer en quoi ils sont insuffisants pour modéliser les types d’homotopie. Ce chapitre
motive donc l’étude des 8-groupoïdes faibles.

La première section est consacrée aux définitions des ensembles globulaires, des
8-catégories strictes et des 8-groupoïdes stricts.

Dans la deuxième section, on étudie la notion d’équivalence faible entre8-groupoïdes
stricts. On démontre l’équivalence entre quatre notions d’équivalence faible.

Dans la troisième section, on définit la catégorie homotopique. On en profite pour
introduire le vocabulaire des localisateurs et on rappelle les différentes descriptions de
la catégorie homotopique.

La quatrième section est le coeur du chapitre. On y démontre une équivalence de
catégories entre la catégorie homotopique des 8-groupoïdes stricts simplement connexes
et la catégorie dérivée des groupes abéliens en degré homologique supérieur ou égal
à 2. On en déduit que tout foncteur de réalisation raisonnable des 8-groupoïdes stricts
vers la catégorie homotopique, envoie un 8-groupoïde connexe vers un espace dont le
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revêtement universel est un produit d’espaces d’Eilenberg-Mac Lane. En particulier, un
tel foncteur n’est pas essentiellement surjectif.

Enfin, dans la cinquième section, on fait le lien entre un résultat de Deligne et les
8-groupoïdes quasi-stricts, c’est-à-dire les 8-catégories strictes admettant des inverses
faibles. Simpson a montré dans [37] que ces8-groupoïdes sont insuffisants pour modéliser
les types d’homotopie. Un résultat de Deligne sur les champs de Picard entraîne que
les 3-groupoïdes quasi-stricts simplement connexes sont faiblement équivalents à des
3-groupoïdes stricts via un pseudo-foncteur. En particulier, les 3-groupoïdes quasi-stricts
simplement connexes ne modélisent pas plus de types d’homotopie que les 3-groupoïdes
stricts simplement connexes.

Chapitre 2. — Ce chapitre introduit le langage globulaire qui nous servira à formuler
beaucoup des notions importantes de cette thèse.

Dans la première section, on définit la notion de somme globulaire et on appelle
extensions globulaires les catégories, au-dessous de la catégorie globulaire G, possédant
de telles sommes. On introduit la catégorie des préfaisceaux globulaires sur une extension
globulaire, c’est-à-dire des préfaisceaux sur une extension globulaire, transformant les
sommes globulaires en des produits globulaires. On définira plus loin les 8-groupoïdes
de Grothendieck comme les préfaisceaux globulaires sur une extension globulaire bien
choisie.

Dans la deuxième section, on démontre l’existence d’une extension globulaire univer-
selle Θ0. Cette extension globulaire universelle nous permet d’introduire le langage des
préthéories et des théories globulaires.

Dans la troisième section, on détaille la description combinatoire de Berger de la
catégorie Θ0, exposée dans [8]. On fait le lien avec la section précédente en montrant
que cette catégorie combinatoire fournit bien l’extension globulaire universelle.

Dans la quatrième section, on compile des constructions et résultats techniques sur
les catégories au-dessous de Θ0. Nous les utiliserons dans le chapitre 5 pour démontrer
que les cohérateurs de 8-catégories sont homogènes sur Θ.

La cinquième section est consacrée à la notion de sommes globulaires généralisées.
Celles-ci apparaissent par exemple dans la formulation de l’axiome de l’échange des
8-catégories strictes. On explique comment ces sommes se ramènent à des sommes
globulaires usuelles. On fera un usage intensif de ces sommes globulaires généralisées
dans les chapitres 5 et 6.

Dans la sixième section, on établit l’existence de la complétion globulaire, c’est-à-
dire d’une extension globulaire universelle associée à toute catégorie au-dessous de Θ0.
L’existence de cette complétion globulaire est nécessaire à la formulation de la définition
des cohérateurs. Par ailleurs, on utilisera explicitement la construction de cette complé-
tion globulaire pour démontrer l’homogénéité des cohérateurs de 8-catégories dans le
chapitre 5.

Dans la septième section, on introduit la notion de préthéorie globulaire homogène,
dont l’exemple fondamental est celui de la catégorie Θ de Joyal. Une préthéorie globulaire
est dite homogène si tout morphisme admet une décomposition algébrique analogue à
celle de Θ. On introduit également la notion relative de préthéorie globulaire homogène
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sur une préthéorie globulaire. La catégorie des théories globulaires homogènes sur Θ est
un des objets centraux de cette thèse.
Chapitre 3. — Ce chapitre est consacré à la catégorie Θ de Joyal et à son analogue
groupoïdal rΘ.

La première section introduit les notions d’extension globulaire catégorique et d’ex-
tension globulaire groupoïdale, qui nous serviront à formuler les propriétés universelles
des catégories Θ et rΘ.

Dans la deuxième section, on formule le problème de l’existence d’une extension
globulaire catégorique universelle et on montre que ce problème admet une solution.

Dans la troisième section, on détaille la description combinatoire de Berger de la
catégorie Θ, exposée dans [8], et on vérifie que Θ est une théorie globulaire homogène.
On démontre que cette catégorie est l’extension globulaire catégorique universelle au
sens de la section précédente.

La quatrième section est consacrée à l’analogue groupoïdale rΘ de la catégorie Θ.
On démontre l’existence d’une extension globulaire groupoïdale universelle et c’est ainsi
qu’on définit rΘ. On décrit également rΘ comme une certaine sous-catégorie pleine de la
catégorie des 8-groupoïdes stricts.
Chapitre 4. — Ce chapitre est consacré aux 8-groupoïdes de Grothendieck et au
8-groupoïde fondamental d’un espace topologique.

La première section introduit les notions de couple admissible pour une théorie de
8-groupoïdes (respectivement de 8-catégories), de cohérateur de 8-groupoïdes (respec-
tivement de 8-catégories) et on définit la catégorie des 8-groupoïdes de Grothendieck
(respectivement des 8-catégories de Grothendieck-Maltsiniotis) comme la catégorie des
préfaisceaux globulaires sur un cohérateur. On définit trois cohérateurs canoniques, dont
le cohérateur de Batanin-Leinster qu’on retrouvera dans le chapitre 6.

Dans la deuxième section, on illustre la définition des 8-groupoïdes de Grothen-
dieck en construisant certaines flèches structurales des 8-groupoïdes. En particulier, on
montre que les 8-groupoïdes de Grothendieck possèdent toutes les compositions des
8-groupoïdes stricts (c’est-à-dire que ce sont des 8-prégroupoïdes au sens du premier
chapitre) et que pour tout entier n ¥ 1, les pn � 1q-flèches, les n-flèches et les pn � 1q-
flèches à pn� 2q-flèche près, forment une bicatégorie.

L’objet de la troisième section est la notion d’équivalence faible de 8-groupoïdes
de Grothendieck. On définit les groupes d’homotopie (généralisés) d’un 8-groupoïde de
Grothendieck et on en déduit une notion d’équivalence faible. On donne deux autres
définitions équivalentes des équivalences faibles.

Dans la quatrième section, on construit le foncteur 8-groupoïde fondamental. On
se place dans le cadre d’une catégorie de modèles dont tous les objets sont fibrants
(généralisant l’exemple de la catégorie des espaces topologiques). On explique comment à
un objet d’une telle catégorie, on associe, de manière non canonique mais fonctorielle, un
8-groupoïde de Grothendieck. On montre que les groupes d’homotopie du 8-groupoïde
fondamental sont bien définis. Enfin, on montre que si X est un espace topologique, les
groupes d’homotopie du8-groupoïde fondamental de X sont canoniquement isomorphes
aux groupes d’homotopie de X.
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Dans la cinquième section, on formule la conjecture de Grothendieck et on expose le
programme de Maltsiniotis, déjà évoqué dans cette introduction, pour la démontrer.

Chapitre 5. — Le but de ce chapitre est d’établir que les cohérateurs de 8-catégories
sont des théories globulaires homogènes sur Θ. La construction d’un cohérateur fait inter-
venir deux opérations : l’adjonction formelle de relèvements et la complétion globulaire.
Il nous faudra donc étudier la compatibilité de ces deux opérations avec la propriété
d’homogénéité sur Θ.

Dans la première section, on étudie les relèvements dans la catégorie Θ. On montre
que tout couple admissible de Θ admet un unique relèvement et que celui-ci est algé-
brique. La catégorie Θ est donc un pseudo-cohérateur au sens du chapitre précédent.

La deuxième section est consacrée aux adjonctions formelles de relèvements. On
dégage une propriété sur une préthéorie globulaire C, la propriété pRq, permettant de
contrôler la catégorie CrRpAqs, obtenue à partir de C en adjoignant formellement des
relèvements à des couples parallèles A. On montre que toute préthéorie globulaire C
homogène sur Θ vérifie la propriété pRq et on en déduit que CrRpAqs est homogène sur
Θ si les couples de A sont admissibles.

Dans la troisième section, on démontre que la complétion globulaire d’une préthéorie
globulaire homogène sur Θ, vérifiant une hypothèse peu restrictive, est également ho-
mogène sur Θ. La démonstration de ce résultat utilise la plupart des outils développés
dans le chapitre 2, notamment les sommes globulaires généralisées et les résultats sur les
catégories au-dessous de Θ0.

Dans la quatrième section, on cueille les conséquences des sections précédentes. Ainsi,
on obtient le fait que tout cohérateur, vérifiant une hypothèse peu restrictive, est homo-
gène sur Θ. En particulier, les trois cohérateurs canoniques sont homogènes sur Θ. On
déduira de ce résultat, dans le chapitre suivant, que ces cohérateurs correspondent à des
ω-opérades.

Chapitre 6. — Dans ce chapitre, on établit un dictionnaire entre les théories globulaires
homogènes sur Θ et les ω-opérades, dans l’esprit des travaux de Berger dans [8] et [7],
et de ceux de Weber dans [42]. Dans la dernière section, on compare les 8-catégories de
Grothendieck-Maltsiniotis et les 8-catégories de Batanin.

Dans la première section, on rappelle quelques définitions et constructions élémen-
taires de la théorie des monades.

L’objet de la seconde section est l’étude de l’extension de Kan j! : xΘ0 Ñ pC, où
j : Θ0 Ñ C est une théorie globulaire homogène. On en donne une description simple
en termes de décomposition algébrique et on démontre que si C est homogène sur Θ, le
foncteur j! préserve les préfaisceaux globulaires. Cette propriété fondamentale utilise de
manière cruciale l’homogénéité sur Θ.

Dans la troisième section, on associe à toute théorie globulaire C, une monadeMC sur
les ensembles globulaires. On étend cette correspondance en un foncteur M de la catégorie
des théories globulaires vers la catégorie des monades sur les ensemble globulaires. On
montre que la catégorie des algèbres sur la monadeMC est canoniquement équivalente à
la catégorie des préfaisceaux globulaires sur C. En exploitant les résultats de la section
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précédente, on donne une description simple de la monade MC lorsque C est homogène
sur Θ.

Dans la quatrième section, on présente le langage des ω-opérades de Batanin. Les
résultats de la section précédente se formulent alors en disant que le foncteur M induit
un foncteur de la catégorie des théories globulaires homogènes sur Θ vers la catégorie
des ω-opérades.

Dans la cinquième section, on associe à une monadeM sur les ensembles globulaires,
une extension globulaire ΘM . On étend cette correspondance en un foncteur T de la
catégorie des monades sur les ensembles globulaires vers la catégorie des extensions glo-
bulaires. On démontre que ce foncteur induit un foncteur de la catégorie des ω-opérades
vers la catégorie des théories globulaires homogènes sur Θ.

Dans la sixième section, on établit que les foncteurs M et T induisent des équivalences
de catégories, quasi-inverses l’une de l’autre, entre la catégorie des théories globulaires
homogènes sur Θ et la catégorie des ω-opérades.

L’objet de la septième section est la comparaison des 8-catégories de Grothendieck-
Maltsiniotis et des 8-catégories de Batanin. On fait le lien entre la notion de pseudo-
cohérateur et la notion de ω-opérade contractile. On démontre que le foncteur M envoie
tout cohérateur, vérifiant une hypothèse peu restrictive, sur un objet faiblement initial
de la catégorie des ω-opérades contractiles. Par ailleurs, on démontre que, sous une
conjecture technique, le cohérateur ΘBL de Batanin-Leinster est canoniquement munie
d’une contraction, et qu’il est envoyé par le foncteur M sur la ω-opérade initiale dans la
catégorie des ω-opérades munies d’une contraction. En particulier, toujours sous cette
conjecture technique, la catégorie des 8-catégories de Grothendieck de type ΘBL est
canoniquement équivalente à la catégorie des 8-catégories de Batanin-Leinster.

Chapitre 7. — Dans ce chapitre, on démontre que la catégorie rΘ est test stricte et que
le foncteur canonique Θ Ñ rΘ est asphérique.

La première section est une brève introduction à la théorie des catégories test dont
le but est de présenter les définitions et les résultats qu’on utilisera dans les sections
suivantes.

Dans la deuxième section, on démontre que la catégorie Θ est une catégorie test.
Ce résultat est également obtenu dans [15]. La preuve contenue dans cette section est
totalement différente. Elle est inspirée de l’argument combinatoire de Grothendieck pour
démontrer que la catégorie ∆ est test.

La troisième section est consacrée à la démonstration du caractère test strict de la
catégorie rΘ. Pour ce faire, on construit un décalage scindable sur rΘ. Cette technique a
été introduite par Cisinski et Maltsiniotis dans [15] pour démontrer que la catégorie Θ
est test stricte. Faute de description agréable de la catégorie rΘ, le décalage sur celle-
ci est construit « à la main », ce qui engendre des calculs fastidieux. On démontre
également que le foncteur canonique Θ Ñ rΘ est asphérique. On a déjà explicité dans
cette introduction quelques conséquences de ces deux résultats.
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Notations

Si C est une catégorie, on notera ObpCq la classe des objets de C, FlpCq la classe
des flèches de C, et Co la catégorie opposée. Si c et c1 sont deux objets de C, on notera
HomCpc, c

1q l’ensemble des morphismes de c vers c1. Si C et D sont deux catégories, on
notera HompC,Dq la catégorie des foncteurs de C vers D.

On notera Ens la catégorie des ensembles. Si A est une petite catégorie, on notera pA
la catégorie HompAo, Ensq des préfaisceaux sur A et qA la catégorie HompAo, Ensoq des
copréfaisceaux sur A. Si a est un objet de A, on notera également a le préfaisceau sur
A représenté par a. Si u : A Ñ B est un foncteur et b est un objet de B, on notera
A{b la catégorie dont les objets sont les couples pa, fq où a est un objet de A et f
un morphisme upaq Ñ b de B et dont les morphismes de pa, fq vers pa1, f 1q sont les
morphismes g : a Ñ a1 de A tels que f 1upgq � f . On notera bzA la catégorie pAo{bqo

associée au foncteur opposé uo : Ao Ñ Bo. Si F est un préfaisceau sur A, on notera
A{F la catégorie associée au foncteur de Yoneda AÑ pA et AzF la catégorie associée au
foncteur de Yoneda AÑ qA.

Soit u : AÑ B un foncteur entre petites catégories. On notera u� le foncteur de res-
triction pB Ñ pA, u! l’adjoint à gauche de u� et u� l’adjoint à droite de u� (s’ils existent).
Rappelons que u! (respectivement u�) existe si B est cocomplète (respectivement com-
plète).

Soient C une catégorie et c f
ÝÑ d

f 1
ÐÝ c1 deux morphismes de C. On notera pc, fq�dpf 1, cq

le produit fibré du diagramme dans C formé par f et f 1. Plus généralement, pour tout
n ¥ 1, si on dispose pour tout k entre 1 et n � 1 de morphismes fk : ck Ñ dk et
f 1k : ck�1 Ñ dk de C, on notera

pc1, f1q �d1 pf
1
1, c2, f2q �d2 pf

1
2, c3, f3q �d3 � � � �dn�1 pf

1
n�1, cnq

le produit fibré itéré du diagramme dans C formé par les fk et les f 1k. De même, on notera

pc1, f1q >d1 pf
1
1, c2, f2q >d2 pf

1
2, c3, f3q >d3 � � � >dn�1 pf

1
n�1, cnq

la somme amalgamée itérée du diagramme dans Co formé par les fk et les f 1k.



Chapitre 1

8-catégories et 8-groupoïdes
stricts

1.1 Ensembles globulaires
1.1.1. Pour tout entier positif n, on note Gn la catégorie engendrée par le graphe

D0
σ1 //
τ1

// D1
σ2 //
τ2

// � � �
σn�1 //
τn�1

// Dn�1
σn //
τn

// Dn

soumis aux relations coglobulaires

σi�1σi � τi�1σi et σi�1τi � τi�1τi, i ¥ 1.

Pour tout n positif, on a un foncteur d’inclusion Gn Ñ Gn�1. On notera G la limite
inductive de ce système de foncteurs.

Si i et j sont deux entiers tels que j ¥ i ¥ 0, on pose

σji � σj � � �σi�2σi�1 et τ ji � τj � � � τi�2τi�1.

On appelle morphismes source (respectivement morphismes but) les σji (respective-
ment τ ji ) pour j ¥ i ¥ 0. On dit qu’un tel morphisme est non trivial s’il n’est pas
une identité. On vérifie facilement qu’on a

HomGpDi,Djq �

$'&'%
tσji , τ

j
i u si i   j,

t1Diu si i � j,

∅ sinon.

On appellera catégorie des ensembles globulaires ou catégorie des 8-graphes, la caté-
gorie des préfaisceaux sur G. Si X est un ensemble globulaire, on notera Xn l’ensemble
XpDnq et si (respectivement ti) l’application Xpσiq (respectivement Xpτiq). Ainsi la
donnée de X équivaut à celle d’un diagramme d’ensembles

� � �
sn�1 //

tn�1
// Xn

sn //

tn
// Xn�1

sn�1 //

tn�1
// � � �

s2 //

t2
// X1

s1 //

t1
// X0

1
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soumis aux relations globulaires

sisi�1 � siti�1 et tisi�1 � titi�1, i ¥ 1.

Si X est un ensemble globulaire et i, j sont deux entiers tels que j ¥ i ¥ 0, on pose

sji � si�1 � � � sj�1sj et tji � ti�1 � � � tj�1tj .

Si X est un ensemble globulaire et n est un entier positif, on appellera Xn l’ensemble
des n-flèches ou des n-cellules. Si n � 0, on appellera également X0 l’ensemble des objets.
Si f est une n-flèche pour un n strictement positif, on appellera source (respectivement
but) de f , la pn� 1q-flèche snpfq (respectivement tnpfq). Pour indiquer qu’une flèche h
a pour source f et pour but g, on écrira h : f Ñ g. On dit que deux n-flèches f et g sont
parallèles si n � 0, ou si f et g ont même source et même but.

1.1.2. Une 8-précatégorie est un ensemble globulaire X muni d’applications

�ij : pXi, s
i
jq �Xj pt

i
j , Xiq Ñ Xi, i ¡ j ¥ 0,

ki : Xi Ñ Xi�1, i ¥ 0,

telles que les axiomes suivants soient vérifiés :
1. pour tout couple px, yq dans pXi, s

i
jq �Xj pt

i
j , Xiq avec i ¡ j ¥ 0, on a

sipx �
i
j yq �

#
sipyq, j � i� 1
sipxq �

i�1
j sipyq, j   i� 1

;

2. pour tout couple px, yq dans pXi, s
i
jq �Xj pt

i
j , Xiq avec i ¡ j ¥ 0, on a

tipx �
i
j yq �

#
tipxq, j � i� 1
tipxq �

i�1
j tipyq, j   i� 1

;

3. pour tout x dans Xi avec i ¥ 0, on a

si�1kipxq � x � ti�1kipxq, i ¥ 0.

Pour i et j deux entiers tels que i ¥ j ¥ 0, on notera

kji � ki�1 � � � kj�1kj .

Unmorphisme de 8-précatégories est un morphisme d’ensembles globulaires qui respecte
les applications �ji et ki. On notera 8-PCat la catégorie des 8-précatégories.

Une 8-précatégorie X est une 8-catégorie stricte si elle satisfait en outre les axiomes
suivants :
(C1) Associativité

pour tout triplet px, y, zq dans pXi, s
i
jq �Xj pt

i
j , Xi, s

i
jq �Xj pt

i
j , Xiq avec i ¡ j ¥ 0,

on a
px �ij yq �

i
j z � x �ijpy �

i
j zq ;
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(C2) Loi d’échange
pour tout quadruplet px, x1, y, y1q dans

pXi, s
i
jq �Xj pt

i
j , Xi, s

i
kq �Xk pt

i
k, Xi, s

i
jq �Xj pt

i
j , Xiq,

avec i ¡ j ¡ k ¥ 0, on a

px �ij x
1q �ikpy �

i
j y

1q � px �ik yq �
i
jpx

1 �ik y
1q ;

(C3) Unités
pour tout x dans Xi avec i ¥ 1 et tout j tel que i ¡ j ¥ 0, on a

x �ij k
j
i s
i
jpxq � x � kji t

i
jpxq �

i
j x ;

(C4) Fonctorialité des unités
pour tout couple px, yq dans pXi, s

i
jq �Xj pt

i
j , Xiq avec i ¡ j ¥ 0, on a

kipx �
i
j yq � kipxq �

i�1
j kipyq.

On notera 8-Cat la sous-catégorie pleine de 8-PCat dont les objets sont les 8-catégories
strictes.

Soient X une 8-catégorie, x dans Xi pour i ¥ 1 et j un entier tel que 0 ¤ j   i. On
dit que x admet un �ij-inverse s’il existe y dans Xi tel que

sijpyq � tijpxq, tijpyq � sijpxq, x �ij y � kji pt
i
jpxqq et y �ij x � kji ps

i
jpxqq.

Le même argument qu’en théorie des groupes montre que si un tel y existe, il est unique.
On appelle alors y le �ij-inverse de x.

Une 8-catégorie stricte X est un 8-groupoïde strict si pour tous entiers i, j tels que
0 ¤ j   i, tout x dans Xi admet un �ij-inverse. On notera 8-Grp la sous-catégorie pleine
de 8-Cat dont les objets sont les 8-groupoïdes stricts.

Si X est un 8-groupoïde strict, pour tous i, j tels que 0 ¤ j   i, on dispose d’une
application wij : Xi Ñ Xi qui envoie une i-flèche sur son �ij-inverse. On a alors, pour x
dans Xi,

sipw
i
jpxqq �

#
tipxq si j � i� 1,
wi�1
j psipxqq sinon,

et

tipw
i
jpxqq �

#
sipxq si j � i� 1,
wi�1
j ptipxqq sinon.

Un morphisme de 8-groupoïdes respecte automatiquement ces wij . Ceci motive la défi-
nition suivante.

Un 8-prégroupoïde est une 8-précatégorie munie d’applications

wij : Di Ñ Di, 0 ¤ j   i,
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telles que pour tout x dans Xi avec i ¥ 1 et tout j tel que 0 ¤ j   i, les flèches sipwijpxqq
et tipwijpxqq se calculent comme ci-dessus. Un morphisme de 8-prégroupoïdes est un
morphisme de 8-précatégories qui respecte les applications wij . On notera 8-PGrp la
catégorie des 8-prégroupoïdes.

Un 8-groupoïde strict X est alors un 8-prégroupoïde satisfaisant les axiomes (C1),
(C2), (C3), (C4), ainsi que l’axiome additionnel suivant :
(G1) Inverses

pour tout x dans Xi avec i ¥ 1 et tout j tel que 0 ¤ j   i, on a

x �ij w
i
jpxq � kji pt

i
jpxqq et wijpxq �

i
j x � kji ps

i
jpxqq.

Notons que l’unicité du �ij-inverse entraîne immédiatement que tout 8-groupoïde strict
vérifie automatiquement l’axiome suivante :
(G2) Fonctorialité des inverses

pour tout couple px, yq dans pXi, s
i
jq �Xj pt

i
j , Xiq avec 0 ¤ j   i et tout entier j1

tel que 0 ¤ j1   i, on a

wij1px �
i
j yq �

#
wij1pyq �

i
j w

i
j1pxq, si j � j1,

wij1pxq �
i
j w

i
j1pyq, sinon.

Soit n un entier positif. Une n-catégorie stricte est une 8-catégorie stricte telle que
pour toutm ¡ n, toutes lesm-flèches sont des identités. On notera n-Cat la sous-catégorie
pleine de 8-Cat formée des n-catégories. Un n-groupoïde strict est un 8-groupoïde strict
qui est une n-catégorie. On notera n-Grp la sous-catégorie pleine de 8-Grp formée des
n-groupoïdes.

1.2 Équivalences faibles de 8-groupoïdes stricts

1.2.1. Soient C une 8-catégorie stricte et f, g deux n-flèches pour un n positif. On dira
que f est homotope à g s’il existe une pn � 1q-flèche h de source f et de but g. Si G
est un 8-groupoïde strict, la relation d’homotopie sur Gn est une relation d’équivalence.
En effet, l’identité d’une flèche f montre que f est homotope à elle-même. Si on dispose
d’une flèche h de source f et but g, où f et g sont deux n-flèches, l’inverse wn�1

n phq fournit
une flèche de source g et de but f . La transitivité sur les n-flèches résulte des propriétés
de source et de but de la composition �n�1

n . On notera �n cette relation d’équivalence.
Si G est un 8-groupoïde strict et n est un entier positif, on notera �Gn le quotient de

Gn par �n. La composition

�nn�1 : Gn �Gn�1 Gn Ñ Gn

passe au quotient en une opération

�nn�1 : �Gn �Gn�1
�Gn Ñ �Gn
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grâce aux propriétés de source et de but de la composition �n�1
n�1. On peut ainsi définir un

groupoïde $npGq dont les objets sont les pn � 1q-flèches et les flèches sont les éléments
de �Gn.

On rappelle que si H est un groupoïde, on note π0pHq l’ensemble des classes d’équi-
valence d’objets pour la relation « il existe une flèche entre x et y », et π1pH,xq, pour x
un objet de H, le groupe des automorphismes de x.

Soit G un 8-groupoïde strict. On pose

π0pGq � π0p$1pGqq

et pour n ¡ 0 et x un objet de G, on pose

πnpG, xq � π1p$npGq, k
0
n�1pxqq.

Il est immédiat que πnpG, xq est un groupe. L’argument d’Eckmann-Hilton montre que
pour n ¥ 2, ce groupe est abélien. On appellera π0pGq l’ensemble des composantes
connexes de G et on dira que G est 0-connexe si cet ensemble est un singleton. On dira
que G est connexe si G est le 8-groupoïde vide (c’est-à-dire l’unique 8-groupoïde sans
objet), ou si G est 0-connexe. On vérifie facilement que si G est connexe et que x, y
sont deux objets de G, pour tout entier n ¥ 1, les groupes πnpG, xq et πnpG, yq sont
isomorphes (de manière non canonique). On dira que G est simplement connexe si G est
0-connexe et si pour tout objet x de G, le groupe π1pG, xq est trivial.

On vérifie facilement que pour tout entier n ¥ 1, $n est un foncteur de la catégorie
des8-groupoïdes stricts vers la catégorie des groupoïdes. De même, π0 est un foncteur de
la catégorie des 8-groupoïdes stricts vers la catégorie des ensembles et πn pour n ¥ 1,
est un foncteur de la catégorie des 8-groupoïdes stricts pointés vers la catégorie des
groupes (abéliens si n ¥ 2).

Soit F : G Ñ H un morphisme de 8-groupoïdes stricts. On dira que F est une
équivalence faible si l’application π0pF q : π0pGq Ñ π0pHq est une bijection et si pour tout
n ¥ 1 et tout objet x de F , le morphisme de groupes πnpF, xq : πnpG, xq Ñ πnpH,F pxqq
est un isomorphisme.

Plus généralement, si G un 8-groupoïde strict, n un entier supérieur ou égal à 1 et
f, g deux pn� 1q-flèches de G, on notera

πnpG, f, gq � Hom$npGqpf, gq et πnpG, fq � πnpG, f, fq.

Proposition 1.2.2. Soit F : GÑ H un morphisme de 8-groupoïdes stricts. Les condi-
tions suivantes sont équivalentes :

1. F est une équivalence faible ;
2. l’application π0pF q : π0pGq Ñ π0pHq est une bijection, et pour tout n ¥ 1 et toute

pn� 1q-flèche f de G, le morphisme F induit une bijection

πnpG, fq Ñ πnpH,F pfqq ;
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3. le foncteur $1pF q : $1pGq Ñ $1pHq est une équivalence de catégories, et pour
tout n ¥ 2 et tout couple pf, gq de pn� 1q-flèches parallèles de G, le morphisme F
induit une bijection

πnpG, f, gq Ñ πnpH,F pfq, F pgqq ;

4. le foncteur $1pF q : $1pGq Ñ $1pHq est plein et essentiellement surjectif, et pour
tout n ¥ 2 et tout couple pf, gq de pn� 1q-flèches parallèles de G, le morphisme F
induit une surjection

πnpG, f, gq Ñ πnpH,F pfq, F pgqq.

Démonstration. L’implication 2 ñ 1 est évidente. Montrons la réciproque. Le cas n � 1
est évident. Soient n ¥ 2 et f une pn � 1q-flèche de G. Notons x � sn�1

0 pfq. On définit
un isomorphisme

πnpG, xq Ñ πnpG, fq

en envoyant une n-flèche u : k0
n�1pxq Ñ k0

n�1pxq sur la n-flèche kn�1pfq �
n
0 u : f Ñ f . Il

est immédiat que le morphisme F commute à cet isomorphisme, c’est-à-dire que le carré

πnpG, xq

��

// πnpG, fq

��
πnpH,F pxqq // πnpH,F pfqq

est commutatif. L’application πnpG, fq Ñ πnpH,F pfqq est donc une bijection pour n ¥ 2.
L’implication 3 ñ 2 est évidente. Montrons la réciproque. Soient n ¥ 1 et f, g deux

pn� 1q-flèches parallèles de G. Supposons qu’il existe une n-flèche u : f Ñ g dans G. On
définit alors un isomorphisme

πnpG, fq Ñ πnpG, f, gq

en envoyant une n-flèche v : f Ñ f sur la n-flèche u �nn�1 v : f Ñ g. Il est immédiat que
le morphisme F commute à cet isomorphisme, c’est-à-dire que le carré

πnpG, fq

��

// πnpG, f, gq

��
πnpH,F pfqqq // πnpH,F pfq, F pgqq

est commutatif. Ainsi, pour conclure, il suffit de montrer que s’il existe une n-flèche
v : F pfq Ñ F pgq dans H, alors il existe une n-flèche u : f Ñ g dans G. C’est clair pour
n � 1 par injectivité de π0pF q. Soit donc n ¥ 2 et v : F pfq Ñ F pgq une n-flèche de H.
Posons x � sn�1pfq. La flèche kn�1pwn�1pF pfqqq �

n
n�2 v est une n-flèche de H de source

kn�2pF pxqq : F pxq Ñ F pxq et de but wn�1pF pfqq �
n�1
n�2 F pgq : F pxq Ñ F pxq. Puisque

l’application
πn�1pG, xq Ñ πn�1pH,F pxqq
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est injective, il existe une n-flèche u1 de G de source κn�2pxq et de but wn�1pfq �
n�1
n�2 g.

Alors u � kn�1pfq �
n
n�2 u

1 est une n-flèche de G de source f et de but g.
L’implication 3 ñ 4 est évidente. Montrons la réciproque. Soient n ¥ 1, f, g deux

pn� 1q-flèches parallèles de G et u, v deux n-flèches de source f et de but g. Supposons
qu’on ait F puq � F pvq dans πnpH,F pfq, F pgqq. Il existe alors une pn� 1q-flèche de H de
source F puq et de but F pvq. Par surjectivité de l’application

πn�1pG, u, vq Ñ πn�1pH,F puq, F pvqq,

il existe une pn�1q-flèche de G de source u et de but v. D’où u � v dans πnpG, f, gq.

Remarque 1.2.3. La dernière condition se reformule en la conjonction des propriétés
suivantes :

– pour tout objet y deH, il existe un objet x deG tel que F pxq et y soient homotopes ;
– pour tout entier n ¥ 0, tout couple pf, gq de n-flèches parallèles de G et toute
pn � 1q-flèche k : F pfq Ñ F pgq de H, il existe une pn � 1q-flèche h : f Ñ g de G
telle que F phq soit homotope à k.

C’est exactement la notion d’équivalence faible de 8-catégories strictes exposée dans
[27], restreinte aux 8-groupoïdes.

1.2.4. Soient n ¥ 2 et A un groupe abélien. On définit un 8-groupoïde strict G de la
manière suivante :

– l’ensemble Gi des i-flèches est un singleton qu’on notera 0 pour i   n, et est A
pour i ¥ n ;

– les applications si et ti sont égales et valent l’identité 10 pour i entre 1 et n� 1, la
projection AÑ 0 pour i � n et l’identité 1A pour i ¥ n� 1 ;

– l’application ki vaut 10 pour i entre 0 et n� 2, l’application 0 Ñ A correspondant
à l’élément neutre de A pour i � n� 1, et 1A pour i ¥ n ;

– pour i ¡ j ¥ 0, l’application �ij vaut 10 pour i   n, l’addition A � A Ñ A pour
i ¥ n et j   n, et vaut l’identité 1A sinon (on a Gi�Gj Gi � A�AA � A si j ¥ n).

On notera KpA,nq cet 8-groupoïde strict. On vérifie facilement que KpA,nq est simple-
ment connexe, et que si on note � son unique objet, on a pour tout entier k ¥ 2,

πkpKpA,nq, �q �

#
A si k � n,

0 sinon.

On définit de façon analogue des 8-groupoïdes stricts KpE, 0q pour E un ensemble,
et KpG, 1q pour G un groupe. Le 8-groupoïde KpE, 0q a pour composantes connexes E,
et pour tout objet x de KpE, 0q et tout k ¥ 1, le groupe πkpKpE, 0q, xq est trivial. Quant
à KpG, 1q, il possède un unique objet � (il est en particulier connexe), et vérifie

πkpKpG, 1q, �q �
#
G si k � 1,
0 sinon.

On appelle les8-groupoïdes définis dans ce paragraphe des8-groupoïdes d’Eilenberg-
Mac Lane.
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1.3 La catégorie homotopique

1.3.1. Un localisateur est la donnée d’une catégorie C et d’une classe de flèches W de C.
On notera pC,Wq un tel localisateur. On appellera les flèches de W des équivalences
faibles.

La donnée d’un localisateur est suffisante pour définir les notions importantes de la
théorie de l’homotopie (par exemple, les notions de catégorie homotopique, de limites
homotopiques et de foncteurs dérivés entre deux localisateurs).

Dans la pratique, à une catégorie C, on associera souvent une unique classe W faisant
du couple pC,Wq un localisateur. On pourra alors parler du localisateur C sans ambiguïté.

Exemples 1.3.2. La catégorie Top des espaces topologiques sera par défaut munie
des équivalences faibles d’espaces topologiques, c’est-à-dire des applications continues
f : X Ñ Y telles que l’application π0pfq : π0pXq Ñ π0pY q soit une bijection et que
pour tout x dans X et tout i ¥ 1, le morphisme πipf, xq : πipX,xq Ñ πipY, fpxqq soit un
isomorphisme de groupes.

La catégorie CW des CW-complexes sera par défaut munie des équivalences d’ho-
motopie entre CW-complexes (qui sont également les équivalences faibles topologiques
entre CW-complexes).

La catégorie p∆ des ensembles simpliciaux sera par défaut munie des équivalences
faibles d’ensembles simpliciaux, c’est-à-dire des morphismes d’ensembles simpliciaux qui
s’envoient via le foncteur réalisation géométrique | � | sur une équivalence d’homotopie
entre CW-complexes.

La catégorie Cat des petites catégories sera par défaut munie des équivalences faibles
de catégories, c’est-à-dire des foncteurs s’envoyant via le foncteur nerf N sur une équi-
valence faible d’ensembles simpliciaux.

La catégorie 8-Grp des 8-groupoïdes stricts sera par défaut munie des équivalences
faibles de 8-groupoïdes stricts définies dans la section précédente.

Pour k dans Z Y t�8u, la catégorie C¥kpAq des complexes homologiques en degré
supérieur ou égal à k à valeurs dans une catégorie abélienne A, sera par défaut mu-
nie des quasi-isomorphismes, c’est-à-dire des morphismes de complexes induisant des
isomorphismes en homologie.

1.3.3. Si pC,Wq est un localisateur, la catégorie homotopique de pC,Wq est la localisation
Gabriel-Zisman de C par W, c’est-à-dire la catégorie obtenue à partir de C en inversant
formellement les morphismes de W. On notera cette catégorie HoWpCq ou HopCq si le
contexte rend claire la classe W.

Notons que la catégorie HoWpCq n’existe pas en général si l’on n’est pas prêt à changer
d’univers. Nous négligerons ce problème pour les deux raisons suivantes :

– nous sommes prêts à changer d’univers ;
– dans tous les exemples que nous considèrerons par la suite, la catégorie homoto-
pique existera sans changer d’univers.
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Exemples 1.3.4. La catégorie homotopique est la catégorie HopTopq. On notera Hot
cette catégorie. Un type d’homotopie est un objet de Hot à isomorphisme canonique
près.

La catégorie HopC¥kpAqq est la catégorie dérivée D¥kpAq de A.

Théorème 1.3.5. La chaîne de foncteurs

Cat N
ÝÑ p∆ |�|

ÝÑ CW Ñ Top

induit par les propriétés universelles des catégories homotopiques une chaîne de foncteurs

HopCatq N
ÝÑ Hopp∆q |�|

ÝÑ HopCWq Ñ HopTopq � Hot.

Ces trois foncteurs sont des équivalences de catégories.

Démonstration. Voir le corollaire 3.3.1 du chapitre VI de [22] pour N . Pour les deux
autres foncteurs, voir [35] ou le chapitre VII de [16].

Remarque 1.3.6. Par le théorème précédent, on dispose donc de quatre définitions
équivalentes de Hot. Le choix de la définition utilisant le localisateur Cat est à la base de
la théorie des catégories test de Grothendieck exposée dans [17] et [32].

1.3.7. Soit n un entier positif. On notera CWn le localisateur pCW,Wnq où Wn est la
classe des n-équivalences faibles, c’est-à-dire des applications continues f : X Ñ Y telles
que l’application π0pfq : π0pXq Ñ π0pY q soit bijective, et que pour tout x dans X, le
morphisme πipf, xq : πipX,xq Ñ πipY, fpxqq soit un isomorphisme pour 1 ¤ i ¤ n. On
note Hotn la catégorie homotopique HopCWnq. On appellera n-type d’homotopie, ou plus
simplement n-type, un objet de Hotn à isomorphisme canonique près.

Notons CW¤n la sous-catégorie pleine de CW constituée des CW-complexes X pos-
sédant la propriété suivante : pour tout i ¡ n et tout x dans X, le groupe πipX,xq est
trivial. On fait de cette catégorie un localisateur en la munissant des équivalences faibles
de CW-complexes (qui coïncident évidemment avec les n-équivalences faibles).

Les propriétés universelles de Hot et Hotn entraînent l’existence du triangle commu-
tatif suivant :

HopCW¤nq
i //

j %%LLLLLLLLLL Hot

k||yyyyyyyyy

Hotn .

On peut montrer que les foncteurs i et j sont pleinement fidèles. Par ailleurs, une
construction classique de la théorie de l’homotopie permet de montrer que j est es-
sentiellement surjectif et est donc une équivalence de catégories. Ainsi, on peut identifier
la catégorie Hotn à la sous-catégorie pleine de Hot dont les objets proviennent de CWn.

Si X est un type d’homotopie, on appellera n-type d’homotopie associé à X le n-type
d’homotopie kpXq (qu’on verra parfois comme un objet de Hot via l’identification que
l’on vient de décrire).
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1.4 Types d’homotopie et 8-groupoïdes stricts

1.4.1. Le but de cette section est de montrer qu’un foncteur de réalisation raisonnable
R : 8-Grp Ñ Hot (on précisera plus loin ce qu’on entend par raisonnable) ne peut-être
essentiellement surjectif et d’essayer de décrire l’image essentielle d’un tel foncteur.

Soit k un entier positif. On dira qu’une 8-catégorie stricte C est k-suspendue si pour
tout l entre 0 et k � 1, C possède une unique l-flèche. En particulier, toute 8-catégorie
stricte est 0-suspendue. On notera 8-Grp¥k la sous-catégorie pleine de 8-Grp dont les
objets sont les 8-groupoïdes k-suspendus (c’est-à-dire tels que leur 8-catégorie sous-
jacente soit k-suspendue). Nous allons maintenant étudier la catégorie des 8-groupoïdes
stricts 2-suspendus.

On notera Ab la catégorie des groupes abéliens, 8-GrppAbq celle des 8-groupoïdes
stricts en groupes abéliens (voir le paragraphe 2.1.2 pour une définition) et 8-Grp¥2pAbq
celle des 8-groupoïdes en groupes abéliens 2-suspendus. Le foncteur d’oubli Ab Ñ Ens
induit un foncteur 8-GrppAbq Ñ 8-Grp qui envoie un 8-groupoïde strict en groupes
abéliens sur son 8-groupoïde strict sous-jacent. Ce foncteur se restreint en un foncteur
8-Grp¥2pAbq Ñ 8-Grp¥2.

Proposition 1.4.2. Le foncteur 8-Grp¥2pAbq Ñ 8-Grp¥2 est un isomorphisme de
catégories.

Démonstration. Pour démontrer la proposition, il suffit de prouver que tout8-groupoïde
strict 2-suspendu est canoniquement un 8-groupoïde en groupes abéliens et que les
morphismes de 8-groupoïdes stricts préservent cette structure abélienne.

Soit donc G un tel 8-groupoïde. Notons �i l’unique i-flèche de G pour i � 0, 1. Soit
n un entier supérieur ou égal à 2. Si f et g sont deux n-flèches de G, alors sni pfq �
tni pfq � sni pgq � tni pgq � �i pour i � 0, 1. L’ensemble des n-flèches est donc muni de
deux structures de groupes induites par les compositions �n0 et �n1 . Par la loi de l’échange,
ces deux opérations sont compatibles. De plus, elles ont la même unité puisque k0

np�0q �
k1
np�1q. Par l’argument d’Eckmann-Hilton, ces deux lois sont égales et commutatives. On

notera � cette opération. Le groupe pGn,�q est donc abélien.
Vérifions que les données de G sont compatibles à cette structure abélienne. Suppo-

sons toujours n supérieur ou égal à 2. Si f et g sont deux n-flèches, on a

snpf � gq � snpf �
n
0 gq � snpfq �

n�1
0 snpgq � snpfq � snpgq.

L’application sn : Gn Ñ Gn�1 est donc un morphisme de groupes. De même pour
l’application tn. Soientm un entier positif strictement inférieur à n et f 1, g1 deux n-flèches
telles que snmpfq � tnmpgq et snmpf 1q � tnmpg

1q. On a

pf � f 1q �nmpg � g1q � pf �n0 f
1q �nmpg �

n
0 g

1q � pf �nm gq �
n
0 pf

1 �nm g
1q � pf �nm gq � pf 1 �nm g

1q.

Ainsi �nm est un morphisme de groupes. Supposons maintenant n seulement positif. On
a

knpf � gq � knpf �
n
0 gq � knpfq �

n�1
0 knpgq � knpfq � knpgq
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et kn est un morphisme de groupes.
Montrons maintenant que cette structure abélienne est unique. Donnons-nous donc

une structure de 8-groupoïde en groupes abéliens sur G. Fixons n ¥ 2 et notons �1

la loi de groupe sur Gn de cette structure. Puisque l’application k0
n respecte la loi �1,

l’unité de �1 est k0
np�0q. En particulier, �1 et �n0 ont même unité. Par ailleurs, puisque

l’application �n0 : Gn � Gn Ñ Gn respecte la loi �1, les lois �1 et �n0 sont compatibles.
Par l’argument d’Eckmann-Hilton, elles sont donc égales. Ainsi, la structure abélienne
est uniquement déterminée par les compositions �n0 .

De plus, puisque � � �n0 , un morphisme de 8-groupoïdes stricts 2-suspendus est
automatiquement un morphisme de 8-groupoïdes stricts en groupes abéliens.

1.4.3. Nous allons maintenant montrer que la catégorie des 8-groupoïdes stricts en
groupes abéliens est canoniquement équivalente à la catégorie C¥0pAbq des complexes
homologiques de groupes abéliens en degré positif (ce résultat a été démontré par Bourn
dans [11]).

Soit C un tel complexe. Notons dn : Cn Ñ Cn�1 sa différentielle. On associe à C un
8-groupoïde F défini de la manière suivante :

– l’ensemble Fn des n-flèches est Cn ` Cn�1 ` � � � ` C0 ;
– pour n ¥ 1, le morphisme sn : Fn � Cn`Fn�1 Ñ Fn�1 est la projection canonique ;
– pour n ¥ 1, le morphisme tn : Fn � Cn ` Fn�1 Ñ Fn�1 est la somme de dn et de
la projection canonique ;

– pour n ¥ 0, le morphisme kn : Fn Ñ Fn�1 � Cn�1 ` Fn est l’injection canonique ;
– pour n ¡ m ¥ 0, le morphisme �nm : pFn, snmq �Fm ptnm, Fnq Ñ Fn est défini par

pxn, . . . , x0q �
n
mpyn, . . . , y0q � pxn � yn, . . . , xm�1 � ym�1, ym, . . . , y0q

(notons que pxn, . . . , x0, yn, . . . , y0q appartient à pFn, snmq �Fm ptnm, Fnq si et seule-
ment si on a pxm, . . . , x0q � pdm�1pym�1q � ym, ym�1, . . . , y0q) ;

– pour n ¡ m ¥ 0, le morphisme wnm : Fn Ñ Fn est défini par

wnmpxn, . . . , x0q � p�xn, . . . ,�xm�1, dm�1pxm�1q � xm, xm�1, . . . , x0q.

On vérifie immédiatement que F est un 8-groupoïde strict en groupes abéliens. De plus,
si f : C Ñ C 1 est un morphisme de complexes, les composantes fk : Ck Ñ C 1

k induisent
pour tout n positif, un morphisme Fn � Cn ` � � � ` C0 Ñ F 1

n � C 1
n ` � � � ` C 1

0. On
vérifie facilement que ces morphismes définissent un morphisme de 8-groupoïdes stricts
en groupes abéliens. On vient ainsi de définir un foncteur C¥0pAbq Ñ 8-GrppAbq.

Proposition 1.4.4. Le foncteur C¥0pAbq Ñ 8-GrppAbq défini dans le paragraphe pré-
cédent est une équivalence de catégories.

Démonstration. Soit F un 8-groupoïde strict en groupes abéliens. Posons C0 � F0 et
Cn � Ker sn pour n ¥ 1. Puisque le morphisme sn : Fn Ñ Fn�1 admet kn�1 comme
section, Fn est canoniquement isomorphe à Cn`Fn�1. Ainsi, on a montré que l’ensemble



12 CHAPITRE 1. 8-CATÉGORIES ET 8-GROUPOÏDES STRICTS

globulaire sous-jacent à F est isomorphe à un ensemble globulaire en groupes abéliens
de la forme

C0 C1 ` C0
t1

oo
s1oo � � �

t2
oo
s2oo Cn ` Cn�1 ` � � � ` C0

tn
oo
snoo � � �

tn�1
oo
sn�1oo

.

À travers cet isomorphisme, sn devient la projection canonique Cn ` Fn�1 Ñ Fn�1, et
kn�1 l’inclusion canonique Fn�1 Ñ Cn`Fn�1. Puisque kn�1 est également une section de
tn, pour p0, yq dans Cn`Fn�1, on a tnp0, yq � y. Par ailleurs, l’identité sn�1tn � sn�1sn
entraîne que, pour px, 0q dans Cn ` Fn�1, on a tnpx, 0q � pdnpxq, 0q, où dn est un
morphisme de Cn vers Cn�1. Ainsi, tn est la somme de la projection canonique et de ce
morphisme dn. L’identité tn�1tn � tn�1sn implique immédiatement qu’on a dn�1dn � 0.
On a ainsi associé un complexe pC, dq à F .

On montre de même que si g : F Ñ F 1 est un morphisme de 8-groupoïdes stricts
en groupes abéliens, le morphisme gn : Fn Ñ F 1

n se décompose en une somme de deux
morphismes fn ` gn�1 : Cn ` Fn�1 Ñ C 1

n ` F 1
n�1 et que les morphismes fn définissent

un morphisme de complexes.
On a donc construit un foncteur H : 8-GrppAbq Ñ C¥0pAbq. Montrons que celui-ci

est un quasi-inverse du foncteur K : C¥0pAbq Ñ 8-GrppAbq de l’énoncé. Il est évident
que HK est isomorphe à l’identité. Montrons que KH est isomorphe à l’identité. Soit
donc F un 8-groupoïde strict en groupes abéliens. On a déjà montré que pKHqpF q
et F ont des ensembles globulaires sous-jacents canoniquement isomorphes et que cette
isomorphisme est compatible aux unités. Pour conclure, il suffit de montrer que ces
données suffisent à déterminer les composition �nm.

Soient donc C un complexe et n ¡ m ¥ 0 deux entiers. Nous utiliserons les notations
du paragraphe 1.4.3. Soit pxn, . . . , x0, yn, . . . , y0q un élément de Fn �Fm Fn. Rappelons
que cela signifie que les relations, xm � dm�1pym�1q � ym et xi � yi pour i entre 0 et
m� 1, sont satisfaites. On a alors

pxn, . . . , x0q �
n
mpyn, . . . , y0q

� pxn, . . . , xm�1, dm�1pym�1q � ym, ym�1, . . . , y0q �
n
mpyn, . . . , y0q

� pxn, . . . , xm�1, 0, . . . 0q �nmp0, . . . , 0q �
p0, . . . , 0, dm�1pym�1q � ym, ym�1, . . . , y0q �

n
mpyn, . . . , y0q

� pxn, . . . , xm�1, 0, . . . 0q � pyn, . . . , y0q

� pxn � yn, . . . , xm�1 � ym�1, ym, . . . , y0q,

où l’avant dernière égalité résulte des égalités

p0, . . . , 0q � kmn ps
n
mpxn, . . . , xm�1, 0, . . . , 0qq,

p0, . . . , 0, dm�1pymq � ym, ym�1, . . . , y0q � kmn pt
n
mpyn, . . . , y0qq,

et de l’axiome des unités.

Proposition 1.4.5. Dans l’équivalence de catégories C¥0pAbq Ñ 8-GrppAbq, les équi-
valences faibles de 8-groupoïdes et les quasi-isomorphismes sont échangés.
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Démonstration. Donnons-nous G un 8-groupoïde strict en groupes abéliens et un entier
n ¥ 1. Rappelons qu’on note �n la relation d’équivalence d’homotopie des n-flèches.
Si x est un objet de G, l’application Gn Ñ Gn, qui à f associe f � k0

n�1pxq, induit un
isomorphisme de groupes πnpG, xq Ñ πnpG, 0q. Par ailleurs, on a

πnpG, 0q � tf P Gn; snpfq � tnpfq � 0u{ �n
� tf P Gn; snpfq � tnpfq � 0u{tf P Gn; f �n 0u
� tf P Gn; snpfq � tnpfq � 0u{ttn�1phq;h P Gn�1, sn�1phq � 0u
� tpf, 0q P Cn `Gn�1; dnpfq � 0u{tdn�1phq; ph, 0q P Cn�1 `Gnu

� tf P Cn; dnpfq � 0u{tdn�1phq;h P Cn�1u

� Kerpdnq{ Impdn�1q

� HnpCpGqq.

De même, on montre que π0pGq � H0pCpGqq.
La proposition résulte de la naturalité de ces isomorphismes.

Corollaire 1.4.6. L’équivalence de catégories C¥0pAbq Ñ 8-GrppAbq induit une équi-
valence de catégories D¥0pAbq Ñ Hop8-GrppAbqq

Remarque 1.4.7. On montre de la même manière, que pour tout entier positif k,
l’équivalence de catégories C¥0pAbq Ñ 8-GrppAbq se restreint en une équivalence de
catégories C¥kpAbq Ñ 8-Grp¥kpAbq et que celle-ci induit une équivalence de catégories
D¥kpAbq Ñ Hop8-Grp¥kpAbqq.

Corollaire 1.4.8. On a une équivalence de catégories canonique 8-Grp¥2 Ñ C¥2pAbq
et celle-ci induit une équivalence de catégories Hop8-Grp¥2q Ñ D¥2pAbq.

Démonstration. Ce résultat est une conséquence de la remarque précédente et de l’équi-
valence de catégories 8-Grp¥2pAbq Ñ 8-Grp¥2 établie dans la proposition 1.4.2.

1.4.9. Soient A un groupe abélien et n un entier positif. On notera Arns le complexe
homologique de groupes abéliens concentré en degré n de valeur A. Il est immédiat que
dans l’équivalence de catégories du corollaire précédent, le complexe Arns est envoyé sur
le 8-groupoïde KpA,nq. On rappelle le résultat suivant sur la catégorie D¥2pAbq.

Proposition 1.4.10. Soit C un complexe dans C¥2pAbq. Alors, dans D¥2pAbq, C est
isomorphe (non canoniquement) à

±
n¥2HnpCqrns.

Démonstration. Nous allons utiliser la structure de catégorie triangulée de D¥2pAbq
munie de l’auto-équivalence de catégories qui à un complexe C associe le complexe Cr1s
tel que Cr1sn � Cn�1.

Soit C un complexe dans C¥2pAbq. Notons dn : Cn Ñ Cn�1 sa différentielle. Pour
tout entier k, on notera

τ¥kpCq � � � � Ñ Ck�2 Ñ Ck�1 Ñ Ker dk Ñ 0 Ñ 0 Ñ � � �rτ¥kpCq � � � � Ñ Ck�2 Ñ Ck�1 Ñ Xk Ñ Im dk Ñ 0 Ñ � � �
τ¤kpCq � � � � Ñ 0 Ñ 0 Ñ Coker dk�1 Ñ Ck�1 Ñ Ck�2 Ñ � � � .
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Fixons un entier n supérieur ou égal à 2. On a une suite exacte

0 Ñ rτ¥n�1pCq Ñ C Ñ τ¤npCq Ñ 0

dans C¥2pAbq. Par ailleurs, le morphisme canonique τ¥n�1pCq Ñ rτ¥n�1pCq est un quasi-
isomorphisme. On dispose donc dans D¥2pAbq d’un triangle distingué

τ¥n�1pCq Ñ C Ñ τ¤npCq Ñ τ¥n�1pCqr1s.

Or tout morphisme, d’un complexe concentré en degré inférieur ou égal à n, vers un
complexe concentré en degré supérieur ou égal à n � 2, est nul dans D¥2pAbq car les
Extpn�2q�n

Ab � Ext2
Ab sont triviaux. Ainsi, le morphisme de connexion de τ¤npCq vers

τ¥n�1pCqr1s � τ¥n�2pCr1sq est nul. Par conséquent, le triangle ci-dessus est scindé
et on dispose donc d’une section τ¤npCq Ñ C. En composant l’inclusion canonique
HnpCqrns Ñ τ¤npCq et cette section, on obtient un morphisme

HnpCqrns Ñ C

de D¥2pAbq qui induit un isomorphisme sur le Hn.
En passant à la somme directe, on obtient un morphismeà

n¥2
HnpCqrns Ñ C

de D¥2pAbq. Ce morphisme induit des isomorphismes sur tous les Hn et est donc un
isomorphisme. Par ailleurs, on a

À
n¥2HnpCqrns �

±
n¥2HnpCqrns, d’où le résultat.

Remarque 1.4.11. On démontre de même le résultat analogue dans D¥kpAbq, pour k
quelconque, fini ou non.

Corollaire 1.4.12. Soit G un 8-groupoïde strict 2-suspendu. Alors, dans Hop8-Grp¥2q,
G est isomorphe (non canoniquement) à

±
n¥2 KpπnpGq, nq.

Remarque 1.4.13. Le 8-groupoïde
±
n¥2 KpAn, nq, où pour tout n ¥ 2, An est un

groupe abélien, correspond à un complexe de différentielle nulle. Il vérifie sn � tn pour
n ¥ 1. Réciproquement, tout 8-groupoïde strict 2-suspendu qui vérifie ces égalités est
un produit de 8-groupoïdes d’Eilenberg-Mac Lane.

1.4.14. On appellera foncteur de réalisation de Simpson (voir [37]) la donnée d’un fonc-
teur Q : 8-Grp Ñ Top muni d’une application

e : G0 Ñ QpGq

naturelle en G, induisant une bijection

π0pGq Ñ π0pQpGqq,

et d’isomorphismes
πnpG, xq Ñ πnpQpGq, epxqq, n ¥ 1,

naturels en pG, xq.
Dans la suite, on se donne un foncteur de réalisation de Simpson Q. On notera

R : 8-Grp Ñ Hot le composé pQ où p est le foncteur de localisation TopÑ Hot.
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Proposition 1.4.15. Le foncteur R commute aux produits de 8-groupoïdes d’Eilenberg-
Mac Lane. Autrement dit, pour tout ensemble A0, tout groupe A1, et tous groupes abéliens
An pour n ¥ 2, le morphisme canonique

R
�¹
n¥0

KpAn, nq
	
Ñ
¹
n¥0

RpKpAn, nqq

est un isomorphisme dans Hot.

Démonstration. Rappelons que le foncteur de localisation p : Top Ñ Hot commute aux
produits. Cela résulte, par exemple, du fait que tout espace topologique est fibrant
pour la structure de catégorie de modèles usuelle sur Top. Il suffit donc de montrer que
l’application canonique

f : Q
�¹
n¥0

KpAn, nq
	
Ñ
¹
n¥0

QpKpAn, nqq

est une équivalence faible.
Fixons un entier positif n. On notera

pn :
¹
n¥0

KpAn, nq Ñ KpAn, nq et qn :
¹
n¥0

QpKpAn, nqq Ñ QpKpAn, nqq

les projections canoniques. On dispose du triangle commutatif suivant :

Q
�±

n¥0 KpAn, nq
	

f //

Qppnq ''PPPPPPPPPPPP

±
n¥0QpKpAn, nqq

qn
wwooooooooooooo

QpKpAn, nqq .

Pour n � 0, le morphisme p0 induit une bijection sur le π0. Il en donc de même de
Qpp0q. Par ailleurs, q0 induit également une bijection sur le π0. Il en est donc de même
de f .

Soit n ¥ 1. On dira dans la suite de cette preuve qu’une application continue (res-
pectivement un morphisme de 8-groupoïdes stricts) u : V ÑW induit un isomorphisme
sur le πn en v, où v est un élément de V (respectivement un objet de V ), si le morphisme
πnpV, vq Ñ πnpW, fpvqq est un isomorphisme. On dira que u induit un isomorphisme sur
le πn en tout point si pour tout point v de V (respectivement tout objet v de V ), u
induit un isomorphisme sur le πn en v.

Le morphisme pn induit un isomorphisme sur le πn en tout point. Le foncteur Qppnq
induit donc un isomorphisme sur le πn en epxq, pour tout objet x de

±
n¥0 KpAn, nq.

Puisque e induit une bijection sur le π0, l’application Qppnq induit un isomorphisme sur
le πn en tout point. Par ailleurs, l’application qn induit également un isomorphisme sur
le πn en tout point. On en déduit que c’est également le cas de f .

On a donc montré que f induit une bijection sur le π0 et pour tout n ¥ 1, un
isomorphisme sur le πn en tout point, c’est-à-dire que f est une équivalence faible.
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Proposition 1.4.16. Les types d’homotopie simplement connexes dans l’image essen-
tielle du foncteur R sont exactement les produits d’espaces d’Eilenberg-Mac Lane.

Démonstration. Un type d’homotopie simplement connexe provient d’un 8-groupoïde
strict simplement connexe. Soit donc G un tel 8-groupoïde. Le choix d’un objet de x de
G détermine un sous-8-groupoïde G1 de G tel que G1

0 � txu, G1
1 � tκ0

1pxqu et pour n
supérieur à 2, G1

n est l’ensemble des n-flèches f de G telles que sn1 pfq � k0
1pxq � tn1 pfq.

L’inclusion G1 Ñ G est clairement une équivalence faible. Puisque G1 est 2-suspendu, il
est relié à un produit de8-groupoïdes d’Eilenberg-Mac Lane par un zigzag d’équivalences
faibles. On en déduit immédiatement le résultat par la proposition précédente.

Proposition 1.4.17. Soit X un CW-complexe connexe de dimension finie n ¥ 1. Si
X a un groupe d’homotopie πmpXq non trivial pour m ¡ n, alors le type d’homotopie
de X n’est pas un produit d’espaces d’Eilenberg-Mac Lane. En particulier, les sphères de
dimension n pour n ¥ 2 n’ont pas le type d’homotopie d’un produit d’espaces d’Eilenberg-
Mac Lane.

Démonstration. Si X était un tel produit, on aurait

HmpXq � Hm

� ¹
1¤k¤m�1

KpπkpXq, kq
�
.

Posons Y �
±

1¤k¤m�1
k�m

KpπkpXq, kq. En appliquant la formule de Künneth à la décom-

position X � KpπmpXq,mq � Y , on obtient la suite exacte courte suivante :

0 ÝÑ πmpXq `HmpY q ÝÑ HmpXq ÝÑ 0 ÝÑ 0.

En particulier, le groupe πmpXq s’injecte dans HmpXq � 0 et est donc trivial. Contra-
diction.

On peut appliquer le résultat aux sphères de dimension n ¥ 2 car π3pS2q � Z et
πn�1pSnq � Z{2Z pour n ¥ 3.

Corollaire 1.4.18. Le foncteur R n’est pas essentiellement surjectif.

Proposition 1.4.19. L’image essentielle du foncteur R est contenue dans la classe
des espaces dont chaque composante connexe a pour revêtement universel un produit
d’espaces d’Eilenberg-Mac Lane.

Démonstration. Soit G un8-groupoïde strict. Quitte à décomposer G en une somme sur
ses composantes connexes, on peut supposer G connexe. Choisissons un objet z de G et
appelons G1 le sous-8-groupoïde 2-suspendu de G déterminé par z. Notons X � QpGq
et X 1 � QpG1q. L’inclusion i : G1 Ñ G induit des isomorphismes πnpG1, zq Ñ πnpG, zq
pour n ¥ 2 et donc des isomorphismes πnpX 1, xq Ñ πnpX,xq pour tout x dans X 1 et tout
n ¥ 2. Soit π : rX Ñ X le revêtement universel de X et X2 un remplacement cellulaire de
X 1, c’est-à-dire un CW-complexe muni d’une équivalence faible r : X2 Ñ X 1. La simple
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connexité de X 1 et donc de X2 entraîne l’existence d’une application continue X2 Ñ rX
telle que le triangle rX

π

��
X2

r
//

66nnnnnnnnnnnnnnn
X 1

Qpiq
// X

soit commutatif. Puisque X2 et rX sont simplement connexes, et que Qpiqr et π induisent
des isomorphismes sur les πn pour n ¥ 2, l’application X2 Ñ rX est une équivalence
faible. D’où le résultat par la proposition 1.4.16.

1.5 Types d’homotopie et 8-groupoïdes quasi-stricts

1.5.1. Pour tenter de contourner le caractère non essentiellement surjectif d’un tel
foncteur de réalisation de Simpson, Kapranov et Voedvosky ont affaibli la notion de
n-groupoïde en demandant seulement l’existence d’inverses « faibles » (voir [25]). Simp-
son a démontré dans [37] que cela ne suffit pas. Dans ce paragraphe, nous exposons un
autre argument. Nous utiliserons une notion de n-groupoïde présentée par Street dans
[39]. Celle-ci est équivalente par le corollaire 4.4 de [24] à celle de Kapranov et Voedvosky.
Nous nous plaçons ici dans le cas n � 8 qui est développé dans [27].

Soient C une 8-catégorie stricte et x, y dans Cn pour n ¥ 0. On définit par coïnduc-
tion mutuelle les deux notions suivantes :

– les n-flèches x et y sont faiblement homotopes s’il existe une pn�1q-flèche faiblement
inversible u : xÑ y ;

– une pn� 1q-flèche u : xÑ y est faiblement inversible s’il existe une pn� 1q-flèche
v : y Ñ x telle que uv et vu soient faiblement homotopes à des identités.

On dira qu’une 8-catégorie stricte est un 8-groupoïde quasi-strict si toutes ses n-flèches
pour n ¥ 1 sont faiblement inversibles.

Soient G une 8-catégorie stricte et n un entier positif. On montre (proposition 6
de [27]) que la relation de faible homotopie sur Cn est une relation d’équivalence. Si de
plusG est un8-groupoïde quasi-strict, alors par définition, deux n-flèches u, v deGn sont
faiblement homotopes si et seulement si elles sont homotopes. On en déduit que la rela-
tion d’homotopie est une relation d’équivalence sur Gn. On peut donc définir l’ensemble
π0pGq et les groupes πnpG, xq pour x un objet de G, et donc la notion d’équivalence
faible de 8-groupoïdes quasi-stricts, de la même manière que dans la section 1.2.

Soit G un 3-groupoïde quasi-strict 2-suspendu. Par définition, G est une 3-catégorie
stricte 2-suspendue telle que les 2-flèches aient un �2

1-inverse à une 3-flèche près, et que
les 3-flèches aient un �3

2-inverse. En désuspendant G, on obtient une catégorie monoïdale
symétrique C, avec une symétrie et des contraintes triviales, qui est un groupoïde et
telle que le monoïde π0pCq est un groupe. La catégorie C est un champ de Picard (sur
le point) au sens de l’exposé XVIII de [18]. Ainsi, en vertu du lemme 1.4.13 de loc. cit.,
il existe une catégorie monoïdale symétrique D, avec une symétrie et des contraintes
triviales, qui est un groupoïde et telle que le monoïde D0 est un groupe, ainsi qu’une
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équivalence faible monoïdale symétrique de D vers C. En suspendant, on obtient un
3-groupoïde strict H et un pseudo-foncteur H Ñ G qui est une équivalence faible.

Ainsi, tout 3-groupoïde quasi-strict simplement connexe est faiblement équivalent à
un 3-groupoïde strict via un pseudo-foncteur. Les 3-groupoïdes quasi-stricts simplement
connexes ne modélisent donc pas plus de types d’homotopie que les 3-groupoïdes stricts
simplement connexes. En particulier, ils ne modélisent pas le 3-type associé à la sphère
de dimension 2 (comme le montre la démonstration de la proposition 1.4.17).



Chapitre 2

Le langage globulaire

2.1 Extensions globulaires

2.1.1. Pour tout entier k ¥ 2, notons Ik la catégorie associée à l’ensemble

tp0, 1q, p0, 2q, . . . , p0, k � 1q, p1, 1q, p1, 2q, . . . , p1, kqu

muni de l’ordre p0, iq   p1, iq et p0, iq   p1, i� 1q pour i entre 1 et k� 1. La catégorie Ik
est donc l’unique catégorie de graphe sous-jacent privé des identités

p1, 1q p1, 2q p1, 3q p1, k � 1q p1, kq
� � �

p0, 1q

ccFFFFFF
;;xxxxxx

p0, 2q

ccFFFFFF
;;xxxxxx

p0, k � 1q

ggNNNNNNN

99ssssss
.

Pour k � 1, on note I1 la catégorie ponctuelle.
Un foncteur F : Ik Ñ G (k ¥ 1) est appelé un système globulaire à valeurs dans G si

chaque flèche p0, iq Ñ p1, iq (respectivement p0, iq Ñ p1, i� 1)) de Ik est envoyée sur un
morphisme source non trivial (respectivement sur un morphisme but non trivial).

Si C est une catégorie au-dessous de G, on notera, quand aucune ambiguïté n’en
résulte, de la même manière les objets et morphismes de G, et leurs images dans C. Si
f : Di Ñ X avec i ¥ 1 est une flèche de C, on appellera source globulaire (respectivement
but globulaire) de f le morphisme fσi (respectivement fτi).

Soit C une catégorie au-dessous de G. Un foncteur F : Ik Ñ C est appelé un système
globulaire à valeurs dans C s’il se factorise en un système globulaire à valeurs dans G
suivi du foncteur GÑ C. Un système globulaire F à valeurs dans C correspond donc à
un diagramme dans C de la forme

Di1 Di2 Di3 Dik�1 Dik

� � �

Di11

σ
i1
i11

__?????
τ
i2
i11

??�����
Di12

1σ
i2
i12

__@@@@@
τ
i3
i12

??~~~~~
Di1

k�1

σ
ik�1
i1
k�1

bbFFFFFF
τ
ik
i1
k�1

=={{{{{
.

19
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Remarquons que la donnée d’un tel système globulaire est équivalente à celle du tableau�
i1 i2 � � � ik

i11 i12 � � � i1k�1



,

qu’on appellera son tableau des dimensions. Si T est un tel tableau, on notera FT le
système globulaire à valeurs dans C associé.

On dit que C est une extension globulaire si la limite inductive de tout système
globulaire existe. On appelle somme globulaire une telle limite. On notera

Di1 >Di11
Di2 >Di12

� � � >Di1
k�1

Dik

la limite inductive associée au système globulaire décrit ci-dessus.
Si C et D sont deux extensions globulaires, un morphisme d’extensions globulaires

de C vers D est un foncteur au-dessous de G qui commute aux sommes globulaires. On
obtient ainsi la catégorie des extensions globulaires, sous-catégorie de la catégorie des
catégories au-dessous de G.

Soient C une extension globulaire et D une catégorie. Un foncteur C Ñ D est
dit globulaire s’il envoie les sommes globulaires sur des sommes globulaires. On notera
HomglobpC,Dq la sous-catégorie pleine de HompC,Dq dont les objets sont les foncteurs
globulaires de C vers D.

Soit C une catégorie au-dessous de Go. Le catégorie Co est naturellement au-dessous
de G. On appelle produits globulaires les limites projectives des foncteurs F : Iko Ñ C
où F o est un système globulaire à valeurs dans Co. On dira que C est une extension
coglobulaire si les produits globulaires existent dans C.

Si C est une extension globulaire et D une catégorie, un foncteur Co Ñ D est dit
globulaire s’il envoie les sommes globulaires de C sur des produits globulaires. On notera
ModpC,Dq la sous-catégorie pleine de HompCo, Dq dont les objets sont les foncteurs
globulaires de Co vers D. On notera ModpCq la catégorie ModpC, Ensq. Les objets de
ModpCq seront appelés des préfaisceaux globulaires sur C.

2.1.2. Soit C une catégorie. La catégorie des ensembles globulaires dans C est la sous-
catégorie pleine de HompGo, Cq dont les objets sont les foncteurs de Go Ñ C qui font de
C une extension coglobulaire. On notera 8-GrphglobpCq cette catégorie.

La notion de 8-précatégorie est définie par la donnée d’ensembles, d’applications
entre des produits globulaires de ces ensembles et par des équations entre ces applica-
tions. Elle fait donc sens en remplaçant la catégorie des ensembles par C dès lors que
certaines limites projectives existent dans C. On appellera 8-précatégorie dans C un
ensemble globulaire X dans C, munie d’une structure de 8-précatégorie interne à C (le
fait que X soit un ensemble globulaire garantit l’existence des limites projectives néces-
saires). Pour les mêmes raisons, on dispose d’une notion demorphisme de8-précatégories
dans C. On notera 8-PCatpCq la catégorie des 8-précatégories dans C.

On définit de même les catégories 8-CatpCq, 8-PGrppCq et 8-GrppCq des, respec-
tivement, 8-catégories strictes dans C, 8-prégroupoïdes dans C et des 8-groupoïdes
stricts dans C.
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2.2 La catégorie Θ0

Proposition 2.2.1. Il existe une extension globulaire Θ0 telle que pour toute catégo-
rie C, le foncteur

U : ModpΘ0, Cq Ñ 8-GrphglobpCq,

induit par le foncteur G Ñ Θ0 soit une équivalence de catégories, admettant un quasi-
inverse G tel que UG soit le foncteur identité.

Démonstration. Le plongement de Yoneda G Ñ pG fait de pG une extension globulaire.
Soit Θ0 la sous-catégorie strictement pleine de pG constituée des sommes globulaires. Le
foncteur G Ñ Θ0 fait également de Θ0 une extension globulaire. Montrons que Θ0 a la
propriété recherchée.

Soit C une catégorie. Nous allons construire un quasi-inverse

8-GrphglobpCq Ñ ModpΘ0, Cq

au foncteur U . Si A et B sont deux catégories, nous noterons Hom�pA,Bq la catégorie
des foncteurs commutant aux limites projectives. La catégorie ppGqo est la complétion
complète libre de la catégorie Go. Le foncteur

U 1 : Hom�pppGqo, pCq Ñ HompGo, pCq
admet donc un quasi-inverse G1 tel que U 1G1 soit le foncteur identité. En utilisant G1,
on obtient un foncteur F défini comme le composé suivant :

8-GrphglobpCq Ñ HompGo, pCq Ñ Hom�pppGqo, pCq Ñ ModpΘ0, pCq.
Si X est un ensemble globulaire, son image par F dans ModpΘ0, pCq se factorise (à iso-
morphisme près) dans C car les produits globulaires existent dans C et que le plongement
de Yoneda les préserve. Ainsi, le foncteur F induit un foncteur

G : 8-GrphglobpCq Ñ ModpΘ0, Cq

quasi-inverse de U tel que UG soit l’identité.

2.2.2. La preuve du lemme de 2-Yoneda implique que deux extensions globulaires véri-
fiant la propriété universelle précédente sont équivalentes de manière unique à un unique
isomorphisme naturel près. Il résultera de la section suivante que les objets d’une telle
extension globulaire n’ont pas d’automorphismes non triviaux. Une telle extension glo-
bulaire squelettique est donc définie à un unique isomorphisme près. On appellera Θ0
cette extension globulaire squelettique.

Proposition 2.2.3. Pour toute extension globulaire C, il existe un morphisme d’exten-
sions globulaires Θ0 Ñ C, unique à unique isomorphisme naturel près.

Démonstration. C’est une conséquence immédiate de la proposition précédente appliquée
à Co.
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2.2.4. Le foncteur GÑ pG fait de pG une extension globulaire. Par la proposition précé-
dente, il existe donc un foncteur canonique Θ0 Ñ pG. On appellera schéma de composition
un ensemble globulaire dans l’image essentielle de ce foncteur.

Proposition 2.2.5. Soit D une extension globulaire telle que le foncteur

ModpDq Ñ 8-Grph

soit une équivalence de catégories. Alors le foncteur Θ0 Ñ D est une équivalence de
catégories.

Démonstration. Soit A une catégorie. Dans le carré commutatif

ModpD, pAq
��

// 8-Grphglobp pAq
��

HompAo,ModpDqq // HompAo,8-Grphq ,

les flèches verticales sont des isomorphismes et la flèche horizontale du bas est une
équivalence de catégories. Il en résulte que la flèche du haut est une équivalence de
catégories.

Ainsi la flèche horizontal du bas du carré commutatif

ModpD,Aq //

��

8-GrphglobpAq

��

ModpD, pAq // 8-Grphglobp pAq
est une équivalence de catégories. Par ailleurs, les flèches verticales de ce carré sont
pleinement fidèles. Il en résulte que le foncteur du haut est pleinement fidèle. Montrons
qu’il est également essentiellement surjectif. Soit f : Go Ñ A une extension coglobulaire.
Puisque le foncteur du bas est essentiellement surjectif, il existe un foncteur globulaire
g : Do Ñ pA tel que les foncteurs Go Ñ Do g

ÝÑ pA et Go f
ÝÑ A Ñ pA soient isomorphes.

Puisque le foncteur g est globulaire et que A est une extension coglobulaire, il existe
un foncteur globulaire h : Do Ñ A tel que Do h

ÝÑ A Ñ pA et g : Do Ñ pA soient
isomorphes. Le pleine fidélité du foncteur à droite du carré entraîne que h est envoyé sur
f à isomorphisme près, ce qu’on voulait démontrer.

Ainsi D vérifie la même propriété universelle que Θ0 et le morphisme Θ0 Ñ D est
donc une équivalence de catégories.

2.2.6. Soit F : Θ0 Ñ C une catégorie au-dessous de Θ0.
On dira que C est une préthéorie globulaire si F est fidèle et bijectif sur les objets.
On dira que C est une théorie globulaire si c’est une préthéorie globulaire telle que

le foncteur F envoie les sommes globulaires sur des sommes globulaires.
Soit C une préthéorie globulaire. On dira qu’une flèche de C est globulaire si elle est

dans l’image de F .



2.3. DESCRIPTION COMBINATOIRE DE LA CATÉGORIE Θ0 23

2.3 Description combinatoire de la catégorie Θ0

2.3.1. Nous allons dans cette section donner une description combinatoire de la catégorie
Θ0. Pour ne pas nous embarrasser d’une notation temporaire, nous allons oublier notre
précédente définition de Θ0 et redéfinir cette catégorie. Nous montrerons à la fin de cette
section que cette nouvelle catégorie est canoniquement isomorphe à celle définie dans la
section précédente.

2.3.2. Soit T la catégorie des préfaisceaux en ensembles finis totalement ordonnés sur
l’ensemble ordonné des entiers naturels. La catégorie des arbres planaires finis est la
sous-catégorie pleine de T formée des préfaisceaux T tels que T p0q soit un singleton et
que T piq soit vide pour i assez grand. Un arbre planaire fini T est donc déterminé par des
ensembles totalement ordonnés pTi,¤iq et des applications croissantes di : Ti�1 Ñ Ti.
On utilisera, par abus de langage, le terme arbre pour désigner un arbre planaire fini.

Exemple 2.3.3.

X3 �

d2
��

   

X2 �

d1
��



x3
1

AAAAAAAAAAAA

x3
3������������

x3
2

 

x3
4

X1 �

d0
��

 

x2
1

????????????

x2
3�����������

x2
2

X0 � 

x1
1

x0
1

AAAAAAAAAAAA

x1
2������������

2.3.4. Un sommet d’un arbre T est un élément de la réunion des Ti pour i ¥ 0. On dit
qu’un sommet x est de dimension i si x appartient à Ti. On appelle dimension de T le
plus grand entier d tel que T admette un sommet de dimension d. On appelle fibre d’un
sommet x appartenant à Ti, la fibre en x de l’application di�1 : Ti�1 Ñ Ti. Si la fibre
d’un sommet x est vide, on dit que x est un sommet maximal.

Si T est un arbre, un sous-arbre de T est un arbre T 1 muni d’un monomorphisme
j : T 1 Ñ T , c’est-à-dire d’applications strictement croissantes ji : T 1i Ñ Ti qui commutent
aux applications di pour i positif. On dit que T 1 est un sous-arbre plein si pour tout
sommet x de T , le monomorphisme j : T 1 Ñ T identifie la fibre de x dans T 1 à un
segment de la fibre de jpxq dans T . Cela signifie que pour tous x1, x2 dans la fibre de
x dans T 1, tout y dans la fibre de jpxq dans T avec jpx1q ¤ y ¤ jpx2q provient d’un
élément de la fibre de x dans T 1 par j.
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Exemples 2.3.5. Voici deux exemples de sous-arbres pleins de l’arbre de l’exemple
2.3.3 :

 



x3
2

 

x3
4

 

x2
1

HHHHHHHHHHH

x2
3xxxxxxxxxx

x2
2



x1
1

x0
1

HHHHHHHHHHH

x1
2vvvvvvvvvvv

  



x3
1

HHHHHHHHHHH

x3
3vvvvvvvvvvv

x3
2

 

x2
1

HHHHHHHHHHH



x1
1

x0
1

FFFFFFFFFFF

x1
2xxxxxxxxxxx ;

et deux exemples de sous-arbres non pleins :

  



x3
1

HHHHHHHHHHH

x3
3xxxxxxxxxx  

x3
4

 

x2
1

FFFFFFFFFF

x2
3zzzzzzzzzz

x2
2



x1
1

x0
1

HHHHHHHHHHH

x1
2xxxxxxxxxx

   



x3
1

JJJJJJJJJJJ

x3
3

ttttttttttt

x3
2



x3
4

 

x2
1

HHHHHHHHHHH

x2
3uuuuuuuuuuu



x1
1

x0
1

HHHHHHHHHHH

x1
2vvvvvvvvvvv .

2.3.6. Soient T un arbre et i un entier positif. On appelle tronqué en dimension i de T
le sous-arbre de T dont les sommets sont les sommets de T de dimension inférieure ou
égale à i. On note ce tronqué BiT . Si T est de dimension d non nulle, on appelle Bd�1T
le bord de T et on le note BT .
Exemple 2.3.7. Si T est l’arbre de l’exemple 2.3.3, on a

  

BT �  

x2
1

EEEEEEEEEEE

x2
3yyyyyyyyyyy

x2
2



x1
1

x0
1

EEEEEEEEEEE

x1
2yyyyyyyyyyy .

2.3.8. Soient T un arbre et x un sommet de dimension i ayant une fibre de cardinal n.
Les n arêtes reliant x à un sommet de dimension i � 1 déterminent n � 1 régions de
dimension i. On appelle régions internes les régions qui sont délimitées par deux arêtes.
Si n est supérieur ou égal à 1, le sommet x détermine donc n � 1 régions internes. Si
n � 0, l’unique région déterminée par x n’est pas interne.
Exemple 2.3.9. Voici un exemple pour n � 3 :

  


1

2

????????????
3

4

x

�����������
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Les régions internes sont les régions 2 et 3. Voici les dix-neuf régions de l’arbre de
l’exemple 2.3.3 représentées par des points. Les régions internes sont indiquées par des
points d’intérieur blanc.

   



 JJJJJJJJJJJ


�



�

uuuuuuuuuu   



 

�

FFFFFFFFFF



�



zzzzzzzzzz



 HHHHHHHHHHH


�



xxxxxxxxxx

2.3.10. Nous pouvons maintenant donner la définition combinatoire de Θ0. Les objets
de Θ0 sont les arbres. Si T et T 1 sont deux arbres, un morphisme f dans Θ0, de T vers
T 1, est la donnée d’un monomorphisme d’arbres j : T Ñ T 1 faisant de T un sous-arbre
plein de T 1, et du choix, pour chaque sommet maximal x de T , d’une région de jpxq
dans T 1.

Si f : X Ñ X 1 est un morphisme de Θ0, on notera également, par abus de notation,
f le monomorphisme d’arbres sous-jacent. En particulier, si x est un sommet de T , on
notera fpxq le sommet correspondant à x dans T 1.

Exemple 2.3.11. Si T 1 est l’arbre de l’exemple 2.3.3 et

 

T � 

::::::

������

 ,

il y a exactement six morphismes de T vers T 1 dans Θ0. Ceux-ci correspondent aux deux
sous-arbres pleins

 



x2
1

HHHHHHHHHHH

x2
2

x0
1

x1
2wwwwwwwwwww ,

 



x2
3vvvvvvvvvvv

x2
2

x0
1

x1
2vvvvvvvvvvv

de T 1 et au choix d’une des quatre régions du sommet x2
1 dans T 1 pour le premier, et

d’une des deux régions du sommet x2
3 pour le second (le sommet x2

2 n’ayant qu’une seule
région).

2.3.12. Définissons la composition des morphismes. Soient T f
ÝÑ T 1

g
ÝÑ T 2 deux flèches

composables dans Θ0. Le composé des inclusions d’arbres pleins sous-jacentes fournit une
inclusion d’arbres pleins T Ñ T 2. Il s’agit donc d’expliciter un choix de régions. Soit x
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un sommet maximal de T . Le morphisme f associe à x une région α du sommet fpxq. Si
fpxq est une région maximale de T 1, alors le morphisme g associe à fpxq une région β du
sommet gpfpxqq. On associe alors à x la région β. Si fpxq n’est pas une région maximale
de T 1, alors la région α correspond à une région α1 du sommet gpfpxqq via l’inclusion du
sous-arbre plein T 1 dans T 2. On associe alors à x la région α1. On vérifie facilement que
cette loi de composition est associative et admet pour identité d’un arbre T , l’unique
morphisme T Ñ T de Θ0 dont le morphisme d’arbres sous-jacent est l’identité de T dans
la catégorie des arbres.

2.3.13. Soient T un arbre et i un entier positif. On définit deux morphismes σTi , τTi :
BiT Ñ T de Θ0 par l’inclusion canonique de BiT dans T et le choix, pour chaque sommet
maximal de BiT , de la région la plus à droite, respectivement la plus à gauche, du
sommet correspondant de T . Notons que si i est supérieur ou égal à la dimension de
T , alors on a τTi � σTi � 1T . Si T est de dimension d supérieure ou égale à 1, on note
σT � σTd�1 : BT Ñ T et τT � τTd�1 : BT Ñ T .

On vérifie facilement que pour tout arbre T , si i et j sont des entiers tels que i ¡ j ¥ 0,
on a les égalités

σTi σ
BiT
j � τTi σ

BiT
j et σTi τ

BiT
j � τTi τ

BiT
j .

Exemple 2.3.14. Voici le choix des régions définissant respectivement σT et τT où T
est l’arbre de l’exemple 2.3.3 :

   



JJJJJJJJJJJ

uuuuuuuuuu   

 

FFFFFFFFFF

 zzzzzzzzzz



HHHHHHHHHHH

xxxxxxxxxx

   



JJJJJJJJJJJ


uuuuuuuuuu  

 

FFFFFFFFFF

zzzzzzzzzz



HHHHHHHHHHH

xxxxxxxxxx

2.3.15. Pour i ¥ 0, on note Di l’arbre





i

i�1





2

0

1

et pour i ¥ 1, on pose σi � σDi : Di�1 Ñ Di et τi � τDi : Di�1 Ñ Di. Pour i ¥ 2, on a
donc

σiσi�1 � τiσi�1 et σiτi�1 � τiτi�1

et la catégorie G s’identifie ainsi à une sous-catégorie pleine de Θ0.
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2.3.16. Soit T un arbre. Pour tout i positif, l’ensemble des morphismes Di Ñ T de
Θ0 s’identifie à l’ensemble des régions de T . Si α est une région de dimension i de T ,
on notera, par abus de notation, α le morphisme Di Ñ T de Θ0 correspondant. On
identifiera également les sommets maximaux et leur unique région associée. Si α et β
sont deux régions de T , on dira que β est au-dessus de α ou que α est au-dessous de β si
le morphisme α se factorise par β. Géométriquement, cela signifie que α � β, ou que α
est une région, adjacente à la branche joignant β à la racine, de dimension strictement
inférieure à celle de β

Soit T un arbre. On définit une relation d’ordre total ¤ sur l’ensemble des sommets de
T de la manière suivante. Soient x et y deux sommets de T . Appelons dx (respectivement
dy) la dimension de x (respectivement de y) et posons d � inftdx, dyu. Les sommets x
et y s’envoient via les applications pdiqi¥0 sur des sommets de xd et yd de dimension d.
Si xd et yd sont différents, on pose x ¤ y si et seulement si xd ¤d yd. Si xd � yd, on pose
x ¤ y si et seulement si dx ¤ dy.

Exemple 2.3.17. Si

T �

   



x3
1

HHHHHHHHHHH

x3
3xxxxxxxxxx

x3
2

 

x3
4

 

x2
1

FFFFFFFFFF

x2
3zzzzzzzzzz

x2
2



x1
1

x0
1

HHHHHHHHHHH

x1
2xxxxxxxxxx

,

où a rangé les sommets de gauche à droite (autrement dit, on a xdi ¤d xdi�1), alors on a

x1
0 ¤ x1

1 ¤ x1
2 ¤ x2

1 ¤ x3
1 ¤ x3

2 ¤ x3
3 ¤ x2

2 ¤ x2
3 ¤ x3

4.

Proposition 2.3.18. Le foncteur G Ñ Θ0 fait de Θ0 une extension globulaire. Plus
précisément, soient T un arbre et x1   x2   � � �   xn l’ensemble des sommets maximaux
de T . Pour k entre 1 et n, notons ik la dimension de xk. À chaque sommet xk est
associée une région αk : Dik Ñ T de T . Pour k entre 1 et n� 1, soit α1k l’unique région
de dimension maximale au-dessous de αk et de αk�1. Appelons i1k sa dimension. Alors
T est la somme globulaire

T � Di1 >Di11
Di2 >Di12

� � � >Di1
n�1

Din

dont le tableau des dimensions est�
i1 i2 � � � in

i11 i12 � � � i1n�1



.

Démonstration. Appelons D le tableau des dimensions de l’énoncé. Les morphismes αk
et α1k déterminent un cône c : FD Ñ T dans Θ0. Soit U le foncteur d’oubli de la catégorie
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des arbres vers la catégorie des préfaisceaux sur les entiers naturels. On vérifie facilement
que le cône U � c est un cône limite inductive. En effet, il s’agit de calculer une limite
inductive dans une catégorie de préfaisceaux, ce qui se fait objet par objet.

Soit c1 : FD Ñ T 1, où T 1 est un arbre, un cône dans Θ0. Puisque le cône U � c est
universel, le cône c1 induit un unique morphisme f : UpT q Ñ UpT 1q. Nous allons montrer
que le morphisme f respecte l’ordre sur les sommets et fait de T un sous-arbre plein
de T 1.

Cela résulte de l’observation suivante. Si on a un diagramme commutatif

Di
f

((PPPPPPPPPPPPP

Dk

σik
;;xxxxxxx

τ j
k

""FFFFFFF X

Dj

g

77nnnnnnnnnnnn

dans Θ0, où i, j, k sont des entiers tels que k   i, k   j, et X est un arbre, alors si x
(respectivement y) désigne le sommet de dimension k� 1 de Di (respectivement Dj), on
a fpxq   fpyq. De plus, si w désigne l’image du sommet maximal de Dk dans X, alors il
n’existe pas de sommets de X de dimension k � 1 au-dessus de w strictement compris
entre fpxq et fpyq.

Pour conclure, il suffit de montrer qu’il existe un unique choix de régions faisant de f
un morphisme de cônes de c vers c1. L’égalité fc � c1 entraîne que pour k entre 1 et n, la
région associée à xk doit être la k-ième composante du cône c1. On vérifie immédiatement
que ce choix convient.

Exemple 2.3.19. L’arbre

T �

   



x2 HHHHHHHHHHH

x4xxxxxxxxxx

x3

 

x6

 

x12�x
1
3

FFFFFFFFFF

zzzzzzzzzz

x5



x1

x11

HHHHHHHHHHH

x14�x
1
5xxxxxxxxxx

,

où on a noté x1k le sommet correspondant à la région α1k de l’énoncé précédent, est donc
la somme globulaire

T � D1 >D0 D3 >D2 D3 >D2 D3 >D1 D2 >D1 D3

dont le tableau des dimensions est�
1 3 3 3 2 3

0 2 2 1 1



.
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2.3.20. Dans la suite du texte, on identifiera les arbres à leur tableau des dimensions.
En particulier, si C est une catégorie au-dessous de G et S est un arbre, on notera FS
le système globulaire à valeurs dans C associé au tableau des dimensions de S.

2.3.21. Soit
T �

�
i1 � � � in

i11 � � � i1n�1



dans Θ0. Le cône FT Ñ T à valeurs dans Θ0 induit un foncteur In Ñ G{T . Ce fonc-
teur induit un isomorphisme de In sur une sous-catégorie (non pleine) de G{T qu’on
notera rT . Explicitons rT . Notons αk : Dik Ñ T , pour k entre 1 et n, les régions maxi-
males de T , et α1k : Di1

k
Ñ T , pour k entre 1 et n � 1, les régions internes de T . Les

objets de rT sont les pDik , αkq, pour k entre 1 et n, et les pDi1
k
, α1kq pour k entre 1

et n � 1. Ses morphismes, outre les identités, sont les σiki1
k

: pDi1
k
, α1kq Ñ pDik , αkq et les

τ
ik�1
i1
k

: pDi1
k
, α1kq Ñ pDik�1 , αk�1q, pour k entre 1 et n� 1.

Lemme 2.3.22. Soient T un arbre et β une région de T . La catégorie βz rT est non vide
et connexe. Le foncteur d’inclusion rT Ñ G{T est donc cofinal.

Démonstration. Notons d la dimension de β et rβ la catégorie βz rT . Un objet de rβ est un
couple ppDl, α : Dl Ñ T q, g : Dd Ñ Dlq, avec pDl, αq un objet de rT et g un morphisme
de Θ0, tel que β � αg. Pour un α fixé, un tel g existe si et seulement si la région α
est au-dessus de la région β, et, dans ce cas, g est unique. Les objets de rβ s’identifient
donc aux régions maximales ou internes de T au-dessus de β. Ainsi, si T 1 désigne l’arbre
obtenu à partir de T en prenant le sommet associé à β pour nouvelle racine et en ne
gardant que les sommets associés aux régions au-dessus de β, les catégories rβ et rT 1 sont
canoniquement isomorphes. Or il est immédiat que rT 1 est non vide et connexe.

Proposition 2.3.23. Notons ι l’inclusion ModpΘ0q Ñ xΘ0 et i le foncteur canonique
G Ñ Θ0. Le foncteur i�ι : ModpΘ0q Ñ pG est une équivalence de catégories. Le foncteur
i� : pGÑ xΘ0 est à valeurs dans ModpΘ0q et induit un quasi-inverse.

Démonstration. Soit X dans pG et T dans Θ0. On a

i�pXqpT q � limÐÝ
DjÑTPG{T

XpDjq � limÐÝF,

où F : pG{T qo Ñ Ens est le composé du foncteur d’oubli pG{T qo Ñ Go et du foncteur
X : Go Ñ Ens. Soit rT la sous-catégorie de G{T définie dans le paragraphe 2.3.21. Par le
lemme précédent, le foncteur rT o Ñ pG{T qo est final et on a

limÐÝ
DjÑTPG{T

XpDjq � limÐÝ
DjÑTP rT

XpDjq.

Le préfaisceau i�pXq est donc globulaire et i� est bien à valeurs dans ModpΘ0q. De plus,
la formule précédente entraîne que i�i�pXq � X pour X dans ModpΘ0q. Ainsi, l’image
essentielle de i� est ModpΘ0q. Puisque i� est pleinement fidèle (car i l’est), le foncteur
i� induit l’équivalence de catégories annoncée, et on a i�i�X � X pour X dans pG.
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Proposition 2.3.24. L’extension globulaire Θ0 définie dans cette section est canoni-
quement isomorphe à l’extension globulaire Θ0 définie dans le paragraphe 2.2.2.

Démonstration. C’est une conséquence immédiate de la proposition précédente et de la
proposition 2.2.5.

Proposition 2.3.25. Toute flèche de Θ0 est un monomorphisme.

Démonstration. Soit f : S Ñ T une flèche de Θ0. Supposons qu’on ait deux flèches
g, h : U Ñ S telles que fh � fg. Puisque U est somme amalgamée d’objets de G, on
peut supposer qu’on a U � Di pour un i positif. Les morphismes g et h correspondent
alors à des régions α et β de S. Le morphisme fh � fg correspond à la fois aux régions
α et β vues dans T . D’où α � β dans T et donc dans S. Ainsi, on a g � h, ce qu’on
voulait montrer.

2.4 Quelques lemmes sur les catégories au-dessous de Θ0

Proposition 2.4.1. Soit C une catégorie au-dessous de Θ0 via un foncteur G. Donnons-
nous un arbre S, un objet X de C et un cône c : FS Ñ X. Soient α : Di Ñ S et
β : Dj Ñ S deux régions maximales de S. Si on un diagramme commutatif dans Θ0 de
la forme

Di
α

''PPPPPPPPPPPPP

Dk

f
;;xxxxxxx

g ""FFFFFFF S

Dj

β

77ooooooooooooo

où k est un entier positif, alors le diagramme dans C

Di
cα

((PPPPPPPPPPPPP

Dk

Gpfq
;;xxxxxxx

Gpgq ""FFFFFFF X

Dj

cβ

77nnnnnnnnnnnn

est commutatif.

Démonstration. Par le lemme 2.3.22 (et avec les notations du paragraphe 2.3.21), le
foncteur I : rS Ñ G{S est cofinal. Notons HS le foncteur composé G{S Ñ GÑ Θ0

G
ÝÑ C.

La donnée du cône c correspond à celle d’un cône de source HSI. Mais par cofinalité,
cette donnée correspond à celle d’un cône de source HS . Or le premier diagramme de
l’énoncé peut s’interpréter comme un diagramme dans G{S et le deuxième diagramme
comme le diagramme de naturalité associé.
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2.4.2. Soit C une catégorie au-dessous de Θ0. Donnons-nous un morphisme f : S Ñ T
dans Θ0, un objet X de C et un cône c : FT Ñ X. Par le lemme 2.3.22, la donnée du cône
c équivaut à la donnée d’un cône HT Ñ X où HT est le composé G{T Ñ GÑ Θ0 Ñ C.
Le foncteur G{S Ñ G{T induit par f permet donc d’obtenir un cône HS Ñ X et par
suite un cône c1 : FS Ñ X.

On peut expliciter c1 de la manière suivante. Soit α : Di Ñ S une région maximale
de S. Par définition, c1α est l’évaluation en fα du cône HT Ñ X, c’est-à-dire cβj pour
n’importe quelle factorisation fα � βj, où β est une région maximale de S et j un
morphisme de Θ0.

Proposition 2.4.3. Soit C une extension globulaire. Supposons que pour tout i stricte-
ment positif, les morphismes σi et τi admettent une rétraction commune κi�1 dans C.
Alors tout flèche S Ñ T de Θ0 est un monomorphisme scindé dans C. De plus, deux
morphismes S Ñ T dans Θ0, identiques en tant que morphismes d’arbres, admettent
une rétraction commune dans C.

Démonstration. Pour j ¥ i ¥ 0, posons κij � κi . . . κj�2κj�1. Le morphisme κij est une
rétraction commune de σji et τ ji .

Soit f : S Ñ T une flèche de Θ0. Supposons que

S �

�
i1 � � � im

i11 � � � i1m�1



et T �

�
j1 � � � jn

j11 � � � j1n�1



.

Pour un entier k entre 1 et n, appelons sk la dimension maximale d’un sommet de S (vu
comme un sous-arbre de T ) se trouvant sur la branche joignant la racine de T au k-ième
sommet maximal de T . De même, pour k entre 1 et n � 1, appelons s1k la dimension
maximale d’un sommet de S sur la branche joignant la racine de T à la k-ième région
interne de T . On a sk ¤ j1k. La définition des sk et s1k entraîne la propriété suivante :
pour k entre 1 et n� 1, si sk ¥ j1k ou sk�1 ¥ j1k, alors t1k � j1k et si sk ¤ j1k ou sk�1 ¤ j1k
alors s1k � sk. Cette propriété permet de vérifier que le morphisme

g � κs1j1 >
κ
s11
j11

� � � >
κ
s1
n�1
j1
n�1

κsnjn .

est bien définie. La source de g est T par définition. Son but est l’arbre

Xs1 >Xs11
� � � >Xs1

n�1
Xsn ,

qui n’est autre que S.
Vérifions qu’on a bien gf � 1S . Soit k un entier entre 1 et m. Avec les notations du

paragraphe 2.4.2, on a un diagramme commutatif

S // T // S

Dik

OO

// Djfpkq

OO

κ
ik
jfpkq

// Dik

OO

.
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Le morphisme gf est donc la somme amalgamée itérée 1Di1
>Di11

� � � >Di1
m�1

1Dim , c’est-
à-dire l’identité.

Par ailleurs, la construction du morphisme g ne dépend que du morphisme d’arbres
sous-jacent à f .

2.5 Sommes globulaires généralisées
2.5.1. Dans toute cette section on se fixe une extension globulaire C munie d’un mor-
phisme d’extensions globulaires Θ0 Ñ C.

Soient
X �

�
i1 � � � in

i11 � � � i1n�1



un arbre et k un entier positif. On dira que X est k-suspendu si pour tout entier l entre
1 et n� 1, on a i1l ¥ k. Si X est k-suspendu, pour j entre 0 et k, on pose

Xr�js �

�
i1 � j � � � in � j

i11 � j � � � i1n�1 � j



.

Géométriquement, Xr�js s’obtient en coupant « la tige » de X en dimension j.
Un sous-arbre Z d’un arbre X est dit complet si tout sommet non maximal de Z a

même nombre de régions que le sommet correspondant dans X. On dit alors que X est
un prolongement de Z. Si

Z �

�
z1 � � � zn

z11 � � � z1n�1



et X est un prolongement de Z, le tableau des dimensions de X est de la forme�

x1
1 ��� x1

p1 x2
1 ��� xn�1

pn�1 xn1 ��� xnpn

x111 ��� x11p1�1 z11 x121 ��� x1n�1
pn�1�1 z1n�1 x1n1 ��� x1npn�1



,

où pour tout i entre 1 et n et j entre 1 et pi � 1, on a zi ¤ x1ij , x1ij   xij et x1ij   xij�1.
On notera

X �

�
X1 � � � Xn

z11 � � � z1n�1



,

où pour i entre 1 et n, on a posé

Xi �

�
xi1 � � � xipi

x1i1 � � � x1ipi�1



.

Les arbres Xi sont zi-suspendus. Géométriquement, l’arbre X est obtenu en recollant au
i-ième sommet maximal de Z l’arbre Xir�zis.

Si X est un prolongement de Z, ou plus généralement, si Z est un sous-arbre plein
de X, on dispose de deux morphismes σXZ et τXZ de source Z et de but X. On définit σXZ
(respectivement τXZ q par l’injection canonique i de Z dans X et le choix pour chaque
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sommet maximal s de Z de la région la plus à gauche (respectivement à droite) de ipsq.
Nous appellerons ces morphismes des morphismes source généralisés (respectivement
morphismes but généralisés).

Soient X1, . . . , Xn et Y1, . . . , Yn�1 des arbres tels que pour i entier entre 1 et n� 1,
l’arbre Yi soit un sous-arbre plein de Xi et Xi�1. On notera

X1 >Y1 X2 >Y2 � � � >Yn�1 Yn

la limite inductive

pX1, σ
X1
Y1
q >Y1 pτ

X2
Y1
, X2, σ

X2
Y2
q >Y2 � � � >Yn�1 pτ

Xn
Yn�1

, Xnq.

Une telle limite n’existe pas toujours. Par exemple, on vérifie facilement que si α1   α2
sont les deux régions maximales de S � D1 >D0

D1, la limite inductive pS, α1q >D1
pα2, Sq

n’existe pas dans Θ0. Le but de cette section est de montrer que ces limites existent
si pour i entre 1 et n � 1, les arbres Xi et Xi�1 sont des prolongements de Yi. Nous
dirons alors que les arbres X1, . . . , Xn au-dessus des arbres Y1, . . . , Yn�1 forment un
système globulaire généralisé, et nous appellerons sa limite inductive la somme globulaire
généralisée des X1, . . . , Xn au-dessus des Y1, . . . , Yn�1.

Proposition 2.5.2. Soient X un arbre, α : Di Ñ X un morphisme source généralisé
et Y un prolongement de Di. Alors X >Di Y existe dans C et s’obtient en recollant à X
l’arbre Y r�is à droite de la région α.

Démonstration. Le résultat est claire si X � Di. De même, si α est contenu dans la
branche la plus à droite de X, on voit facilement que la somme X >Di Y est une somme
globulaire standard.

Sinon, soit d l’indice du plus grand (pour l’ordre sur les sommets) sommet maximal
de X au-dessus de α. Supposons que

X �

�
i1 � � � im

i11 � � � i1m�1



et Y �

�
j1 � � � jn

j11 � � � j1n�1



.

On a alors d   m. Appelons S l’arbre obtenu en recollant à X l’arbre Y r�is à droite de
α. On a

S �
�
i1 ��� id j1 ��� jn id�1 ��� in
i11 ��� i1d�1 i j11 ��� j1n�1 i1d i1d�1 ��� i1n�1

	
.

Donnons-nous un arbre T . On a

Hom
qC
pX >Di Y, T q � tpfk : Dik Ñ T q1¤k¤m, pgk : Djk Ñ T q1¤k¤n;

fkσ
ik
i1
k
� fk�1τ

ik�1
i1
k

p1 ¤ k ¤ m� 1q,

gkσ
jk
j1
k
� gk�1τ

jk�1
j1
k

p1 ¤ k ¤ n� 1q,

fdσ
id
i � g1τ

j1
i u
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et
Hom

qC
pS, T q � tpfk : Dik Ñ T q1¤k¤m, pgk : Djk Ñ T q1¤k¤n;

fkσ
ik
i1
k
� fk�1τ

ik�1
i1
k

p1 ¤ k   d, d   k ¤ m� 1q,

gkσ
jk
j1
k
� gk�1τ

jk�1
j1
k

p1 ¤ k ¤ n� 1q,

fdσ
id
i � g1τ

j1
i , gnσ

jn
i1
d
� fd�1τ

id�1
i1
d

u.

Pour montrer le résultat, il suffit de montrer que ces deux ensembles d’équations sont
équivalents. Pour ce faire, il suffit de vérifier que sous les équations communes aux deux
ensembles, on a fdσidi1

d
� gnσ

jn
i1
d
. Puisque α : Di Ñ X est un morphisme source généralisé,

on a i1d   i. Puisque Y est un prolongement de Di, par la proposition 2.4.1, si k est un
entier entre 1 et n� 1, on a gkσjki � gk�1σ

jk�1
i ou bien gkσjki � gk�1τ

jk
i . On a donc

fdσ
id
i1
d
� fdσ

id
i σ

i
i1
d
� g1τ

j1
i σ

i
i1
d
� g1σ

j1
i σ

i
i1
d
� g2τ

j2
i σ

i
i1
d
� g2σ

j2
i σ

i
i1
d
� � � � � gnσ

jn
i σ

i
i1
d
� gnσ

jn
i1
d
,

ce qu’on voulait montrer.

Proposition 2.5.3. Soient X1, . . . , Xn des arbres et i1, . . . , in�1 des entiers positifs tels
que pour k entre 1 et n � 1, les arbres Xk et Xk�1 soient des prolongements de Dik .
Alors la somme amalgamée itérée X1 >Di1

� � � >Din�1
Xn existe dans C.

Démonstration. Le résultat découle du précédent par récurrence. En effet, on peut mettre
en place une récurrence car pour tout k entre 1 et n� 1, le morphisme que

Dik Ñ X1 >Di1
� � � >Dik�1

Xk

est un morphisme source généralisé.

2.5.4. Soit Z un prolongement de Y . Supposons que

Z �

�
i1 � � � in

i11 � � � i1n�1



et Y �

�
Y1 � � � Yn

i11 � � � i1n�1



.

Pour k entre 1 et n, puisque l’arbre Yk est ik-suspendu, on a BikYk � Dik et les mor-
phismes σYkik , τ

Yk
ik

ont donc pour source Dik . On vérifie facilement qu’on a

σXZ � σX1
i1

>Di11
� � � >Di1

n�1
σXnin et τXZ � τX1

i1
>Di11

� � � >Di1
n�1

τXnin
.

Lemme 2.5.5. Soient C une catégorie et X,A,B,D,A1, B1 des objets de C. Donnons-
nous des flèches ιAD : D Ñ A, ιBD : D Ñ B, ιA1

D : D Ñ A1, ιB
1

D : D Ñ B1 telles que les
sommes amalgamées A>DB et A1>DB1 existent dans C. Soient pfA1 , fB1q : A1>DB1 Ñ X
deux morphismes de C et gA1 : A1 Ñ A, gB1 : B1 Ñ B deux morphismes de C induisant
un morphisme A1 >D B1 Ñ A >D B. Alors on a

X >A1>DB
1 pA >D Bq � pX >A1 Aq >B1 B

dans la catégorie copréfaisceaux sur C.
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Démonstration. Soit Y un objet de C. On a

Hom
qCpX >A1>DB

1 pA >D Bq, Y q � thX : X Ñ Y, hA : AÑ Y, hB : B Ñ Y ;

hAι
A
D � hBι

B
D, hXfA1 � hAgA1 , hXfB1 � hBgB1u

et

Hom
qCppX >A1 Aq >B1 B, Y q � thX : X Ñ Y, hA : AÑ Y, hB : B Ñ Y ;

hXfA1 � hAgA1 , hXfB1 � hBgB1u.

Or les égalités hXfA1 � hAgA1 et hXfB1 � hBgB1 entraînent

hAgA1ιA
1

D � hXfA1ιA
1

D � hXfB1ιB
1

D � hBgB1ιB
1

D ,

et donc hAιAD � hBι
B
D car gA1ιA

1

D � ιAD et gB1ιB
1

D � ιBD. Ceci montre que les deux copré-
faisceaux de l’énoncé sont canoniquement isomorphes.

Proposition 2.5.6. Soient X, Y et Z trois arbres. Donnons-nous un morphisme source
généralisé Z Ñ X et supposons que Y est un prolongement de Z. Alors la somme
amalgamée X >Z Y existe dans C.

Démonstration. Supposons que

Z �

�
i1 � � � in

i11 � � � i1n�1



et Y �

�
Y1 � � � Yn

i11 � � � i1n�1



.

Par la proposition 2.5.2 et la preuve de la proposition 2.5.3, on a Y � Y1 >Di11
� � � >Di1

n�1
Yn. Par ailleurs, le morphisme but généralisé Z Ñ Y est une somme amalgamée de
morphismes but généralisés au-dessus des Di1

k
(voir le paragraphe 2.5.4). On a donc par

le lemme précédent,

X >Z Y � ppX >Di1
Y1q >Di2

Y2q � � � >Din Yn.

Or le copréfaisceau de droite est représentable. En effet, cela résulte par récurrence de
la proposition 2.5.2 car pour tout k entre 1 et n, le morphisme

Dik Ñ ppX >Di1
Y1q >Di2

Y2q � � � >Dik�1
Yk�1

est un morphisme source généralisé.

Proposition 2.5.7. Soient X1, . . . , Xn et Y1, . . . , Yn�1 des arbres tels que pour i entier
entre 1 et n� 1, les arbres Xi et Xi�1 soient des prolongements de Yi. Alors la somme
globulaire généralisée

X1 >Y1 � � � >Yn�1 Xn

existe dans C.
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Démonstration. Le résultat découle du précédent par récurrence. En effet, on peut mettre
en place une récurrence car pour tout k entre 1 et n� 1, le morphisme que

Yk Ñ X1 >Y1 � � � >Yk�1 Xk

est un morphisme source généralisé.

Proposition 2.5.8. Soient D une catégorie et F un foncteur de C vers D. Si F commute
aux sommes globulaires, alors F commute aux sommes globulaires généralisées.

Démonstration. Cela découle du fait que les sommes globulaires généralisées peuvent
s’exprimer comme des sommes globulaires usuelles.

2.6 Complétion globulaire

2.6.1. Soit C une catégorie au-dessous de Θ0. On appellera complétion globulaire toute
extension globulaire D munie d’un foncteur C Ñ D au-dessous de Θ0, telle que pour
toute extension globulaire D1 munie d’un foncteur C Ñ D1 au-dessous de Θ0, il existe
un unique foncteur D Ñ D1 tel que le triangle

D

��C

55llllll

))RRRRRR

D1

soit commutatif. Deux complétions globulaires sont canoniquement isomorphes et on
parlera donc de la complétion globulaire. Le but de cette section est de montrer qu’elle
existe toujours. On la notera GlobpCq.

Proposition 2.6.2. Soit C une catégorie. Fixons pFk : Ik Ñ CqkPK une famille de fonc-
teurs, indexée par une ensemble K, de source des petites catégories Ik, et une famille de
cônes pεk : Fk Ñ ckqkPK où les ck sont des objets de C.

Il existe une catégorie D et un foncteur p : C Ñ D qui ont les deux propriétés
suivantes :

– pour tout k dans K, le cône p � εk : pFk Ñ ppckq est un cône limite inductive ;
– pour toute catégorie D1 et tout foncteur p1 : C Ñ D1 tels que pour tout k dans
K, le cône p1 � εk : p1Fk Ñ p1pckq soit un cône limite inductive, il existe un unique
foncteur h : D Ñ D1 tel que le triangle

D

h
��C

p 55llllll

p1
))RRRRRR

D1

soit commutatif.
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Démonstration. Soit α un ordinal de cofinalité strictement supérieure aux cardinaux
des FlpIkq pour k dans K, c’est-à-dire tel que pour tout k dans K et toute application
f : FlpIkq Ñ α, l’image de f n’est pas cofinale dans α. On va construire par récurrence
transfinie une α-suite de catégories pCβqβ α telle que ObpCβq � ObpCq pour tout β   α
et que les foncteurs de la suite soient l’identité sur les objets.

On pose C0 � C.
Supposons la suite construite pour β   α et définissons-la jusqu’à β�1. On commence

par définir un graphe Gβ�1. Les sommets de Gβ�1 sont les objets de C. Les arêtes sont
de deux types :

– pour tout morphisme u : cÑ c1 de Cβ, on a une arête rus de source c et de but c1 ;
– pour tout cône δ : Fk Ñ c de Cβ, on a une arête rδs de source ck et de but c.

La catégorie Cβ�1 est la catégorie libre sur le graphe Gβ�1 soumise aux relations
– rvus � rvsrus pour c u

ÝÑ c1
v
ÝÑ c2 dans Cβ ;

– r1cs � 1c pour c dans ObpCβq � ObpCq ;
– rvδs � rvsrδs pour Fk

δ
ÝÑ c un cône dans Cβ et c v

ÝÑ c1 un morphisme de Cβ ;
– rδis � rδsrεk,is pour un cône δ : Fk Ñ c dans Cβ et i dans Ik ;
– rεks � 1ck pour k dans K.

On a un foncteur canonique de Cβ dans Cβ�1. Si β est un ordinal limite, on pose
Cβ � limÝÑγ β

Cγ . Enfin, on pose D � limÝÑα
Cβ. On a un foncteur canonique de p : C Ñ D.

Montrons que p � εk : pFk Ñ ppckq � ck est un cône limite inductive. Soit δ : pFk Ñ c
un cône de D. Il s’agit de montrer que δ se factorise par p � εk de manière unique. Puisque
la cofinalité de α est strictement supérieure au cardinal de Ik, il existe un ordinal β   α
tel que les composantes de δ sont dans Cβ. On a donc un morphisme rδs : ck Ñ c dans
la catégorie Cβ�1. Le triangle

ck

rδs

��
Fk

εk 66nnnnnn

δ ((QQQQQQ

c

de Cβ�1 est commutatif car pour tout i dans Ik, on a rδsrεk,is � rδis. Supposons main-
tenant qu’on a deux factorisations u, v : ck Ñ c. Par la propriété de cofinalité de α, ces
deux factorisations existent déjà dans un certain Cβ. On a donc uεk � vεk dans Cβ. Or
ruεks � rusrεks � rus dans Cβ�1. De même, rvεks � rvs. D’où rus � rvs dans Cβ�1 et
u � v dans D.

Montrons maintenant que D a la propriété universelle annoncée. Soit donc p1 un
foncteur C Ñ D1 dans l’énoncé. Construisons par récurrence sur α des foncteurs hβ :
Cβ Ñ D au-dessous de C pour β   α. Pour β � 0, on pose h0 � 1C . Pour β ordinal
limite, on pose hβ � limÝÑγ β

hγ . Pour définir hβ�1, on prolonge hβ de la manière suivante.
Soit δ : Ik Ñ c un cône à valeurs dans Cβ. On envoie rδs sur la flèche universelle de D1

correspondant au cône hβpδq. On obtient ainsi un morphisme de graphes Gβ�1 Ñ D1

et puisqu’il vérifie les relations définissant Cβ�1, il induit un foncteur Cβ�1 Ñ D1 au-
dessous de C. On pose h � limÝÑα

hβ. Le foncteur h est bien au-dessous de C. Tout
foncteur h1 : D Ñ D1 au-dessous de C peut se construire par récurrence et il est clair
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que le choix qu’on a fait pour l’image d’un cône est imposé par le fait que h1 préserve
les cônes limites εk. D’où l’unicité de h.

Corollaire 2.6.3. Si C est une catégorie au-dessous de Θ0, sa complétion globulaire
existe.

Démonstration. On applique le théorème précédent avec K l’ensemble des tableaux des
dimensions, Ik � Ik, Fk les systèmes globulaires à valeurs dans C, εk l’image par Θ0 Ñ C
des cônes universels associés aux sommes globulaires.

Remarque 2.6.4. On peut choisir pour l’ordinal α de la preuve de la proposition 2.6.2
l’ordinal ω. La complétion globulaire est donc construite comme limite inductive d’une
suite.

2.7 Homogénéité

2.7.1. Soient C une préthéorie globulaire et f une flèche de C. On rappelle que f est
dite globulaire si elle est dans l’image du foncteur Θ0 Ñ C. On dira que f est algébrique
si, dès que f � ia où i est globulaire et a est dans C, la flèche i est une identité.

On dit que C est homogène s’il existe une sous-catégorie A de C telle que, pour toute
flèche f de C, il existe une unique décomposition f � ia où i est globulaire et a est
dans A.

Proposition 2.7.2. Soit C une préthéorie globulaire. Si A est une sous-catégorie de C
vérifiant la propriété de la définition précédente, alors l’ensemble des morphismes de A
est l’ensemble des flèches algébriques.

Démonstration. Soit a une flèche de A. Supposons qu’on ait a � ia1 avec i globulaire et
a1 dans C. Il existe une décomposition a1 � i1a2 avec i1 globulaire et a2 dans A. Alors
a � ii1a2. D’où ii1 � 1 dans C. Puisque le foncteur Θ0 Ñ C est fidèle, on a ii1 � 1 dans
Θ0 et donc i � 1 dans Θ0. D’où a est algébrique.

Soit b une flèche algébrique de C. Il existe une décomposition b � ia avec i globulaire
et a dans A. Puisque b est algébrique, on a i � 1 et donc b � a est dans A.

Exemple 2.7.3. L’exemple fondamental de théorie globulaire homogène est la catégorie
Θ qui sera définie dans la section 3.2 (voir la proposition 3.3.10).

2.7.4. Si C est une préthéorie globulaire homogène, la proposition précédente entraîne
que l’ensemble des flèches algébriques est stable par composition. On notera Calg la
catégorie des flèches algébriques. Si f est une flèche de C, on appellera décomposition
algébrique de f la décomposition f � ia avec i globulaire et a algébrique. On notera
cette décomposition f � fglobfalg.

Proposition 2.7.5. Soit C une préthéorie globulaire homogène. Les flèches globulaires
sont des monomorphismes dans C.
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Démonstration. Soit i une flèche globulaire. Supposons qu’on ait if � if 1 dans C. Soient
f � ja et f 1 � j1a1 les décompositions algébriques de f et f 1. On a alors ija � ij1a1 et
donc ij � ij1 et a � a1 dans C. Puisque le foncteur Θ0 Ñ C est fidèle, on a également
ij � ij1 dans Θ0 et donc j � j1 car toute flèche de Θ0 est un monomorphisme. D’où
f � f 1.

2.7.6. Soient C et D deux préthéories globulaires homogènes. Un morphisme de théories
globulaires homogènes ou foncteur homogène de C vers D est un morphisme de préthéo-
ries globulaires de C vers D qui envoie les flèches algébriques de C dans les flèches
algébriques de D. On dira que C est homogène sur D si C est munie d’un foncteur
homogène de C vers D.

Soit C une préthéorie globulaire au-dessus d’une préthéorie globulaire D via un
foncteur F . On dira qu’une flèche de f de C est algébrique sur D si F pfq est algébrique
dans D.

Proposition 2.7.7. Soit F : C Ñ D un morphisme de préthéories globulaires. Si f est
une flèche de C algébrique sur D, alors f est algébrique dans C.

Démonstration. Si f � ia avec i globulaire, alors F pfq � iF paq. Par hypothèse F pfq est
algébrique et on a i � 1 dans D et donc dans Θ0.

Proposition 2.7.8. Soit F : C Ñ D un morphisme de préthéories globulaires homo-
gènes. Alors les flèches algébriques de C sont les flèches algébriques sur D.

Démonstration. C’est une conséquence immédiate de la proposition précédente.

Proposition 2.7.9. Soit C une préthéorie globulaire au-dessus d’une préthéorie globu-
laire homogène D via un foncteur F . Si pour toute flèche f de C, il existe une unique
décomposition f � ia où i est globulaire et a est algébrique sur D, alors F fait de C une
préthéorie globulaire homogène sur D.

Démonstration. Il suffit de remarquer que l’ensemble des morphismes envoyés par F sur
une flèche algébrique est stable par composition.

Proposition 2.7.10. Soit C une préthéorie globulaire au-dessus d’une préthéorie glo-
bulaire homogène D. Si les flèches globulaires sont des monomorphismes dans C, alors
toute flèche f de C admet au plus une décomposition de la forme f � ia avec i globulaire
et a algébrique sur D.

Démonstration. Appelons F le foncteur de C vers D. Soient f � ia � i1a1 deux telles
décompositions. On a F pfq � iF paq � i1F pa1q dans D. Puisque D est homogène, on a
i � i1 dans D et donc dans Θ0. D’où ia � ia1 dans C et donc a � a1 par hypothèse.

Proposition 2.7.11. Soit I une petite catégorie filtrante et F : I Ñ Cat un foncteur.
Appelons C la limite inductive du foncteur F .
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1. Si le foncteur F se factorise par la catégorie des extensions globulaires, alors les
foncteurs F piq Ñ C, pour i dans I, sont globulaires. En particulier, C est canoni-
quement une extension globulaire.

2. Donnons-nous une théorie globulaire homogène D. Si le foncteur F se factorise par
la catégorie des théories globulaires homogènes sur D, alors C est canoniquement
une théorie globulaire homogène sur D.

Démonstration. 1. Soit S un tableau des dimensions. Pour i dans I, on notera ci le cône
limite inductive FS Ñ S dans F piq associé à S et Gi le foncteur F piq Ñ C. Fixons i
dans I. Il s’agit de montrer que Gi � ci : FS Ñ GipSq est un cône limite inductive dans C.
Soit d : FS Ñ X un second cône dans C. Puisque la catégorie d’indice de FS est finie et
que I est filtrante, ce cône provient d’un cône d1 dans F pi1q avec i1 ¡ i. Or le foncteur
F piq Ñ F pi1q envoie ci sur le cône ci1 . Il existe donc un morphisme de cônes ci1 Ñ d1

et donc un morphisme de cône α : Gi � ci � Gi1 � ci1 Ñ d � Gi1 � d
1. Soit β un second

tel morphisme. Puisque la catégorie d’indice de FS est finie et que I est filtrante, ce
morphisme provient de F pi2q avec i2 ¡ i1. Il vient que α � β dans F pi2q et donc dans C.

2. La catégorie C hérite d’un foncteur C Ñ D. Choisissons i dans I. On dispose du
diagramme commutatif suivant :

Θ0 //

""DDDDDDDD F piq

��

// C

}}{{{{{{{{

D .

Par 1, le foncteur F piq Ñ C est globulaire. Il en est donc de même du foncteur Θ0 Ñ C.
Puisque les foncteur Θ0 Ñ C et Θ0 Ñ D sont globulaires, le foncteur C Ñ D l’est
également. De plus, puisque Θ0 Ñ D est fidèle, le foncteur Θ0 Ñ C est fidèle. Ainsi,
C est une théorie globulaire.

Soit f un morphisme de C. Le morphisme f provient d’une catégorie F piq pour un
i dans I et admet donc une décomposition f � ja dans C, provenant de F piq, où j
est globulaire et a est algébrique sur D. Soit f � j1a1 une seconde décomposition de f
dans C, où j1 est globulaire et a1 est algébrique sur D. Cette décomposition provient
d’une décomposition algébrique dans une catégorie F pi1q pour un i1 dans I. Puisque I
est filtrante, ces deux décompositions proviennent d’une même catégorie F pi2q pour un
i2 dans I et il vient que j � j1 et a � a1 dans F pi2q et donc dans C. Le résultat suit par
la proposition 2.7.9.



Chapitre 3

Les catégories Θ et rΘ

3.1 Extensions globulaires catégoriques et groupoïdales

3.1.1. Une extension globulaire F : G Ñ C est précatégorique (respectivement ca-
tégorique, prégroupoïdale, groupoïdale) si F o : Go Ñ Co induit sur Co une struc-
ture de 8-précatégorie (respectivement de 8-catégorie stricte, de 8-prégroupoïde, de
8-groupoïde strict). Précisons ces notions.

Une extension globulaire précatégorique est une extension globulaire munie de mor-
phismes

∇i
j : Di Ñ Di >Dj Di, i ¡ j ¥ 0,
κi : Di�1 Ñ Di, i ¥ 0,

vérifiant les axiomes suivants :
1. pour tout i positif, on a

κiσi�1 � 1Di et κiτi�1 � 1Di ;

2. pour tous i, j tels que i ¡ j ¥ 0, on a

∇i
jσi �

#
ε2σi, si j � i� 1,�
σi >Dj σi

�
∇i�1
j sinon,

et

∇i
jτi �

#
ε1τi, si j � i� 1,�
τi >Dj τi

�
∇i�1
j sinon,

où ε1, ε2 : Di Ñ Di >Di�1
Di désignent les flèches canoniques.

Si C est une extension globulaire précatégorique, on notera

κji � κj . . . κi�2κi�1, i ¥ j ¥ 0,

41
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et

∇i � ∇i
i�1, i ¡ 0.

Une extension globulaire précatégorique est catégorique si elles satisfait les axiomes
suivantes :
(CC1) Associativité

Pour tous entiers i, j tels que i ¡ j ¥ 0, le carré

Di

∇i
j //

∇i
j

��

Di >Dj Di

1Di
>Dj

∇i
j

��
Di >Dj Di

∇i
j>Dj

1Di

// Di >Dj Di >Dj Di

est commutatif ;
(CC2) Loi d’échange

Pour tous entiers i, j, k tels que i ¡ j ¡ k ¥ 0, le diagramme

Di

∇i
k

{{vvvvvvvvvvvvv
∇i
j

%%LLLLLLLLLLLLLLL

Di >Dk Di

∇i
j>Dk

∇i
j

��

Di >Dj Di

∇i
k>∇j

k

∇i
k

��
pDi >Dj Diq >Dk pDi >Dj Diq

� // pDi >Dk Diq >Dj>Dk
Dj pDi >Dk Diq,

où la somme amalgamée itérée à droite est la somme globulaire généralisée

pDi >Dk Di, σ
i
j >Dk σ

i
jq >Dj>Dk

Dj pτ
i
j >Dk τ

i
j ,Di >Dk Diq,

qui existe d’après la proposition 2.5.7, est commutatif ;
(CC3) Unités

Pour tous entiers i, j tels que i ¡ j ¥ 0, le diagramme

Di

∇i
j

��

�

xxppppppppppppppppp

�

&&NNNNNNNNNNNNNNNNN

Dj >Dj Di Di >Dj Di
κji>Dj

1Di

oo
1Di

>Dj
κji

// Di >Dj Dj

est commutatif ;
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(CC4) Fonctorialité des unités
Pour tous entiers i, j tels que i ¡ j ¥ 0, le diagramme

Di�1
∇i�1
j //

κi

��

Di�1 >Dj Di�1

κi>Dj
κi

��
Di ∇i

j

// Di >Dj Di

est commutatif.

3.1.2. Une extension globulaire prégroupoïdale est une extension globulaire précatégo-
rique munie de morphismes

Ωi
j : Di Ñ Di, i ¡ j ¥ 0,

tels que pour tous i, j vérifiant i ¡ j ¥ 0, on ait

Ωi
jσi �

#
τi si j � i� 1,
σiΩi�1

j sinon,

et

Ωi
jτi �

#
σi si j � i� 1,
τiΩi�1

j sinon.

Une extension prégroupoïdale est groupoïdale si elle satisfait les axiomes (CC1),
(CC2), (CC3), (CC4), ainsi que l’axiome additionnel suivant :

(CG1) Inverse
Pour tous i, j tels que i ¡ j ¥ 0, les carrés

Di

∇i
j

��

κji // Dj

σij

��

Di

∇i
j

��

κji //

et

Dj

τ ij

��
Di >Dj Di

pΩij ,1Di
q

// Di Di >Dj Di
p1Di

,Ωijq
// Di

sont commutatifs.

Pour des raisons analogues à celles exposées dans le paragraphe 1.1.2, dans une
extension globulaire groupoïdale, les diagrammes suivants sont automatiquement com-
mutatifs :
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(CG2) Fonctorialité des inverses

Pour tous entiers i, j, j1 tels que i ¡ j � j1 ¥ 0, les carrés

Di

Ωij

��

∇i
j // Di >Dj Di

pε2Ωij ,ε1Ωijq

��

Di

Ωi
j1

��

∇i
j //

et

Di >Dj Di

pε1Ωi
j1
,ε2Ωi

j1
q

��
Di ∇i

j

// Di >Dj Di Di ∇i
j

// Di >Dj Di,

où ε1, ε2 : Di Ñ Di >Dj Di désignent les flèches canoniques, sont commutatifs.
Si C est une extension globulaire groupoïdale, on notera pour i ¡ 0,

Ωi � Ωi
i�1.

3.1.3. Si C est une extension globulaire précatégorique (respectivement catégorique, pré-
groupoïdale, groupoïdale) et D est une catégorie, le foncteur i : GÑ Θ0 induit un fonc-
teur de ModpC,Dq vers8-PCatpDq (respectivement8-CatpDq,8-PGrppDq,8-GrppDq).

3.2 La catégorie Θ
Proposition 3.2.1. Il existe une extension globulaire catégorique Θ telle que pour toute
catégorie D, le foncteur

U : ModpΘ, Dq Ñ 8-CatpDq

soit une équivalence de catégories, admettant un quasi-inverse G tel que UG soit le
foncteur identité.

Démonstration. Soit Θpcat la complétion globulaire de la catégorie obtenue en adjoi-
gnant formellement à Θ0 des morphismes κi et ∇i

j vérifiant les relations des extensions
globulaires précatégoriques.

Appelons Θ la complétion globulaire de la catégorie obtenue à partir de Θpcat en
imposant formellement les relations des extensions globulaires catégoriques. L’extension
globulaire Θ est par définition catégorique.

Soit D une catégorie. Le foncteur ModpΘ, Dq Ñ 8-CatpDq se factorise en

ModpΘ, Dq Ñ 8-Cat1pDq Ñ 8-CatpDq

où 8-Cat1pDq est la catégorie des préfaisceaux globulaires X sur Θ0, munis de mor-
phismes �ij : Xi �Xj Xi Ñ Xi et ki : Xi Ñ Xi�1, qui induisent via le foncteur G Ñ Θ0
un objet de 8-CatpDq.

Les propriétés universelles successives des opérations aboutissant à la construction
de Θ entraînent que le foncteur ModpΘ, Dq Ñ 8-Cat1pDq est une équivalence de caté-
gories. Par ailleurs, la propriété universelle de la catégorie Θ0 implique que le foncteur
8-Cat1pDq Ñ 8-CatpDq est une équivalence de catégories. On en déduit que le foncteur
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ModpΘ, Dq Ñ 8-CatpDq est une équivalence de catégories et la catégorie Θ convient
donc.

Le fait qu’on puisse choisir un quasi-inverse G tel que UG soit l’identité résulte du fait
qu’on peut choisir un tel quasi-inverse pour les équivalences ModpΘ, Dq Ñ 8-Cat1pDq et
8-Cat1pDq Ñ 8-CatpDq (voir la proposition 2.2.1 pour le second foncteur).

3.2.2. La preuve du lemme de 2-Yoneda implique que deux extensions globulaires véri-
fiant la propriété universelle précédente sont équivalentes de manière unique à un unique
isomorphisme naturel près. Il résultera de la section suivante que les objets d’une telle
extension globulaire n’ont pas d’automorphismes non triviaux. Une telle extension glo-
bulaire squelettique est donc définie à un unique isomorphisme près. On appellera Θ
cette extension globulaire squelettique. La propriété universelle de Θ0 fournit un unique
morphisme Θ0 Ñ Θ.

Proposition 3.2.3. Pour toute extension catégorique C, il existe un morphisme d’ex-
tensions catégoriques Θ Ñ C, unique à unique isomorphisme naturel près.

Démonstration. C’est une conséquence immédiate de la proposition précédente appliquée
à D � Co.

Proposition 3.2.4. Soit D une extension globulaire catégorique telle que le foncteur

ModpDq Ñ 8-Cat

soit une équivalence de catégories. Alors les catégories D et Θ sont équivalentes de ma-
nière unique à un unique isomorphisme de foncteurs près.

Démonstration. La preuve est identique à celle de la proposition 2.2.5

3.3 Description combinatoire de la catégorie Θ
3.3.1. Nous allons dans cette section donner une description combinatoire de la caté-
gorie Θ. Pour ne pas nous embarrasser d’une notation temporaire, nous allons oublier
notre précédente définition de Θ et redéfinir cette catégorie. Nous montrerons à la fin
de cette section que cette nouvelle catégorie est canoniquement isomorphe à celle définie
dans la section précédente.

3.3.2. Soit S un arbre. On appellera sous-arbre de S dans Θ0 un arbre T muni d’un
morphisme i : T Ñ S dans Θ0. On notera pT, iq ce sous-arbre. Si le contexte le permet,
on le notera simplement T .

Définissons maintenant le catégorie Θ. Les objets de Θ sont les arbres. Soient S et T
deux arbres. Un morphisme f : S Ñ T dans Θ est la donnée, pour chaque région α de
S de dimension i, d’un sous-arbre fpαq � pTα, fαq de T dans Θ0 de dimension au plus
i, telle que pour toute région α de dimension supérieure ou égale à 1, on ait

fασi � fασ
Tα
i�1 et fατi � fατ

Tα
i�1.
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Supposons qu’on ait

S �

�
i1 � � � im

i11 � � � i1m�1



et appelons α1, . . . , αm les régions maximales de S. Alors pour tout entier k entre 1 et
m� 1, on a

fα
k
σ
Tα
k

i1
k

� fα
k�1

τ
Tα
k�1

i1
k

.

La proposition suivante est la réciproque de cette observation.

Proposition 3.3.3. Soient S et T deux arbres. Supposons qu’on ait

S �

�
i1 � � � im

i11 � � � i1m�1



et appelons α1, . . . , αm les régions maximales de S. Donnons-nous pour toute région
maximale α de S, un sous-arbre pTα, fαq de T dans Θ0 de dimension inférieure à la
dimension de α, de sorte que pour tout entier k entre 1 et m� 1, on ait

fα
k
σ
Tα
k

i1
k

� fα
k�1

τ
Tα
k�1

i1
k

.

Alors, si pour tout entier k entre 1 et m et tout entier j entre 0 et ik on pose

f
α
k
σ
ik
j

� fα
k
σ
Tα
k

j et f
α
k
τ
ik
j

� fα
k
τ
Tα
k

j ,

le morphisme fβ est bien défini pour toute région β de S et cette donnée définit un
morphisme de S vers T dans Θ.

Démonstration. Il s’agit de montrer que les fβ sont bien définis. Le fait qu’ils définiront
alors un morphisme de Θ est clair.

Commençons par traiter le cas m � 2. Soit β une région de T au-dessous de α1 et α2
(il n’y a rien à vérifier pour les autres régions). Si β est l’unique région interne de S,
fβ est bien défini car on a

fα1
σ
Tα1
i11

� fα2
τ
Tα2
i11

par hypothèse. Sinon, β est strictement au-dessous de la région interne de S. Notons d
sa dimension. On a d   i11. Supposons que β soit à droite du sommet auquel elle est
associée (on traite le cas gauche de manière analogue). On a alors β � α1σ

i1
d � α2σ

i2
d . Il

s’agit donc de vérifier que
fα1

σ
Tα1
d � fα2

σ
Tα2
d .

Or
fα1

σ
Tα1
d � fα1

σ
Tα1
i11

σ
i11
d � fα2

τ
Tα2
i11

σ
i11
d � fα2

σ
Tα2
i11

,

ce qui achève la démonstration du cas m � 2.
Démontrons le cas général. Dans ce but, considérons la sous-catégorie rS de G{S

définie dans le paragraphe 2.3.21 et β une région de S de dimension d. Le résultat découle
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essentiellement de la connexité de la catégorie rβ � βzrS, établie dans le lemme 2.3.22, et
du cas m � 2.

Expliquons cela. Pour k entre 1 et m � 1, on note α1k : Di1
k
Ñ S la k-ième région

interne de S, et on pose

fα1
k
� fα

k
σ
Tα
k

i1
k

� fα
k�1

τ
Tα
k�1

i1
k

.

On associe ainsi à toute région maximale ou interne de S, un sous-arbre fα : Tα Ñ T
dans Θ0. Un objet de rβ est un couple X � ppDl, α : Dl Ñ Sq, g : Dd Ñ Dlq, où α est une
région maximale ou interne de S et g est un morphisme de Θ0, tel que β � αg. À un tel
objet X, on associe un sous-arbre FX de T dans Θ0 : si g est un morphisme source, on
pose FX � fασ

Tα
d , et si g est un morphisme but, on pose FX � fατ

Tα
d . On a ainsi défini

une fonction F des objets de rβ vers l’ensemble des sous-arbres de T dans Θ0. Dire que
fβ est bien défini signifie exactement que la fonction F est constante.

La catégorie rβ étant connexe, il suffit de montrer que s’il existe une flèche dans rβ
de X 1 � ppDl1 , α

1q, g1q vers X � ppDl, αq, gq, alors FX 1 � FX . Considérons u une telle
flèche qui ne soit pas une identité. Par définition des morphismes de rS, il existe k entre 1
et m� 1 tel que α1 � α1k et, ou bien α � αk et u � σiki1

k
, ou bien α � αk�1 et u � τ

ik�1
i1
k

.
Le fait que FX 1 � FX résulte alors du cas m � 2 appliqué à l’arbre Dik >Di1

k

Dik�1 .

3.3.4. Soit f : S Ñ T un morphisme dans Θ et pS1, iq un sous-arbre dans Θ0 de S. Ap-
pelons α1, . . . , αk (respectivement β1, . . . , βk�1) les régions maximales (respectivement
internes) de S1 vues comme régions de S et classées dans l’ordre croissant. Pour tout
l entre 1 et k � 1, les arbres Tα

k
et Tα

k�1
sont des prolongements de Tβ

k
et la somme

amalgamée itérée
Tα1

>Tβ1
� � � >Tβ

k�1
Tα

k

existe donc dans Θ0 (voir la proposition 2.5.7). Appelons TpS1,iq cette somme globulaire
généralisée. Les morphismes fα1

, . . . , fα
k
induisent une flèche fpS1,iq : TpS1,iq Ñ T dans Θ0.

On notera fpS1, iq ou simplement fpS1q ce sous-arbre de T . Si α : Di Ñ S est une région
de T , on a alors fpαq � fpDi, αq.

On définit un morphisme S1 Ñ TpS1,iq dans Θ de la manière suivante : pour l entre
1 et k, on envoie la région αl sur le l-ième morphisme canonique associé à la somme
globulaire généralisée qui définit TpS1,iq. Pour S1 � S, on notera Impfq l’arbre TpS,1Sq. Le
morphisme f induit alors deux morphismes composables S Ñ Impfq Ñ T .

Soient f : S Ñ T et g : T Ñ U deux morphismes de Θ composables. On définit le
composé gf de la manière suivante. Soit α une région de S. On pose pgfqpαq � gpfpαqq.
Ceci définit clairement un morphisme S Ñ U dans Θ. On en déduit que pour tout
sous-arbre S1 de S, on a pgfqpS1q � gpfpS1qq.

On vérifie immédiatement que si f : S Ñ T est un morphisme dans Θ, alors les deux
morphismes composables S Ñ fpSq Ñ T ont pour composé f .

La composition est clairement associative et admet pour tout arbre S une unité 1S
définie par 1Spαq � pDi, αq pour toute région α : Di Ñ S de S.
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Notons que si f : S Ñ T est un morphisme de Θ et pS1, iq un sous-arbre de S, alors

on a TpS1,iq � Impfiq.
À toute flèche f : S Ñ T de Θ0, on associe une flèche jpfq : S Ñ T de Θ en posant

pour toute région α : Di Ñ S, jpfqpαq � pDi, fαq. On vérifie immédiatement que j
définit un foncteur Θ0 Ñ Θ. Ce foncteur j est fidèle car f : S Ñ T est déterminé par
les fα où α est une région maximale de S. Le foncteur j fait donc de Θ une préthéorie
globulaire.

Proposition 3.3.5. Soit f : S Ñ T une flèche de Θ0. Pour tout sous-arbre pS1, iq de S
dans Θ0, on a jpfqpS1, iq � pS1, fiq.

Démonstration. Soient αl : Dil Ñ S (respectivement α1l : Di1
l
Ñ S) pour l entre 1 et k

(respectivement 1 et k�1) les régions maximales (respectivement internes) de S classées
dans l’ordre croissant.

Il s’agit de calculer le morphisme

Tα1
>Tα11

� � � >Tα1
k�1

Tα
k
Ñ T.

Or celui-ci n’est autre que le morphisme

Di1 >Di11
� � � >Di1

k�1
Dik Ñ T

induit par les morphismes fαl : Dil Ñ T , c’est-à-dire fi.

Proposition 3.3.6. Le foncteur j fait de Θ une théorie globulaire.

Démonstration. Soient S, T deux arbres et γ : FS Ñ T un cône dans Θ. Supposons que

S �

�
i1 � � � in

i11 � � � i1n�1



et appelons α1, . . . , αn les régions maximales de S classées dans l’ordre croissant. Pour k
entre 1 et n, notons γkpβq � pfα

k
, Tα

k
q où β est l’unique région maximale de Dik . Pour

k entre 1 et n� 1, le diagramme commutatif

Dik
αk

((PPPPPPPPPPPPP

Di1
k

σ
ik
i1
k

::uuuuuuu

τ
ik�1
i1
k

$$HHHHHHH T

Dik�1

αk�1

77nnnnnnnnnnnn

entraîne par définition de la composition dans Θ que fα
k
σ
Tα
k

i1
k

� fα
k�1

τ
Tα
k�1

i1
k

. Par la
proposition 3.3.3, ces données définissent un morphisme S Ñ T . Ce morphisme est
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clairement l’unique morphisme de S vers T faisant commuter le diagramme

S

��

FS

99tttttt

γ %%JJJJJJ

T .

3.3.7. Soit f : S Ñ T un morphisme de Θ. On dira que f est algébrique si Impfq � T .
Il est clair que les identités sont des morphismes algébriques et que les morphismes
algébriques sont stables par composition.

Soient i un entier positif et T un arbre de dimension inférieure ou égale à i. Il existe
un unique morphisme algébrique f de Θ de source Di et de but T . Il est défini par
fpαq � T où α est l’unique région maximale de Di.

Pour i ¡ j ¥ 0, on appelle ∇i
j l’unique morphisme algébrique de source Di et de but

Di >Dj Di. Pour i positif, on appelle κi l’unique morphisme algébrique de source Di�1 et
de but Di.

On vérifie facilement que l’extension globulaire Θ munie de ces morphismes est caté-
gorique. On dispose donc pour toute catégorie D d’un foncteur ModpΘ, Dq Ñ 8-CatpDq

Proposition 3.3.8. L’extension globulaire Θ définie dans cette section est canonique-
ment isomorphe à l’extension globulaire Θ définie dans le paragraphe 3.2.2.

Démonstration. Appelons j le foncteur ModpΘq Ñ 8-Cat. En vertu de la proposition
2.2.5, il suffit de montrer que j est une équivalence de catégories.

Appelons Uω le foncteur d’oubli 8-Cat Ñ 8-Grph. Celui-ci admet pour adjoint à
gauche le foncteur 8-catégorie stricte libre Lω. Dans [8], l’auteur construit un foncteur
i : Θ Ñ 8-Cat qui envoie un arbre sur la 8-catégorie libre sur cet arbre. Ce foncteur
i induit un foncteur nerf Nω : 8-Cat Ñ pΘ. Le théorème 1.12 de op. cit. affirme que
ce foncteur nerf induit une équivalence de catégorie sur la sous-catégorie ModpΘq. Une
preuve plus détaillée est exposée dans le paragraphe « The nerve of ω-categories and
geometric realization » de la section 5 de [31]. Or, pour X dans ModpΘq et n positif, on
a

NωpjpXqqpDnq � Hom8-CatpipDnq, jpXqq � Hom8-CatpLωpDnq, jpXqq

� Hom8-GrphpDn, UωpjpXqqq � Hom8-GrphpDn, Xq � XpDnq.

Le foncteur j est donc un quasi-inverse de l’équivalence de catégories Nω et est donc
lui-même une équivalence de catégories.

Proposition 3.3.9. Les flèches globulaires de Θ sont des monomorphismes.

Démonstration. Soit f : S Ñ T une flèche globulaire de Θ. Supposons qu’on ait deux
flèches g, h : U Ñ S telles que fh � fg. Puisque S est somme amalgamée d’objets de
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G, on peut supposer qu’on a U � Di pour un i positif. La donnée de g (respectivement
de h) correspond à un sous-arbre pS1, jq (respectivement pS2, kq) de S. Le sous-arbre
correspondant à f est donc pS1, fjq � pS2, fkq. D’où fj � fk dans Θ0. Or toute flèche
de Θ0 est un monomorphisme, on a donc j � k et par conséquent g � h.

Proposition 3.3.10. Tout morphisme de Θ se décompose de manière unique en un
morphisme algébrique suivi d’un morphisme globulaire.

Démonstration. On a vu que le morphisme f se factorise en S a
ÝÑ Impfq i

ÝÑ T où i est
globulaire. On a Impaq � Impfq par définition de a et le morphisme a est donc algébrique.

Montrons l’unicité d’une telle décomposition. Soient b : S Ñ U une flèche algébrique
et j : U Ñ T une flèche globulaire telle qu’on ait f � jb. On a

fpS, 1Sq � jpbpS, 1Sqq � jpU, 1U q � pU, jq.

D’où j � i. Puisque toute flèche globulaire est un monomorphisme, on a également a � b,
ce qui achève la démonstration.

Proposition 3.3.11. La théorie globulaire Θ est homogène et a pour flèches algébriques
les flèches algébriques définies dans cette section.

Démonstration. C’est une conséquence de la proposition précédente et de la proposition
2.7.2.

3.4 La catégorie rΘ
Proposition 3.4.1. Il existe une extension globulaire groupoïdale rΘ telle que pour toute
catégorie D, le foncteur

G : ModprΘ, Dq Ñ 8-GrppDq

soit une équivalence de catégories, admettant un quasi-inverse G tel que UG soit le
foncteur identité.

Démonstration. La démonstration est analogue à celle de la proposition 3.2.1.

3.4.2. La preuve du lemme de 2-Yoneda implique que deux extensions globulaires véri-
fiant la propriété universelle précédente sont équivalentes de manière unique à un unique
isomorphisme naturel près. On appellera rΘ une extension globulaire squelettique qui
vérifie cette propriété universelle.

Puisque rΘ est une extension globulaire groupoïdale et donc catégorique, en vertu de
la propriété universelle de Θ (proposition 3.2.3), on dispose d’un foncteur canonique de
Θ vers rΘ.

Proposition 3.4.3. Pour toute extension groupoïdale C, il existe un morphisme d’ex-
tensions groupoïdales rΘ Ñ C, unique à unique isomorphisme naturel près.
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Démonstration. C’est une conséquence immédiate de la proposition précédente appliquée
à D � Co.

Proposition 3.4.4. Le foncteur

rΘ Ñ ModprΘq � 8-Grp,

induit par le foncteur de Yoneda, envoie un arbre S sur le 8-groupoïde strict libre en-
gendré par l’ensemble globulaire associé à S.

Démonstration. Notons i le foncteur Θ0 Ñ rΘ. Celui-ci induit un foncteur de restriction
i� : ModprΘq Ñ ModpΘ0q. Le lemme 6.3.2 (qui est indépendant de cette section) appliqué
à i affirme que le carré

Θ0 //

��

rΘ
��

ModpΘ0q
l

// ModprΘq ,

où l est l’adjoint à gauche de i�, est commutatif à isomorphisme près. Or le foncteur
l correspond via les isomorphismes ModpΘ0q � pG et ModprΘq � 8-Grp au foncteur
8-groupoïde strict libre pGÑ8-Grp.

3.4.5. La proposition précédente établit que rΘ est canoniquement isomorphe à la sous-
catégorie pleine de 8-Grp dont les objets sont les 8-groupoïdes libres sur un schéma de
composition. Pour obtenir une description de rΘ analogue à celle qu’on a décrite pour Θ,
il suffirait donc de décrire combinatoirement les morphismes entre de tels 8-groupoïdes.
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Chapitre 4

8-groupoïdes de Grothendieck

4.1 Cohérateurs et définitions
4.1.1. Soit C une extension globulaire. Un couple de flèches pf, gq de C

Di

f //

g
// X

est dit parallèle si, ou bien i � 0, ou bien i ¥ 1 et on a fσi � gσi et fτi � gτi.
Un relèvement d’un couple de flèches parallèles pf, gq : Di Ñ X est un morphisme

h : Di�1 Ñ X tel qu’on ait f � hσi�1 et g � hτi�1.
Soit A un ensemble de couples parallèles de C. On note CrRpAqs la catégorie obtenue

à partir de C en adjoignant formellement un relèvement pour chaque couple de A. La
catégorie CrRpAqs peut se décrire de la manière suivante. Soit D la catégorie libre sur
le graphe de C auquel on adjoint pour chaque couple a � pa1, a2q dans A de flèches
a1, a2 : Dia Ñ Xa, une flèche rras : Dia�1 Ñ Xa. Si f est une flèche de C, nous noterons
rf s la flèche correspondante dansD. La catégorie CrRpAqs s’obtient alors comme quotient
de la catégorie D par les relations suivantes :

– r1Xs � 1X pour tout objet X de C ;
– rgsrf s � rgf s pour X f

ÝÑ Y
g
ÝÑ Z des flèches de C ;

– rrasrσia�1s � ra1s et rrasrτia�1s � ra2s pour tout a � pa1, a2q dans A de source
Dia .

4.1.2. Soit C une extension globulaire. Un couple de flèches pf, gq : Di Ñ X de C est
dit admissible pour une théorie de 8-groupoïdes si les flèches f et g sont parallèles.

Soit C une préthéorie globulaire. Un couple de flèches pf, gq : Di Ñ X de C est dit
admissible pour une théorie de 8-catégories si les flèches f et g sont parallèles et si on
est dans l’une des deux situations suivantes :

1. les flèches f et g sont algébriques ;
2. il existe des décompositions f � σXf

1 et g � τXg
1 où f 1, g1 : Di Ñ BX sont des

flèches algébriques de C.

53
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Un couple admissible pour une théorie de8-groupoïdes (respectivement de8-catégories)
est dit strictement admissible s’il n’admet pas de relèvement.

Si le contexte indique clairement si on est dans le cadre des 8-groupoïdes ou des
8-catégories, on parlera seulement de couples admissibles. On s’autorisera un abus de
langage du même type pour toutes les définitions qui sont déclinées en une version
8-groupoïdale et une version 8-catégorique.

4.1.3. Une théorie globulaire est un pseudo-cohérateur de 8-groupoïdes (respectivement
de 8-catégories) si tout couple admissible pour une théorie de 8-groupoïdes (respecti-
vement de 8-catégories) admet un relèvement.

Une tour de définition pour une théorie de 8-groupoïdes (respectivement de 8-caté-
gories) est une tour d’extensions globulaires

C0 � Θ0 Ñ C1 Ñ . . . Cn Ñ . . .

munie pour tout n positif d’un ensemble Fn de couples de flèches admissibles pour une
théorie de 8-groupoïdes (respectivement de 8-catégories) de Cn, telle que Cn�1 soit
l’extension globulaire obtenue à partir de Cn en ajoutant formellement des relèvements
aux couples de Fn. Plus précisément, on a Cn�1 � GlobpCnrRpFnqsq. En particulier, on
a ObpCnq � ObpΘ0q. Si C� est une tour de définition pour une théorie de 8-groupoïdes
(respectivement de8-catégories), la limite de C� est la limite inductive de la tour C�. On
la notera C8. On dira d’une extension globulaire isomorphe à un tel C8 qu’elle admet une
tour de définition pour une théorie de 8-groupoïdes (respectivement de 8-catégories).

Si C� est une tour de définition pour une théorie de 8-groupoïdes (respectivement
de 8-catégories) et D est un pseudo-cohérateur de 8-groupoïdes (respectivement de
8-catégories), par la propriété universelle définissant Cm�1 à partir de Cm, on dispose
pour tout n positif de morphismes globulaires Cn Ñ D et donc d’un morphisme globu-
laire C8 Ñ D. Ces morphismes dépendent d’un choix de relèvements dans D.

Un cohérateur de 8-groupoïdes (respectivement de 8-catégories) est un pseudo-
cohérateur de 8-groupoïdes (respectivement de 8-catégories) qui admet une tour de
définition pour une théorie de 8-groupoïdes (respectivement de 8-catégories).

Si C� est une tour de définition pour une théorie de 8-groupoïdes (respectivement
de 8-catégories) telle que tout couple admissible pour une théorie de 8-groupoïdes
(respectivement de 8-catégories) de C8 provient d’un Fn pour n positif, alors C8 est
un cohérateur de 8-groupoïdes (respectivement de 8-catégories).

Exemples 4.1.4. La remarque précédente permet de définir les trois cohérateurs de
8-groupoïdes (respectivement de 8-catégories) suivants.

Soit C� l’unique tour de définition telle que Fn soit l’ensemble des couples admissibles
de Cn. On appellera C8 le cohérateur canonique.

Soit C� l’unique tour de définition telle que Fn soit l’ensemble des couples strictement
admissibles de Cn. On appellera C8 le cohérateur canonique strict.

Soit C� l’unique tour de définition telle que Fn soit l’ensemble des couples admissibles
de Cn qui ne proviennent pas d’un Fm pour m   n. On appellera C8 le cohérateur de
Batanin-Leinster.
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Proposition 4.1.5. Soient C� une tour de définition pour une théorie de 8-groupoïdes
et D une extension globulaire. Si tous les couples admissibles de D pour une théorie
de 8-groupoïdes admettent un relèvement, alors il existe un foncteur globulaire (non
canonique) de C8 vers D.

Démonstration. On va construire par récurrence sur n positif, des foncteurs globulaires
Gn : Cn Ñ D, à partir du foncteur G0 : C0 � Θ0 Ñ D. On obtiendra alors un foncteur
globulaire C8 Ñ D en passant à la limite inductive.

Supposons donc que l’on dispose d’un foncteur globulaire Gn : Cn Ñ D. Notons Fn
l’ensemble des couples admissibles de Cn qui définit Cn�1 à partir de Cn. Par définition
d’une tour de définition, se donner un foncteur globulaire Gn�1 : Cn�1 Ñ D tel que le
triangle

Cn //

Gn ��7777777 Cn�1

Gn�1���������

D

soit commutatif, revient à se donner pour chaque couple admissible pf, gq dans Fn, un
relèvement dans D du couple pGnpfq, Gnpgqq. Par fonctorialité, un tel couple est admis-
sible et admet donc un relèvement par hypothèse sur D. On définit alors un foncteur
globulaire Gn�1 : Cn�1 Ñ D en faisant des choix de relèvements arbitraires.

Remarque 4.1.6. Dans la preuve précédente, nous avons utilisé le fait que les foncteurs
préservent les couples admissibles pour une théorie de 8-groupoïdes. Ce n’est pas le cas
pour les couples admissibles pour une théorie de 8-catégories et il nous faudra travailler
pour obtenir un résultat analogue dans le contexte des 8-catégories (voir le théorème
5.4.4).

Conjecture 4.1.7 (Conjecture de fidélité). Soit C� une tour de définition. Pour tout n
positif, le foncteur de Cn vers Cn�1 est fidèle.

4.1.8. Soit C un cohérateur de 8-groupoïdes (respectivement de 8-catégories). La caté-
gorie8-GrpfC (respectivement8-CatfC) des8-groupoïdes de type C (respectivement des
8-catégories de type C) est la catégorie des préfaisceaux globulaires sur C. On s’attend
à ce que ces notions ne dépendent pas du cohérateur C au sens où si C et C 1 sont deux
cohérateurs de 8-groupoïdes (respectivement de 8-catégories), « les 8-catégories des
8-groupoïdes (respectivement des 8-catégories) de type C et C 1 soient 8-équivalentes »
(en un sens à définir).

Si G est un 8-groupoïde (respectivement une 8-catégorie) de type C, on appel-
lera ensemble globulaire sous-jacent de G l’ensemble globulaire Go Ñ Co Ñ Ens. On
appellera n-flèches de G les n-flèches de son ensemble globulaire sous-jacent.

4.2 Quelques flèches structurales
4.2.1. Soient C un cohérateur de 8-groupoïdes et G un 8-groupoïde de type C. Dans
cette section, nous allons illustrer la manière de définir des flèches structurales de G
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(c’est-à-dire des opérations et des cohérences entre ces opérations) en donnant des
exemples en petite dimension. Ces flèches structurales seront obtenues comme image
par le foncteur G : Co Ñ Ens de morphismes de C, eux-mêmes obtenus comme relève-
ments de couples admissibles de C.

Afin de mettre en lumière la hiérarchie de ces différentes flèches structurales, nous
allons supposer que C est le cohérateur canonique strict et que celui-ci est muni de sa tour
de définition canonique C�. Les relèvements que nous considèrerons existent également
dans tout cohérateur, mais ils n’apparaissent pas nécessairement au début d’une tour de
définition du cohérateur.

4.2.2. Voici quelques exemples de flèches structurales apparaissant dans C1 :
– Unités

Soit i ¥ 0. Le couple p1Di , 1Diq : Di Ñ Di est admissible. Il existe donc dans C1 un
relèvement

κi : Di�1 Ñ Di

tel que
κiσi�1 � 1Di et σiτi�1 � 1Di .

Ce morphisme correspond dans G à l’unité ki : Gi Ñ Gi�1.
– Inverses en codimension 1

Soit i ¥ 1. Les identités coglobulaires entraînent que le couple pτi, σiq : Di�1 Ñ Di est
admissible. Il existe donc dans C1 un relèvement

Ωi : Di Ñ Di

tel que
Ωiσi � τi et Ωiτi � σi.

Ce morphisme correspond dans G à l’inverse wii�1 : Gi Ñ Gi.
– Compositions en codimension 1

Soit i ¥ 1. Appelons S l’arbre Di >Di�1
Di. Le couple pσS , τSq : Di�1 Ñ Di >Di�1

Di est
admissible. En effet, si i ¥ 2, on a

σSσi�1 � σSi�2 � τSσi�1 et σSτi�1 � τSi�2 � τSτi�1.

Il existe donc dans C1 un relèvement

∇i : Di Ñ Di >Di�1 Di

tel que
∇iσi � σS et ∇iτi � τS .

Ce morphisme correspond dans G à la composition �ii�1 : Gi �Gi�1
Gi Ñ Gi. Plus

généralement, pour tout n ¥ 0, on dispose dans C1 d’un morphisme

Di Ñ Di >Di�1 Di >Di�1 � � � >Di�1 Di,

où Di apparaît n fois dans la somme globulaire de droite, qui correspond dans G à une
composition n-aire.
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4.2.3. Voici quelques exemples de flèches structurales apparaissant dans C2 :
– Inverses en codimension 2

Soit i ¥ 2. Le couple pσiΩi�1, τiΩi�1q est admissible. En effet, on a

σiΩi�1σi�1 � σiτi�1 � τ ii�2 � τiτi�1 � τiΩi�1σi�1.

De même, on a
σiΩi�1τi�1 � σii�2 � τiΩi�1τi�1.

Il existe donc dans C2 un relèvement

Ωi
i�2 : Di Ñ Di

tel que
Ωi
i�2σi � σiΩi�1 et Ωi

i�2τi � τiΩi�1.

Ce morphisme correspond dans G à l’inverse wii�2 : Gi Ñ Gi.
– Compositions en codimension 2

Soit i ¥ 2. Appelons S l’arbre Di >Di�2
Di. Le couple pσS∇i�1, τS∇i�1q : Di�1 Ñ S est

admissible. En effet, on a

σS∇i�1σi�1 � σSσBS � σSi�2 � τSσBS � τS∇i�1σi�1.

De même, on a
σS∇i�1τi�1 � τSi�2 � τS∇i�1τi�1.

Il existe donc C2 un relèvement

∇i
i�2 : Di Ñ Di >Di�2 Di

tel que
∇i
i�2σi � σS∇i et ∇i

i�2τi � τS∇i.

Ce morphisme correspond dans G à la composition �ii�2 : Gi �Gi�2
Gi Ñ Gi.

– Contraintes d’associativité en codimension 1
Soit i ¥ 1. Le couple��

∇i >Di�1 1Di
�
∇i,
�
1Di >Di�1 ∇i

�
∇i

	
: Di Ñ Di >Di�1 Di >Di�1 Di

est admissible. En effet, si on désigne par ε1, ε2, ε3 les trois morphismes canoniques
Di Ñ Di>Di�1

Di>Di�1
Di et par ε11, ε12 les deux morphismes canoniques Di Ñ Di>Di�1

Di,
on a �

∇i >Di�1 Di

�
∇iσi �

�
∇i >Di�1 Di

�
ε12σi � ε3σi

� pε2, ε3qε
1
2σi � pε2, ε3q∇iσi

�
�
Di >Di ∇i

�
ε12σi

�
�
Di >Di ∇i

�
∇iσi.
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On montre de la même manière que�
∇i >Di�1 Di

�
∇iτi � ε1τi �

�
Di >Di ∇i

�
∇iτi.

Il existe donc dans C2 un relèvement

αi : Di�1 Ñ Di >Di�1 Di >Di�1 Di

tel que
αiσi�1 �

�
∇i >Di�1 Di

�
∇i et αiτi�1 �

�
Di >Di�1 ∇i

�
∇i.

Ce morphisme correspond dans G à une contrainte d’associativité pour la composi-
tion �ii�1. Ainsi, si f , g et h sont trois i-flèches de G, composables pour la composi-
tion �ii�1, on dispose d’une pi� 1q-flèche de G

af,g,h :
�
h �ii�1 g

�
�ii�1 f Ñ h �ii�1

�
g �ii�1 f

�
.

On peut construire de manière semblable une flèche de C2, correspondant dans G à une
contrainte d’associativité entre une composition ternaire et deux compositions binaires,
ou plus généralement entre deux compositions qui correspondent à deux parenthésages
d’un mot de longueur fixé.

– Contraintes d’unité en codimension 1
Soit i ¥ 1. Le couple

��
1Di , σiκi�1

�
∇i, 1Di

�
: Di Ñ Di est admissible. En effet, si on note

ε1, ε2 les morphismes canoniques Di Ñ Di >Di�1
Di, on a�

1Di , σiκi�1
�
∇iσi �

�
1Di , σiκi�1

�
ε2σi � σiκi�1σi � σi

et �
1Di , σiκi�1

�
∇iτi �

�
1Di , σiκi�1

�
ε1τi � τi.

Il existe donc dans C2 un relèvement

ρi : Di�1 Ñ Di

tel que
ρiσi�1 �

�
1Di , σiκi�1

�
∇i et ρiτi�1 � 1Di .

Ce morphisme correspond dans G à une contrainte d’unité à droite pour la composi-
tion �ii�1. Ainsi, si f : x Ñ y est une i-flèche de G, on dispose d’une pi � 1q-flèche
de G

rf : f �ii�1 ki�1pxq Ñ f.

On construit de manière semblable un morphisme

λi : Di�1 Ñ Di

de C2, qui correspond dans G à une contrainte d’unité à gauche. On dispose donc éga-
lement d’une pi� 1q-flèche de G

lf : ki�1pyq �
i
i�1 f Ñ f.



4.2. QUELQUES FLÈCHES STRUCTURALES 59

– Contraintes d’inverse en codimension 1
Soit i ¥ 1. Le couple

��
1Di ,Ωi

�
∇i, τiκi�1

�
: Di Ñ Di est admissible. En effet, si on note

ε1, ε2 les morphismes canoniques Di Ñ Di >Di�1
Di, on a�

1Di ,Ωi

�
∇iσi �

�
1Di ,Ωi

�
ε2σi � Ωiσi � τi � τiκi�1σi

et �
1Di ,Ωi

�
∇iτi �

�
1Di ,Ωi

�
ε1τi � τi � τiκi�1τi.

Il existe donc dans C2 un relèvement

δi : Di�1 Ñ Di

tel que
δiσi�1 �

�
1Di ,Ωi

�
∇i et δiτi�1 � τiκi�1.

Ce morphisme correspond dans G à une contrainte d’inverse à droite pour l’inverse wii�1.
Ainsi, si f : xÑ y est une i-flèche de G, on dispose d’une pi� 1q-flèche de G

df : f �ii�1wipfq Ñ ki�1pyq.

On construit de manière semblable un morphisme

γi : Di�1 Ñ Di

de C2, qui correspond dans G à une contrainte d’inverse à gauche. On dispose donc
également d’une pi� 1q-flèche de G

gf : wipfq �ii�1 f Ñ ki�1pxq.

4.2.4. Voici quelques exemples de flèches structurales apparaissant dans C3 :
– Contraintes du pentagone de Mac Lane en codimension 1

Soit i ¥ 1. Notons ε1, . . . , ε4 les morphismes canoniques

Di Ñ Di >Di�1 Di >Di�1 Di >Di�1 Di.

Soient c2 : Di�1 Ñ Di >Di�1
Di >Di�1

Di >Di�1
Di le morphisme��

Di >Di�1 Di >Di�1 ∇i

�
αi,
�
∇i >Di�1 Di >Di�1 Di

�
αi

	
∇i�1

et c3 : Di�1 Ñ Di >Di�1
Di >Di�1

Di >Di�1
Di le morphisme��

ε1κi, pε2, ε3, ε4qαi
�
∇i�1
i�1,

�
Di >Di�1 ∇i >Di�1 Di

�
αi,�

pε1, ε2, ε3qαi, ε4κi
�
∇i�1
i�1

	�
∇i�1 >Di Di�1

	
∇i�1.
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Le couple pc3, c2q est admissible. En effet, on a

c2σi�1 �
�
∇i >Di�1 Di >Di�1 Di

�
αiσi�1

�
�
∇i >Di�1 Di >Di�1 Di

��
∇i >Di�1 Di

�
∇i

et

c3σi�1 �
�
pε1, ε2, ε3qαi, ε4κi

�
∇i�1
i�1σi�1

�
�
pε1, ε2, ε3qαi, ε4κi

��
σi�1 >Di σi�1

�
∇i

�
�
pε1, ε2, ε3qαiσi�1, ε4κiσi�1

�
∇i

�
�
pε1, ε2, ε3qp∇i >Di�1 Diq∇i, ε4

�
∇i

�
�
∇i >Di�1 Di >Di�1 Di

��
∇i >Di�1 Di

�
∇i.

De même, on montre que

c2τi�1 �
�
Di >Di�1 Di >Di�1 ∇i

��
Di >Di�1 ∇i

�
∇i � c3τi�1.

Il existe donc dans C3 un relèvement

πi : Di�2 Ñ Di >Di�1 Di >Di�1 Di >Di�1 Di

tel que
πiσi�2 � c3 et πiτi�2 � c2.

Ce morphisme correspond dans G à une contrainte de pentagone de Mac Lane pour
les compositions �ii�1, �i�1

i et �i�1
i�1. Ainsi, si e, f , g et h sont quatre i-flèches de G,

composables pour la composition �ii�1, on dispose d’une pi� 2q-flèche de G

�
h �ii�1 g

�
�ii�1

�
f �ii�1 e

�

��
h �ii�1 g

�
�ii�1 f

�
�ii�1 e

�
h �ii�1

�
g �ii�1 f

��
�ii�1 e

h �ii�1
��
g �ii�1 f

�
�ii�1 e

�
h �ii�1

�
g �ii�1

�
f �ii�1 e

��
.

af,g,h �
i�1
i�1 kipeq

uukkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkk

a
e,g �i

i�1 f,h

��4444444444444444444

kiphq �
i�1
i�1 ae,f,g

//

a
e,f,h�i

i�1 g

))SSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSS

a
f �i

i�1 e,g,h

��



















MLe,f,g,h
ñ

– Contraintes de l’échange en codimension 1
Soit i ¥ 2. Le couple��

∇i
i�2 >∇i�1

∇i
i�2
�
∇i,
�
∇i >Di�2 ∇i

�
∇i
i�2

	
: Di Ñ Di >Di�1 Di >Di�2 Di >Di�1 Di
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est admissible. Notons que le morphisme de gauche est une somme globulaire généra-
lisée et qu’il a même but que celui de droite car l’isomorphisme de l’axiome (CC2) du
paragraphe 3.1.1 est une identité dans Θ0. Par ailleurs, si on note ε1, . . . , ε4 les quatre
morphismes canoniques Di Ñ Di >Di�1

Di >Di�2
Di >Di�1

Di, on a�
∇i >Di�2 ∇i

�
∇i
i�2σi �

�
∇i >Di�2 ∇i

��
σi >Di�2 σi

�
∇i�1

�
�
∇iσi >Di�2 ∇iσi

�
∇i�1

�
�
ε2σi >Di�2 ε4σi

�
∇i�1

et �
∇i
i�2 >∇i�1

∇i
i�2
�
∇iσi �

�
pε1, ε3q∇i

i�2, pε2, ε4q∇i
i�2
�
∇iσi

� pε2, ε4q∇i
i�2σi

� pε2, ε4qpσi >Di�2 σiq∇i�1

�
�
ε2σi >Di�2 ε4σi

�
∇i�1.

De même, on montre que�
∇i >Di�2 ∇i

�
∇i
i�2τi �

�
ε1τi >Di�2 ε3τi

�
∇i�1 �

�
∇i
i�2 >∇i�1

∇i
i�2
�
∇iτi.

Il existe donc dans C3 un relèvement

εi : Di�1 Ñ Di >Di�1 Di >Di�2 Di >Di�1 Di

tel que
εiσi�1 �

�
∇i
i�2 >∇i�1

∇i
i�2
�
∇i et εiτi�1 �

�
∇i >Di�2 ∇i

�
∇i
i�2.

Ce morphisme correspond dans G à une contrainte de l’échange pour les compositions
�i�1
i�2, �ii�1 et �ii�2. Ainsi, si α, β, δ et γ sont quatre i-flèches de G s’insérant dans un
diagramme

��
�� ��
�� α

DD�� ��
�� β

// ��
�� ��
�� γ

DD�� ��
�� δ

// ,

alors on dispose d’une pi� 1q-flèche de G

eα,β,δ,γ :
�
δ �ii�2 β

�
�ii�1

�
γ �ii�2 α

�
Ñ
�
δ �ii�1 γ

�
�ii�2

�
β �ii�1 α

�
.

– Contraintes du triangle en codimension 1
Soit i ¥ 1. Notons ε1, ε2 les deux morphismes canoniques Di Ñ Di >Di�1

Di. Soient
d2 : Di�1 Ñ Di >Di�1

Di le morphisme�
pε1κi, ε2λiq∇i�1

i�1, pε1, ε1σiκi�1, ε2qαi
�
∇i�1
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et d1 : Di�1 Ñ Di >Di�1
Di le morphisme

pε1ρi, ε2κiq∇i�1
i�1.

Le couple pd2, d1q est admissible. En effet, on a

d1σi�1 � pε1ρiσi�1, ε2κiσi�1q∇i

�
�
ε1p1Di , σiκi�1q∇i, ε2

�
∇i

et

d2σi�1 � pε1, ε1σiκi�1, ε2qαiσi�1

� pε1, ε1σiκi�1, ε2qp∇i >Di�1 Diq∇i

�
�
pε1, ε1σiκi�1q∇i, ε2

�
∇i

�
�
ε1p1Di , σiκi�1q∇iq, ε2

�
∇i.

De même, on a

d1τi�1 � pε1ρiτi�1, ε2κiτi�1q∇i

� pε1, ε2q∇i

� ∇i

et

d2τi�1 � pε1κi, ε2λiq∇i�1
i�1τi�1

� pε1κiτi�1, ε2λiτi�1q∇i

� pε1, ε2q∇i

� ∇i.

Il existe donc dans C3 un relèvement

νi : Di�2 Ñ Di >Di�1 Di

tel que
νiσi�2 � d2 et νiτi�2 � d1.

Ce morphisme correspond dans G à une contrainte du triangle pour les compositions
�ii�1, �i�1

i et �i�1
i�1. Ainsi, si x

f
ÝÑ y

g
ÝÑ z sont deux i-flèches composables de G, on dispose

d’une pi� 2q-flèche de G

�
g �ii�1 ki�1pyq

�
�ii�1 f

QQQQQQQ

rg �
i�1
i�1 kipfq ((QQQQQQQ

af,ki�1pyq,g // g �ii�1
�
ki�1pyq �

i
i�1 f

�
mmmmmmm

kipgq �
i�1
i�1 lfvvmmmmmmmñ

Tf,g

g �ii�1 f .

On montre également qu’il existe dans C3 les flèches structurales suivantes :
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– inverses en codimension 3 ;
– compositions en codimension 3.

4.2.5. On montre comme dans les paragraphes précédents que les flèches structurales
suivantes apparaissent dans C4 :

– inverses en codimension 4 ;
– compositions en codimension 4 ;
– contraintes d’associativité en codimension 3 ;
– contraintes d’échange en codimension 2 ;
– contraintes de pentagone de Mac Lane en codimension 2 ;
– contraintes du triangle en codimension 2 ;
– contraintes sur les contraintes de C3 (qui correspondent aux axiomes des tricaté-
gories).

En continuant cette analyse, on montre la proposition suivante :

Proposition 4.2.6. Tout cohérateur de 8-groupoïdes admet une structure (non cano-
nique) d’extension globulaire prégroupoïdale.

4.2.7. Celles des flèches structurales précédentes qui ne concernent pas les inverses,
existent également dans tout cohérateur de 8-catégories D. Pour le démontrer, il suf-
fit de vérifier que les couples admissibles pour une théorie de 8-groupoïdes, qu’on a
considérés pour démontrer l’existence de ces flèches structurales, sont également des
couples admissibles pour une théorie de 8-catégories. Il s’agit donc de vérifier que cer-
tains morphismes sont algébriques. Cette vérification n’est pas triviale. Elle résultera
(sous certaines hypothèses peu restrictives sur D) du théorème 5.4.1 qui affirme que D
est homogène sur Θ et du fait que le foncteur D Ñ Θ envoie tout relèvement d’un couple
admissible sur un morphisme algébrique de Θ. On obtiendra en particulier la propriété
suivante :

Proposition 4.2.8. Tout cohérateur de 8-catégories admet une structure (non cano-
nique) d’extension globulaire précatégorique.

4.3 Équivalences faibles

4.3.1. Dans cette section, on se fixe un cohérateur de 8-groupoïdes C. Le cohérateur
étant fixé, on appellera 8-groupoïde faible un 8-groupoïde de type C. Choisissons une
structure prégroupoïdale sur C. En particulier, on dispose de morphismes

κn : Dn�1 Ñ Dn, n ¥ 0,
∇n : Dn Ñ Dn >Dn�1 Dn, n ¥ 1,

∇n
n�2 : Dn Ñ Dn >Dn�2 Dn, n ¥ 2,
Ωn : Dn Ñ Dn, n ¥ 1,
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dans C, et donc d’applications

kn : Gn Ñ Gn�1, n ¥ 0,
�nn�1 : Gn �Gn�1 Gn Ñ Gn, n ¥ 1,
�nn�2 : Gn �Gn�2 Gn Ñ Gn, n ¥ 2,
wn : Gn Ñ Gn, n ¥ 1,

pour tout 8-groupoïde faible G.
Soit G un8-groupoïde faible. On dira que deux n-flèches f et g de G sont homotopes

s’il existe une pn�1q-flèches h de G, de source f et de but g. La relation d’homotopie est
une relation d’équivalence. En effet, la preuve que nous avons donnée dans le cas strict
(voir le paragraphe 1.2.1) n’utilise que la structure prégroupoïdale.

Si G est un 8-groupoïde faible et n est un entier positif, on notera, comme dans le
cas strict, �Gn le quotient de Gn par la relation d’homotopie des n-flèches. La composition

�nn�1 : Gn �Gn�1 Gn Ñ Gn

passe au quotient en une opération

�nn�1 : �Gn �Gn�1
�Gn Ñ �Gn

pour la même raison que dans le cas strict. Par ailleurs, l’unité

kn�1 : Gn�1 Ñ Gn

induit une application
kn�1 : Gn�1 Ñ �Gn.

Notons $npGq le graphe dont les objets sont les pn � 1q-flèches et les morphismes
sont les éléments de �Gn, muni des applications

�nn�1 : �Gn �Gn�1
�Gn Ñ �Gn et kn�1 : Gn�1 Ñ �Gn.

Proposition 4.3.2. $npGq est un groupoïde.

Démonstration. On a montré dans la section 4.2, l’existence dans C de flèches

αn : Dn�1 Ñ Dn >Dn�1 Dn >Dn�1 Dn,

ρn : Dn�1 Ñ Dn et λn : Dn�1 Ñ Dn,

δn : Dn�1 Ñ Dn et γn : Dn�1 Ñ Dn,

telles que

αnσn�1 �
�
∇n >Dn�1 Dn

�
∇n et αnτn�1 �

�
Dn >Dn�1 ∇n

�
∇n,

ρnσn�1 �
�
1Dn , σnκn�1

�
∇n et ρnτn�1 � 1Dn ,

λnσn�1 �
�
τnκn�1, 1Dn

�
∇n et λnτn�1 � 1Dn ,

δnσn�1 �
�
1Dn ,Ωn

�
∇n et δnτn�1 � τnκn�1,

γnσn�1 �
�
Ωn, 1Dn

�
∇n et γnτn�1 � σnκn�1.
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Si f , g et h sont trois n-flèches de G, composables pour la composition �nn�1, le
morphisme Gpαnq induit une pn� 1q-flèche de G

af,g,h :
�
h �nn�1 g

�
�nn�1 f Ñ h �nn�1

�
g �nn�1 f

�
.

La composition de $npGq est donc associative.
De même, si f : xÑ y est une n-flèche de G, les morphismes ρn et λn induisent des

pn� 1q-flèches de G

rf : f �nn�1 kn�1pxq Ñ f et lf : kn�1pyq �
n
n�1 f Ñ f.

Ainsi, pour x un objet de $npGq, le morphisme kn�1pxq est une identité et $npGq est
donc une catégorie.

Enfin, si f : x Ñ y est une n-flèche de G, les morphismes δn et γn induisent des
pn� 1q-flèches de G

df : f �nn�1wnpfq Ñ y et gf : wnpfq �nn�1 f Ñ x.

Ainsi, wnpfq est un inverse de f dans $npGq et la catégorie $npGq est un groupoïde.

Proposition 4.3.3. Le groupoïde $npGq ne dépend pas du choix des morphismes

∇n : Dn Ñ Dn >Dn�1 Dn et κn�1 : Dn Ñ Dn�1.

Démonstration. Soit
∇1
n : Dn Ñ Dn >Dn�1 Dn

un second morphisme de C avec même source et même but globulaires que ∇n. Notons

�
1n
n�1 : Gn �Gn�1 Gn Ñ Gn

la composition induite sur G. Puisque le couple p∇n,∇1
nq : Dn Ñ Dn >Dn�1

Dn est
admissible, il existe dans C un relèvement

µ : Dn�1 Ñ Dn >Dn�1 Dn

tel que
µσn�1 � ∇n et µτn�1 � ∇1

n.

Si f et g sont deux n-flèches de G telles que tnpfq � snpgq, le morphisme Gpµq induit
une pn� 1q-flèche de G

mf,g : g �nn�1 f Ñ g �
1n
n�1 f.

D’où l’indépendance du choix de ∇n.
De même, si on se donne

κ1n�1 : Dn Ñ Dn�1

avec même source et but globulaires que κn�1 et qu’on note

k1n�1 : Gn�1 Ñ Gn

l’application induite, le couple pκn�1, κ
1
n�1q : Dn Ñ Dn�1 est admissible, et un relève-

ment dans C induit pour toute pn � 1q-flèche x de G, une pn � 1q-flèche kn�1pxq Ñ
k1n�1pxq.
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4.3.4. Soit G un 8-groupoïde faible. On notera

π0pGq � π0p$1pGqq.

Si f et g sont dans Gn�1 avec n ¥ 1, on notera

πnpG, f, gq � Hom$npGqpf, gq et πnpG, fq � πnpG, f, fq.

Notons que πnpG, fq est un groupe.
Comme dans le cas strict, pour n ¥ 1, $n est un foncteur de la catégorie des

8-groupoïdes faibles vers la catégorie des groupoïdes. On en déduit que, π0 est un
foncteur de la catégorie des 8-groupoïdes faibles vers la catégorie des ensembles, et que,
pour tout n ¥ 1, πn est un foncteur de la catégorie des 8-groupoïdes faibles munis d’une
pn� 1q-flèche vers la catégorie des groupes.

Proposition 4.3.5. Soit F : GÑ H un morphisme de 8-groupoïdes faibles. Les condi-
tions suivantes sont équivalentes :

1. l’application π0pF q : π0pGq Ñ π0pHq est une bijection, et pour tout n ¥ 1 et toute
pn� 1q-flèche f de G, le morphisme F induit une bijection

πnpG, fq Ñ πnpH,F pfqq ;

2. le foncteur $1pF q : $1pGq Ñ $1pHq est une équivalence de catégories, et pour
tout n ¥ 2 et tout couple pf, gq de pn� 1q-flèches parallèles de G, le morphisme F
induit une bijection

πnpG, f, gq Ñ πnpH,F pfq, F pgqq ;

3. le foncteur $1pF q : $1pGq Ñ $1pHq est plein et essentiellement surjectif, et pour
tout n ¥ 2 et tout couple pf, gq de pn� 1q-flèches parallèles de G, le morphisme F
induit une surjection

πnpG, f, gq Ñ πnpH,F pfq, F pgqq.

Démonstration. L’implication 2 ñ 1 est évidente. Montrons la réciproque. Soient n ¥ 1
et f, g deux pn� 1q-flèches parallèles de G. Supposons qu’il existe une n-flèche u : f Ñ g
dans G. On définit alors un morphisme

πnpG, fq Ñ πnpG, f, gq

en envoyant une n-flèche v : f Ñ f sur la n-flèche u �nn�1 v : f Ñ g. Puisque $npGq est
un groupoïde, ce morphisme est un isomorphisme. Il est immédiat que le morphisme F
commute à cet isomorphisme, c’est-à-dire que le carré

πnpG, fq

��

// πnpG, f, gq

��
πnpH,F pfqqq // πnpH,F pfq, F pgqq
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est commutatif. Ainsi, pour conclure, il suffit de montrer que s’il existe une n-flèche
v : F pfq Ñ F pgq dans H, alors il existe une n-flèche u : f Ñ g dans G. C’est clair pour
n � 1 par injectivité de π0pF q. Soit donc n ¥ 2 et v : F pfq Ñ F pgq une n-flèche de H.
Posons x � sn�1pfq et y � tn�1pfq. La flèche kn�1pwn�1pF pfqqq �

n
n�2 v est une n-flèche

de H de source wn�1pF pfqq �
n�1
n�2 F pfq : F pxq Ñ F pxq et de but wn�1pF pfqq �

n�1
n�2 F pgq :

F pxq Ñ F pxq. Par injectivité de l’application

πn�1pG, xq Ñ πn�1pH,F pxqq,

les pn� 1q-flèches wn�1pfq �
n�1
n�2 f et wn�1pfq �

n�1
n�2 g sont égales dans πn�1pG, xq. Le fait

que $n�1pGq soit un groupoïde entraîne alors que f � g dans πn�1pG, x, yq et donc
l’existence d’une n-flèche u : f Ñ g.

L’implication 2 ñ 3 est évidente. Montrons la réciproque. Soient n ¥ 1, f, g deux
pn� 1q-flèches parallèles de G et u, v deux n-flèches de source f et de but g. Supposons
qu’on ait F puq � F pvq dans πnpH,F pfq, F pgqq. Il existe alors une pn� 1q-flèche de H de
source F puq et de but F pvq. Par surjectivité de l’application

πn�1pG, u, vq Ñ πn�1pH,F puq, F pvqq,

il existe une pn� 1q-flèche de G de source u et de but v. D’où u � v dans πnpG, f, gq.

4.3.6. On dira qu’un morphisme F : GÑ H de 8-groupoïdes faibles est une équivalence
faible s’il satisfait les conditions équivalentes de la proposition précédente. On dispose
ainsi d’un localisateur des 8-groupoïdes faibles.

4.4 8-groupoïde fondamental
4.4.1. Dans cette section, on fixe une catégorie de modèles M. Rappelons qu’un objet
X de M est dit faiblement contractile si l’unique morphisme X Ñ � de but l’objet final
est une équivalence faible. On se donne de plus un foncteur R : G Ñ M qui fait de M
une extension globulaire. On désignera également par R le prolongement Θ0 Ñ M et on
notera de la même manière les objets et morphismes de Θ0, et leurs images dans M.

L’exemple fondamental est celui de la catégorie de modèles Top des espaces topolo-
giques. On définit le foncteur R de la manière suivante. Pour i ¥ 0, le foncteur R envoie
Di sur Di � tx P Ri; ||x|| ¤ 1u, la boule de dimension i.

Pour i ¥ 1, le foncteur R envoie σi sur σi et τi sur τ i où

σi � px,�
a

1� }x}2q et τ i � px,
a

1� }x}2q,

sont les inclusions des deux hémisphères de Di. On vérifie facilement que ces applications
satisfont les relations coglobulaires et on a donc bien défini un foncteur R : GÑ Top. La
catégorie Top étant cocomplète, ce foncteur fait de Top une extension globulaire. Notons
que l’espace topologique Di est cofibrant faiblement contractile et que les morphismes
σi, τ i sont des cofibrations de Top.
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Proposition 4.4.2. Supposons que R envoie tout objet de G sur un objet faiblement
contractile de M et tout morphisme de G sur une cofibration de M. Alors tout arbre est
envoyé sur un objet faiblement contractile.

Démonstration. Montrons le résultat par récurrence sur le nombre n de sommets maxi-
maux d’un arbre S. Si n � 1, S est faiblement contractile par hypothèse sur R. Sinon,
supposons

S �

�
i1 � � � in

i11 � � � i1n�1



et posons

T �

�
i1 � � � in�1

i11 � � � i1n�2



.

Soit β : Din Ñ S la n-ième région maximale de S et γ : Din�1 Ñ T la pn�1q-ième région
maximale de T . Le carré

Di1n�1

γ

��

τ in
i1
n�1 // Din

β

��
T // S

est cocartésien dans M. Par hypothèse sur R, le morphisme τ ini1n�1
est une cofibration

triviale. Puisque le carré précédent est cocartésien, le morphisme T Ñ S est également
une cofibration triviale. Or, par hypothèse de récurrence, T est faiblement contractile.
Il en résulte que S est faiblement contractile.

4.4.3. Nous allons maintenant expliciter un foncteur R : G Ñ M analogue au foncteur
défini pour Top. Posons S�1 � ∅, l’objet initial de M.

En factorisant l’unique morphisme S�1 Ñ � de but l’objet final de M, en une cofi-
bration suivie d’une fibration triviale

S�1 //

j0 ��::::::: �

D0

DD							 ,

on obtient un objet D0 cofibrant faiblement contractile, ainsi qu’une cofibration j0 :
S�1 Ñ D0.

Supposons qu’on ait défini un objet cofibrant Sn�1, un objet cofibrant faiblement
contractile Dn, ainsi qu’une cofibration jn : Sn�1 Ñ Dn. On pose alors

Sn � pDn, jnq >Sn�1 pjn,Dnq.

Puisque Sn�1 est cofibrant et jn est une cofibration, l’objet Sn est cofibrant. On dispose
par ailleurs du morphisme canonique p1Dn , 1Dnq : Sn Ñ Dn. En factorisant ce morphisme
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en une cofibration suivie d’une fibration triviale

Sn
p1Dn ,1Dn q //

jn�1 ��<<<<<<< Dn

Dn�1

@@������� ,

on obtient un objet Dn�1 cofibrant faiblement contractile, ainsi qu’une cofibration jn�1 :
Sn Ñ Dn�1.

Pour i ¥ 1, on pose
σn � jnε1 et τn � jnε2,

où ε1, ε2 : Dn�1 Ñ Sn�1 � Dn�1 >Sn�2 Dn�1 désignent les deux morphismes canoniques.
On vérifie immédiatement que ces morphismes satisfont les identités coglobulaires.

Le foncteur R ainsi défini fait de M une extension globulaire. De plus, celui-ci vérifie
par définition les hypothèses de la proposition 4.4.2. Notons également que la construc-
tion précédente appliquée à Top donne l’extension globulaire définie au début de cette
section si on utilise la factorisation évidente

Sn //

��======= Dn

Dn�1

??������� ,

où Sn désigne le bord de Dn�1 et Dn�1 Ñ Dn est la projection.

Proposition 4.4.4. Soit R : GÑ M l’extension globulaire définie ci-dessus. Supposons
que tous les objets de M soient fibrants. Alors tout couple admissible de M, pour une
théorie de 8-groupoïdes, admet un relèvement.

Démonstration. Soit pf, gq : Di Ñ S un couple admissible de M pour une théorie de
8-groupoïdes. Le couple pf, gq admet un relèvement si et seulement si le carré

Si � Di >Si�1 Di

ji�1
��

pf,gq // S

��
Di�1 // �

commutatif dans M admet un relèvement h : Di�1 Ñ S qui le scinde en deux triangles
commutatifs. Par hypothèse, S est fibrant. De plus, en vertu de la proposition 4.4.2,
l’objet S est faiblement contractile. Le morphisme S Ñ � est donc une fibration tri-
viale. Puisque par hypothèse, le morphisme ji�1 : Si Ñ Di�1 est une cofibration, le
relèvement h existe.

4.4.5. Soient M une catégorie de modèles dont tous les objets sont fibrants et C un
cohérateur de 8-groupoïdes. Par la proposition précédente, l’extension globulaire M
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vérifie l’hypothèse de la proposition 4.1.5 et on dispose donc d’un foncteur globulaire
(non canonique) F : C Ñ M. Ainsi, si X est un objet de M, on peut lui associer son
8-groupoïde fondamental

ΠF pX,Cq � HomMpF p�q, Xq : Co Ñ Ens.

Cet 8-groupoïde dépend a priori des choix de factorisations qui interviennent dans la
construction du foncteur GÑ M et des choix de relèvements qui permettent de définir
le foncteur F : C Ñ M.

Conjecture 4.4.6. Le 8-groupoïde ΠF pX,Cq ne dépend pas du choix de F dans la
catégorie homotopique des 8-groupoïdes faibles de type C.

Proposition 4.4.7. Pour tout n ¥ 1, le groupoïde $npΠF pX,Cqq ne dépend pas du
choix de F . Plus généralement, deux morphismes quelconques de M

∇1
n : Dn Ñ Dn >Dn�1 Dn et κ1n�1 : Dn Ñ Dn�1,

vérifiant

∇1
nσn � ε2σn et ∇1

nτn � ε1τn,

κ1n�1σn � 1Dn�1 et κ1n�1τn � 1Dn�1 ,

où ε1 et ε2 désignent les deux morphismes canoniques Dn Ñ Dn >Dn�1
Dn, induisent sur

le graphe sous-jacent de $npΠF pX,Cqq la structure de groupoïde de $npΠF pX,Cqq.

Démonstration. Soit F 1 : C Ñ M un second foncteur globulaire. Notons G l’ensemble
globulaire sous-jacent des 8-groupoïdes ΠF pX,Cq et ΠF 1pX,Cq. Fixons n ¥ 1 et choi-
sissons dans C des morphismes

∇n : Dn Ñ Dn >Dn�1 Dn et κn�1 : Dn Ñ Dn�1,

tels que

∇nσn � ε2σn et ∇nτn � ε1τn,

κn�1σn � 1Dn�1 et κn�1τn � 1Dn�1 .

Notons �nn�1 et kn�1 les opérations induites sur G par F ; �1nn�1 et k1n�1 les opérations
induites sur G par F 1. Puisque le couple pF p∇nq, F

1p∇nqq est admissible, il admet par
la proposition 4.4.4 un relèvement dans M. En particulier, si f et g sont deux n-flèches
de G, les deux n-flèches f �nn�1 g et f �1nn�1 g sont homotopes. On montre de même, en
considérant le couple admissible pF pκn�1q, F

1pκn�1qq, que si x est une pn� 1q-flèche de
G, alors les n-flèches kn�1pxq et k1n�1pxq sont homotopes, ce qui achève la preuve de la
première assertion.

La seconde assertion se démontre de la même manière en remplaçant F 1p∇nq par ∇1
n,

et F 1pκn�1q par κ1n�1.
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4.4.8. Soit X un espace topologique. Pour n ¥ 1, on définit un groupoïde $npXq de la
manière suivante. Les objets de $npXq sont les applications continues Dn�1 Ñ X. Si f, g
sont deux telles applications, un morphisme de f vers g est la classe d’une application
continue u : Dn Ñ X, telle que uσn � f et uτn � g, pour le relation d’homotopie
préservant source et but. Ainsi, u, v : Dn Ñ X représentent le même morphisme de
$npXq s’il existe H : Dn�1 Ñ X telle que Hσn�1 � u et Hτn�1 � v. On définit la
composition des morphismes comme dans le cas des groupes d’homotopie en utilisant
l’homéomorphisme Dn Ñ Dn>Dn�1

Dn, qui consiste à identifier une boule au recollement
de deux demi-boules. Les unités sont induites par la projection de Dn sur Dn�1. On
vérifie immédiatement que la catégorie$npXq est bien un groupoïde et qu’on définit ainsi
un foncteur $n de la catégorie des espaces topologiques vers la catégorie des groupoïdes.

En particulier, pour n � 1, $1pXq est le groupoïde fondamental Π1pXq, et, pour
n ¥ 1 et x est un élément de X, si on note f : Dn�1 Ñ X l’application constante de va-
leur x, alors Hom$npXqpf, fq est canoniquement isomorphe au groupe d’homotopie usuel
πnpX,xq. Plus généralement, si f, g : Dn�1 Ñ X sont deux applications quelconques, on
notera

πnpX, f, gq � Hom$npXqpf, gq et πnpX, fq � πnpX, f, fq.

Proposition 4.4.9. Une application continue F : X Ñ Y entre espaces topologiques
est une équivalence faible si et seulement si π0pF q : π0pXq Ñ π0pY q est une bijection et,
pour tout n ¥ 1 et toute application continue f : Dn�1 Ñ X, le morphisme πnpF, fq :
πnpX, fq Ñ πnpY, F pfqq est un isomorphisme.

Démonstration. Soit F : X Ñ Y une équivalence faible. Fixons n ¥ 2 et f une ap-
plication continue Dn�1 Ñ X. Il s’agit de montrer que πnpF, fq est un isomorphisme.
La structure de catégorie de modèles usuelle sur Top induit une structure de catégorie
de modèles sur la catégorie Sn�1zTop des espaces topologiques sous Sn�1. Munissons
l’espace X de l’application

pf, fq : Sn�1 � Dn�1 >Sn�2 Dn�1 Ñ X,

l’espace Y de l’application

pF pfq, F pfqq : Sn�1 � Dn�1 >Sn�2 Dn�1 Ñ Y,

et l’espace Dn de l’inclusion canonique i : Sn�1 Ñ Dn. L’application F est alors au-
dessous de Sn�1. Puisque F est une équivalence faible (entre objets fibrants) et que Dn

est un objet cofibrant, l’application F induit une bijection

rDn, XsSn�1 Ñ rDn, Y sSn�1 ,

où on a noté rU, V sSn�1 les classes d’homotopie pour la structure de catégorie de modèles
sur Sn�1zTop.

Cette application est précisément πnpF, fq. Pour le montrer, il suffit de vérifier que

πnpX, fq � rDn, XsSn�1 et πnpY, F pfqq � rDn, Y sSn�1 .
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Montrons par exemple la première égalité. Puisque Dn est cofibrant, on peut utiliser
n’importe quel objet chemin pour décrire les homotopies à droite dans Sn�1zTop, entre
deux morphismes Dn Ñ X au-dessous de Sn�1. Choisissons l’objet chemin usuel XD1 vu
sous Sn�1 via le composé Sn�1 Ñ X Ñ XD1 . Une homotopie à droite comme ci-dessus
est alors donnée par un morphisme K : Dn Ñ XD1 au-dessous de Sn�1. Par adjonction,
un tel morphisme induit un diagramme commutatif

D1 �Dn
H // X

D1 � Sn�1

D1�i

OO

// Sn�1

pf,fq

OO

,

c’est-à-dire une homotopie (au sens usuel de la topologie) constante sur Sn�1. Par
ailleurs, un tel carré correspond à la donnée d’une application Dn�1 Ñ X au-dessous de
Sn�1. D’où le résultat.

Proposition 4.4.10. Soient C un cohérateur de 8-groupoïdes et Πp�, Cq le foncteur
Top Ñ 8-GrpfC (non canonique) construit dans cette section. Notons Grp la catégorie
des groupoïdes. Pour n ¥ 1, le triangle de foncteurs

Top
Πp�,Cq //

$n !!DDDDDDDD
8-GrpfC

$nzzttttttttt

Grp

est commutatif. En particulier, une application continue F : X Ñ Y est une équivalence
faible si et seulement si ΠpF,Cq est une équivalence faible de 8-groupoïdes. On dispose
donc d’un foncteur

Hot Ñ Hop8-GrpfCq.

Démonstration. Soit X un espace topologique et n un entier supérieur ou égal à 1. Les
graphes sous-jacents de $npXq et $npΠpX,Cqq sont identiques. Par la proposition 4.4.7,
la structure de groupoïde sur $npΠpX,Cqq est induite par n’importe quelles applications

∇n : Dn Ñ Dn >Dn�1 Dn et κn�1 : Dn Ñ Dn�1,

avec les sources et buts globulaires usuels. En particulier, on peut choisir les applications
qu’on a utilisé pour définir la structure de groupoïde de $npXq. D’où l’égalité entre
$npXq et $npΠpX,Cqq. Le résultat analogue pour les morphismes est clair.

Corollaire 4.4.11. Soit X un espace topologique. Les ensembles π0pXq et π0pΠpX,Cqq
sont égaux. De plus, pour n ¥ 1, si x est un élément de X et f : Dn�1 Ñ X désigne
l’application constante de valeur x, alors les groupes πnpX,xq et πnpΠpX,Cq, fq sont
égaux.



4.5. LA CONJECTURE DE GROTHENDIECK 73

4.5 La conjecture de Grothendieck

Fixons un cohérateur de 8-groupoïdes C. Dans la suite de cette section, on appellera
8-groupoïdes faibles les 8-groupoïdes de type C.

Conjecture 4.5.1 (Grothendieck). La catégorie homotopique des 8-groupoïdes faibles
est équivalente à la catégorie homotopique Hot. Plus précisément, le foncteur de Hot vers
Hop8-GrpfCq défini dans la section précédente est une équivalence de catégories.

Nous allons maintenant exposer une stratégie de démonstration de la première partie
de la conjecture Grothendieck, due à Maltsiniotis (voir [33]). Nous utiliserons le langage
des catégories test, qui est exposé brièvement dans la section 7.1.

Conjecture 4.5.2. La catégorie C est une catégorie test.

En particulier, le foncteur iC : pC Ñ Cat induirait une équivalence de catégories
Hop pCq Ñ Hot. Par ailleurs, par [13] (voir le théorème 7.1.7 pour une référence plus
précise), il existerait une structure de catégorie de modèles sur le localisateur pC, à
engendrement cofibrant, dont les cofibrations seraient les monomorphismes.

Conjecture 4.5.3. Un morphisme de 8-groupoïdes faibles est une équivalence faible
si et seulement si son image par le foncteur d’inclusion i : 8-GrpfC Ñ pC est une
équivalence faible de préfaisceaux sur C.

Notons i le foncteur d’inclusion 8-GrpfC Ñ pC. Celui-ci admet un adjoint à gauche r
(voir les propositions 1.27 et 1.51 [1]). Rappelons la proposition suivante de relèvement
de structures de catégorie de modèles.

Proposition 4.5.4. Soient M une catégorie de modèles engendrée par un couple pI, Jq,
C une catégorie localement présentable et G : M Ñ C un foncteur admettant un adjoint
à droite D. Notons WC la classe des morphismes de C qui s’envoient sur une équivalence
faible de M. Supposons la condition suivante :
p�q tout rétracte de composés transfinis d’images directes de flèches de GpJq est dans WC .
Alors le couple pGpIq, GpJqq engendre une structure de catégorie de modèles sur le loca-
lisateur pC,WCq. De plus, l’adjonction pG,Dq est une adjonction de Quillen.

Démonstration. Voir la proposition 1.4.23 de [13].

Conjecture 4.5.5. Le foncteur i : 8-GrpfC Ñ pC et son adjoint à gauche r satisfont la
condition p�q de la proposition précédente.

Les deux conjectures précédentes impliquent l’existence d’une structure de catégorie
de modèles sur le localisateur des 8-groupoïdes faibles. De plus, l’adjonction pr, iq serait
une adjonction de Quillen.

Conjecture 4.5.6. L’adjonction de Quillen pr, iq est une équivalence de Quillen.
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Ainsi, les foncteurs
8-GrpfC

i
ÝÑ pC iCÝÑ Cat

induiraient des équivalences de catégories

Hop8-GrpfCq
i
ÝÑ Hop pCq iCÝÑ Cat.



Chapitre 5

Cohérateurs de 8-catégories et
homogénéité

5.1 La catégorie Θ est un pseudo-cohérateur de8-catégories
Proposition 5.1.1. Un couple admissible de Θ est, soit de la forme pf, fq : Di Ñ S
où f est un morphisme algébrique, soit de la forme pσSf 1, τSf 1q où f 1 : Di Ñ BS est un
morphisme algébrique tel que la dimension de BS soit i.

Démonstration. On rappelle que pour un n donné et S un arbre, il existe au plus un
morphisme algébrique de Dn vers S dans Θ. Pour conclure, il nous suffit donc de montrer
que dans le second cas, la dimension de BS est nécessairement i.

Si i � 0, c’est clair. Sinon, puisque σSf 1 et τSf 1 sont parallèles, on a σSf 1σi � τSf
1σi.

Or pσSf 1σiq1Di�1
� σSf

1
σi
� σSσ

BS
i�1. De même, pτSf 1σiq1Di�1

� τSσ
BS
i�1. Il vient que

σSσ
BS
i�1 � τSσ

BS
i�1. Ceci entraîne que la dimension de BS est strictement supérieure à i�1.

Cette dimension est donc i car f 1 est un morphisme algébrique de source Di et de but
BS.

Proposition 5.1.2. Tout relèvement d’un couple admissible dans Θ est algébrique.

Démonstration. Fixons un couple admissible et donnons-nous un relèvement h. Suppo-
sons notre couple de la forme pf, fq avec f : Dn Ñ S algébrique. Soit h un relèvement.
On a hσn � f et donc phσnqglob � fglob � 1S . Or phσnqglob se factorise par hglob. D’où
hglob � 1S ce qui prouve l’algébricité de h.

Supposons maintenant le couple de la forme pσSf 1, τSf 1q avec f 1 : Dn Ñ BS algé-
brique. On a hσn � σSf

1 et donc phσnqglob � pσSf
1qglob � σS . Or phσnqglob se factorise

par hglob. Il vient que σS se factorise par hglob dans Θ0. De même, τS se factorise par
hglob dans Θ0. On conclut alors par le lemme suivant.

Lemme 5.1.3. Soit h : S Ñ T un morphisme de Θ0 avec T de dimension au moins 1.
Supposons qu’il existe f, g : BT Ñ S deux morphismes de Θ0 tels que

σT � hf et τT � hg.

75
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Alors h � 1S.

Démonstration. Soit n la dimension de S. Supposons que h ne soit pas l’identité. Alors
il existe un sommet s de dimension n qui est dans S mais pas dans T . Appelons t le
sommet de dimension n�1 sur la branche issue de s. Puisque σS se factorise par h et que
t est dans BS, le sommet t est également dans T . Mais la région associée à ce sommet
par les morphismes hf et hg ne dépend que de h. Or σT et τT associent deux régions
différentes à ce sommet. Contradiction.

Corollaire 5.1.4. Soit C une préthéorie globulaire homogène sur Θ. Tout relèvement
d’un couple admissible de C est algébrique.

Proposition 5.1.5. Tout couple admissible de Θ admet un unique relèvement. En par-
ticulier, Θ est un pseudo-cohérateur.

Démonstration. Soit pf, gq : Di Ñ S un couple admissible de Θ. Par la proposition 5.1.2,
si le couple pf, gq admet un relèvement h : Di�1 Ñ S, celui-ci est algébrique. Par ailleurs,
il existe au plus un morphisme algébrique de Di�1 vers S. Il suffit donc de montrer que
pf, gq admet un relèvement.

Supposons f et g algébriques. On a alors f � g et le morphisme algébrique h � fκi
convient.

Supposons que f � σSf
1 et g � τSf

1. Par la proposition précédente, S est de
dimension i � 1. Soit h l’unique morphisme algébrique h : Di�1 Ñ S de Θ. On a
phσi�1q1Di

� hσi�1
� σSi � σS . Par ailleurs, f1Di

� σSf
1
1Di

� σS . D’où hσi�1 � f .
De même, hτi�1 � g et h est un relèvement algébrique du couple pf, gq.

Corollaire 5.1.6. Soit C une préthéorie globulaire au-dessus de Θ. Pour tout ensemble
A de couples admissibles de C, il existe un foncteur globulaire canonique CrRpAqs Ñ Θ
et donc un foncteur globulaire canonique GlobpCrRpAqsq Ñ Θ.

Corollaire 5.1.7. Soit C une préthéorie globulaire homogène sur Θ. Si pσSf 1, τSg1q :
Di Ñ S est un couple admissible de C où f 1, g1 : Di Ñ BS sont des morphismes algé-
briques de C, alors BS est de dimension i.

5.2 Propriétés des adjonctions de relèvements
5.2.1. On dit qu’une préthéorie globulaire C vérifie la propriété (R) si pour tout i
strictement positif :
(R1) les morphismes σi et τi sont des monomorphismes ;
(R2) si σif � τig où f, g : X Ñ Di sont deux morphismes de C, alors f � g ;
(R3) dès que σif � τif où f : X Ñ Di�1 est un morphisme de C, le morphisme f se

factorise à l’arrivée par un morphisme source ou but non trivial.
Pour i � 1, la condition (R3) signifie qu’il n’existe pas de morphisme f de but D0 tel
que σ1f � τ1f .
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Remarque 5.2.2. La propriété (R) s’interprète de manière géométrique en termes de
préfaisceaux. La condition (R1) se traduit par le fait que les σi, τi et plus généralement
les σji , τ

j
i sont des monomorphismes dans pC. Sous cette hypothèse, la conjonction des

conditions (R2) et (R3) signifie exactement que

Im σi X Im τi � Im σii�2 Y Im τ ii�2

(et en particulier Im σ1 Y Im τ1 � ∅ pour i � 1), où X et Y désignent l’intersection
et la réunion des sous-préfaisceaux du préfaisceau représentable Di. Géométriquement,
cela signifie que dans pC, l’intersection des hémisphères supérieur et inférieur de la sphère
Si�1 est la réunion des hémisphères supérieur et inférieur de la sphère Si�2, plongée dans
Si�1 de la manière évidente.

Proposition 5.2.3. La théorie globulaire Θ0 vérifie la propriété (R).

Démonstration. On a déjà établi (proposition 2.3.25) que tous les morphismes de Θ0
sont des monomorphismes.

Supposons qu’on ait σif � τig avec f et g dans Θ0. Alors nécessairement, f et g
ont pour source un Dj pour j positif tel que j   i � 1. Ainsi, f et g appartiennent à
HompDj ,Di�1q � tσi�1

j , τ i�1
j u. Or

σiσ
i�1
j � τiσ

i�1
j � σiτ

i�1
j � τiτ

i�1
j .

D’où f � g. De plus, σi�1
j (respectivement τ i�1

j ) pour i�1 ¡ j est un morphisme source
(respectivement but) non trivial.

Proposition 5.2.4. Soient C une préthéorie globulaire vérifiant la propriété (R) et A
un ensemble de couples de flèches parallèles de C. Alors tout morphisme de CrRpAqs se
décompose de manière unique en un composé de morphismes an � � � a1a0, chaque ai étant
une flèche de C ou un relèvement d’un couple de A, tel que :

1. les ai ne sont pas des identités ;
2. deux ai consécutifs ne sont jamais tous les deux des flèches de C ;
3. si ai�1 pour i ¥ 0 est un relèvement de source Dk d’un couple de A et que ai est

une flèche de C, alors ai ne se factorise, à l’arrivée, ni par σk ni par τk dans C.

Démonstration. La démonstration de la proposition va utiliser la théorie des systèmes
de réécriture. Nous renvoyons le lecteur a [26] pour une introduction à ce sujet.

Soit S le système de réécriture suivant sur l’ensemble des morphismes de CrRpAqs :
1. r1Xs Ñ 1X pour tout objet X de C ;

2. rgsrf s Ñ rgf s pour X f
ÝÑ Y

g
ÝÑ Z des flèches composables de C ;

3. (a) rrasrσia�1f s Ñ ra1f s ;
(b) rrasrτia�1f s Ñ ra2f s,
pour tout a � pa1, a2q dans A de source Dia et toute flèche f de C de but Dia .
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Le système S est fortement normalisant. En effet, à chaque application d’une règle,
le nombre de lettres du mot décroît (l’identité correspondant au mot vide). Par le lemme
de Newman, pour montrer que le système S est confluent, il suffit de montrer qu’il est
faiblement confluent.

Remarquons que puisque les σi sont des monomorphismes dans C, le morphisme f
de la règle 3a est uniquement déterminé. De même pour la règle 3b. Par ailleurs, les
règles 3a et 3b peuvent toutes deux s’appliquer au mot rrasrhs si h � σia�1f � τia�1g
où f et g sont deux morphismes de C. Cependant, puisque C vérifie (R), cette situation
n’est possible que si f � g.

Voici les paires critiques du système :
1. prf s1Xq, rf1Xsq provenant de rf sr1Xs où f est une flèche de source X ;
2. p1Xrf sq, r1Xf sq provenant de r1Xsrf s où f est une flèche de but X ;
3. (a) prras1Dia�1

, ra1f sq provenant de rrasrσia�1f s où f est un morphisme de C tel
que σia�1f � 1Dia�1

;
(b) prras1Dia�1

, ra2f sq provenant de rrasrτia�1f s où f est un morphisme de C tel
que τia�1f � 1Dia�1

;
4. pra1f s, ra2f sq provenant de rrasrgs où g � σia�1f � τia�1f avec f un morphisme

de C de but Dia�1 ;

5. prhgsrf s, rhsrgf sq provenant de rhsrgsrf s où X f
ÝÑ Y

g
ÝÑ Z

h
ÝÑW sont des flèches de

C ;

6. (a) pra1gsrf s, rrasrσia�1gf sq provenant de rrasrσia�1f srgs où X
f
ÝÑ Y

g
ÝÑ Dia sont

des flèches de C ;

(b) pra2gsrf s, rrasrτia�1gf sq provenant de rrasrτia�1f srgs où X
f
ÝÑ Y

g
ÝÑ Dia sont

des flèches de C.
Les confluences des paires 1, 2, 5, 6a et 6b résultent uniquement du fait que C est une
catégorie.

Pour établir la confluence de la paire 3a, il suffit de prouver que ra � a2f . Puisque
σia�1 est un épimorphisme scindé par f et un monomorphisme, c’est un isomorphisme
d’inverse f . La relation raσia�1 � a2 entraîne donc raσia�1 � a2fσia�1 et donc, en
simplifiant par σia�1 à droite, la relation recherchée. La confluence de la paire 3b s’établit
de la même manière.

Enfin, prouvons la confluence de la paire 4. Il s’agit de prouver que a1f � a2f .
Puisque C vérifie (R), le morphisme f se factorise par σia ou τia . Supposons qu’il se
factorise par σia . On a donc f � σiag pour un morphisme g de C et la relation qu’on
cherche à établir se récrit a1σiag � a2σiag. Or, puisque pa1, a2q est un couple de flèches
parallèles, on a a1σia � a2σia . On prouve de la manière que a1f � a2f si f se factorise
par τia .

Le système S est donc confluent. Ainsi, tout mot se récrit de manière unique en un
mot réduit, c’est-à-dire un mot sur lequel aucune règle de S ne peut être appliquée. Il
est immédiat que les mots réduits du système S correspondent exactement aux décom-
positions annoncées par la proposition.
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Remarque 5.2.5. Les flèches a0, a1, . . . , an�1 de l’énoncé sont soit des relèvements
d’un couple de A, soit des morphismes algébriques de C. En effet, si ai pour i entre 0 et
n � 1 est un morphisme de C, alors nécessairement ai�1 est un relèvement. Supposons
ce relèvement de source Dj . Les seuls morphismes globulaires de C de but Dj sont les
morphismes source et but. Il vient que si ai � kb avec k globulaire, alors k � 1.

Proposition 5.2.6. Soient C une préthéorie globulaire vérifiant la propriété (R) et A
un ensemble de couples de flèches parallèles de C. Alors le foncteur C Ñ CrRpAqs est
fidèle. En particulier, CrRpAqs est une préthéorie globulaire.

Démonstration. Cela résulte immédiatement de l’unicité de la décomposition de la pro-
position précédente.

Proposition 5.2.7. Toute préthéorie globulaire homogène vérifie la propriété (R).

Démonstration. Soit C une préthéorie globulaire homogène. Par la proposition 2.7.5,
les flèches globulaires sont des monomorphismes dans C. Il suffit donc de vérifier les
conditions (R2) et (R3). Vérifions-les en même temps. Soit i un entier strictement positif.
Supposons qu’on ait σif � τig où f et g sont deux morphismes de C. Appelons h ce
morphisme. Soient f � ja et g � kb les décompositions algébriques de f et g. L’unicité
de la décomposition algébrique de h entraîne que σij � τik et a � b. Puisque Θ0 vérifie
la propriété (R), on a j � k et ce morphisme se factorise par un morphisme source ou
but non trivial. On obtient ainsi que f � g et que ce morphisme se factorise par un
morphisme source ou but non trivial.

Proposition 5.2.8. Soit C une préthéorie globulaire homogène sur Θ. Donnons-nous
un ensemble A de couples de flèches admissibles de C. Alors le foncteur canonique
CrRpAqs Ñ Θ (voir le corollaire 5.1.6) fait de CrRpAqs une préthéorie globulaire ho-
mogène sur Θ.

Démonstration. Par la proposition 2.7.9, il suffit de démontrer que pour toute flèche
f de CrRpAqs, il existe une unique décomposition f � ia où i est globulaire et a est
algébrique sur Θ.

Par la proposition précédente, la catégorie C vérifie les hypothèses de la proposi-
tion 5.2.4. La remarque 5.2.5 s’applique donc et tout morphisme f de CrRpAqs se dé-
compose en f � an . . . a0 où les morphismes a0, . . . , an�1 sont soit des flèches algébriques,
soit des relèvements de couples de A, et an est soit une flèche de C, soit un relèvement
d’un couple de A. Si an est une flèche de C, il existe une décomposition an � ia dans
C où i est une flèche globulaire et a est une flèche algébrique. Ainsi, toute flèche de
CrRpAqs s’écrit comme un composé de flèches algébriques et de relèvements de couples
de A, suivi d’une flèche globulaire. Or le fait que C est homogène sur Θ et la définition
du foncteur canonique CrRpAqs Ñ Θ entraîne que toute flèche algébrique de C et tout
relèvement d’un couple de A s’envoie sur une flèche algébrique de Θ. D’où l’existence de
la décomposition.

L’unicité résulte de la proposition 2.7.10.
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5.3 Homogénéité des complétions globulaires
Théorème 5.3.1. Soit C une préthéorie globulaire homogène sur Θ. Supposons que les
flèches globulaires soient des monomorphismes dans la complétion globulaire de C. Alors
la complétion globulaire de C est homogène sur Θ.

Démonstration. D’après la remarque 2.6.4, la complétion globulaire GlobpCq est ob-
tenue comme limite inductive d’une chaîne de catégories Cn (avec les notations de la
proposition 2.6.2). Puisque Θ est une extension globulaire, la propriété universelle de
la complétion globulaire entraîne que l’extension globulaire GlobpCq est naturellement
au-dessus de Θ. Par définition des Cn, tout cône α d’un système globulaire à valeurs dans
Cn induit une flèche f dans Cn�1. Dans la suite de cette démonstration, nous dirons que
α est algébrique sur Θ si f est algébrique sur Θ.

Soit n un entier positif. Nous appellerons Pn la propriété suivante : pour toute flèche
f de Cn, il existe une flèche a de Cn algébrique sur Θ et une flèche globulaire i telles
qu’on ait f � ia dans GlobpCq.

Si n est strictement positif, nous appellerons Qn la propriété suivante : pour tout
cône α : FS Ñ X à valeurs dans Cn�1 et toute flèche i : T Ñ S de Θ0, il existe un cône
β : FT Ñ X à valeurs dans Cn�1, algébrique sur Θ, et une flèche globulaire j tels que
rαsi � jrβs dans GlobpCq.

Lemme 5.3.2. 1. La propriété Pn entraîne la propriété Qn�1.
2. La conjonction des propriétés Pn et Qn�1 entraîne la propriété Pn�1.

Démonstration. 1. Nous allons commencer par nous ramener au cas où i est une identité.
Soient donc i : T Ñ S dans Θ0 et α : FS Ñ X un cône à valeurs dans Cn. Soit α1 le cône
obtenu à partir de ces données par le paragraphe 2.4.2. Les morphismes rα1s et rαsi ont
même composantes (en tant que cônes) dans GlobpCq et sont donc égaux. On conclut
en appliquant la propriété Qn�1 au cône α1 et à i � 1S . On peut donc supposer que i
est une identité.

Soit α : FT Ñ X un cône à valeurs dans Cn. Supposons que

T �

�
i1 � � � im

i11 � � � i1m�1



.

Pour tout entier q entre 1 et m, par la propriété Pn, le morphisme Diq Ñ X de Cn se
factorise dans GlobpCq en un morphisme Diq Ñ Yq de Cn algébrique sur Θ suivi d’un
morphisme globulaire Yq Ñ X. On a également une factorisation Di1q Ñ Y 1

q Ñ X du
même type pour les morphismes Di1q Ñ X avec q entre 1 et m� 1.

Appelons γ1, . . . , γm (respectivement γ11, . . . , γ1m�1) les régions maximales (respecti-
vement internes) de T classées par ordre croissant et f : T Ñ X le morphisme de Θ
induit par le cône α. Les décompositions obtenues ci-dessus des Diq Ñ X (respective-
ment Di1q Ñ X) s’envoient sur les décompositions algébriques des fγq (respectivement
fγ1q) dans Θ. En particulier, les sous-arbres Yq (respectivement Y 1

q ) de X sont les sous-
arbres fpγqq (respectivement fpγ1qq). Ainsi, pour q entre 1 et m�1, les arbres Yq et Yq�1
sont des prolongements de Y 1

q .
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Il vient que pour q entre 1 et m� 1, le diagramme commutatif dans GlobpCq

Diq
// Yq

""FFFFFFFF

Di1q

σ
iq

i1q
::vvvvvvvv

τ
iq�1
i1q

$$HHHHHHH
// Y 1
q

// X

Diq�1
// Yq�1

<<xxxxxxx

se complète en un diagramme

Diq
// Yq

""FFFFFFFF

Di1q

σ
iq

i1q
::vvvvvvvv

τ
iq�1
i1q

$$HHHHHHH
// Y 1
q

//

σ
Yq

Y 1q

;;xxxxxxxx

τ
Yq�1
Y 1q

##FFFFFFF X

Diq�1
// Yq�1

<<xxxxxxx
.

où a priori seul les deux triangles à droite du diagramme sont commutatifs. Le paral-
lélogramme en haut à gauche est alors commutatif après composition par Yq Ñ X. Or
par hypothèse, les morphismes globulaires sont des monomorphismes dans GlobpCq. Ce
parallélogramme est donc commutatif. De même pour le parallélogramme du bas. Il en
découle que la totalité du diagramme est commutative.

Par la proposition 2.5.7, les arbres Y1, . . . , Ym se recollent globulairement au-dessus
des Y 1

1 , . . . , Y
1
m�1 dans GlobpCq en un arbre Y . Les flèches Yq Ñ X induisent alors un

morphisme j : Y Ñ X dans Θ0. C’est le morphisme globulaire fglob. Par ailleurs, on a
un cône β : FT Ñ Y à valeurs dans Cn. La flèche de Θ induite par β est falg et ce cône
est donc algébrique. On vérifie facilement que les morphismes rαs et jrβs de GlobpCq
ont mêmes composantes (en tant que cônes). Ils sont donc égaux dans GlobpCq, ce qui
achève la démonstration.

2. Montrons le résultat par récurrence sur la longueur l d’un mot w formé de mor-
phismes de Cn et de cônes à valeurs dans Cn représentant un morphisme de Cn�1 dans
GlobpCq. Si k vaut 0 ou 1, le mot w représente soit un morphisme de Cn, soit un cône
à valeurs dans Cn. Dans le premier cas, l’existence résulte de la propriété Pn, dans le
second, de la propriété Qn�1 pour i une identité. Supposons que w � w1f , où w1 est
de longueur k et f de longueur 1. En appliquant le cas l � 1, on se ramène au cas où
f � i est une flèche globulaire. Écrivons w1 � w2f 1 avec f 1 de longueur 1. Si f 1 est un
morphisme de Cn, alors le mot w1i est équivalent à un mot de longueur k et le résultat
suit par récurrence. On peut donc supposer que f 1 est un cône à valeurs dans Cn. Par
la propriété Qn�1, le morphisme w2f 1i s’écrit w2jrβs dans GlobpCq, où j est une flèche
globulaire et β est un cône algébrique à valeurs dans Cn. On conclut alors en appliquant
l’hypothèse de récurrence à w2j.

Par le lemme précédent, on obtient la propriété Pn pour tout n positif et donc que
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toute flèche de GlobpCq se décompose en une flèche algébrique suivie d’un morphisme
globulaire. L’unicité de cette décomposition est assurée par la proposition 2.7.10.

5.4 Homogénéité des cohérateurs de 8-catégories

Théorème 5.4.1. Soit C� une tour de définition telle que les flèches globulaires soient
des monomorphismes scindés dans C1. Alors C8 est homogène sur Θ.

Démonstration. Nous allons montrer par récurrence sur n positif que Cn est homogène
sur Θ. Il en résultera par la proposition 2.7.11 que C8 est homogène sur Θ.

Le résultat est clair pour n � 0.
Supposons que Ck soit homogène sur Θ et montrons que Ck�1 est homogène sur Θ.

Par la proposition 5.2.8, la catégorie CkrRpFkqs est une préthéorie globulaire homogène
sur Θ. Les flèches globulaires sont des monomorphismes scindés dans la complétion
globulaire de CkrRpFkqs car celle-ci est au-dessous de C1. Par le théorème 5.3.1, cette
complétion globulaire est homogène sur Θ, ce qu’on voulait montrer.

Remarque 5.4.2. Soit C� une tour définition. Une condition suffisante pour que les
flèches globulaires soient scindées dans C1 est que les couples pσi, τiq pour i ¥ 1 appar-
tiennent à F0. En effet, la catégorie Θ0rRpF0qs admet alors, pour tout i, une rétraction
commune aux morphismes σi et τi. Il vient par la proposition 2.4.3 que les flèches glo-
bulaires de C1 � GlobpΘ0rRpF0qsq sont des monomorphismes scindés. En particulier, on
a le résultat suivant :

Corollaire 5.4.3. Les trois cohérateurs canoniques (voir les exemples 4.1.4) sont ho-
mogènes sur Θ.

Théorème 5.4.4. Soient C� une tour de définition et D un pseudo-cohérateur. Suppo-
sons que les flèches globulaires soient des monomorphismes scindés dans C1 et que D
soit homogène sur Θ. Alors il existe un foncteur globulaire (non canonique) de C8 vers
D homogène sur Θ.

Démonstration. En vertu du théorème 5.4.1, pour tout n positif, le foncteur canonique
Cn Ñ Θ fait de Cn une théorie globulaire homogène sur Θ. On va construire par récur-
rence sur n positif, des foncteurs globulaires Gn : Cn Ñ D homogènes sur Θ, à partir
du foncteur G0 : C0 � Θ0 Ñ D. On obtiendra alors un foncteur globulaire C8 Ñ D
homogène sur Θ en passant à la limite inductive.

Supposons donc que l’on dispose d’un foncteur globulaire Gn : Cn Ñ D homogène
sur Θ. Notons Fn l’ensemble des couples admissibles de Cn qui définit Cn�1 à partir
de Cn. Par définition d’une tour de définition, se donner un foncteur globulaire Gn�1 :
Cn�1 Ñ D tel que le triangle

Cn //

Gn ��7777777 Cn�1

Gn�1���������

D
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soit commutatif, revient à se donner pour chaque couple admissible pf, gq dans Fn, un
relèvement dans D du couple pGnpfq, Gnpgqq. Puisque le foncteur Gn est homogène, un
tel couple pGnpfq, Gnpgqq est admissible et admet donc un relèvement par hypothèse
sur D. On obtient alors un foncteur globulaire Gn�1 : Cn�1 Ñ D en faisant des choix de
relèvements arbitraires. Par hypothèse de récurrence, le triangle

Cn
Gn //

��7777777 D

��							

Θ

est commutatif. Puisque les foncteurs Cn�1 Ñ Θ et Cn�1 Ñ D sont définis par la
propriété universelle de Cn�1 à partir des foncteurs Cn Ñ Θ et Cn Ñ D, il en est de
même du triangle

Cn�1
Gn�1 //

��;;;;;;; D

��							

Θ ,

et le foncteur Gn�1 est donc au-dessus de Θ. Or les foncteurs Cn�1 Ñ Θ et D Ñ Θ
font de Cn�1 et D des théories globulaires homogènes sur Θ. Le foncteur Gn�1 est donc
homogène sur Θ.

Corollaire 5.4.5. Soient C un des trois cohérateurs canoniques (voir les exemples 4.1.4)
et D un pseudo-cohérateur homogène sur Θ. Alors il existe un foncteur globulaire de C
vers D homogène sur Θ.
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Chapitre 6

Dictionnaire ω-opéradique

6.1 Préliminaires monadiques

6.1.1. Fixons une monade pM,µ, ηq sur une catégorie A.
Nous noterons KlpMq la catégorie de Kleisli deM . Rappelons que les objets de KlpMq

sont les objets de A et que si a, b sont deux objets de A, les morphismes de a vers b dans
KlpMq sont les morphismes de a vers Mpbq dans A. Si f : a Ñ Mpbq et g : b Ñ Mpcq
sont deux morphismes composables, le composé est le morphisme

a
f
ÝÑMpbq

Mpgq
ÝÝÝÑMpMpcqq

µcÝÑMpcq.

L’identité d’un objet a est le morphisme ηa : aÑMpaq.
Nous noterons M -Alg la catégorie des algèbres sur la monade M . Rappelons que le

foncteur d’oubli UM : M -Alg Ñ A admet un adjoint à gauche LM : A Ñ M -Alg qui
envoie un objet a de A sur l’algèbre libre pMpaq, µaq.

Nous noterons Kl1pMq la catégorie définie de la manière suivante. Les objets de
Kl1pMq sont les objets de A. Si a et b sont deux objets de A, un morphisme de a
vers b dans Kl1pMq est un morphisme d’algèbres de LM paq vers LM pbq dans M -Alg.
L’adjonction entre les foncteurs LM et UM induit un isomorphisme de catégories entre
KlpMq et KlpM 1q.

Toute adjonction pL : A Ñ B,R, η, εq induit une monade pLR,L � ε �R, ηq. Notons
M cette monade. On dispose d’un foncteur de comparaison K : B ÑM -Alg qui envoie
un objet b de B sur l’algèbre pRpbq, Rpεbqq. On dit qu’un foncteur R est monadique s’il
est le foncteur adjoint à droite d’une adjonction telle que le foncteur de comparaison soit
une équivalence de catégories.

Lemme 6.1.2. Soient pLi, Ri, ηi, εiq, i � 1, 2 deux adjonctions composables

A
L1 //

B
R1

oo
L2 //

C
R2

oo .

85
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Soit pL3, R3, η3, ε3q le composé de ces adjonctions. Pour i entre 1 et 3, appelons Mi la
monade associée à l’adjonction pLi, Ri, ηi, εiq. Alors le morphisme de foncteurs

R1 � η2 �L1 : R1L1 Ñ R3L3 � R1R2L2L1

est un morphisme de monades deM1 versM3. Par ailleurs, pour a dans A, le morphisme
η2,L1paq

est l’unique morphisme f : L1paq Ñ R2pL2pL1paqqq tel que η3,a � R1pfqη1,a.

Démonstration. On a η3 � pR1 � η2 �L1qη1. Cette égalité correspond exactement au fait
que le morphisme de foncteurs de l’énoncé est compatible aux unités des monades. Pour
la compatibilité à la multiplication, il s’agit de vérifier que

pR1 � η2 �L1qpR1 � ε1 �L1q � pR3 � ε3 �L3qpR1 � η2 �pL1R1q � η2 �L1q.

Puisque ε3 � ε2pL2 � ε1 �R2q, R3 � R1R2 et L3 � L2L1, il suffit de montrer qu’on a
η2ε1 � pR2 � ε2 �L2qpη2 � ε1 � η2q. Or

pR2 � ε2 �L2qpη2 � η2q � pR2 � ε2 �L2qpη2 �R2L2qη2

� pppR2 � ε2qpη2 �R2qq �L2qη2

� η2.

Si a est dans A, on vérifie facilement que η2,L1paq
vérifie l’équation de l’énoncé. L’uni-

cité de la solution résulte de la propriété universelle de l’unité d’une adjonction.

Lemme 6.1.3. Soient pLi, Ri, ηi, εiq, i � 1, 2, 3 trois adjonctions composables

A
L1 //

B
R1

oo
L2 //

C
R2

oo
L3 //

D
R3

oo .

Par le lemme précédent, on a un triangle dans la catégorie des monades

R1L1 //

''OOOOOOOOOOOO R1R2L2L1

vvlllllllllllll

R1R2R3L3L2L1 .

Ce triangle est commutatif.

Démonstration. Il s’agit de montrer que

R1 � η �L1 � pR1R2 � η3 �L2L1qpR1 � η2 �L1q

où η est l’unité de la monade R2R3L3L2. Mais η � pR2 � η3 �L2qη2 et l’égalité en question
suit.
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6.2 Globularité et extensions de Kan
6.2.1. Fixons une théorie globulaire homogène C et notons j : Θ0 Ñ C le foncteur
canonique. Le but de ce paragraphe est d’expliciter l’extension de Kan j! : xΘ0 Ñ pC.

La théorie générale des extensions de Kan nous donne la formule

j!pXqpSq � limÝÑ
pT,SÑjpT qqPSzΘ0

XpT q,

où X est un préfaisceau sur Θ0 et S un arbre. Plus précisément, j!pXqpSq est la limite
inductive du foncteur pSzΘ0q

o Ñ Ens qui à pT, S Ñ jpT qq associe XpT q.
Notons pSzΘ0qalg la sous-catégorie pleine de pSzΘ0q dont les objets sont les couples

pT, S
f
ÝÑ jpT qq où f est algébrique. Cette catégorie est discrète. Soit x � pT, S

f
ÝÑ jpT qq

dans pSzΘ0q. La catégorie pSzΘ0qalg{x est constituée d’un unique objet correspondant
à la flèche falg. En particulier, cette catégorie est non vide et connexe. Le foncteur
pSzΘ0q

o
alg Ñ pSzΘ0q

o est donc cofinal et on a un isomorphisme canonique

j!pXqpSq �
º

pT,SÑjpT qqPpSzΘ0qalg

XpT q �
º

SÑTPCalg

XpT q.

La fonctorialité en X agit composante par composante. Décrivons la fonctorialité en S.
Soit donc f : S Ñ S1 une flèche de C. Donnons-nous pS1 Ñ T 1, xq dans j!pXqpS1q. On
obtient par composition une flèche g : S Ñ T 1 qui n’est plus algébrique en général.
Cette flèche se décompose en S

galg
ÝÝÑ T

gglob
ÝÝÝÑ T 1. À pS1 Ñ T 1, xq, on associe l’élément

pgalg, Xpgglobqpxqq de j!pXqpSq. D’où un morphismeº
S1ÑT 1PCalg

XpT 1q Ñ
º

SÑTPCalg

XpT q.

Ce morphisme est précisément j!pXqpfq.

6.2.2. Soient C une théorie globulaire homogène et j le foncteur Θ0 Ñ C. Si G est un
préfaisceau sur Θ0, on notera FlGCalg le préfaisceau j�j!pGq sur Θ0. On notera FlCalg le
préfaisceau Fl1Calg où 1 est le préfaisceau terminal. On appellera FlCalg le préfaisceau des
flèches algébriques de C.

Si est G un préfaisceau sur Θ0 et

S �

�
i1 � � � in

i11 � � � i1n�1



est un arbre, on notera Fl1GCalgpSq l’ensemble

FlGCalgpDi1q �FlGCalg
pDi11

q FlGCalgpDi2q �FlGCalg
pDi12

q � � � �FlGCalg
pDi1

n�1
q FlGCalgpDinq.

On notera Fl1CalgpSq l’ensemble Fl11CalgpSq où 1 est le préfaisceau terminal. On dispose
d’une application canonique FlGCalgpSq Ñ Fl1GCalgpSq. Par définition, le préfaisceau FlGCalg
est globulaire si pour tout arbre S, cette application est une bijection.
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6.2.3. Soient D une théorie globulaire homogène et C une théorie globulaire homogène
sur D via un foncteur F . Puisque F préserve les morphismes algébriques, si G est un
préfaisceau sur Θ0, on dispose d’un carré commutatif

FlGCalgpSq
//

��

Fl1GCalgpSq

��
FlGDalgpSq

// Fl1GDalgpSq
,

où les flèches verticales sont induites par F .

Proposition 6.2.4. Ce carré est cartésien.

Démonstration. Un élément a de Fl1GCalgpSq correspond à la donnée d’un diagramme

Di1
f1 // X1

Di11

σ
i1
i11 66nnnnnnn

τ
i2
i11

''OOOOOOO
f 11 // X 1

1
k1

66nnnnnnn

k2

''OOOOOOO

... Di2
f2 //... X2

Di1n�1

τ in
i1
n�1

''PPPPPP

f 1n�1 //... X 1
n�1 k2n�2

''OOOOOO
...

Din
fn // Xn

,

commutatif dans C, où les fi, f 1i sont algébriques dans C et les ki sont des morphismes
globulaires, et à la donnée d’un élément x dans GpX1q �GpX 1

1q
� � � �GpX 1

n�1q
GpXnq (les

morphismes définissant ce produit fibré itéré étant les ki).
L’image de a par l’application Fl1GCalgpSq Ñ Fl1GDalgpSq correspond au diagramme

Di1
F pf1q // X1

Di11

σ
i1
i11 66nnnnnnn

τ
i2
i11

''OOOOOOO
F pf 11q // X 1

1
k1

66nnnnnnn

k2

''OOOOOOO

... Di2
F pf2q //... X2

Di1n�1

τ in
i1
n�1

''PPPPPP

F pf 1n�1q //... X 1
n�1 k2n�2

''OOOOOO
...

Din

F pfnq // Xn
,

commutatif dans D, et au même élément x.
Par ailleurs, si b � pg : S Ñ U P FlpDalgq, y P GpUqq est un élément de FlGDalgpSq, en
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utilisant les décompositions algébriques dans D, on obtient un diagramme

Di1
g1 // U1

p1

$$IIIIIIIIIIIIII

Di11

σ
i1
i11 66nnnnnnn

τ
i2
i11

''OOOOOOO
g11 // U 1

1
l1

77nnnnnnn

l2

&&NNNNNNN

... Di2
g2 //... U2

p2 // U

Di1n�1

τ in
i1
n�1

''PPPPPP

g1n�1 //... U 1
n�1 l2n�2

''OOOOOO
...

Din
gn // Un

pn

;;vvvvvvvvvvvvvv ,

commutatif dans D, où les gi, g1i sont algébriques, les li, pi sont globulaires. L’image de
cet élément par l’application FlGDalgpSq Ñ Fl1GDalgpSq correspond donc au diagramme

Di1
g1 // U1

Di11

σ
i1
i11 66nnnnnnn

τ
i2
i11

''OOOOOOO
g11 // U 1

1
l1

77nnnnnnn

l2

&&NNNNNNN

... Di2
g2 //... U2

Di1n�1

τ in
i1
n�1

''PPPPPP

g1n�1 //... U 1
n�1 l2n�2

''OOOOOO
...

Din
gn // Un ,

commutatif dans D et à l’élément y.
Ainsi, si le couple pb, aq est dans le produit fibré FlGDalgpSq�Fl1GDalg

pSqFl1GCalgpSq, il induit
le diagramme

Di1
f1 // X1

p1

$$IIIIIIIIIIIIII

Di11

σ
i1
i11 66nnnnnnn

τ
i2
i11

''OOOOOOO
f 11 // X 1

1
k1

66nnnnnnn

k2

''OOOOOOO

... Di2
f2 //... X2

p2 // U

Di1n�1

τ in
i1
n�1

''PPPPPP

f 1n�1 //... X 1
n�1 k2n�2

''OOOOOO
...

Din
fn // Xn

pn

;;vvvvvvvvvvvvvv ,

commutatif dans C. Posons r � pp1f1, . . . , pnfnq : S Ñ U . Le morphisme r s’envoie sur g
par le foncteur F et est donc algébrique. Le couple pr, yq appartient ainsi à FlGCalgpSq. On
a donc construit une application

FlGDalgpSq �Fl1GDalg
pSq Fl1GCalgpSq Ñ FlGCalgpSq.
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On vérifie facilement que cette application est l’inverse de l’application canonique

FlGCalgpSq Ñ FlGDalgpSq �Fl1GDalg
pSq Fl1GCalgpSq.

Corollaire 6.2.5. Soient D une théorie globulaire telle que FlGDalg soit globulaire, pour
G un préfaisceau sur Θ0, et C une théorie globulaire homogène au-dessus de D. Alors le
préfaisceau FlGCalg est globulaire.

Démonstration. Par la proposition précédente, pour tout arbre S, le carré

FlGCalgpSq
//

��

Fl1GCalgpSq

��
FlGDalgpSq

// Fl1GDalgpSq

est cartésien. L’hypothèse sur D entraîne que le flèche horizontale du bas est une bijec-
tion. Il en est donc de même de celle du haut, d’où le résultat.

6.2.6. Soit
S �

�
i1 � � � in

i11 � � � i1n�1



un arbre. Nous allons décrire Fl1ΘalgpSq.

Rappelons que si i est un entier positif, il existe un morphisme algébrique Di Ñ X
dans Θ si et seulement si la dimension de X est inférieure ou égale à i, et que dans ce
cas ce morphisme est unique. On en déduit immédiatement qu’un élément de Fl1ΘalgpSq
correspond à la donnée d’un système globulaire généralisé constitué d’arbres X1, . . . , Xn

au-dessus d’arbres X 1
1, . . . , X

1
n�1 tels que la dimension de Xk (respectivement X 1

k) est
inférieure ou égale à ik (respectivement i1k) pour k entre 1 et n (respectivement entre 1
et n� 1).

Plus généralement, si G est un préfaisceau sur Θ0, un élément de Fl1GΘalgpSq correspond
à la donnée d’un système globulaire généralisé constitué d’arbres X1, . . . , Xn au-dessus
d’arbres X 1

1, . . . , X
1
n�1 vérifiant les mêmes hypothèses de dimension que ci-dessus, et à

la donnée d’un élément de GpX1q �GpX 1
1q
� � � �GpX 1

n�1q
GpXnq.

Proposition 6.2.7. Si G est un préfaisceau globulaire sur Θ0, le préfaisceau FlGΘalg est
globulaire.

Démonstration. Soit
S �

�
i1 � � � in

i11 � � � i1n�1



un arbre. Appelons h le morphisme canonique FlGΘalgpSq Ñ Fl1GΘalgpSq.
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Si f : S Ñ T est une flèche de Calg et αk : Dik Ñ S, pour k entre 1 et n, sont les
régions maximales de S classées dans l’ordre croissant, on a

hpfq � ppfα1qalg, . . . , pfαnqalgq.

Notons que la flèche pfαkqalg a pour source Dik et but Tα
k
.

Par le paragraphe précédent, un élément de Fl1GΘalgpSq correspond à un système glo-
bulaire généralisé constitué d’arbres X1, . . . , Xn au-dessus d’arbres X 1

1, . . . , X
1
n�1 et à

un élément e1 de GpX1q �GpX 1
1q
� � � �GpX 1

n�1q
GpXnq. Appelons X la somme globulaire

généralisée du système. Puisque G est globulaire, il préserve les sommes globulaires
généralisées et e1 induit un élément e de GpXq. Par ailleurs, on dispose d’un mor-
phisme canonique S Ñ X dans Θ. Ce morphisme est clairement algébrique. Le couple
pS Ñ X P FlpΘalgq, e P GpXqq appartient donc à FlGΘalgpSq et on a ainsi défini une
application g : Fl1GΘalgpSq Ñ FlGΘalgpSq.

On vérifie facilement que g est un inverse de h, ce qui établit la proposition.

Corollaire 6.2.8. Soient C une théorie globulaire homogène sur Θ et G un préfaisceau
globulaire sur Θ0. Le préfaisceau FlGCalg est globulaire.

Remarque 6.2.9. Le corollaire précédent peut se reformuler de la manière suivante.
Soit C une théorie globulaire homogène sur Θ et j : Θ0 Ñ C le foncteur canonique.
Alors le foncteur j! : xΘ0 Ñ pC envoie les préfaisceaux globulaires sur des préfaisceaux
globulaires. En effet, si G est un préfaisceau globulaire sur Θ0, j!pGq est globulaire si et
seulement si j�j!pGq � FlGCalg est globulaire.

6.3 Monade associée à une extension globulaire
6.3.1. Soit C une extension globulaire. On notera UC le foncteur d’oubli de ModpCq
vers pG, obtenu en restreignant à ModpCq le foncteur pC Ñ pG, induit par le foncteur
GÑ C.

Si F : C Ñ D est un morphisme d’extensions globulaires, on dispose d’un foncteur
ModpDq Ñ ModpCq, obtenu en restreignant le foncteur F � : pD Ñ pC à ModpDq (il est
immédiat que F � envoie ModpDq dans ModpCq).

Lemme 6.3.2. 1. Soit C une extension globulaire. Alors le foncteur d’inclusion de
ModpCq dans pC admet un adjoint à gauche.

2. Soit C Ñ D un morphisme d’extensions globulaires. Alors le foncteur associé
ModpDq Ñ ModpCq admet un adjoint à gauche L. De plus, le carré

C //

��

D

��
ModpCq

L
// ModpDq

est commutatif à isomorphisme près.
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3. Soit C une extension globulaire. Alors le foncteur ModpCq Ñ pG admet un adjoint
à gauche.

Démonstration. 1. Cela résulte, par la proposition 1.27 de [1], du fait que la catégorie
ModpCq est cocomplète (proposition 1.51 de op. cit.) et que le foncteur de C vers ModpCq
est pleinement fidèle.

2. On a le carré commutatif suivant :

ModpDq //

��

pD
��

ModpCq // pC .

Par le point précédent, le foncteur ModpDq Ñ pD admet un adjoint à gauche r. Le
foncteur pD Ñ pC admet également un adjoint à gauche F!. La pleine fidélité du foncteur
ModpCq Ñ pC entraîne donc que le foncteur ModpDq Ñ ModpCq admet un adjoint à
gauche. Pour E une extension globulaire, notons y1

E le foncteur E Ñ ModpEq et par y2
E

le foncteur ModpEq Ñ pE. L’adjoint à gauche de ModpDq Ñ ModpCq s’écrit alors rF!y
2
C .

De plus, le carré
C

F //

��

D

��pC F!
// pD

étant commutatif à isomorphisme près, on dispose d’un isomorphisme F!y
2
Cy

1
C Ñ y2

Dy
1
DF

et donc d’un isomorphisme rF!y
2
Cy

1
C � Ly1

C Ñ ry2
Dy

1
DF . Mais puisque y2

D est pleinement
fidèle, ry2

D est canoniquement isomorphe à l’identité de ModpDq et on obtient donc un
isomorphisme Ly1

C Ñ y1
DF .

3. Par la proposition 2.3.23, on a pG � ModpΘ0q et 3. est un cas particulier de 2. On
peut aussi arguer que le foncteur ModpCq Ñ pG est le composé du foncteur ModpCq Ñ pC
et du foncteur pC Ñ pG qui admettent tous deux des adjoints à gauche.

6.3.3. Par le lemme précédent, le foncteur UC admet un adjoint à gauche. Dans toute
la suite du texte, on supposera fixé le choix d’un tel adjoint. On le notera LC . Cette
adjonction donne lieu à une monade UCLC qu’on noteraMC et qu’on appellera lamonade
associée à C.

Soit F : C Ñ D un morphisme d’extensions globulaires. Le foncteur U de ModpDq
vers ModpCq admet par le lemme 6.3.2 un adjoint à gauche L. Par le lemme 6.1.2,
on a un morphisme de monades de MC vers UCULLC . Or la monade UCULLC est
canoniquement isomorphe à MD. Nous avons définit un morphisme de monades MF de
MC vers MD.
Proposition 6.3.4. Le morphisme MF ne dépend pas du choix de l’adjoint à gauche L.
L’application qui à une extension globulaire C associe MC et à un morphisme d’ex-
tensions globulaires F associe MF définit un foncteur M de la catégorie des extensions
globulaires vers celle des monades sur pG.
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Démonstration. Soit F : C Ñ D un morphisme d’extensions globulaires. Montrons que
le morphisme MF : MC ÑMD ne dépend pas du choix de L. Soit L1 un second adjoint
à gauche de U . Il suffit de vérifier que le diagramme

LC //

��

ULLC

��
UL1LC // ULD

est commutatif. Pour cela, on considère la flèche ULLC Ñ UL1LC induite par l’iso-
morphisme canonique entre L et L1 et on montre que les deux triangles obtenus sont
commutatifs en utilisant la propriété d’unicité de l’isomorphisme canonique entre deux
adjoints.

Soient C Ñ D Ñ E deux morphismes d’extensions globulaires composables. Appe-
lons U1 (respectivement U2) le foncteur ModpDq Ñ ModpCq (respectivement le foncteur
ModpEq Ñ ModpDq) et L1 (respectivement L2) son adjoint à gauche.

On a le diagramme suivant :

MC
//

��?????????????????? UCU1L1LC

��

// MD

��
UDU2L2LD

��
UCU1U2L2L1LC // ME

.

Par le lemme 6.1.3, le triangle est commutatif. Par ailleurs, l’isomorphisme canonique
entre L1L et LD induit un isomorphisme entre UCU1U2L2L1LC vers UDU2L2LD qui
divise le rectangle de droite en un carré et un triangle. On vérifie par le calcul que le
nouveau carré est commutatif. La commutativité du triangle résulte de celle du dia-
gramme

L2L1LC

%%KKKKKKKKKK
// L2LD

��
LE ,

qui s’obtient en utilisant la propriété d’unicité de l’isomorphisme canonique entre deux
adjoints.

6.3.5. Soient C une théorie globulaire et j : Θ0 Ñ C le foncteur canonique. Notons i le
foncteur d’inclusion de G dans Θ0. Considérons le diagramme

p�Cq

ModpCq //

UC
��

pC
j�

��pG i�
// xΘ0

.
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Le carré p�Cq est commutatif à isomorphisme canonique près. En effet, on a l’égalité
i�pjiq

� � i�i
�j�. Or le foncteur j� envoie les préfaisceaux globulaires sur C sur des pré-

faisceaux globulaires sur Θ0 et par la proposition 2.3.23, la restriction de i�i� à ModpCq
est isomorphe à l’identité. On a donc i�pjiq� � j� sur ModpCq et ce qui correspond
exactement à la commutativité du diagramme.

Proposition 6.3.6. Si C est une théorie globulaire, le foncteur UC est monadique.

Démonstration. Le commutativité du carré p�Cq et la proposition 2.3.23 entraînent que
le foncteur UC est canoniquement isomorphe au foncteur U : ModpCq Ñ ModpΘ0q induit
par le foncteur canonique j : Θ0 Ñ C. Nous allons montrer que U est monadique en
utilisant le critère de Beck (théorème 4.4.4 de [10]).

Commençons par observer que puisque j est bijectif sur les objets, le foncteur U est
conservatif. Par ailleurs, on sait que U admet un adjoint à gauche.

Vérifions la troisième hypothèse du théorème op. cit. Soit pf, gq un couple de flèches
parallèles dans ModpCq. Supposons que le couple pUpfq, Upgqq admette un coégalisateur
absolu Z dans ModpΘ0q. En particulier, Z est également un coégalisateur dans xΘ0.
Puisque la catégorie pC est cocomplète, le couple pf, gq admet un coégalisateur Z 1 dans pC.
Le foncteur j� est exact et envoie donc Z 1 sur un conoyau de pUpfq, Upgqq dans pC. Ainsi,
Z et j�pZ 1q sont canoniquement isomorphes dans pC. Il en résulte que j�pZ 1q appartient
ModpΘ0q et donc que Z 1 appartient à ModpCq. Ainsi Z 1 est également un conoyau de
pf, gq dans ModpCq. Le foncteur U envoie Z 1 sur un coégalisateur isomorphe à Z, ce
qu’on voulait démontrer.

Proposition 6.3.7. Soit C une théorie globulaire homogène au-dessus de Θ. Notons i
le foncteur GÑ Θ0, j le foncteur Θ0 Ñ C et y le foncteur ModpCq Ñ pC. On a

yLC � j!u� et MC � i�j�j!i�.

En particulier, pour X un ensemble globulaire et S un arbre, on a

LCpXqpSq �
º

SÑTPCalg

Hom
pGpT,Xq,

et pour n un entier positif, on a

MCpXqpDnq �
º

DnÑTPCalg

Hom
pGpT,Xq.

L’unité ηC de MC évaluée sur un ensemble globulaire X et sur Dn est l’application

ηC,X,Dn : XpDnq Ñ
º

DnÑSPCalg

XpSq,

qui envoie un élément x sur le couple p1Dn , xq.
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La multiplication µC de MC évaluée sur un ensemble globulaire X et sur Dn est
l’application

µC,X,Dn :
º

DnÑSPCalg

º
SÑTPCalg

XpT q Ñ
º

DnÑTPCalg

XpT q,

qui correspond à la composition des flèches en indices.

Démonstration. Soit X dans pG et Y dans ModpCq. On a la suite d’isomorphismes

Hom
pGpX,UCpY qq � Hom

xΘ0
pi�pXq, i�UCpY qq

� Hom
xΘ0
pi�pXq, j

�ypY qq

� Hom
pC
pj!i�pXq, ypY qq,

où le premier isomorphisme résulte de la pleine fidélité de i� (qui découle de la pleine
fidélité de i) et le deuxième de la commutativité du carré du paragraphe 6.3.5. Puisque
par la remarque 6.2.9, le foncteur j!i� est à valeurs dans ModpCq, on a bien yLC � j!i�.
Il en découle immédiatement que MC � i�j�j!i�. Pour établir les formules décrivant
LCpXq et MCpXq, où X est un ensemble globulaire, il suffit alors de remarquer que
pour tout arbre T , par la proposition 2.3.23, on a Hom

xΘ0
pT, i�pXqq � Hom

pGpT,Xq.
Soit S un arbre et X un ensemble globulaire. On a

Hom
pGpS,MCpXqq � Hom

xΘ0
pi�pSq, i�MCpXqq

� Hom
xΘ0
pi�pSq, i�i

�j�j!i�pXqq

� Hom
xΘ0
pi�pSq, j

�j!i�pXqq

� Hom
xΘ0
pi�pSq, LCpXqq

� LCpY qpSq.

Passons à la description de l’unité et de la multiplication. Tout foncteur u : A Ñ B
entre petites catégories cocomplètes induit une adjonction pu! : pA Ñ pB, u�, η, εq qui
induit elle-même une monade pM,µ, ηq sur pA. Explicitement, si X est un préfaisceau sur
A, on a

MpXqpaq � limÝÑ
pa1,upaqÑupa1qq

Xpa1q.

Pour X un préfaisceau et a dans A, l’unité ηX,a : Xpaq Ñ MpXqpaq envoie un élément
f de Xpaq sur la classe d’équivalence du couple ppa, upaq Ñ upaqq, fq dans la limite
inductive ci-dessus. La multiplication µ : u�u!u

�u! Ñ u�u! évaluée sur un préfaisceau X
sur A et un objet a de A est donnée par la flèche

limÝÑ
pa1,upaqÑupa1qq

limÝÑ
pa2,upa1qÑupa2qq

Xpa2q Ñ limÝÑ
pa2,upaqÑupa2qq

Xpa2q

qui correspond à la composition des flèches en indices. Les descriptions recherchées en
découle.
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Exemple 6.3.8. Notons ω la monade associée à la théorie globulaire Θ. Par la propo-
sition précédente, on a

ωpXqpDnq �
º

DnÑTPΘalg

Hom
pGpT,Xq �

º
T arbre de dimension

inférieure à n

Hom
pGpT,Xq

où X est un ensemble globulaire et n un entier positif. C’est exactement la monade ω
définie dans [8]. Le premier paragraphe de la preuve de la proposition 1.12 de op. cit.
montre que c’est la monade des 8-catégories strictes. Ce résultat est fortement lié à la
proposition 4.2 de [3] et au théorème 4.6 [31].

Proposition 6.3.9. Soit F : C Ñ D un morphisme de théories globulaires homogènes
sur Θ. Alors MF : MC Ñ MD est au-dessus de ω et peut se décrire de la manière
suivante. Soit X un ensemble globulaire et n un entier positif. On a MF,X,Dnpf, gq �

pF pfq, gq où f : Dn Ñ T est une flèche algébrique de C et g : T Ñ X une flèche de pG.

Démonstration. Le fait que MF soit au-dessus de ω résulte immédiatement du fait que
F est au-dessus de Θ et de la fonctorialité du foncteur M.

Appelons U le foncteur d’oubli ModpDq Ñ ModpCq et L son adjoint à gauche. Nous
allons décrire l’unité η de cette adjonction sur l’image de LC .

Soit αX : LCpXq Ñ UpLpLCpXqqq défini par αX,T pf, gq � pF pfq, gq où f : T Ñ T 1 est
un morphisme algébrique de C et g : T 1 Ñ X est un morphisme d’ensembles globulaires.
Vérifions que αX est naturel en X. Soient T 1 un second arbre et h : T 1 Ñ T une flèche
de C. La naturalité de α en h équivaut à l’égalité

ppfhqalg, gpfhqglobq � pF pfhqalg, gF pfhqglobq.

Celle-ci résulte du fait que F est un morphisme de théories homogènes au-dessus de Θ
et qu’il préserve donc les décompositions algébriques.

Par le lemme 6.1.2, pour montrer que ηLCpXq � αX , il suffit de vérifier qu’on a
ηD,X � UCpαXqηC,X , ce qui est clair par la description de ηC et ηD donnée par la
proposition 6.3.7.

Par définition, on a MF,X � UCpηLCpXqq. C’est exactement la description donnée
dans l’énoncé de la proposition.

Montrons maintenant que la monade MF est cartésienne. Soit f : X Ñ Y dans pG et
n un entier positif. Il s’agit de montrer que le diagramme²

DnÑTPCalg

Hom
pGpT,Xq //

��

²
DnÑTPCalg

Hom
pGpT, Y q

��²
DnÑTPDalg

Hom
pGpT,Xq //

²
DnÑTPDalg

Hom
pGpT, Y q
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est cartésien. Or, le produit cartésien du diagramme²
DnÑTPCalg

Hom
pGpT, Y q

��²
DnÑTPDalg

Hom
pGpT,Xq //

²
DnÑTPDalg

Hom
pGpT, Y q

est constitué des couples ppf1, g1q, pf2, g2qq où f1 : Dn Ñ T est un morphisme de Dalg,
g1 : T Ñ X un morphisme d’ensembles globulaires, f2 : Dn Ñ T un morphisme de Calg,
g2 : T Ñ Y un morphisme d’ensembles globulaires tels que F pf2q � f1 et g2 � fg1. Cet
ensemble est canoniquement isomorphe à l’ensemble des couples pf2, g1q où f2 : Dn Ñ T
est un morphisme de Calg et g1 : T Ñ X est un morphisme d’ensembles globulaires. Cet
ensemble est précisément l’ensemble en haut à gauche du carré commutatif. Celui-ci est
donc bien cartésien.

6.4 ω-opérades

6.4.1. Une catégorie est dite cartésienne si elle admet des produits fibrés.
Un foncteur est dit cartésien s’il commute aux produits fibrés.
Une transformation naturelle est dite cartésienne si ses diagrammes de naturalité

sont cartésiens.
Une monade pM,η, µq sur une catégorie C est dite cartésienne si la catégorie C, le

foncteur M et les transformations naturelles η et µ sont cartésiens.
Un morphisme de monades est dit cartésien s’il l’est en tant que transformation

naturelle.

Exemple 6.4.2. La monade ω est cartésienne (voir la proposition F.2.2 de [29]).

Proposition 6.4.3. 1. Soient F,G : A Ñ B deux foncteurs et α : F Ñ G une
transformation naturelle cartésienne. Si G est cartésien, alors F est cartésien.

2. Soient F α
ÝÑ G

β
ÝÑ H deux transformations naturelles composables. Si β est carté-

sienne, alors α est cartésienne si et seulement si βα est cartésienne.
3. Soient M et N deux monades sur une catégorie A et α : M Ñ N un morphisme

de monades cartésien. Si la monade N est cartésienne, alors la monade M est
cartésienne.

4. SoientM α
ÝÑ N

β
ÝÑ P deux morphismes de monades composables. Si β est cartésien,

alors α est cartésien si set seulement si βα est cartésien.

Démonstration. Ces résultats découlent facilement du lemme usuel sur les compositions
de carrés cartésiens.
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6.4.4. Une ω-collection est un endofoncteur F de pG munie d’une transformation natu-
relle cartésienne F Ñ ω. Par la proposition précédente, un tel foncteur est cartésien.

Un morphisme de ω-collections est une transformation naturelle au-dessus de ω. Par
la proposition précédente, une telle transformation naturelle est cartésienne.

Une ω-opérade est une monadeM sur pGmunie d’un morphisme de monades cartésien
M Ñ ω. Par la proposition précédente, une telle monade est cartésienne.

Un morphisme de ω-opérades est un morphisme de monades au dessus de ω. Par la
proposition précédente, un tel morphisme est cartésien.

Remarque 6.4.5. L’évaluation en l’ensemble globulaire terminal 1 définit un foncteur
de la catégorie des ω-collections vers la catégorie des ensembles globulaires au-dessus
de ωp1q. Ce foncteur est une équivalence de catégories. En effet, si F est une ω-collection
et X est un ensemble globulaire, le diagramme de naturalité

F pXq //

��

F p1q

��
ωpXq // ωp1q ,

associé à l’unique morphisme Y Ñ 1, est cartésien. Il vient que F est uniquement
déterminée par l’ensemble globulaire F p1q muni du morphisme F p1q Ñ ωp1q. On vérifie
immédiatement qu’il en de même pour les morphismes de ω-collections.

Proposition 6.4.6. Le foncteur M induit un foncteur de la catégorie des théories glo-
bulaires homogènes sur Θ vers la catégorie des ω-opérades.

Démonstration. C’est une reformulation de la proposition 6.3.9.

Proposition 6.4.7. Le foncteur sous-jacent d’une ω-opérade est fidèle.

Démonstration. La formule (voir l’exemple 6.3.8) décrivant le foncteur sous-jacent de la
monade ω entraîne immédiatement que celui-ci est fidèle. Par conséquent l’unité de la
monade ω est un monomorphisme. Or, par définition, l’unité d’une ω-opérade se factorise
par celle de ω et est donc un monomorphisme. D’où le résultat.

6.4.8. Soit f : S Ñ ωpT q un morphisme dans pG où S et T sont deux arbres. Un
tel morphisme correspond à un élément de LΘpT qpSq, c’est-à-dire à un couple pS a

ÝÑ

T 1, T 1
i
ÝÑ T q où a est un morphisme algébrique de Θ et i est globulaire. On dira que f

est ω-générique si i est une identité.
Soit M une ω-opérade. On dira qu’un morphisme f : S ÑMpT q dans pG, où S et T

sont des arbres, est M -générique si S ÑMpT q Ñ ωpT q est ω-générique.

Proposition 6.4.9. Soient M une ω-opérade et f : S Ñ MpXq un morphisme danspG, où S est un arbre et X est un ensemble globulaire. Alors f se factorise de manière
unique dans pG en un composé S g

ÝÑMpT q
j
ÝÑMpXq, où g : S ÑMpT q est M -générique

et j �Mpiq où est un morphisme i : T Ñ X dans pG.
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Démonstration. Commençons par établir le résultat pour M � ω. Soit f : S Ñ ωpXq
un morphisme de pG. Supposons qu’on ait f � Mpiqa où a : S Ñ ωpT q est un mor-
phisme ω-générique et i : T Ñ X est un morphisme de pG. Puisque le morphisme a est
ω-générique, il correspond à un couple paalg : S Ñ T, 1T q dans ωpT qpSq. Le morphisme
Mpiqa correspond alors au couple paalg, iq dans ωpXqpSq. Ainsi f détermine de manière
unique aalg, et donc a, et i. Réciproquement, f correspond à un couple pfalg, fglobq dans
ωpXqpSq et la décomposition f �Mpfglobqfgen, où fgen est le morphisme qui correspond
au couple pfalg, 1q dans ωpXqpSq, convient.

Passons au cas général. Soient M une ω-opérade et f : S Ñ MpXq un morphisme
dans pG. Supposons qu’on ait f �Mpiqa où a : S ÑMpT q estM -générique et i : T Ñ X
est un morphisme de pG. On a le diagramme commutatif suivant :

S
a

##GGGGGGGG
f //

α
T 1
a

��

MpT q

αT

��

MpT 1q
α
T 1

{{wwwwwww

Mpiq
;;wwwwwww

wpT 1q
wpiq

// wpT q .

La flèche αT 1a est ω-générique et ωpiqpαT 1aq est donc la décomposition unique, établie
au début de cette preuve, du morphisme αT f . Ainsi, les flèches i et αT 1a ne dépendent
que de f . Par ailleurs, le carré de naturalité

MpT 1q

α
T 1

��

Mpiq // MpT q

αT
��

ωpT 1q
ωpiq

// ωpT q

étant cartésien, le morphisme a ne dépend pas non plus de f . D’où l’unicité de la dé-
composition.

L’existence de la décomposition résulte de l’existence de la décomposition de αT f et
du fait que le carré ci-dessus est cartésien.

Corollaire 6.4.10. Soit M une ω-opérade. Un morphisme S ÑMpT q de pG, où S et T
sont des arbres, est générique si et seulement s’il ne se factorise par aucun morphisme
Mpiq où i : T 1 Ñ T est un morphisme de pG qui n’est pas une identité.

6.5 Extension globulaire associée à une monade

6.5.1. Soit α : M Ñ N un morphisme de monades sur une catégorie C admettant
des coégalisateurs. On a un foncteur d’oubli U : N -Alg Ñ M -Alg qui envoie l’algèbre
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pX,NX Ñ Xq sur l’algèbre pX,MX
αXÝÝÑ NX Ñ Xq. On dispose alors du triangle

commutatif suivant
N -Alg U //

UN ##FFFFFFFFF M -Alg

UM{{wwwwwwwww

C .

Par le théorème 4.5.6 de [10], le foncteur U admet un adjoint à gauche L.
Par ailleurs, on dispose d’un foncteur L1 : Kl1pMq Ñ Kl1pNq défini de la manière

suivante. Le foncteur L1 est l’identité sur les objets et son action sur les morphismes est
donné par l’application

HomKl1pMqpc, c
1q � HomM -AlgpLM pcq, LM pc

1qq

� HomCpc,Mpc1qq
α
c1ÝÝÑ HomCpc,Npc

1qq

� HomN -AlgpLN pcq, LN pc
1qq

� HomKl1pNqpc, c
1q,

où c et c1 sont dans C.
Proposition 6.5.2. Le carré

Kl1pMq

LM
��

L1 // Kl1pNq

LN
��

M -Alg
L

// N -Alg ,

où LM et LN désignent par abus de notation les inclusions canoniques, est commutatif
à isomorphisme canonique près.
Démonstration. Commençons par définir un morphisme LLM Ñ LNL

1. Par adjonction,
il suffit de définir un morphisme LM Ñ ULNL

1. Soit c un objet de C. Le morphisme
αc : Mpcq Ñ Npcq définit un morphisme d’algèbres de

LM pcq �
�
Mpcq,MMpcq

µM,c
ÝÝÝÑMpcq

	
vers

ULNL
1pcq �

�
Npcq,MNpcq

pµN pα�NqqcÝÝÝÝÝÝÝÝÑ Npcq



.

En effet, on a µN pα �NqpM �αq � µN pα �αq � αµM . De plus, ce morphisme d’algèbres
est naturel en c dans Kl1pMq. En effet, il s’agit de vérifier que pour f : aÑ b dans Kl1pMq,
c’est-à-dire f : LM paq Ñ LM pbq dans M -Alg, le carré

Mpaq

αa
��

UM pfq // Mpbq

αb
��

Npaq
UN pL

1pfqq
// Npbq
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est commutatif. Or, on a

UN pL
1pfqq � UN pεN,LN pbqLN pαbUM pfqηM,aqq

� µN,bNpαbUM pfqηM,aq

� µN,bNpαbqNpf
1q,

où f 1 � UM pfqηM,a : aÑMpbq, et donc

UM pL
1pfqqαa � µN,bNpαbqNpf

1qαa

� µN,bNpαbqαMpbqMpf 1q

� µN,bpα �αqbMpf 1q

� αbµM,bMpf 1q

� αbUM pεLM pbqLM pUM pfqηM,aqq

� αbUM pfq.

Nous avons donc bien défini un morphisme β : LLM Ñ LNL
1. Pour conclure, il suffit

de montrer que β est un isomorphisme, c’est-à-dire que pour tout c dans C et toute
N -algèbre A, la composition par βc induit une bijection

HomN -AlgpLNL
1pcq, Aq Ñ HomN -AlgpLLM pcq, Aq,

ou encore, par adjonction, que la composition par αc induit une bijection

HomN -AlgpLN pcq, Aq Ñ HomM -AlgpLM pcq, UpAqq.

Soit donc c dans C et A une N -algèbre. On a un triangle

HomN -AlgpLN pcq, Aq //

�

&&NNNNNNNNNNNNNNNN
HomM -AlgpLM pcq, UpAqq

�

wwooooooooooooooooo

HomCpc, UN pAqq ,

où les flèches obliques sont les isomorphismes d’adjonction. Un morphisme de N -algèbres
f : LN pcq Ñ A est envoyé dans HomCpc, UN pAqq, sur UN pfqηN,c en passant par la gauche,
et sur UN pfqαcηM,c en passant par la droite. Or αcηM,c � ηN,c car α est un morphisme de
monades. Le triangle est donc commutatif et l’application étudiée est bien bijective.

Proposition 6.5.3. Pour tout morphisme f : c Ñ c1 de C, le foncteur L1 de Kl1pMq
vers Kl1pNq envoie le morphisme LM pfq sur le morphisme LN pfq.

Démonstration. Posons h � L1pLM pfqq. Par définition de L1, on a

h � εN,LN pc1qLN pαc1MpfqηM,cq

� εN,LN pc1qLN pNpfqαcηM,cq

� εN,LN pc1qLN pNpfqηN,cq

� LN pfq,
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ce qu’on voulait démontrer.

Proposition 6.5.4. Soit

A
F //

H
��

B

G
��

ñ
α

C
I

// D

un carré dans la catégorie des catégories, commutatif à une transformation naturelle
α près. Si H est bijectif sur les objets et G est pleinement fidèle, alors il existe un
unique foncteur K : C Ñ B qui partage le carré en deux triangles, le triangle de gauche
étant commutatif et le triangle de droite étant commutatif à une transformation naturelle
β : I Ñ GK près, vérifiant βHpaq � αa pour tout a dans A.

Démonstration. On peut supposer que H est l’identité sur les objets. Supposons qu’il
existe un foncteur K : C Ñ B comme dans l’énoncé. La commutativité du triangle
de gauche entraîne Kpcq � F pcq pour c dans C. Soit f : c Ñ d un morphisme de C.
La commutativité du triangle de droite à transformation naturelle près implique que le
diagramme

Ipcq

αc
��

Ipfq // Ipdq

αd
��

FKpcq
FKpfq

// FKpdq

est commutatif. En particulier, Kpfq est l’unique flèche de Kpaq vers Kpbq qui s’envoie
sur αdIpfqα�1

c via G. D’où l’unicité de K.
Réciproquement, il est immédiat que les formules précédentes définissent un foncteur

K : C Ñ B tel que le triangle de droite soit commutatif à la transformation naturelle α
près. De plus, si g : aÑ b est un morphisme de A, le diagramme

Ipaq

αa
��

IHpgq // Ipbq

αb
��

GF paq
GF pgq

// GF pbq

est commutatif et on a donc KHpgq � F pgq.

6.5.5. SoitM une monade sur pG. On notera ΘM la sous-catégorie pleine de Kl1pMq dont
les objets sont les arbres. Ainsi, on a HomΘM pS, T q � HomM -AlgpLM pSq, LM pT qq. Par ad-
jonction, on a HomΘM pS, T q � Hom

pGpS,MpT qq et le fait que le foncteur Hom
pGp�,MpT qq

transforme les limites inductives en des limites projectives entraîne que ΘM est une
extension globulaire. On appellera ΘM l’extension globulaire associée à M .
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Soient α : M Ñ N un morphisme de monades sur pG, U : N -Alg ÑM -Alg le foncteur
induit par α et L son adjoint à gauche. Le carré

Θ0 //

��

ΘN

iN
��

ñ
κ

ΘM
iM // M -Alg L // N -Alg

est commutatif à un isomorphisme canonique κ près. En effet, les deux composés qui
interviennent dans ce carré sont des restrictions à Θ0 d’adjoints à gauche du foncteur
UN : N -Alg Ñ pG. Puisque le morphisme vertical de gauche est bijectif sur les objets
et que le morphisme vertical de droite est pleinement fidèle, ce carré détermine par la
proposition précédente, un unique foncteur Θα : ΘM Ñ ΘN . Puisque ce foncteur est
au-dessous de Θ0, il est globulaire.

La proposition suivante décrit explicitement ce foncteur, et par la même occasion,
montre qu’il ne dépend pas du choix de l’adjoint L.

Proposition 6.5.6. Soit α : M Ñ N un morphisme de monades sur pG. Alors Θα est
la restriction à ΘM du foncteur L1 : Kl1pMq Ñ Kl1pNq défini au début de cette section.

Démonstration. Le foncteur L1 étant l’identité sur les objets, il induit bien un fonc-
teur ΘM Ñ ΘN . Par les propositions 6.5.2 et 6.5.3, ce foncteur vérifie la propriété qui
caractérise Θα, d’où le résultat.

Proposition 6.5.7. L’application α ÞÑ Θα définit un foncteur T de la catégorie des
monades sur pG vers la catégorie des extensions globulaires.

Démonstration. Il suffit de vérifier la fonctorialité. Le respect des unités est clair. Soit
M

α
ÝÑ N

β
ÝÑ P deux morphismes de monades sur pG composables. On a le diagramme

suivant :
Θ0

%%JJJJJJJJJJ

��yyssssssssss

ΘM
Θα //

��

ΘN

Θβ //

��

ΘP

��
M -Alg // N -Alg // P -Alg .

Les deux triangles sont commutatifs et les deux carrés sont commutatifs à isomorphisme
près. Le foncteur ΘβΘα fait donc commuter le grand triangle strictement et le grand
rectangle à isomorphisme près. Ainsi ΘβΘα vérifie la propriété qui caractérise Θβα (pour
le choix de l’adjoint composé M -Alg Ñ N -Alg Ñ P -Alg). D’où le résultat.

Proposition 6.5.8. Soit M une ω-opérade. Alors M est une théorie globulaire.
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Démonstration. Par définition, le foncteur Θ0 Ñ ΘM est bijectif sur les objets. On sait
déjà que ΘM est une extension globulaire. Il suffit donc de montrer que le foncteur
Θ0 Ñ ΘM est fidèle. Or celui-ci est le composé des foncteurs Θ0 Ñ pG et pG Ñ M -Alg
qui sont tous les deux fidèles (par la proposition 6.4.7 pour le second).

6.5.9. SoitM une ω-opérade. Par le corollaire 6.4.10, un morphisme f : S Ñ T dans ΘM ,
c’est-à-dire un morphisme LM pSq Ñ LM pT q dans M -Alg, est algébrique si et seulement
le morphisme S ÑMpT q correspondant par adjonction est M -générique.

La proposition 6.4.9 se reformule alors de la manière suivante. Soit f un morphisme
LM pSq Ñ LM pXq de M -algèbres, où S est un arbre et X un ensemble globulaire. Alors
f se décompose de manière unique en f � LM piqa où a est un morphisme de ΘM ,
c’est-à-dire un morphisme LM pSq Ñ LM pT q de M -algèbres pour T un arbre, qui est
algébrique, et i : T Ñ X est un morphisme de pG. En particulier, ΘM est une théorie
globulaire homogène.

La description obtenue dans la proposition 6.5.6 du foncteur Θα : ΘM Ñ Θω, où
α est la transformation naturelle M Ñ ω, entraîne que le morphisme de ΘM corres-
pondant à S Ñ MpT q par adjonction est envoyé sur le morphisme correspondant à
S ÑMpT q

αTÝÝÑ ωpT q par adjonction. Ainsi, par définition des morphismesM -génériques,
et par le lien entre les morphismes M -génériques et les morphismes algébriques, Θα pré-
serve les morphismes algébriques. La théorie globulaire ΘM est donc homogène sur Θω.

Proposition 6.5.10. Les catégories Θ et Θω sont canoniquement isomorphes.

Démonstration. Ce résultat sera démontré indépendamment des résultats de la suite de
cette section dans la section suivante (proposition 6.6.3).

Proposition 6.5.11. Le foncteur T induit un foncteur de la catégorie des ω-opérades
dans la catégorie des théories globulaires homogènes sur Θ.

Démonstration. On a montré dans le paragraphe 6.5.9 que siM est une ω-opérade, alors
ΘM est une théorie globulaire homogène sur Θω. Le résultat découle donc immédiatement
du fait que Θω et Θ sont canoniquement isomorphes.

6.6 Équivalence avec les ω-opérades

Proposition 6.6.1. Soit C une théorie globulaire homogène. Appelons K le foncteur de
comparaison monadique ModpCq ÑMC-Alg. Alors le carré

Θ0

��

// ΘMC

��
C // ModpCq

K
// MC-Alg

est commutatif à isomorphisme près.
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Démonstration. Fixons un arbre S. Par définition de K, on a KpSq � pUCpSq, UCεC,Sq.
Nous noterons SC l’ensemble globulaire UCpSq sous-jacent à KpSq. Ainsi, si T est un
arbre, on a SCpT q � HomCpS, T q. On définit un morphisme sS : MCpSq Ñ SCpSq de
la manière suivante. À un couple pDn

f
ÝÑ T P Calg, T

g
ÝÑ S P pGq dans MCpSqpDnq, on

associe le composé gf dans SCpDnq. Ces applications sont bijectives puisque la théorie
globulaire C est homogène et que les flèches entre arbres de pG correspondent aux flèches
de Θ0. Le morphisme sS est donc un isomorphisme d’ensembles globulaires de MCpSq
vers SC .

Nous allons montrer que sS est le morphisme sous-jacent d’un isomorphisme d’al-
gèbres LCpSq Ñ KpSq. Il s’agit de montrer la commutativité du diagramme

MCMCpSq

��

MCpsq // MpSCq

��
MCpSq s

// SC .

La flèche MCpSCq Ñ SC peut se décrire de la manière suivante. Soit n un entier positif.
On associe au couple pDn

f
ÝÑ T P Calg, T

g
ÝÑ S P Calgq dans MCpSCqpDnq le composé gf

dans SCpT qpDnq. On a maintenant une description concrète de toutes les flèches du carré
ci-dessus. Ces flèches correspondent à des compositions de morphismes dans la catégorie
C et on vérifie facilement que la commutativité du carré découle de l’associativité de la
composition dans C.

Montrons la naturalité en S de sS . Soit f : S Ñ T un morphisme de Θ0. Il s’agit de
prouver que le diagramme

MCpSq

sS

��

MCpfq // MCpT q

sT

��
SC f

// TC

est commutatif. Cela résulte comme pour le carré précédent de la description explicite
des flèches du carré et de l’associativité de la composition dans C.

6.6.2. Soit C une théorie globulaire homogène. Considérons le carré commutatif à iso-
morphisme près de la proposition précédente. Appelons α l’isomorphisme qui rend le
carré commutatif. Puisque le foncteur vertical de gauche est bijectif sur les objets et
que le foncteur vertical de droite est pleinement fidèle, il existe un unique foncteur
GC : C Ñ ΘMC

qui partage le carré entre deux triangles tels que le triangle supérieur
soit commutatif et que le triangle inférieur soit commutatif à l’isomorphisme α près. En
particulier, le foncteur GC est globulaire.

Explicitement, le foncteur GC est l’identité sur les objets et envoie tout morphisme
f : S Ñ T dans C sur le morphisme GCpfq qui, pour tout i positif, associe à un couple
pDi

a
ÝÑ U,U

i
ÝÑ Sq dans MCpSqpDiq le couple ppfiqalga, pfiqglobq dans MCpT qpDiq.
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Proposition 6.6.3. Soit C une théorie globulaire homogène sur Θ. Alors le foncteur
GC : C Ñ ΘMC

est un isomorphisme de catégories.

Démonstration. Le carré
C //

GC
��

ModpCq

K
��

ΘMC
// MC-Alg

est commutatif à isomorphisme près par la proposition précédente. Les foncteurs horizon-
taux de ce carré sont clairement pleinement fidèles et le foncteur K est une équivalence
de catégories par la proposition 6.3.6. Le foncteur GC est donc pleinement fidèle. Par
ailleurs, GC est bijectif sur les objets. Il suit que GC est un isomorphisme de catégo-
ries.

6.6.4. SoitM un ω-opérade. Le foncteur d’inclusion ι : ΘM ÑM -Alg induit un foncteur
nerf NM : M -Alg Ñ yΘM défini par

NM pAqpSq � HomM -AlgpLM pSq, Aq.

pour touteM -algèbre A et tout arbre S. Ce foncteur se factorise par ModpΘCq. En effet,
il suffit de vérifier que j�NM , où j est le foncteur canonique de Θ0 vers ΘM , se factorise
par ModpΘ0q. Or, ceci découle du fait qu’on a

j�NM pAqpSq � HomM -AlgpLM pSq, Aq � Hom
pGpS,UM pAqq.

Un calcul analogue montre que la restriction deNM pAq à pG est canoniquement isomorphe
au préfaisceau représentable par UM pAq. On en déduit un isomorphisme κ qui rend
commutatif le diagramme

M -Alg
EEEEE

""EEEEE

NM // ModpΘM q

uuuuu

zzuuuuuuð
κ

pG .

Si A est laM -algèbre libre sur X, alors NM pAqpSq � Hom
pGpLM pSq, LM pXqq. On dis-

pose d’une flèche canonique LΘM pXqpSq Ñ NM pAqpSq définie de la manière suivante. À
un élément pLM pSq

f
ÝÑ LM pT q PM -Alg, T g

ÝÑ X P pGq dans LΘM pXqpSq, on associe l’élé-
ment LM pgqf de NM pAqpSq. Par la proposition 6.4.9, cette flèche est un isomorphisme.
On obtient ainsi un isomorphisme ψ qui rend commutatif le diagramme

M -Alg NM // ModpΘM q

pG
uuuuuu

::uuuuuEEEEE

bbEEEEE
ð
ψ

.
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En recollant κ et ψ, on obtient donc un isomorphisme de monades

HM : MΘM � UΘMLΘM
UΘM �κ
ÝÝÝÝÝÑ UΘMNMLM

ψ �LMÝÝÝÝÑ UMLM �M

Explicitement, pour X un ensemble globulaire et n un entier positif, HM,X,Dn est
donné par le composéº
DnÑSPΘM

Hom
pGpS,Xq Ñ HomM -AlgpLM pDnq, LM pXqq Ñ Hom

pGpDn,MpXqq �MpXqpDnq.

Proposition 6.6.5. Soit M une ω-opérade. Alors HM : MΘM Ñ M est un isomor-
phisme de monades.

Démonstration. Voir le paragraphe précédent.

Proposition 6.6.6. Soit F : C Ñ D un morphisme de théories globulaires homogènes
au-dessus de Θ. Alors le carré

C

F

��

GC // ΘMC

ΘMF
��

D
GD

// ΘMD

est commutatif.

Démonstration. Ce carré est clairement commutatif sur les objets. Il s’agit donc de
montrer que le diagramme

HomCpS, T q
α //

γ

��

HomΘMC pLMC
pSq, LMC

pT qq

β

��
HomDpS, T q

δ
// HomΘMD pLMD

pSq, LMD
pT qq

est commutatif pour tous arbres S et T .
Soit f : S Ñ T un morphisme de C. Fixons n un entier positif. Alors, on a

γpfq � F pfq et δpγpfqqpDnq � pDn
a
ÝÑ S1, S1

i
ÝÑ Sq ÞÑ ppF pfqiqalga, pF pfqiqglobq.

Par ailleurs,
αpfqpDnq � pDn

a
ÝÑ S1, S1

i
ÝÑ Sq ÞÑ ppfiqalga, pfiqglobq.

Calculons maintenant βpαpfqqpDnq. Rappelons que

βphq � εMD,LDpT q
LMD

pMFUMC
phqηMC ,S

q

et donc que
UMD

pβphqq � µMD,T
MDpMFUMC

phqηMC ,S
q.
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On vérifie facilement que

MFUMC
pαpfqqηMC ,S

qpDnq � pDn
j
ÝÑ Sq ÞÑ ppF pfqjqalg, pF pfqjqglobq

et donc que
MCpMFUMC

pαpfqqηMC ,S
qqpDnq

� pDn
a
ÝÑ S1, S1

j
ÝÑ Sq ÞÑ pa, ppF pfqjalg, pF pfqjqglobqqq.

Il résulte de la description explicite de µMC
que

UMD
pβpαpfqqqpDnq � pDn

a
ÝÑ S1, S1

j
ÝÑ Sq ÞÑ ppF pfqjqalga, pF pfqjqglobq.

Ainsi, on a UMD
pβpαpfqqq � UMD

pδpγpfqqq et le résultat suit par la fidélité de UMD
.

Proposition 6.6.7. Soit α : M Ñ N un morphisme de ω-opérades. Alors le carré

MΘM

MΘα
��

HM // M

α

��
MΘN HN

// N

est commutatif.
Démonstration. Il s’agit de vérifier que pour tout ensemble globulaire X et tout entier
positif n, le diagramme²

DnÑSPΘM Hom
pGpS,Xq

//

��

HomM -AlgpLM pDnq, LM pXqq // Hom
pGpDn,MpXqq

��²
DnÑSPΘN Hom

pGpS,Xq
// HomN -AlgpLN pDnq, LN pXqq // Hom

pGpDn, NpXqq,

est commutatif. Soit donc pLM pDnq
f
ÝÑ LM pSq, S

i
ÝÑ Xq un élément de l’ensemble en

haut à gauche du diagramme ci-dessus. Cet élément est envoyé en bas à droite sur
αXUM pLM piqfqηM,Dn � αXMpiqUM pfqηM,Dn

� NpiqαSUM pfqηM,Dn

en passant par le coin en haut à droite ; sur
UN pLN piqεN,LN pSqLN pαSUM pfqηM,DnqqηN,Dn

� NpiqUN pεN,LN pSqLN pαSUM pfqηM,DnqqηN,Dn

� NpiqαSUM pfqηM,Dn

en passant par le coin en bas à gauche. D’où le résultat.

Théorème 6.6.8. Le foncteur M induit une équivalence de catégories entre la catégorie
des théories globulaires homogènes sur Θ et la catégorie des ω-opérades. Le foncteur T
est un quasi-inverse de M. De plus, si C est une théorie globulaire homogène sur C,
alors les catégories ModpCq et MC-Alg sont canoniquement isomorphes.
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6.7 Comparaison avec les 8-catégories de Batanin
6.7.1. Dans cette section, on identifiera un objetX de pG avec le foncteur constant pGÑ pG
de valeurs X. Soit n un entier positif. On notera Sn�1 le sous-ensemble globulaire de
Dn qui a les mêmes k-cellules pour k entre 0 et n � 1 et qui n’a pas de k-cellules pour
k ¥ n. Si X est un ensemble globulaire et si n ¥ 1, la donnée d’un morphisme Sn�1 Ñ X
équivaut à la donnée de deux n-cellules x, y dans Xn�1 qui sont parallèles. Si n � 0,
S�1 � ∅ et il existe un unique morphisme S�1 Ñ X.

Soit α : M Ñ ω une ω-collection. Un carré admissible est la donnée pour n ¥ 0 d’un
carré

Sn�1

in
��

// M

α

��
Dn

// ω ,

commutatif dans la catégorie des endofoncteurs de pG. Un relèvement d’un tel carré est
un morphisme Dn ÑM divisant le carré en deux triangles commutatifs. Une contraction
surM est la donnée du choix d’un relèvement pour tout carré admissible. La ω-collection
M est dite contractile si elle admet une contraction.

Rappelons que la donnée d’un morphisme Dn Ñ ω correspond à celle d’un arbre
S et d’un morphisme algébrique Dn Ñ S dans Θ, et qu’un tel morphisme existe si et
seulement si S est de dimension inférieure ou égale à n et qu’il est alors unique. Un carré
admissible tel que le morphisme Dn Ñ ω corresponde à un morphisme Dn Ñ S dans Θ
avec S de dimension strictement inférieure à n sera appelé carré de cohérence admissible.
Si au contraire, la dimension de S est n, on parlera de carré d’opération admissible. On
prendra garde au fait que cette terminologie peut se révéler trompeuse : les unités des
8-catégories correspondront à des relèvements de carrés de cohérence admissibles, et
les relèvements des carrés d’opération admissibles pourront correspondre à des mélanges
de cohérences et d’opérations de 8-catégories. Une cohérence sur M est la donnée du
choix d’un relèvement pour tout carré de cohérence admissible. La ω-collection M est
dite cohérente si elle admet une cohérence.

Nous allons définir une sous-ω-collection Bin de ω. Pour cela, il suffit de définir
Binp1q. Les éléments de ωp1qn pour n ¥ 0 correspondent aux morphismes algébriques
Dn Ñ S de Θ. On pose pour tout n positif

Binp1qn � t1Dn ,∇n
0 , . . . ,∇n

n�1u.

On vérifie immédiatement que Binp1q est stable par but et source, et donc que Bin est
bien une sous-ω-collection de ω. L’unité de la monade ω se factorise par Bin. On dispose
donc d’un morphisme 1

pG
Ñ Bin.

Supposons maintenant que M soit une ω-opérade. La ω-collection sous-jacente est
en particulier munie d’un morphisme de ω-collections 1

pG
Ñ M . On appellera système

de compositions binaires sur M la donnée d’un morphisme de ω-collection Bin Ñ M
au-dessous de 1

pG
. On dira que M admet des compositions binaires s’il existe un système

de compositions binaires sur M .
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De même, on définit la sous-ω-collection Comp de ω en posant pour tout n positif,

Compp1qn � t∇S ;S arbre de dimension nu,

où ∇S désigne l’unique morphisme algébrique Dn Ñ S dans Θ. On appellera système
de compositions générales sur M la donnée d’un morphisme de ω-collection Comp ÑM
au-dessous de 1

pG
. On dira queM admet des compositions générales s’il existe un système

de compositions générales sur M .

6.7.2. Si C est une catégorie, on appellera objet faiblement initial de C tout objet X tel
que pour tout objet Y , il existe au moins un morphisme de X vers Y .

Considérons la catégorie des ω-opérades cohérentes munies d’un système de compo-
sitions binaires. La démonstration du théorème 8.1 de [3] construit un objet faiblement
initialK de cette catégorie. La remarque 2 qui suit ce théorème affirme queK est « initial
à homotopies supérieures près » (en un sens non précisé). Moralement, une 8-catégorie
de Batanin est une algèbre sur n’importe quel tel objet « initial à homotopie supé-
rieure près ». Faute de pouvoir donner un sens à la phrase précédente, la catégorie des
8-catégories de Batanin est définie comme la catégorie des algèbres sur la ω-opérade K
du théorème 8.1. C’est la définition 8.7 de op. cit.

Considérons la catégorie des ω-opérades munies d’une contraction. Dans l’annexe G
de [29], Leinster démontre que cette catégorie admet un objet initial L. La catégorie des
8-catégories de Batanin-Leinster est la catégorie des algèbres sur L. C’est la définition
9.2.3 de op. cit.

Le paragraphe précédent suggère le grand nombre de variations que l’on peut faire
sur ces définitions. On peut par exemple remplacer les compositions binaires par les com-
positions générales dans la définition de Batanin. On peut également supposer l’existence
des compositions sans se les donner.

6.7.3. Soit C une théorie globulaire homogène sur Θ. L’équivalence de catégories M
(voir le théorème 6.6.8) envoie C sur une ω-opérade M . L’ensemble globulaire Mp1q est
la restriction de FlCalg à pG (voir le paragraphe 6.2.2). Rappelons que pour tout n positif,
on a

FlCalgpDnq � tf : Dn Ñ S P Calg;S arbreu,

et pour tout i : Dn Ñ Dm morphisme de G et tout f : Dn Ñ S morphisme algébrique
de C, on a

FlCalgpiqpfq � pfiqalg.

Proposition 6.7.4. Soit f : Dn Ñ S un morphisme algébrique de Θ avec n ¥ 1. Alors
les décompositions algébriques de fσn et fτn sont respectivement

fσn � σSn�1pfσnqalg et fτn � τSn�1pfτnqalg.

Explicitement,
– si la dimension de S est strictement inférieure à n, alors fσn et fτn sont algé-
briques (et donc égaux) ;
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– si la dimension de S est n, alors pfσnqalg et pfτnqalg sont égaux à l’unique mor-
phisme algébrique Dn�1 Ñ BT et on a

fσn � σSpfσnqalg et fτn � τSpfτnqalg.

Démonstration. Notons α la région maximale de Dn�1. On a

pfσnqpαq � fpσnq � pBn�1S, σ
S
n�1q et pfτnqpαq � fpτnq � pBn�1S, τ

S
n�1q

Les décompositions algébriques de fσn et fτn sont donc

fσn � σSn�1a et fτn � τSn�1a,

où on a noté a l’unique morphisme algébrique de source Dn�1 et de but Bn�1S. On en
déduit immédiatement le résultat.

Corollaire 6.7.5. Soient C une théorie globulaire homogène sur Θ et f : Dn Ñ S un
morphisme algébrique de C avec n ¥ 1. Les décompositions algébriques de fσn et fτn
sont respectivement

fσn � σSn�1pfσnqalg et fτn � τSn�1pfτnqalg.

Explicitement,
– si la dimension de S est strictement inférieure à n, alors fσn et fτn sont algé-
briques ;

– si la dimension de S est n, alors pfσnqalg et pfτnqalg ont même but égal à BS et
on a

fσn � σSpfσnqalg et fτn � τSpfτnqalg.

Proposition 6.7.6. Soient C une théorie globulaire homogène sur Θ et f, g : Dn Ñ S
deux morphismes algébriques de C tels que

pfσnqalg � pgσnqalg et pfτnqalg � pgτnqalg.

Alors, on a
fσn � gσn et fτn � gτn.

Démonstration. Il suffit de montrer que

pfσnqglob � pgσnqglob et pfτnqglob � pgτnqglob.

Puisque C est homogène sur Θ, on peut calculer la partie globulaire de ces morphismes
dans Θ. Le résultat est donc une conséquence de la proposition 6.7.4.

Proposition 6.7.7. Soient C une théorie globulaire homogène sur Θ, et f et g deux
n-cellules de FlCalg pour n ¥ 0. Si f et g ont même but en tant que morphismes de C,
alors ces deux morphismes sont parallèles dans C si et seulement s’ils sont parallèles
dans l’ensemble globulaire FlCalg.
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Démonstration. C’est une reformulation immédiate de la proposition précédente.

Remarque 6.7.8. Le résultat est faux si f et g n’ont pas même but en tant que
morphismes de C. Par exemple, les morphismes 1D1

et ∇1 : D1 Ñ D1 >D0
D1 ne sont

évidemment pas parallèles dans Θ mais sont parallèles en tant que cellules de FlCalg .

Proposition 6.7.9. Soient C une théorie globulaire homogène sur Θ via un foncteur F
et M la ω-collection associée à C. Pour n ¥ 0, la donnée d’un carré admissible

Sn

��

// M

��
Dn�1 // ω

équivaut à celle de deux morphismes parallèles f, g : Dn Ñ S algébriques dans C et d’un
morphisme H : Dn Ñ U tel que

F pfq � pHσn�1qalg et F pgq � pHτn�1qalg.

De plus, la donnée d’un relèvement équivaut à celle d’un morphisme h : Dn�1 Ñ U
algébrique dans C tel que

F phq � H, F pfq � pHσn�1qalg et F pgq � pHτn�1qalg.

Démonstration. A priori, le morphisme Sn Ñ M équivaut à la donnée de deux mor-
phismes f : Dn Ñ S et g : Dn Ñ T algébriques dans C et parallèles en tant que n-cellules
de FlCalg . Le morphisme Dn�1 Ñ ω équivaut à la donnée d’un morphisme H : Dn�1 Ñ U
algébrique dans Θ. La commutativité du diagramme équivaut aux égalités

F pfq � pHσn�1qalg et F pgq � pHτn�1qalg.

Ainsi, par la proposition 6.7.4, on a S � T � BnU . Les morphismes f et g sont donc
parallèles par la proposition 6.7.7. Le morphisme Dn�1 Ñ ω correspond à un morphisme
Dn�1 Ñ U algébrique dans Θ. La commutativité du diagramme correspond aux relations

F pfq � pHσn�1qalg et F pgq � pHτn�1qalg.

On démontre la deuxième partie de la proposition de manière analogue.

Proposition 6.7.10. Soient C une théorie globulaire homogène sur Θ via un foncteur F
et M la ω-collection associée à C.

1. Pour n ¥ 0, la donnée d’un carré de cohérence admissible

Sn

��

// M

��
Dn�1 // ω
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équivaut à celle de deux morphismes parallèles f, g : Dn Ñ S algébriques dans C.
De plus, la donnée d’un relèvement équivaut à celle d’un morphisme h : Dn�1 Ñ U
algébrique dans C tel que

f � hσn�1 et g � hτn�1.

2. Pour n ¥ 0, la donnée d’un carré d’opération admissible

Sn

��

// M

��
Dn�1 // ω

équivaut à celle de deux morphismes parallèles f, g : Dn Ñ BU algébriques dans C
pour U un arbre de dimension n� 1.
De plus, la donnée d’un relèvement équivaut à celle d’un morphisme h : Dn�1 Ñ U
algébrique dans C tel que

σUf � hσn�1 et τUg � hτn�1.

Ainsi, la donnée d’un carré admissible correspond à la donnée d’un couple admissible
et la donnée d’un relèvement du carré correspond à la donnée d’un relèvement du couple.

Démonstration. Commençons par le cas d’un carré de cohérence admissible. Par la pro-
position 6.7.4, on a

pHσn�1qalg � Hσn�1 et pHτn�1qalg � Hτn�1.

Les relations
F pfq � pHσn�1qalg et F pgq � pHτn�1qalg

sont donc équivalentes aux relations

F pfq � Hσn�1 et F pgq � Hτn�1.

Or par la proposition 5.1.5, il existe un unique telH. Pour les mêmes raisons, les relations

f � phσn�1qalg et g � phτn�1qalg

sont équivalentes aux relations

f � hσn�1 et g � hτn�1,

d’où la première assertion.
Passons au cas d’un carré d’opération admissible. Par la proposition 6.7.4 et la pro-

position précédente, on a

Hσn�1 � σU pHσn�1qalg � σUF pfq � F pσUfq.
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De même, on a Hτn�1 � F pτUgq et ces deux égalités sont équivalentes aux égalités

F pfq � pHσn�1qalg et F pgq � pHτn�1qalg.

Or par la proposition 5.1.5, il existe un unique telH. Pour les mêmes raisons, les relations

f � phσn�1qalg et g � phτn�1qalg

sont équivalentes aux relations

σUf � hσn�1 et τUg � hτn�1,

d’où la deuxième assertion.

Corollaire 6.7.11. Soient C une théorie globulaire homogène sur Θ etM la ω-collection
associée.

1. La ω-collection M est contractile si et seulement si la théorie globulaire C est un
pseudo-cohérateur.

2. La ω-collection M est cohérente si et seulement si tout couple admissible de C de
la forme pf, gq avec f et g algébriques dans C admet un relèvement algébrique.

Corollaire 6.7.12. La catégorie des ω-opérades contractiles est canoniquement équiva-
lente à la catégorie des pseudo-cohérateurs homogènes sur Θ.

Démonstration. C’est une conséquence immédiate du théorème 6.6.8 et du corollaire
précédent.

Théorème 6.7.13. Soit C un cohérateur vérifiant les hypothèses du théorème 5.4.1
(par exemple un des trois cohérateurs définis dans le paragraphe 4.1.3). La ω-opérade M
associée à C est un objet faiblement initial de la catégorie des ω-opérades contractiles.

Démonstration. En vertu des théorèmes 5.4.1 et 5.4.4, C est un objet faiblement initial
de la catégorie des pseudo-cohérateurs homogènes sur Θ. Le résultat suit par le corollaire
précédent.

6.7.14. Soit C une théorie globulaire. On appellera contraction sur C la donnée d’un
relèvement pour chaque couple admissible de C. En vertu du théorème 6.6.8 et de la
proposition 6.7.10, la catégorie des ω-opérades munies d’une contraction est canonique-
ment équivalentes à la catégorie des théories globulaires homogènes sur Θ munies d’une
contraction.

Sous la conjecture 4.1.7, le cohérateur de Batanin-Leinster, qu’on notera ΘBL dans la
suite de cette section, est canoniquement muni d’une contraction. En effet, si pf, gq est un
couple admissible de ΘBL, avec les notations du paragraphe 4.1.3, ce couple appartient
à un unique Fn. On peut donc associer à pf, gq le relèvement ajouté dans Cn�1.

Proposition 6.7.15. Sous la conjecture 4.1.7, le cohérateur ΘBL, muni de sa contrac-
tion canonique, est un objet initial de la catégorie des théories globulaires homogènes sur
Θ munies d’une contraction.
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Démonstration. Soit D une théorie globulaire homogène sur Θ munie d’une contraction.
Notons C� la tour de définition de ΘBL et Fn l’ensemble des couples admissibles de Cn
qui définit Cn�1 à partir de Cn. On va construire, comme dans la preuve du théorème
5.4.4, par récurrence sur n positif, des foncteurs globulaire Gn : Cn Ñ D homogènes sur
Θ, à partir du foncteur G0 : C0 � Θ0 Ñ D.

Supposons donc que l’on dispose d’un foncteur globulaire Gn : Cn Ñ D homogène
sur Θ. Par définition d’une tour de définition, se donner un foncteur globulaire Gn�1 :
Cn�1 Ñ D tel que le triangle

Cn //

Gn ��7777777 Cn�1

Gn�1���������

D

soit commutatif, revient à se donner pour chaque couple admissible pf, gq dans Fn, un
relèvement dans D du couple pGnpfq, Gnpgqq. On a vu dans la preuve du théorème 5.4.4
qu’un tel foncteur Gn�1 est automatiquement homogène sur Θ. Puisque le foncteur
Gn est homogène sur Θ, pour tout couple admissible pf, gq, le couple pGnpfq, Gnpgqq
est admissible et la contraction de D lui choisit donc un relèvement. On définit alors,
en choisissant les relèvements associés à la contraction, un foncteur globulaire Gn�1 :
Cn�1 Ñ D homogène sur Θ. On obtient un foncteur globulaire G : ΘBL Ñ D homogène
sur Θ en passant à la limite inductive.

Le foncteur G respecte la contraction. En effet, si pf, gq est un couple admissible
de ΘBL, il provient d’un unique Fn et le relèvement que choisit la contraction de ΘBL
est le relèvement ajouté dans Cn�1. Or, par définition, G envoie ce relèvement sur le
relèvement du couple admissible pGpfq, Gpgqq choisi par la contraction de D.

Enfin, le morphisme G : ΘBL Ñ D est unique. En effet, il est clair que tout foncteur
globulaire de ΘBL Ñ D s’obtient par les propriétés universelles successives des Cn.
Par ailleurs, le choix qu’on a fait pour obtenir Gn à partir de Gn�1 est imposé par la
compatibilité du foncteur G aux contractions.

Corollaire 6.7.16. Sous la conjecture 4.1.7, la catégorie des 8-catégories de type ΘBL
est canoniquement équivalente à la catégorie des 8-catégories de Batanin-Leinster.

Démonstration. Par le paragraphe 6.7.14 et la proposition précédente, ΘBL est envoyé
par M sur un objet initial L de la catégorie des ω-opérades munies d’une contraction.
Or les catégories ModpΘBLq et MΘBL-Alg � L-Alg sont canoniquement isomorphes par
le théorème 6.6.8.
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Chapitre 7

Catégories test

7.1 Rappel sur les catégories test

7.1.1. Soit Cat la catégorie des petites catégories et W la classe des équivalences faibles
de petites catégories, c’est-à-dire des foncteurs entre petites catégories qui s’envoient
via le foncteur nerf sur une équivalence faible d’ensembles simpliciaux. On pose Hot �
CatrW�1s. Rappelons que la catégorie Hot est canoniquement équivalente à la catégorie
homotopique des CW-complexes.

Soit A une petite catégorie. On dispose d’un couple de foncteur adjoints

iA : pA Ñ Cat i�A : Cat Ñ pA
F ÞÑ A{F C ÞÑ

�
a ÞÑ HomCatpA{a,Cq

�
.

On notera W
pA
la classe iA�1pWq des morphismes de préfaisceaux sur A qui s’envoient

sur des équivalences faibles et on appellera équivalences faibles de préfaisceaux sur A
les éléments de W

pA
. On notera HopAq la catégorie localisée pArW

pA
�1s. Le foncteur iA

induit un foncteur iA : HopAq Ñ Hot. Pour que le foncteur i�A induisent un foncteur
i�A : Hot Ñ HopAq, il suffit qu’on ait i�ApWq � W

pA
, c’est-à-dire iAi�ApWq � W. Dans

ce cas, le couple de foncteurs adjoints piA, i�Aq induit un couple de foncteurs adjoints
piA, i�Aq.

On dira que A est une catégorie test faible si les trois conditions suivantes sont
vérifiées :

– on a i�ApWq � W
pA
;

– pour tout préfaisceau F sur A, le morphisme d’unité ηF : F Ñ i�AiApF q appartient
à W

pA
;

– pour toute petite catégorie C, le morphisme de counité εC : iAi�ApCq Ñ C appar-
tient à W.

Les deux dernières conditions de la définition sont les conditions suffisantes évidentes
pour que le couple piA, i�Aq soit une adjonction d’équivalences de catégories. En particu-
lier, si A est une catégorie test faible, la catégorie HopAq est canoniquement équivalente
à Hot.

117
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On dira que A est test locale si pour tout a de A, la catégorie A{a est test faible. On
dira que A est test si A est test faible et test locale.

On dira que A est asphérique si l’unique foncteur de A vers la catégorie finale e est
une équivalence faible. Il est bien connu que les catégories admettant un objet final sont
asphériques. On montre ([32], remarque 1.5.4) qu’une catégorie test locale A est test
si et seulement si elle est asphérique. Nous aurons seulement besoin du cas particulier
évident suivant : une catégorie test locale admettant un objet final est test.

Une catégorie test sera dite test stricte si le foncteur iA commute aux produits binaires
à équivalence près, c’est-à-dire si pour tous préfaisceaux F et G sur A, le foncteur
canonique

A{pF �Gq Ñ A{F �A{G

est une équivalence faible.

7.1.2. Nous allons maintenant exposer l’un des principaux critères pour montrer qu’une
catégorie est test.

Soit A une petite catégorie. Notons ∅
pA
le préfaisceau initial sur A et e

pA
le préfaisceau

final sur A. Un segment séparant sur pA est la donnée d’un préfaisceau F sur A muni
de deux morphismes B0, B1 : e

pA
Ñ F tel que le noyau de pB0, B1q soit le morphisme

canonique ∅
pA
Ñ e

pA
.

Un préfaisceau F sur A est dit asphérique si l’unique morphisme de F vers le préfais-
ceau final e

pA
est une équivalence faible de préfaisceaux, c’est-à-dire si la catégorie A{F

est asphérique. Si F est représentable alors F est asphérique. En effet, la catégorie A{F
admet alors un objet final et est donc asphérique.

Un préfaisceau F sur A est dit localement asphérique si pour tout objet a dans A, le
préfaisceau F � a est asphérique.

Théorème 7.1.3. Une petite catégorie A est test locale si et seulement si pA admet un
segment séparant pI, B0, B1q tel que I soit localement asphérique.

Démonstration. Voir [17] ou le théorème 1.5.6 de [32].

Pour démontrer la locale asphéricité d’un préfaisceau, on utilisera le critère suivant.

Proposition 7.1.4. Soient A une petite catégorie, F un préfaisceau sur A et F1, F2
deux sous-préfaisceaux de F tels que F � F1 Y F2. Si les préfaisceaux F1, F2 et F1 X F2
sont asphériques, alors le préfaisceau F est asphérique.

Démonstration. Voir [17] ou la proposition 1.2.7 de [32].

7.1.5. Soit u : AÑ B un foncteur entre petites catégories. Le foncteur u est dit asphé-
rique si pour tout b dans B, la catégorie A{b est asphérique. On dispose du foncteur de
restriction u� : pB Ñ pA.
Proposition 7.1.6. Soit u : A Ñ B un foncteur entre petites catégories asphériques.
Les propriétés suivantes sont équivalentes :

– le foncteur u est asphérique ;
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– pour tout morphisme ϕ : F Ñ G de préfaisceaux sur B, le morphisme ϕ est une
équivalence faible de préfaisceaux sur B si et seulement si le morphisme u�pϕq est
une équivalence faible de préfaisceaux sur A.

Démonstration. Voir [17] ou la proposition 1.2.9 de [32].

Théorème 7.1.7. Soit A une catégorie test locale. Alors le localisateur p pA,W
pA
q est

munie d’une structure de catégorie de modèles, à engendrement cofibrant, propre, dont
les cofibrations sont les monomorphismes.

Si de plus la catégorie A est test stricte, les équivalences faibles sont stables par
produit binaire.

Démonstration. Voir le corollaire 4.2.18 de [13] pour la structure de catégorie de modèles.
La propreté résulte du théorème 4.3.24 de loc. cit. et du cas des ensembles simpliciaux.

L’assertion sur la stabilité par produit binaire est évidente.

7.2 La catégorie Θ est test

7.2.1. Dans [15], les auteurs démontrent que Θ est une catégorie test. Le but de cette
section est d’exposer une preuve alternative de ce résultat. Puisque Θ admet D0 pour
objet final, il suffit de montrer que Θ est une catégorie test locale. Pour cela, en vertu
du théorème 7.1.3, il suffit de montrer le segment pD1, σ1, τ1q est séparant et que le
préfaisceau D1 de pΘ est localement asphérique.

Proposition 7.2.2. Le segment pD1, σ1, τ1q est un segment séparant de pΘ.

Démonstration. Il s’agit de montrer que l’unique flèche F Ñ D0 de pΘ égalisée par σ1
et τ1 est ∅ Ñ D0. Pour cela, il suffit de montrer qu’il n’existe pas de f : S Ñ D0, où
S est un objet de Θ, égalisée par σ1 et τ1. Supposons qu’un tel f existe. Alors quitte à
considérer fα, où α est une région de dimension 0 de S, on peut supposer que S � D0
et donc que f est l’identité. D’où σ1 � τ1. Contradiction.

7.2.3. Démontrons maintenant la locale asphéricité de D1. Nous allons utiliser la même
stratégie que celle employée dans [17] ou dans le lemme 1.5.12 de [32] pour démontrer la
locale asphéricité de l’ensemble simplicial ∆1. Nous utiliserons des faits établis dans cette
preuve. C’est pourquoi nous l’exposons ci-dessous. Les notations, qui pourront sembler
maladroites, seront justifiées dans le paragraphe 7.2.5.

Proposition 7.2.4. L’ensemble simplicial ∆1 est localement asphérique.

Démonstration. SoitX � ∆p un simplexe. Il s’agit de montrer queX�∆1 est asphérique.
Pour k entre 0 et p, on pose Xk � ∆p�1. On note ϕ1k : Xk Ñ X la k-ième dégéné-

rescence et ϕ2k : Xk Ñ ∆1 l’unique morphisme qui envoie k sur 0 et k � 1 sur 1. Soit
ϕk � pϕ1k, ϕ

2
kq : Xk Ñ X � ∆1. Ce morphisme est clairement un monomorphisme. Son

image, qu’on désignera par Fk, est donc un préfaisceau représentable.
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Pour l entre 0 et p, posons
Gl �

¤
0¤k¤l

Fk.

Nous allons montrer
(a) que Gp � X �∆1 dans p∆ ;
(b) que pour k tel que 0 ¤ k   p, le préfaisceau Gk X Fk�1 est représentable.

La condition (b) impliquera par récurrence que Gl est asphérique pour l entre 0 et p
par la proposition 7.1.4 et donc, en vertu de la condition (a), que X�∆1 est asphérique.

Montrons la condition (a). Soit T � ∆q un simplexe et f � pf 1, f2q : T Ñ X � ∆1
un morphisme d’ensembles simpliciaux. Il s’agit de montrer qu’il existe un entier k entre
0 et p tel que f se factorise par ϕk. Notons δr : ∆q Ñ ∆q�1 la r-ième face. Si f2 � 0,
on a f � ϕpδp�1f

1. Si f2 � 1, on a f � ϕ0δ0f
1. Sinon, il existe l tel que f2plq � 0 et

f2pl � 1q � 1 et on définit ψ : T Ñ Xl de la manière suivante :

ψpmq �

#
f 1pmq, si 0 ¤ m ¤ l,

f 1pmq � 1, si l   m ¤ q.

On a alors f � ϕkψ pour k � f 1plq.
Montrons maintenant la condition (b). Pour un entier k tel que 0 ¤ k   p, considérons

χ1k � 1X et χ2k : X Ñ ∆1 l’unique morphisme qui envoie k sur 0 et k � 1 sur 1. Soit
χk � pχ1k, χ

2
kq : X Ñ X �∆1. Le morphisme χk est clairement un monomorphisme. Son

image F 1
k est donc un préfaisceau représentable.

Montrons que F 1
k � Gk X Fk�1. Soit t � pt1, t2q : T Ñ X � ∆1 un morphisme

d’ensembles simpliciaux se factorisant par ϕk�1 et par ϕk1 pour k1 entre 0 et k. Le
morphisme t se factorise alors par χk. Plus précisément, on a t � χkt

1. En effet, la
première composante de cette égalité est claire et il suffit de démontrer que t2 � χ2kt

1.
Cette identité est équivalente aux deux suivantes : si t1pmq ¤ k, alors t2pmq � 0 ; si
t1pmq ¡ k, alors t2pmq � 1. La première identité et la deuxième, sauf pour le cas
t1pmq � k � 1, résultent du fait que t se factorise par ϕk�1. Le cas t1pmq � k � 1 de la
deuxième identité résulte de la factorisation par ϕk1 .

Réciproquement, soit t : T Ñ X � ∆1 se factorisant par χk. Montrons que t se
factorise par ϕk et ϕk�1. Pour cela, il suffit de montrer que χk se factorise par ϕk et
ϕk�1. Pour ce faire, considérons ψ1k : X Ñ Xk la pk � 1q-ième face et ψ2k : X Ñ Xk la
k-ième face. On a χk � ϕkψ

1
k et χk � ϕk�1ψ

2
k�1, ce qui conclut la démonstration.

7.2.5. Passons à l’asphéricité locale de D1. Soient X un arbre et α0, . . . , αp ses régions de
dimension 0, classées dans l’ordre croissant. Fixons un entier k compris entre 0 et p. On
désignera par Xk l’arbre obtenu en ajoutant à X une arête séparant la région αk en deux
régions α1k   α2k. Appelons β la région de dimension 1 associée à cette nouvelle arête. À
un sous-arbre de X, on associe canoniquement un sous-arbre (non plein en général) de
Xk. On définit ainsi une application ik.

On dispose d’un morphisme ϕ1k : Xk Ñ X qui contracte l’arête issue de β. Plus
précisément, ϕ1k envoie α1k, α2k, β sur αk et toute autre région γ sur l’unique région δ
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telle que ikpδq � γ. Soit ϕ2k : Xk Ñ D1 l’unique morphisme qui envoie α1k sur 0 et α2k
sur 1. On notera ϕk le morphisme pϕ1k, ϕ2kq : Xk Ñ X � D1 et on désignera par Fk le
sous-préfaisceau image de ϕk.

On dispose également de morphismes ψ1k : X Ñ Xk et ψ2k : X Ñ Xk définis de
la manière suivante. Le morphisme ψ1k envoie αk sur α1k, toute région γ telle qu’on ait
αk   γ   αk�1 (c’est-à-dire sur la branche immédiatement à gauche de αk) sur β>D0

ikpγq
et toute autre région γ sur ikpγq. On définit ψ2k de manière symétrique en remplaçant
α1k par α2k et « droite » par « gauche » dans la définition de ψ1k.

Pour k tel que 0 ¤ k   p, posons χk � pχ1k, χ
2
kq : X Ñ X �D1 où χ1k � 1X et χ2k est

l’unique morphisme qui envoie αk sur 0 et αk�1 sur 1. Le morphisme χk est clairement
un monomorphisme. Son image F 1

k est donc représentable.
Enfin, notons p : Θ Ñ ∆ le foncteur de troncation des arbres en dimension 1. Celui-ci

envoie un objet ou une flèche de Θ désigné par un notation définie dans ce paragraphe,
sur l’objet ou la flèche de ∆ désigné par la même notation dans la preuve de la proposition
7.2.4.

Lemme 7.2.6. Le morphisme ϕ1k est hypercartésien (relativement au foncteur p).

Démonstration. Soient f : Y Ñ X un morphisme de Θ et ψ : ppY q Ñ ppXkq un
morphisme d’ensembles simpliciaux tel que ppϕ1kqψ � ppfq. Il s’agit de montrer qu’il
existe un unique morphisme g : Y Ñ Xk de Θ tel que ppgq � ψ et ϕ1kg � f .

Appelons γ0, . . . , γq les région de dimension 0 de Y classées dans l’ordre croissant.
La relation ppgq � ψ impose la valeur de g sur ces régions. Soit l l’unique entier (s’il
existe) tel que gγ

l
¤ α1k et gγ

l�1
¥ α2k. Alors, toute région γ telle que γl ¤ γ ¤ γl�1

(c’est-à-dire adjacente à la branche bordée par ces deux régions) doit être envoyée par
g sur la « réunion » des sous-arbres ikpfγq et β, et tout autre région γ doit être envoyée
sur ikpfγq.

On vérifie facilement que g est bien un morphisme de Θ.

Proposition 7.2.7. Le préfaisceau D1 sur Θ est localement asphérique.

Démonstration. Nous allons montrer que pour k entre 0 et p, le préfaisceau Fk est
représentable et que si on pose pour l entre 0 et p,

Gl �
¤

0¤k¤l
Fk,

alors
(a) on a Gp � X �D1 dans pΘ ;
(b) pour k tel que 0 ¤ k   p, le préfaisceau Gk X Fk�1 est représentable.

Commençons par montrer que Fk est représentable pour k entre 0 et p. Il suffit pour
cela de montrer que ϕk est un monomorphisme. Il s’agit donc de montrer que pour
tout arbre T , si on a deux flèches T Ñ Xk égalisées par ϕk, alors ces deux flèches sont
égales. Puisque T est une limite inductive d’objets Dj et que les applications universelles
Dj Ñ T sont dans Θ0, il suffit de montrer que si on a deux morphismes α, β : Dj Ñ Xk
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dans Θ0 égalisées par ϕk alors α � β. Or α et β correspondent à des régions et les seules
régions différentes de même dimension qui sont envoyées sur le même sous-arbre par ϕ1k
sont α1k et α2k. Mais ϕ2k envoie ces deux régions sur des régions différentes et ϕk est donc
un monomorphisme.

Montrons maintenant la condition (a). Soit T un arbre. Il s’agit de montrer que toute
flèche f � pf 1, f2q : T Ñ X � D1 de Θ se factorise à travers l’un des ϕk. En vertu du
résultat analogue pour les ensembles simpliciaux (voir la preuve de la proposition 7.2.4),
il existe k entre 0 et p, et ψ : ppT q Ñ ppXkq tels que

ppϕ1kqψ � ppf 1q et ppϕ2kqψ � ppf2q.

Par le lemme 7.2.6, il existe g : T Ñ Xk tel que ϕ1kg � f 1. On a de plus ϕ2kg � f2.
En effet, cette relation est un égalité entre des flèches à valeurs dans D1 et ces flèches
correspondent sur les régions de dimension 0 puisque ppϕ2kqψ � ppf2q.

Nous allons maintenant démontrer la condition (b). Il suffit de montrer que pour k
tel que 0 ¤ k   p, l’image de χk est Gk X Fk�1.

Soit t � pt1, t2q : T Ñ X�D1 un morphisme de pΘ se factorisant par Fk�1 et Fk1 pour
k1 entre 0 et k. Alors t se factorise par χk. Plus précisément, on a t � χkt

1. La première
projection de cette identité est claire et il suffit donc de montrer que t2 � χ2kt

1. Mais on
a ppt2q � ppχ2kqppt

1q (voir la preuve de la proposition 7.2.4). D’où l’identité recherchée
car les deux membres sont à valeurs dans D1.

Réciproquement, soit t � pt1, t2q : T Ñ X � D1 se factorisant par χk. Montrons
que t se factorise par ϕk et ϕk�1. Pour cela, il suffit de montrer que χk se factorise par
ϕk et ϕk�1. Or on a χk � ϕkψ

1
k et χk � ϕk�1ψ

2
k�1. En effet, la première projection

de ces identités est claire et la deuxième résulte des égalités ppχ2kq � ppϕ2kqppψ
1
kq et

ppχ2kq � ppϕ2k�1qppψ
2
k�1q que l’on a rencontrées dans la preuve de la proposition 7.2.4.

Théorème 7.2.8. La catégorie Θ est une catégorie test.

7.3 Les catégories Θ et rΘ sont test strictes
7.3.1. Dans [15], les auteurs introduisent la technique des « décalages scindables » et
l’utilisent pour démontrer que la catégorie Θ est test stricte. Leur démonstration est
basée sur la description de Θ comme produit en couronnes itéré (voir [9]). La catégorierΘ ne s’obtenant pas comme un produit en couronnes itéré, leur preuve ne s’adapte pas.
Dans cette section, nous donnons une preuve inspirée de [15] qui s’applique à Θ et à rΘ.

Soit A une petite catégorie. Un décalage D sur A est la donnée d’un endofoncteur
D : AÑ A, d’un objet a0 de A et de deux transformations naturelles

1A
α
ÝÑ D

β
ÐÝ a0

(où a0 désigne l’endofoncteur constant de A de valeur a0). On notera pA, a0, D, α, βq le
décalage D. Un scindage de D est la donnée pour tout objet a de A, d’une rétraction
ra : Dpaq Ñ a de αa (on ne demande pas la fonctorialité de ra en a). Un décalage est
dit scindable s’il admet un scindage.
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Soient D � pA, a0, D, α, βq et D1 � pB, b0, E, γ, δq deux décalages. Un morphisme de
décalages de D vers D1 est un foncteur u : AÑ B tel que

uD � Eu, upa0q � b0, u � α � γ � u, et u � β � δ � u.

Proposition 7.3.2. Soit A une petite catégorie. Si A admet un décalage scindable, et
si pA admet un segment séparant pI, B0, B1q tel que I soit asphérique, alors A est une
catégorie test stricte.

Démonstration. Voir la proposition 3.6 et le corollaire 3.7 de [15].

Proposition 7.3.3. Soit u : A Ñ B un foncteur entre petites catégories. S’il existe un
décalage D sur A et un décalage scindable D1 sur B tels que le foncteur u induise un
morphisme de décalages D vers D1, alors le foncteur u est asphérique.

Démonstration. Voir la proposition 3.8 de [15].

7.3.4. Nous allons maintenant construire des décalages sur Θ et rΘ. Les formules qui
vont suivre sont inspirées par la définition du décalage sur Θ de [15]. Ainsi, dans le cas
de Θ on retrouvera le même décalage.

Commençons par introduire quelques notations. Si C est une extension globulaire,
on notera rDn � D1 >D0 D2 >D1 � � � >Dn�1 Dn�1, n ¥ 0,rDi,j � Di�1 >Di Di�2 >Di�1 � � � >Dj�1 Dj�1, 0 ¤ i ¤ j.

En particulier, on a

rD0,n � rDn, n ¥ 0,rDn � rD0,i >Di
rDi�1,n, 0 ¤ i   n,rDi,j � rDi,k >Dk
rDk�1,j , i ¤ k   j.

Si
T �

�
i1 i2 � � � in

i11 i12 � � � i1n�1



est un arbre et l est un entier entre 1 et n, on notera εTl le morphisme canonique Dil Ñ T .

Si T � rDi et l est un entier entre 1 et i � 1, on notera εil ou ηil le morphisme
ε
rDi
l : Dl Ñ rDi.

Si T � rDi,j et l est un entier entre 1 et j � i � 1, on notera εi,jl le morphisme
ε
rDi,j
l : Di�l Ñ rDi,j ; si l est entre i� 1 et j � 1, on notera ηi,jl le morphisme εi,jl�i � ε

rDi,j
l�i :

Dl Ñ rDi,j . Pour i � 0 et j � n, on a ε0,n
l � εnl � ηnl � η0,n

l .
Si T � Di >Dk Dj , on notera ε

i
k
j

1 le morphisme εT1 : Di Ñ T et ε
i
k
j

2 le morphisme

εT2 : Dj Ñ T . Pour i ¥ 1, on a ε
i
i�1 i�1

1 � εi�1,i
1 et ε

i
i�1 i�1

2 � εi�1,i
2 .
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Proposition 7.3.5. Soit F : GÑ C une extension globulaire munie de morphismes

∇i : Di Ñ Di >Di�1 Di, i ¥ 1,

tels que pour i ¥ 1, on ait

∇iσi � ε
i
i�1 i

2 σi et ∇iτi � ε
i
i�1 i

1 τi.

Alors les applications

Di ÞÑ rDi � D1 >D0 D2 >D1 � � � >Di�1 Di�1, i ¥ 0,

σi ÞÑ rσi � rDi�2 >Di�2

�
pDi >Di�1 τi�1q∇i

�
, i ¥ 1,

τi ÞÑ rτi � rDi�2 >Di�2 ε
i�1,i
1 , i ¥ 1,

définissent un foncteur K : GÑ C, et les applications

Di ÞÑ αi � εii�1σi�1 : Di Ñ rDi, i ¥ 0,
Di ÞÑ βi � εi1τ1 : D0 Ñ rDi, i ¥ 0,

définissent des transformations naturelles

F
α
ÝÑ K

β
ÐÝ D0

(où D0 désigne le foncteur GÑ C constant de valeur D0).

Remarque 7.3.6. Les objets rDn et les morphismes rτi, αi et βi vivent dans Θ0. On peut
donc les représenter en termes d’arbres. On a par exemple

rD0 �




rD1 �



���������





 

���������

rD2 �



���������

 .

Le morphisme rσ2 est l’inclusion canonique de rD1 dans rD2 � rD1 >D1
D3. On peut le

représenter de la manière suivante :



�
�
�
�

 

�
�

�
�

�

 

���������

 .
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Les morphisme α2 et β2 correspondent aux deux régions suivantes de rD2 :



 

��������� α2

 

���������

β2 .

Il pourra être utile au lecteur de garder cette représentation en tête pour suivre certains
des calculs du reste de ce chapitre.

Démonstration de la proposition 7.3.5. Pour tout n ¥ 1, on a

rσn�1rσn � �rDn�1 >Dn�1

�
pDn�1 >Dn τn�2q∇n�1

�	�rDn�2 >Dn�2

�
pDn >Dn�1 τn�1q∇n

�	
� rDn�2 >Dn�2

�
pDn >Dn�1 Dn�1 >Dn τn�2qpDn >Dn�1 ∇n�1qpDn >Dn�1 τn�1q∇n

�
� rDn�2>Dn�2�

pDn >Dn�1 Dn�1 >Dn τn�2qpDn >Dn�1 ε
n�1n n�1
1 qpDn >Dn�1 τn�1q∇n

�
� rDn�2 >Dn�2

�
pDn >Dn�1 ε

n,n�1
1 qpDn >Dn�1 τn�1q∇n

�
�
�rDn�1 >Dn�1 ε

n,n�1
1

��rDn�2 >Dn�2 rpDn >Dn�1 τn�1q∇ns
�

� rτn�1rσn
et

rσn�1rτn � �rDn�1 >Dn�1

�
pDn�1 >Dn τn�2q∇n�1

�	�rDn�2 >Dn�2 ε
n�1,n
1

	
� rDn�2 >Dn�2 ε

n�1,n�1
1

�
�rDn�1 >Dn�1 ε

n,n�1
1

��rDn�2 >Dn�2 ε
n�1,n
1

�
� rτn�1rτn,

ce qui prouve que K est bien un foncteur.
Montrons maintenant la naturalité de α. Pour n ¥ 1, on a

rσnαn�1 �
�rDn�2 >Dn�2

�
pDn >Dn�1 τn�1q∇n

�	
εn�1
n σn

�
�
εnn, ε

n
n�1
��
pDn >Dn�1 τn�1q∇nσn

�
�
�
εnn, ε

n
n�1
��
pDn >Dn�1 τn�1qε

nn�1 n
2 σn

�
� εnn�1τn�1σn

� εnn�1σn�1σn

� αnσn
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et rτnαn�1 �
�rDn�2 >Dn�2 ε

n�1,n
1

�
εn�1
n σn

� εnnσn

� εnn�1τn�1τn

� εnn�1σn�1τn

� αnτn.

Enfin, montrons la naturalité de β. Pour n ¥ 1, on a

rσnβn�1 �
�rDn�2 >Dn�2

�
pDn >Dn�1 τn�1q∇n

�	
εn�1

1 τ1

� εn1τ1

� βn

et rτnβn�1 �
�rDn�2 >Dn�2 ε

n�1,n
1

�
εn�1

1 τ1

� εn1τ1

� βn,

d’où le résultat.

7.3.7. Nous allons maintenant montrer que le foncteur K défini dans la proposition
précédente fait de C une extension globulaire. Introduisons quelques notations. Pour i
et j deux entiers tels que i ¥ j, on noterarσji : rDi Ñ rDj � rσj . . . rσi�2rσi�1 et rτ ji : rDi Ñ rDj � rτj . . . rτi�2rτi�1.

Remarquons que rτ ji est le morphisme canonique rDi Ñ rDi >Di
rDi�1,j .

Il s’agit de montrer que si on a un tableau des dimensions�
i1 i2 � � � ik

i11 i12 � � � i1k�1



,

la somme amalgamée itérée

prDi1 , rσi1i11 q >rDi11 prτ i2i11 , rDi2 , rσi2i12 q >rDi12 � � � >rDi1k�1

prτ iki1
k�1

, rDikq

existe. Nous allons utiliser le lemme suivant :
Lemme 7.3.8. Soient C une catégorie, f : X Ñ Y , fx : A Ñ X, fz : A Ñ Z des
morphismes de C. Posons fy : A Ñ Y � ffx. Si les sommes amalgamées pX, fxq >A
pfz, Zq et pY, fyq>A pfz, Zq existent, alors la somme amalgamée pY, fq>X pX >AZq existe
et le carré

X //

f

��

X >A Z

f>AZ

��
Y // Y >A Z

est cocartésien.
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Démonstration. Il s’agit de voir que le morphisme canonique de copréfaisceaux

α : Y >X pX >A Zq Ñ Y >A Z

est un isomorphisme. Soit T un objet de C. On a

Hom
qCpY >X pX >A Zq, T q �thx : X Ñ T, hy : Y Ñ T, hz : Z Ñ T ;

hx � hyf, hxfx � hyfyu,

Hom
qCpY >A Z, T q �thy : Y Ñ T, hz : Z Ñ T ;

hyfy � hxfxu,

et l’application

αT : Hom
qCpY >A Z, T q Ñ Hom

qCpY >X pX >A Zq, T q

envoie phy, hzq sur phyf, hy, hzq. Il est clair que cette application est une bijection, d’où
le résultat.

7.3.9. Commençons par montrer l’existence des sommes globulaires binaires. Soient donc
i, j et k trois entiers positifs tels que i ¡ k et j ¡ k. Montrons l’existence de la somme
globulaire rDi >

rDk
rDj . Nous allons montrer que le carré

rDk

rσik
��

// rDj � rDk >Dk
rDk�1,j

rσik>Dk
rDk�1,j

��rDi
// rDi >Dk

rDk�1,j

est cocartésien en appliquant le lemme précédent pour

Y � rDi, X � rDk, Z � rDk�1,j , A � Dk, f � rσik, fx � εkk�1σk�1 et fz � εk�1,j
1 τk�2

k .

Pour cela, puisque la somme rDk >Dk
rDk�1,j est globulaire, il suffit de montrer l’existence

de la somme amalgamée rDi >Dk
rDk�1,j . Le morphisme de Dk vers rDi est fy � ffx �rσikεkk�1σk�1. Or, on a

rσikεkk�1σk�1 � rσik�1rσk�1ε
k
k�1σk�1

� rσik�1

�rDk�1 >Dk�1

�
pDk�1 >Dk τk�2q∇k�1

�	
εkk�1σk�1

� rσik�1
�
εk�1
k�1, ε

k�1
k�2
��

Dk�1 >Dk τk�2
�
∇k�1σk�1

� rσik�1
�
εk�1
k�1, ε

k�1
k�2
��

Dk�1 >Dk τk�2
�
ε
k�1

k
k�1

2 σk�1

� rσik�1ε
k�1
k�2τk�2σk�1

� rσik�1ε
k�1
k�2σ

k�2
k .
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On montre ainsi par récurrence qu’on a rσikεkk�1σk�1 � εii�1σ
i�1
k . La somme amalgaméerDi>Dk

rDk�1,j est donc une somme globulaire au sens de l’extension globulaire F : GÑ C
et elle existe donc.

Passons au cas général.

Proposition 7.3.10. Soit �
i1 i2 � � � ik

i11 i12 � � � i1k�1



un tableau des dimensions. La somme globulaire rDi1 >rDi11

� � � >
rDi1
k�1

rDik existe et est

canoniquement isomorphe à la somme globulaire

rDi1 >Di11
rDi11�1,i2 >Di12

rDi12�1,i3 >Di13
� � � >Di1

k�1

rDi1
k�1�1,ik .

En particulier, le foncteur K : GÑ C fait de C une extension globulaire.

Démonstration. On a déjà montré le cas k � 2. Montrons le cas général par récurrence
sur k. Supposons le résultat connu pour k � n� 1 et montrons-le pour k � n. Soit donc�

i1 i2 � � � in
i11 i12 � � � i1n�1



un tableau des dimensions. Il s’agit de montrer l’existence de la somme globulaire

rDi1 >rDi11
� � � >

rDi1
n�1

rDin .

Or par hypothèse de récurrence, on a

rDi2 >rDi12
� � � >

rDi1
n�1

rDin � rDi2 >Di12
rDi12�1,i3 >Di13

� � � >Di1
n�1

rDi1n�1�1,in

� rDi11
>Di11

�rDi11�1,i2 >Di12
rDi12�1,i3 >Di13

� � � >Di1
n�1

rDi1n�1�1,in

	
.

Nous allons montrer que le carré

rDi11

rσ
i1
i11

��

// rDi11
>Di11

�rDi11�1,i2 >Di12
� � � >Di1

n�1

rDi1n�1�1,in
�

rσ
i1
i11
>D

i11
1

��rDi1
// rDi1 >Di11

�rDi11�1,i2 >Di12
� � � >Di1

n�1

rDi1n�1�1,in
�

est cocartésien, en appliquant le lemme 7.3.8 pour

Y � rDi1 , X � rDi11
, Z � rDi11�1,i2 >Di12

� � � >Di1
n�1

rDi1n�1�1,in et A � Di11
.
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Pour cela, il suffit de montrer que la somme amalgaméerDi1 >Di11

�rDi11�1,i2 >Di12
� � � >Di1

n�1

rDi1n�1�1,in

	
existe. Or, nous avons montré dans le paragraphe précédent que le morphisme de Di11

vers rDi1 est εi1i1�1σ
i1�1
i11

. Cette somme amalgamée est donc une somme globulaire au sens
de l’extension globulaire F : GÑ C et elle existe donc.

Proposition 7.3.11. Soit C une extension globulaire catégorique et K : G Ñ C l’ex-
tension globulaire construite ci-dessus. Alors les morphismesr∇i

l �
rDl >Dl

�
µl,il�2∇l�2

l , µl,il�3∇l�3
l , . . . , µl,ii�1∇i�1

l

�
, 0 ¤ l   i,rκi � rDi >Di κ

i
i�2, i ¥ 0,

où

µl,ij � ηl�1,i
j >Dl η

l�1,i
j : Dj >Dl Dj Ñ rDl�1,i >Dl

rDl�1,i, 0 ¤ l   i, l � 2 ¤ j ¤ i� 1,

sont bien définis dans C et font de K : GÑ C une extension globulaire catégorique.
Si de plus, C est une extension globulaire groupoïdale, alors les morphismesrΩi

l �
�
εi1, . . . , ε

i
l,
�
εil�1, ε

i
l�2τl�2

�
∇l�1, ε

i
l�2Ωl�2

l , . . . , εii�1Ωi�1
l

	
, 0 ¤ l   i,

sont bien définis dans C et font de K : GÑ C une extension globulaire groupoïdale.
Démonstration. Soit donc C une extension globulaire catégorique. Commençons par
montrer que les morphismes r∇i

l sont bien définis. Il s’agit de vérifier les identités

µl,ik ∇k
l σk � µl,ik�1∇k�1

l τk�1
k�1 , l � 2 ¤ k ¤ i,

et l’identité

εT1 τ
l�2
l �

�
µl,il�2∇l�2

l , µl,il�3∇l�3
l , . . . , µl,ii�1∇i�1

l

�
εl�1,i

1 τ l�2
l ,

où T � rDl�1,i >Dl
rDl�1,i. Pour la première, on a

µl,ik ∇k
l σk � µl,ik pσk >Dl σkq∇

k�1
l

� µl,ik�1pτ
k�1
k�1 >Dl τ

k�1
k�1 q∇

k�1
l

� µl,ik�1∇k�1
l τk�1

k�1 ,

où la deuxième égalité résulte de l’identité ηl�1,i
k σk � ηl�1,i

k�1 τ
k�1
k�1 . Pour la seconde, on a�

µl,il�2∇l�2
l , µl,il�3∇l�3

l , . . . , µl,ii�1∇i�1
l

�
εl�1,i

1 τ l�2
l

� µl,il�2∇l�2
l τ l�2

l

� µl,il�2∇l�2
l τl�2τl�1

� µl,il�2pτl�2 >Dl τl�2qε
l�1

l
l�1

1 τl�1

� µl,il�2ε
l�2

l
l�2

1 τ l�2
l

� εT1 τ
l�2
l .
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Montrons maintenant que les morphismes r∇i
l ont les sources et buts globulaires

attendus. Soit i ¥ 1.On pose

r∇i � r∇i
i�1 �

rDi�1 >Di�1 ∇i�1
i�1.

Notons rε1, rε2 le deux morphismes canoniques rDi Ñ rDi >
rDi�1

rDi. On a alors

r∇irσi � �rDi�1 >Di�1 ∇i�1
i�1
��rDi�2 >Di�2 pDi >Di�1 τi�1q∇i

�
� rDi�2 >Di�2

�
pDi >Di�1 ∇i�1

i�1qpDi >Di�1 τi�1q∇i

�
� rDi�2 >Di�2

��
Di >Di�1 pτi�1 >Di�1 τi�1q∇i

�
∇i

�
� rDi�2 >Di�2

�
pDi >Di�1 τi�1 >Di�1 τi�1qpDi >Di�1 ∇iq∇i

�
� rDi�2 >Di�2

�
pDi >Di�1 τi�1 >Di�1 τi�1qp∇i >Di�1 Diq∇i

�
(par l’axiome d’associativité (CC1) dans C)

� rDi�2 >Di�2

��
pDi >Di�1 τi�1q∇i >Di�1 τi�1

�
∇i

�
� rDi�2 >Di�2

��
pDi >Di�1 τi�1q∇i >Di�1 Di�1

�
pDi >Di�1 τi�1q∇i

�
�
�rDi�2 >Di�2

�
pDi >Di�1 τi�1q∇i >Di�1 Di�1

���rDi�2 >Di�2 pDi >Di�1 τi�1q∇i

�
� prσi >Di�1 Di�1qrσi
� rε2rσi,

et

r∇irτi � �rDi�1 >Di�1 ∇i�1
i�1
��rDi�2 >Di�2 ε

i�1,i
1

�
� rDi�2 >Di�2

��
Di >Di�1 ∇i�1

i�1
�
εi�1,i

1

�
� rDi�2 >Di�2 ε

U
1

(où U � Di >Di�1 Di�1 >Di�1 Di�1)
� rε1rτi.

Pour i� 1 ¡ l ¥ 0, on a

r∇i
lrσi � �rDl >Dl

�
µl,il�2∇l�2

l , . . . , µl,ii�1∇i�1
l

���rDi�2 >Di�2 pDi >Di�1 τi�1q∇i

�
� rDl >Dl

�
µl,il�2∇l�2

l , . . . , µl,ii�1∇i�1
l , pµl,ii ∇i

l, µ
l,i
i�1∇i�1

l τi�1q∇i

	
� rDl >Dl

�
µl,il�2∇l�2

l , . . . , µl,ii�1∇i�1
l ,

�
µl,ii ∇i

l, µ
l,i
i�1pτi�1 >Dl τi�1q∇i

l

�
∇i

	
.
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Or si on note εi pour i entre 1 et 4, les morphismes canoniques associés à la somme
globulaire Di >Di�1

Di >Dl Di >Di�1
Di, on a

�
µl,ii ∇i

l, µ
l,i
i�1pτi�1 >Dl τi�1q∇i

l

�
∇i

�
�
γ >Dl γ

��
Di >Di�1 τi�1 >Dl Di >Di�1 τi�1

��
pε1, ε3q∇i

l, pε2, ε4q∇i
l

�
∇i

(où γ désigne le morphisme canonique
Di >Di�1 Di�1 Ñ rDl�1,i � rDl�1,i�2 >Di�2 pDi >Di�1 Di�1q)

�
�
γ >Dl γ

��
Di >Di�1 τi�1 >Dl Di >Di�1 τi�1

��
∇i >Dl ∇i

�
∇i
l

(par l’axiome de l’échange (CC4) dans C).

D’où

r∇i
lrσi � rDl >Dl

�
µl,il�2∇l�2

l , . . . , µl,ii�1∇i�1
l ,�

γ >Dl γ
��

Di >Di�1 τi�1 >Dl Di >Di�1 τi�1
��

∇i >Dl ∇i

�
∇i
l

	
� rDl >Dl

�
pδ >Dl δqµ

l,i�1
l�2 ∇l�2

l , . . . , pδ >Dl δqµ
l,i�1
i�1 ∇i�1

l ,�
γ >Dl γ

��
Di >Di�1 τi�1 >Dl Di >Di�1 τi�1

��
∇i >Dl ∇i

�
∇i
l

	
(où δ désigne le morphisme canoniquerDl�1,i�1 Ñ rDl�1,i � rDl�1,i�1 >Di�1 Di�1)

�
�rDi�2 >Di�2 pDi >Di�1 τi�1q∇i >Dl

rDl�1,i >Di�2 pDi >Di�1 τi�1q∇i

��rDl >Dl
�
µl,i�1
l�2 ∇l�2

l , . . . , µl,i�1
i ∇i

l

��
� prσi >rDl rσiqr∇i�1

l ,

et

r∇i
lrτi � �rDl >Dl

�
µl,il�2∇l�2

l , . . . , µl,ii�1∇i�1
l

���rDi�2 >Di�2 ε
i�1,i
1

�
� rDl >Dl

�
µl,il�2∇l�2

l , . . . , µl,ii ∇i
l

�
� rDl >Dl

�
pδ >Dl δqµ

l,i�1
l�2 ∇l�2

l , . . . , pδ >Dl δqµ
l,i�1
i ∇i

l

�
(où δ désigne le morphisme canoniquerDl�1,i�1 Ñ rDl�1,i � rDl�1,i�1 >Di�1 Di�1)

�
�rDl >Dl δ >Dl δ

��rDl >Dl
�
µl,i�1
l�2 ∇l�2

l , . . . , µl,i�1
i ∇i

l

��
�
�rτi >rDl rτi�r∇i�1

l .
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Montrons maintenant l’axiome d’associativité (CC1). On a

pr∇i
l >rDl

rDiqr∇i
l � pr∇i

l >Dl
rDl�1,iqr∇i

l

�
�rDl >Dl

�
µl,il�2∇l�2

l , . . . , µl,ii�1∇i�1
l

�
>Dl

rDl�1,i

�
�rDl >Dl

�
µl,il�2∇l�2

l , . . . , µl,ii�1∇i�1
l

��
� rDl >Dl

���
µl,il�2∇l�2

l , . . . , µl,ii�1∇i�1
l

�
>Dl

rDl�1,i

	
�
µl,il�2∇l�2

l , . . . , µl,ii�1∇i�1
l

	�
.

Or pour h entre l � 2 et i� 1, on a��
µl,il�2∇l�2

l , . . . , µl,ii�1∇i�1
l

�
>Dl

rDl�1,i

�
µl,ih ∇h

l

�
�
µl,ih ∇h

l >Dl η
l�1,i
h

�
∇h
l

�
�
ηl�1,i
h >Dl η

l�1,i
h >Dl η

l�1,i
h

��
∇h
l >Dl Dh

�
∇h
l

�
�
ηl�1,i
h >Dl η

l�1,i
h >Dl η

l�1,i
h

��
Dh >Dl ∇h

l

�
∇h
l

(par l’axiome d’associativité (CC1) dans C)

�
�
ηl�1,i
h >Dl µ

l,i
h ∇h

l

�
∇h
l

�
�rDl�1,i >Dl

�
µl,il�2∇l�2

l , . . . , µl,ii�1∇i�1
l

��
µl,ih ∇h

l .

D’où

pr∇i
l >rDl

rDiqr∇i
l �

rDl >Dl

���
µl,il�2∇l�2

l , . . . , µl,ii�1∇i�1
l

�
>Dl

rDl�1,i

	
�
µl,il�2∇l�2

l , . . . , µl,ii�1∇i�1
l

	�
� rDl >Dl

��rDl�1,i >Dl
�
µl,il�2∇l�2

l , . . . , µl,ii�1∇i�1
l

�	�
µl,il�2∇l�2

l , . . . , µl,ii�1∇i�1
l

	�
�
�rDi >Dl

�
µl,il�2∇l�2

l , . . . , µl,ii�1∇i�1
l

���rDl >Dl
�
µl,il�2∇l�2

l , . . . , µl,ii�1∇i�1
l

��
� prDi >

rDl
r∇i
lqr∇i

l,

ce qui établit (CC1).
Démontrons maintenant l’axiome de l’échange (CC2). Soient l, l1 et n trois entiers

tels que 0 ¤ l   l1   n. La formulation de cet axiome fait intervenir l’arbre

T � rDn >
rDl1
rDn >

rDl
rDn >

rDl1
rDn � rDn >Dl1

rDl1�1,n >Dl
rDl�1,n >Dl1

rDl1�1,n.

On notera rεi (respectivement εi) pour i entre 1 et 4, les applications canoniques qui
correspondent à l’expression de T comme la somme amalgamée itérée de gauche (res-
pectivement de droite) ci-dessus.
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Pour i entre 1 et 4, j entre 1 et n�1 si i � 1, et j entre l1�2 et n�1 sinon, on notera
ηi,j : Dj Ñ T le morphisme canonique qui correspond à la i-ième occurrence de Dj (de
la gauche vers la droite) dans la décomposition canonique de T en somme globulaire. On
a

�
prε1, rε3qr∇n

l , prε2, rε4qr∇n
l

�r∇n
l1

�
�
prε1, rε3q

�rDl >
rDl

�
µl,nl�2∇l�2

l , . . . , µl,nn�1∇n�1
l

��
,

prε2, rε4q
�rDl >

rDl

�
µl,nl�2∇l�2

l , . . . , µl,nn�1∇n�1
l

��	r∇n
l1

�
�
η1,1, . . . , η1,l�1, pη1,l�2, η3,l�2q∇l�2

l , . . . , pη1,n�1, η3,n�1q∇n�1
l ,

pη2,l�2, η4,l�2q∇l�2
l , . . . , pη2,n�1, η4,n�1q∇n�1

l

	
�rDl1 >Dl1

�
µl

1,n
l1�2∇l1�2

l1 , . . . , µl
1,n
n�1∇n�1

l1

�	
�
�
η1,1, . . . , η1,l�1, pη1,l�2, η3,l�2q∇l�2

l , . . . , pη1,l1�1, η3,l1�1q∇l1�1
l ,�

pη1,l1�2, η3,l1�2q∇l1�2
l , pη2,l1�2, η4,l1�2q∇l1�2

l

�
∇l1�2
l1 , . . . ,�

pη1,n�1, η3,n�1q∇n�1
l , pη2,n�1, η4,n�1q∇n�1

l

�
∇n�1
l1

	
�
�
η1,1, . . . , η1,l�1, pη1,l�2, η3,l�2q∇l�2

l , . . . , pη1,l1�1, η3,l1�1q∇l1�1
l ,

pη1,l1�2, η2,l1�2, η3,l1�2, η4,l1�2qp∇l1�2
l1 >Dl ∇l1�2

l1 q∇l1�2
l , . . . ,

pη1,n�1, η2,n�1, η3,n�1, η4,n�1qp∇n�1
l1 >Dl ∇n�1

l1 q∇n�1
l

	
(par l’axiome de l’échange (CC2) dans C)

�
�
η1,1, . . . , η1,l1�1, pη1,l1�2, η2,l1�2q∇l1�2

l1 , . . . , pη1,n�1, η2,n�1q∇n�1
l1 ,

η3,l�2, . . . , η3,l1�1, pη3,l1�2, η4,l1�2q∇l1�2
l1 , . . . , pη3,n�1, η4,n�1q∇n�1

l1

	
�rDl >Dl

�
µl,nl�2∇l�2

l , . . . , µl,nn�1∇n�1
l

�	
�
��rDl1 >Dl1

�
µl

1,n
l1�2∇l1�2

l1 , . . . , µl
1,n
n�1∇n�1

l1

�	
>Dl�rDl�1,l1 >Dl1

�
µl

1,n
l1�2∇l1�2

l1 , . . . , µl
1,n
n�1∇n�1

l1

�	��rDl >Dl
�
µl,nl�2∇l�2

l , . . . , µl,nn�1∇n�1
l

��
�
�r∇n

l1 >rDl
r∇n
l1
�r∇n

l ,

ce qui établit l’axiome (CC2).
Passons aux morphismes rκi. Le fait que ces morphismes soient bien définis résulte

de l’identité κii�2τ
i�2
i � 1Di dans C pour i ¥ 0. Vérifions qu’ils ont bien les sources et
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buts globulaires attendus. Pour i ¥ 0, on a

rκirσi�1 �
�rDi >Di κ

i
i�2
��rDi�1 >Di�1

�
pDi�1 >Di τi�2q∇i�1

��
� rDi�1 >Di�1

�
pDi�1 >Di κiκi�1qpDi�1 >Di τi�2q∇i�1

�
� rDi�1 >Di�1

�
pDi�1 >Di κiq∇i�1

�
� rDi�1 >Di�1 1Di�1

(par l’axiome des unités (CC3) dans C)
� 1

rDi
,

et la relation rκirτi�1 � 1
rDi

est immédiate.
Montrons maintenant l’axiome des unités (CC3). On montre facilement par récur-

rence qu’on a rκji � rDj >Dj κ
j
j�2 >κjj�1

� � � >
κji�1

κji�1.

D’où �rDi >
rDl
rκli�r∇i

l

�
�rDi >Dl κ

l
l�2 >κl

l�1
� � � >

κli�1
κli�1

��rDl >Dl
�
µl,il�2∇l�2

l , . . . , µl,ii�1∇i�1
l

��
� rDl >Dl

�
εil�2

�
Dl�2 >Dl κ

l
l�2
�
∇l�2
l , . . . , εii�1

�
Di�1 >Dl κ

l
i�1
�
∇i�1
l

	
� rDl >Dl

�
εil�2, . . . , ε

i
i�1
�

� 1
rDi
,

et�rκli >rDl rDi

�r∇i
l

�
�rDl >Dl κ

l
l�2 >κl

l�1
� � � >

κli�1
κli�1 >Dl

rDl�1,i
��rDl >Dl

�
µl,il�2∇l�2

l , . . . , µl,ii�1∇i�1
l

��
� rDl >Dl

�
εil�2

�
κll�2 >Dl Dl�2

�
∇l�2
l , . . . , εii�1

�
κli�1 >Dl Di�1

�
∇i�1
l

	
� rDl >Dl

�
εil�2, . . . , ε

i
i�1
�

(par l’axiome des unités (CC3) dans C)
� 1

rDi
,

ce qui établit l’axiome (CC3).
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Démontrons maintenant l’axiome de fonctorialité des unités (CC4). On a�rκi >rDl rκi�r∇i�1
l

�
��rDi >Di κ

i
i�2
�
>Dl

�rDl�1,i >Di κ
i
i�2
���rDl >Dl

�
µl,i�1
l�2 ∇l�2

l , . . . , µl,i�1
i�2 ∇i�2

l

��
� rDl >Dl

�
µl,il�2∇l�2

l , . . . , µl,ii�1∇i�1
l , µl,ii�1

�
σi�1 >Dl σi�1

��
κii�2 >Dl κ

i
i�2
�
∇i�2
l

	
� rDl >Dl

�
µl,il�2∇l�2

l , . . . , µl,ii�1∇i�1
l , µl,ii�1

�
σi�1 >Dl σi�1

�
∇i
lκ
i
i�2

	
(par l’axiome de fonctorialité des unités (CC4) dans C)

� rDl >Dl

�
µl,il�2∇l�2

l , . . . , µl,ii�1∇i�1
l , µl,ii�1∇i�1

l σi�1κ
i
i�2

	
�
�rDl >Dl

�
µl,il�2∇l�2

l , . . . , µl,ii�1∇i�1
l , µl,ii�1∇i�1

l σi�1

	��rDi >Di κ
i
i�2

�
�
�rDl >Dl

�
µl,il�2∇l�2

l , . . . , µl,ii�1∇i�1
l

���rDi >Di κ
i
i�2
�

� r∇i
lrκi,

ce qui achève la démonstration de la première partie de la proposition.
Supposons maintenant que C soit une extension globulaire groupoïdale. Montrons

que les morphismes rΩi
l sont bien définis. Il s’agit de vérifier qu’on a

εilσl �
�
εil�1, ε

i
l�2τl�2

�
∇l�1τ

l�1
l�1 ,

�
εil�1, ε

i
l�2τl�2

�
∇l�1σl�1 � εil�2Ωl�2

l τ l�2
l ,

et, pour tout j tel que l � 2 ¤ j ¤ i,

εijΩ
j
lσj � εij�1Ωj�1

l τ j�1
j�1 .

Pour la première identité, on a�
εil�1, ε

i
l�2τl�2

�
∇l�1τ

l�1
l�1 �

�
εil�1, ε

i
l�2τl�2

�
∇l�1τl�1τl

�
�
εil�1, ε

i
l�2τl�2

�
ε
l�1

l
l�1

1 τl�1τl

� εil�1τ
l�1
l�1

� εilσl.

Pour la deuxième, on a�
εil�1, ε

i
l�2τl�2

�
∇l�1σl�1 �

�
εil�1, ε

i
l�2τl�2

�
ε
l�1

l
l�1

2 σl�1

� εil�2τl�2σl�1

� εil�2τl�2Ωl�1τl�1

� εil�2Ωl�2
l τl�2τl�1

� εil�2Ωl�2
l τ l�2

l .

Enfin, la troisième résulte du calcul suivant :

εijΩ
j
lσj � εijσjΩ

j�1
l � εij�1τj�1τjΩ

j�1
l

� εij�1τj�1Ωj
l τj � εij�1Ωj�1

l τj�1τj

� εij�1Ωj�1
l τ j�1

j�1 .
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Montrons maintenant que les morphismes rΩi
l ont bien les sources et buts globulaires

attendus. Soit i ¥ 1. On pose

rΩi �
rΩi
i�1 �

�
εi1, . . . , ε

i
i�1,

�
εii, ε

i
i�1τi�1

�
∇i, ε

i
i�1Ωi�1

i�1

	
.

On a alors

rΩirσi � �εi1, . . . , εii�1,
�
εii, ε

i
i�1τi�1

�
∇i, ε

i
i�1Ωi�1

i�1

	�
εi1, . . . , ε

i
i�1,

�
εii, ε

i
i�1τi�1

�
∇i

	
�
�
εi1, . . . , ε

i
i�1,

��
εii, ε

i
i�1τi�1

�
∇i, ε

i
i�1Ωi�1

i�1τi�1

	
∇i

	
�
�
εi1, . . . , ε

i
i�1,

��
εii, ε

i
i�1τi�1

�
∇i, ε

i
i�1τi�1Ωi

	
∇i

�
�
�
εi1, . . . , ε

i
i�1,

�
εii,
�
εii�1τi�1, ε

i
i�1τi�1Ωi

�
∇i

�
∇i

	
(par l’axiome d’associativité (CC1) dans C)

�
�
εi1, . . . , ε

i
i�1,

�
εii, ε

i
i�1τi�1τiκi�1

�
∇i

	
(par l’axiome des inverses (CG1) dans C)

�
�
εi1, . . . , ε

i
i�1, ε

i
i

�
(par l’axiome de fonctorialité des unités (CC4) dans C)

� rτi,
et

rΩirτi � �εi1, . . . , εii�1,
�
εii, ε

i
i�1τi�1

�
∇i, ε

i
i�1Ωi�1

i�1

	�
εi1, . . . , ε

i
i

�
�
�
εi1, . . . , ε

i
i�1,

�
εii, ε

i
i�1τi�1

�
∇i

	
� rσi.

Vérifions maintenant les sources et buts globulaires des Ωi
l pour l   i�1. Soit donc i ¥ 2

et l entre 0 et i� 2. On a

rΩi
lrσi � �εi1, . . . , εil, �εil�1, ε

i
l�2τl�2

�
∇l�1, ε

i
l�2Ωl�2

l , . . . , εii�1Ωi�1
l

	
�
εi1, . . . , ε

i
i�1,

�
εii, ε

i
i�1τi�1

�
∇l�1

	
�
�
εi1, . . . , ε

i
l,
�
εil�1, ε

i
l�2τl�2

�
∇l�1, ε

i
l�2Ωl�2

l , . . . , εii�1Ωi�1
l ,

�
εiiΩi

l, ε
i
i�1Ωi�1

l τi�1
�
∇i

	
.

Or, on a �
εiiΩi

l, ε
i
i�1Ωi�1

l τi�1
�
∇i �

�
εiiΩi

l, ε
i
i�1τi�1Ωi

l

�
∇i

�
�
εii, ε

i
i�1τi�1

�
∇iΩi

l,
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la deuxième égalité résultant de la propriété de fonctorialité des inverses (CG2) dans C.
D’où

rΩi
lrσi � �εi1, . . . , εil, �εil�1, ε

i
l�2τl�2

�
∇l�1, ε

i
l�2Ωl�2

l , . . . , εii�1Ωi�1
l ,

�
εii, ε

i
i�1τi�1

�
∇iΩi

l

	
�
�
εi1, . . . , ε

i
i�1,

�
εii, ε

i
i�1τi�1

�
∇i

	
�
εi�1

1 , . . . , εi�1
l ,

�
εi�1
l�1, ε

i�1
l�2τl�2

�
∇l�1, ε

i�1
l�2Ωl�2

l , . . . , εi�1
i Ωi

l

	
� rσirΩi�1

l .

De plus, on a

rΩi
lrτi � �εi1, . . . , εil, �εil�1, ε

i
l�2τl�2

�
∇l�1, ε

i
l�2Ωl�2

l , . . . , εii�1Ωi�1
l

	�
εi1, . . . , ε

i
i

�
�
�
εi1, . . . , ε

i
l,
�
εil�1, ε

i
l�2τl�2

�
∇l�1, ε

i
l�2Ωl�2

l , . . . , εiiΩi
l

	
�
�
εi1, . . . , ε

i
i

��
εi�1

1 , . . . , εi�1
l ,

�
εi�1
l�1, ε

i�1
l�2τl�2

�
∇l�1, ε

i�1
l�2Ωl�2

l , . . . , εi�1
i Ωi

l

	
� rτirΩi�1

l ,

ce qui achève nos calculs de sources et de buts globulaires. Montrons maintenant l’axiome
des inverses (CG1). Pour i ¡ l ¥ 0, on a

�
1
rDi
, rΩi

l

�r∇i
l

�
�
εi1, . . . , ε

i
i�1, ε

i
l�2Ωl�2

l , . . . , εii�1Ωi�1
l

�	�rDl >Dl
�
µl,il�2∇l�2

l , . . . , µl,ii�1∇i�1
l

�	
�
�
εi1, . . . , ε

i
l�1,

�
εil�2, ε

i
l�2Ωl�2

l

�
∇l�2
l , . . . ,

�
εii�1, ε

i
i�1Ωi�1

l

�
∇i�1
l

	
�
�
εi1, . . . , ε

i
l�1, ε

i
l�2τ

l�2
l κll�2, . . . , ε

i
i�1τ

i�1
l κli�1

	
(par l’axiome des inverses (CG1) dans C)

�
�
εi1, . . . , ε

i
l�1
��
εl1, . . . , ε

l
l�1, ε

l
l�1σ

l�1
l κll�2, . . . , ε

l
l�1σ

l�1
l κli�1

�
� rτ il rκli,

l’avant-dernière égalité résultant de l’identité

εil�1σ
l�1
l � εijτ

j
l ,
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pour j entre l � 2 et i� 1. Toujours pour i ¡ l ¥ 0, on a�rΩi
l, 1rDi

�r∇i
l

�
�
εi1, . . . , ε

i
l,
�
εil�1, ε

i
l�2τl�2

�
∇l�1, ε

i
l�2Ωl�2

l , . . . , εii�1Ωi�1
l , εil�2, . . . , ε

i
i�1

	
�rDl >Dl

�
µl,il�2∇l�2

l , . . . , µl,ii�1∇i�1
l

�	
�
�
εi1, . . . , ε

i
l,
�
εil�1, ε

i
l�2τl�2

�
∇l�1,

�
εil�2Ωl�2

l , εil�2
�
∇l�2
l , . . . ,

�
εii�1Ωi�1

l , εii�1
�
∇i�1
l

	
�
�
εi1, . . . , ε

i
l,
�
εil�1, ε

i
l�2τl�2

�
∇l�1, ε

i
l�2σ

l�2
l κll�2, . . . , ε

i
i�1σ

i�1
l κli�1

	
(par l’axiome des inverses (CG1) dans C)

�
�
εi1, . . . , ε

i
l,
�
εil�1, ε

i
l�2τl�2

�
∇l�1

	�
εl1, . . . , ε

l
l�1, ε

l
l�1σl�1κ

l
l�2, . . . , ε

l
l�1σl�1κ

l
i�1

	
� rσilrκli,

où pour établir l’avant-dernière égalité, il suffit d’établir l’identité suivante :�
εil�1, ε

i
l�2τl�2

�
∇l�1σl�1κ

l
j � εijσ

j
l κ
l
j

pour j entre l � 2 et i� 1. Or, on a�
εil�1, ε

i
l�2τl�2

�
∇l�1σl�1 �

�
εil�1, ε

i
l�2τl�2

�
ε
l�1

l
l�1

2 σl�1

� εil�2τl�2σl�1

� εil�2σ
l�2
l

� εijσ
j
l ,

ce qui achève la vérification de l’axiome (CG1) et la démonstration de la proposition.

7.3.12. Appliquons le résultat précédent à Θ. Puisque les foncteurs F : G Ñ Θ et K :
G Ñ Θ font chacun de Θ une extension globulaire catégorique, la propriété universelle
de Θ (proposition 3.2.3) entraîne que ceux-ci se prolongent en des foncteurs globulaires

F 1 : Θ Ñ Θ et K 1 : Θ Ñ Θ,

et que les transformations naturelles α et β se prolongent en des transformations natu-
relles

F 1 α1
ÝÑ K 1 β1

ÐÝ D0.

Le foncteur F 1 est évidemment l’identité et on a donc construit un décalage

1Θ
α1
ÝÑ K 1 β1

ÐÝ D0

sur Θ. On notera DΘ ce décalage.
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De même, les foncteurs F : G Ñ rΘ et K : G Ñ rΘ font chacun de rΘ une extension
globulaire groupoïdale et on déduit de la propriété universelle de rΘ (proposition 3.4.3)
l’existence d’un décalage

1
rΘ

α2
ÝÑ K2 β2

ÐÝ D0

sur rΘ. On notera D
rΘ ce décalage.

Il est immédiat que le foncteur canonique Θ Ñ rΘ induit un morphisme de décalages
de DΘ vers D

rΘ.

Proposition 7.3.13. Les décalages DΘ et D
rΘ sont scindables.

Démonstration. Il s’agit de définir pour tout arbre S, un rétraction rS : rS Ñ S dans
Θ (respectivement dans rΘ) du morphisme α1S (respectivement α2S). Nous allons donner
une construction uniforme de ces deux rétractions. Plaçons-nous dans Θ (respectivement
dans rΘ) et notons rαS le morphisme α1S (respectivement le morphisme α2S).

Commençons par définir rS pour S � Di. On pose

rDi �
�
τ i0κ0, . . . , τ

i
i�1κi�1, κi

�
.

On vérifie immédiatement que rDi est bien défini. On notera ri ce morphisme. On a

rirαDi � riε
i
i�1σi�1 � κiσi�1 � 1Di .

L’application Di ÞÑ ri n’est pas fonctorielle. Par exemple, le diagramme

rD0
r0 //

rσ1
��

D0

σ1

��rD1 r1
// D1

n’est pas commutatif. Ainsi, on ne peut pas étendre r à tous les arbres de manière
formelle et on doit donc définir directement rS pour tout arbre S.

Soit donc
S �

�
i1 i2 � � � in

i11 i12 � � � i1n�1



un arbre. Il s’agit définir un morphisme

rS �
rDi1 >rDi11

� � � >
rDi1
n�1

rDin Ñ Di1 >Di11
� � � >Di1

n�1
Din .

Rappelons qu’on arDi1 >rDi11
� � � >

rDi1
n�1

rDin � rDi1 >Di11
rDi11�1,i2 >Di12

� � � >Di1
n�1

rDi1n�1�1,in .

On pose
rS � ri1 >Di11

ri11�1,i2 >Di12
� � � >Di1

n�1
ri1n�1�1,in
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où ri,j est le composé du morphisme canonique rDi,j Ñ rDj et du morphisme rj : rDj Ñ Dj .
Pour montrer que r est bien défini, il suffit d’établir, pour p entre 1 et n�1, les identités

ri1p�1�1,ipη
i1p�1�1,ip
ip�1 σ

ip�1
i1p

� σ
ip
i1p

et ri1p�1,ip�1η
i1p�1,ip�1
i1p�2 τ

i1p�2
i1p

� τ
ip�1
i1p

,

où on a posé i1�1 � �1. Or

ri1p�1�1,ipη
i1p�1�1,ip
ip�1 σ

ip�1
i1p

� κipσ
ip�1
i1p

� σ
ip
i1p

et
ri1p�1,ip�1η

i1p�1,ip�1
i1p�2 τ

i1p�2
i1p

� σ
ip�1
i1p�1κi1p�1τ

i1p�2
i1p

� τ
ip�1
i1p

.

Il nous reste à montrer que rS est bien une rétraction de rαS . Rappelons que rα a été
défini en étendant α par naturalité. On a donc

rαS � ηi1i1�1σi1�1 >Di11
η
i11�1,i2
i2�1 σi2�1 >Di12

� � � >Di1
n�1

η
i1n�1�1,in
in�1 σin�1.

D’où

rSrαS � ri1η
i1
i1�1σi1�1 >Di11

ri11�1,i2η
i11�1,i2
i2�1 σi2�1 >Di12

� � � >Di1
n�1

ri1n�1�1,inη
i1n�1�1,in
in�1 σin�1

� κi1σi1�1 >Di11
κi2σi2�1 >Di12

� � � >Di1
n�1

κinσin�1

� 1Di1
>Di11

1Di2
>Di12

� � � >Di1
n�1

1Din�1

� 1S .

Proposition 7.3.14. Le segment pD1, σ1, τ1q est un segment séparant de prΘ.

Démonstration. Rappelons que la catégorie rΘ est équivalente à la sous-catégorie pleine
des 8-groupoïdes stricts dont les objets sont les 8-groupoïdes libres sur un schéma de
composition (voir le paragraphe 3.4.5).

Il s’agit de montrer que l’unique flèche F Ñ D0 de prΘ égalisée par σ1 et τ1 est
∅Ñ D0. Pour cela, il suffit de montrer qu’il n’existe pas de morphisme f : S Ñ D0 dansrΘ, égalisée par σ1 et τ1. Supposons qu’un tel f existe.

Le 8-groupoïde libre engendré par D0 est la 8-catégorie finale. Ainsi les morphismes
D0 Ñ S dans rΘ correspondent aux objets du 8-groupoïde libre engendré par S. En
particulier, il existe un morphisme α : D0 Ñ S et quitte à considérer fα, on peut
supposer que S � D0. Or le 8-groupoïde libre engendré par D0 a un unique objet et
il existe donc un unique morphisme D0 Ñ D0 dans rΘ qui n’est autre que l’identité.
D’où σ1 � τ1. Mais ces deux morphismes correspondent à deux objets différents du
8-groupoïde libre engendré par D1. Contradiction.

Théorème 7.3.15. Les catégories Θ et rΘ sont des catégories test strictes.



7.3. LES CATÉGORIES Θ ET rΘ SONT TEST STRICTES 141

Démonstration. Ces deux catégories admettent chacune, un segment séparant pI, B0, B1q
avec I asphérique (proposition 7.2.2 et proposition précédente), ainsi qu’un décalage
scindable (proposition 7.3.13). Le théorème résulte donc de la proposition 7.3.2.

Corollaire 7.3.16. Les localisateurs ppΘ,W
pΘq et pprΘ,W

p

rΘ
q sont chacun munis d’une

structure de catégorie de modèles, à engendrement cofibrant, propre, dont les cofibra-
tions sont les monomorphismes. De plus, les équivalences faibles de ces catégories de
modèles sont stables par produit binaire.

Démonstration. Cela résulte immédiatement du théorème précédent et du théorème
7.1.7.

Théorème 7.3.17. Le foncteur canonique Θ Ñ rΘ est asphérique.

Démonstration. On a vu dans le paragraphe 7.3.12 que le foncteur Θ Ñ rΘ induit un
morphisme de décalages de DΘ vers D

rΘ. Par ailleurs, le décalage D
rΘ est scindable par

la proposition 7.3.13. Le théorème résulte donc de la proposition 7.3.3.
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Index des notations

�
i1 ��� in
i11 ��� i1n�1

	
, 2.1.1�

X1 ��� Xn
z11 ��� z1n�1

	
, 2.5.1

pTα, fαq, 3.3.2
pTpS1,iq, fpS1,iqq, 3.3.4
�ij , 1.1.2
¤ (ordre sur les régions), 2.3.16
�n, 1.2.1
| � |, 1.3.2
h : f Ñ g (n-flèche), 1.1.1
BT , BiT , 2.3.6
∇i, ∇i

j , 3.1.1, 3.3.7r∇i
j , 7.3.11

n-Cat, 1.1.2
n-Grp, 1.1.2
8-Cat, 1.1.2
8-CatpCq, 2.1.2
8-GrphglobpCq, 2.1.2
8-Grp, 1.1.2
8-GrppAbq, 8-GrppAbq¥2, 1.4.1
8-GrppCq, 2.1.2
8-Grp¥k, 1.4.1
8-GrpfC , 4.1.8
8-PCat, 1.1.2
8-PCatpCq, 2.1.2
8-PGrp, 1.1.2
8-PGrppCq, 2.1.2
α, 7.3.5
α1, α2, 7.3.12
β, 7.3.5
β1, β2, 7.3.12
∆, 1.3.2
εil, ε

i,j
l , 7.3.4

ε
i
k
j

1 , ε
i
k
j

2 , 7.3.4

ηil , η
i,j
l , 7.3.4

Θ, 3.2.2rΘ, 3.4.2
Θ0, 2.2.2
ΘBL, 6.7.14
ΘM , Θα, 6.5.5
κi, κ

j
i , 3.1.1, 3.3.7rκi, 7.3.11

µi,jl , 7.3.11
π0pGq, 1.2.1, 4.3.4
πnpG, xq, πnpG, fq, πnpG, f, gq, 1.2.1, 4.3.4
πnpX, fq, πnpX, f, gq, 4.4.8
$npGq, 1.2.1, 4.3.1
$npXq, 4.4.8
ΠF pX,Cq, 4.4.5
σi, σ

j
i , 1.1.1, 2.3.15

σTi , 2.3.13
σXZ , 2.5.1rσi, 7.3.5rσji , 7.3.7
σi, 4.4.1
τi, τ

j
i , 1.1.1, 2.3.15

τTi , 2.3.13
τXZ , 2.5.1rτi, 7.3.5rτ ji , 7.3.7
τ i, 4.4.1
ω, 6.3.8
Ωi, Ωi

j , 3.1.2rΩi
j , 7.3.11

Arns, 1.4.9
Ab, 1.4.1
Bin, 6.7.1
C8, 4.1.3
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Calg, 2.7.4
C¥kpAq, 1.3.2
CrRpAqs, 4.1.1
Cat, 1.3.2
Comp, 6.7.1
CW, 1.3.2
CWn, 1.3.7
Di, 1.1.1, 2.3.15, 4.4.3
Di1 >Di11

� � � >Di1
n�1

Din , 2.1.1rDn, rDi,j , 7.3.4
Di, 4.4.1
D¥kpAq, 1.3.4
DΘ, D

rΘ, 7.3.12
fpαq, 3.3.2
fpS1q, fpS1, iq, 3.3.4
fglob, falg, 2.7.4
FlCalg , FlGCalg , 6.2.2
Fl1CalgpSq, Fl1GCalgpSq, 6.2.2
FS , 2.1.1, 2.3.20
GC , 6.6.2�Gn, 1.2.1, 4.3.1
Gn, G, 1.1.1
GlobpCq, 2.6.1
HM , 6.6.4
HopAq, 7.1.1
HopCq, HoWpCq, 1.3.3
HomglobpC,Dq, 2.1.1
Hot, 1.3.4
Hotn, 1.3.7
iA, i

�
A, 7.1.1

Ik, 2.1.1
Impfq, 3.3.4
ki, kji , 1.1.2
KpE, 0q, KpG, 1q, KpA,nq, 1.2.4
KlpMq, Kl1pMq, 6.1.1
LC , 6.3.3
LM , 6.1.1
M, 6.3.4
M -Alg, 6.1.1
MC , MF , 6.3.3
ModpCq, ModpC,Dq, 2.1.1
N , 1.3.2

NM , 6.6.4
si, sji , 1.1.1
Si, 4.4.3, 6.7.1
Si, 4.4.3
ti, tji , 1.1.1
T, 6.5.7
T , 2.3.2
Top, 1.3.2
UC , 6.3.1
UM , 6.1.1
wij , 1.1.2
W

pA
, 7.1.1

Xn, 1.1.1
X1 >Y1

� � � >Yn�1
Xn, 2.5.1

Xr�is, 2.5.1



Index terminologique

�
i
j-inverse, 1.1.2
ω-collection, 6.4.4
ω-collection cohérente, 6.7.1
ω-collection contractile, 6.7.1
ω-opérade, 6.4.4
n-catégorie stricte, 1.1.2
n-cellule d’un ensemble globulaire, 1.1.1
n-flèche d’un ensemble globulaire, 1.1.1
n-flèche faiblement inversible, 1.5.1
n-flèches faiblement homotopes, 1.5.1
n-flèches homotopes, 1.2.1
n-flèches parallèles, 1.1.1
n-groupoïde strict, 1.1.2
n-type (d’homotopie), 1.3.7
n-type associé à un type d’homotopie, 1.3.7
8-catégorie k-suspendue, 1.4.1
8-catégorie (faible) de type C, 4.1.8
8-catégorie de Batanin, 6.7.2
8-catégorie de Batanin-Leinster, 6.7.2
8-catégorie stricte, 1.1.2
8-catégorie stricte dans une catégorie, 2.1.2
8-graphe, 1.1.1
8-groupoïde 0-connexe , 1.2.1
8-groupoïde (faible) de type C, 4.1.8
8-groupoïde connexe, 1.2.1
8-groupoïde d’Eilenberg-Mac Lane, 1.2.4
8-groupoïde fondamental, 4.4.5
8-groupoïde quasi-strict, 1.5.1
8-groupoïde simplement connexe, 1.2.1
8-groupoïde strict, 1.1.2
8-groupoïde strict dans une catégorie, 2.1.2
8-précatégorie, 1.1.2
8-précatégorie dans une catégorie, 2.1.2
8-prégroupoïde, 1.1.2
8-prégroupoïde dans une catégorie, 2.1.2

arbre k-suspendu, 2.5.1
arbre (planaire fini), 2.3.2

bord d’un arbre, 2.3.6
but d’une n-flèche, 1.1.1
but globulaire, 2.1.1

carré admissible, 6.7.1
carré de cohérence admissible, 6.7.1
carré d’opération admissible, 6.7.1
catégorie asphérique, 7.1.1
catégorie cartésienne, 6.4.1
catégorie homotopique, 1.3.4
catégorie homotopique (d’un localisateur), 1.3.3
catégorie test, 7.1.1
catégorie test faible, 7.1.1
catégorie test locale, 7.1.1
catégorie test stricte, 7.1.1
cohérateur, 4.1.3
cohérateur canonique, 4.1.4
cohérateur canonique strict, 4.1.4
cohérateur de Batanin-Leinster, 4.1.4
cohérence sur une ω-collection, 6.7.1
complétion globulaire, 2.6.1
composantes connexes d’un8-groupoïde, 1.2.1
contraction sur une ω-collection, 6.7.1
contraction sur une théorie globulaire, 6.7.14
couple admissible, 4.1.2
couple de flèches parallèles, 4.1.1
couple strictement admissible, 4.1.2

décalage scindable, 7.3.1
décalage sur une catégorie, 7.3.1
décomposition algébrique, 2.7.4
dimension d’un arbre, 2.3.4
dimension d’un sommet, 2.3.4

ensemble globulaire, 1.1.1
ensemble globulaire dans une catégorie, 2.1.2
équivalence faible8-groupoïdes stricts, 1.2.1
équivalence faible de 8-groupoïdes (faibles)

de type C, 4.3.6
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équivalence faible de8-groupoïdes quasi-stricts,
1.5.1

équivalence faible de préfaisceaux, 7.1.1
équivalence faible d’un localisateur, 1.3.1
extension coglobulaire, 2.1.1
extension globulaire, 2.1.1
extension globulaire associée à une monade,

6.5.5
extension globulaire catégorique, 3.1.1
extension globulaire groupoïdale, 3.1.2
extension globulaire précatégorique, 3.1.1
extension globulaire prégroupoïdale, 3.1.2

fibre d’un sommet d’un arbre, 2.3.4
flèche algébrique, 2.7.1
flèche algébrique de Θ, 3.3.7
flèche algébrique sur D, 2.7.6
flèche globulaire, 2.2.6
foncteur asphérique, 7.1.5
foncteur cartésien, 6.4.1
foncteur de réalisation de Simpson, 1.4.14
foncteur globulaire, 2.1.1
foncteur homogène, 2.7.6
foncteur monadique, 6.1.1

limite d’une tour de définition, 4.1.3
localisateur, 1.3.1

monade associée à une extension globulaire,
6.3.3

monade cartésienne, 6.4.1
morphisme M -générique, 6.4.8
morphisme but, 1.1.1
morphisme but généralisé, 2.5.1
morphisme de monades cartésien, 6.4.1
morphisme source, 1.1.1
morphisme source généralisé, 2.5.1
morphisme source ou but non trivial, 1.1.1

objet d’un ensemble globulaire, 1.1.1
objet faiblement contractile, 4.4.1
objet faiblement initial, 6.7.2

préfaisceau asphérique, 7.1.2
préfaisceau des flèches algébriques, 6.2.2
préfaisceau globulaire, 2.1.1
préfaisceau localement asphérique, 7.1.2
préthéorie globulaire, 2.2.6
préthéorie globulaire homogène, 2.7.1
préthéorie globulaire homogène sur D, 2.7.6

produit globulaire, 2.1.1
prolongement d’un arbre, 2.5.1
propriété (R), 5.2.1
pseudo-cohérateur, 4.1.3

région au-dessous d’une région, 2.3.16
région au-dessus d’une région, 2.3.16
région d’un arbre, 2.3.8
région interne d’un arbre, 2.3.8
relèvement d’un couple de flèches parallèles,

4.1.1

schéma de composition, 2.2.4
scindage d’un décalage, 7.3.1
segment séparant sur pA, 7.1.2
somme globulaire, 2.1.1
somme globulaire généralisée, 2.5.1
sommet d’un arbre, 2.3.4
sommet maximal d’un arbre, 2.3.4
source d’une n-flèche, 1.1.1
source globulaire, 2.1.1
sous-arbre, 2.3.4
sous-arbre complet, 2.5.1
sous-arbre d’un arbre dans Θ0, 3.3.2
sous-arbre plein, 2.3.4
système de compositions binaires, 6.7.1
système de compositions générales, 6.7.1
système globulaire, 2.1.1
système globulaire généralisé, 2.5.1

tableau des dimensions, 2.1.1
théorie globulaire, 2.2.6
tour de définition, 4.1.3
transformation naturelle cartésienne, 6.4.1
tronqué d’un arbre, 2.3.6
type d’homotopie, 1.3.4
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