Dimitri Ara

Georges Maltsiniotis

JOINT ET TRANCHES POUR LES
0co-CATEGORIES STRICTES




Dimitri Ara

Aix Marseille Univ, CNRS, Centrale Marseille, I2M, Marseille, France.
E-mail : dimitri.ara@univ-amu.fr

Url : http://wuw.i2m.univ-amu.fr/perso/dimitri.ara/

Georges Maltsiniotis

Institut de Mathématiques de Jussieu, Université Paris 7 Denis Diderot,
Case Postale 7012, Batiment Sophie Germain, 75205 Paris Cedex 13, France.

E-mail : georges.maltsiniotis@imj-prg.fr
Url : http://webusers.imj-prg.fr/~georges.maltsiniotis/

Classification mathématique par sujets (2000). — 18A25, 18D05, 18D20,
18G30, 18G35, 18G55, 55U10, 55U15.

Mots clefs. — oo-catégories de Gray, oo-catégories strictes, catégories monoidales,
catégories monoidales localement bifermées, complexes dirigés augmentés, joint, nerf
de Street, orientaux, produit tensoriel de Gray, tranches, transformations lax.

Key words and phrases. — Gray co-categories, strict co-categories, monoidal ca-
tegories, locally biclosed monoidal categories, augmented directed complexes, join,
Street’s nerve, orientals, Gray tensor product, slices, lax transformations.



http://www.i2m.univ-amu.fr/perso/dimitri.ara/
https://webusers.imj-prg.fr/~georges.maltsiniotis/

JOINT ET TRANCHES POUR LES
0co-CATEGORIES STRICTES

Dimitri Ara, Georges Maltsiniotis

Résumé. — Le but de cet article est de développer une théorie du joint et des
tranches pour les co-catégories strictes. A deux co-catégories strictes, on en associe
une troisitme qu’on appelle leur joint. Cette opération est compatible au joint usuel
des catégories a troncation prés. On montre que le joint définit une structure de
catégorie monoidale sur la catégorie des co-catégories strictes et qu’il commute aux
limites inductives connexes en chaque variable. En particulier, on obtient ’existence
de certains adjoints a droite ; ces adjoints définissent des tranches co-catégoriques, en
un sens généralisé. On énonce des conjectures de fonctorialité du joint et des tranches
par rapport aux transformations lax et oplax supérieures et on démontre des premiers
résultats dans ce sens. Ces résultats sont utilisés dans un autre travail pour établir
un théoreme A de Quillen oo-catégorique. Enfin, dans un appendice, on revisite le
produit tensoriel de Gray oo-catégorique. Un des principaux outils utilisés dans ce
travail est la théorie des complexes dirigés augmentés de Steiner.

Abstract (Join and slices for strict co-categories). — The goal of this paper
is to develop a theory of join and slices for strict co-categories. To any pair of strict
oo-categories, we associate a third one that we call their join. This operation is
compatible with the usual join of categories up to truncation. We show that the
join defines a monoidal category structure on the category of strict co-categories and
that it respects connected inductive limits in each variable. In particular, we obtain
the existence of some right adjoints; these adjoints define co-categorical slices, in a
generalized sense. We state some conjectures about the functoriality of the join and
the slices with respect to higher lax and oplax transformations and we prove some
first results in this direction. These results are used in another paper to establish a
Quillen’s Theorem A for strict oo-categories. Finally, in an appendix, we revisit the
Gray tensor product of strict co-categories. One of the main tools used in this paper
is Steiner’s theory of augmented directed complexes.
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INTRODUCTION

Ce travail, méme s’il en est essentiellement indépendant, est issu d’un projet consa-
cré a la théorie homotopique des co-catégories strictes, projet constitué actuellement
des textes [4], [2], [5], [6], [7], [3] et [8], ainsi que de Darticle [21] de Gagna. Ces
travaux sont motivés par le fait que les co-catégories strictes fournissent des modeles
des types d’homotopie plus proches de l'intuition géométrique que ceux fournis par
les catégories. Une description détaillée de ce projet et de ses motivations se trouve
dans l'introduction de [6]. C’est en travaillant sur un théoréme A de Quillen pour les
oo-catégories strictes, résultat principal de [6] et [7], que le besoin de définir une théo-
rie du joint et des tranches co-catégoriques généralisées s’est fait sentir. En effet, non
seulement ’énoncé méme du théoréeme A fait intervenir des tranches du type C\C,
ou c est un objet de C, mais surtout, sa démonstration, déja pour les 2-catégories
strictes, fait intervenir des tranches de la forme C\C, ou c¢ est un m-simplexe du
nerf de C' (voir la preuve de [16, théoréme 2.16], preuve inspirée des références origi-
nales [13] et [14]). La motivation initiale du présent travail était de fournir les outils
pour définir et étudier ces tranches généralisées pour les co-catégories en vue d’'une
démonstration d’'un théoréeme A oo-catégorique. Néanmoins, les notions de joint et
de tranches oco-catégoriques sont, nous semble-t-il, des notions fondamentales de la
théorie des co-catégories strictes dont 'intérét dépasse largement les applications qui
les ont motivées.

Commencons par rappeler la situation pour le joint et les tranches en dimension 1,
c’est-a-dire pour les catégories. Si A et B sont deux catégories, on définit une nouvelle
catégorie A x B, appelée le joint de A et B, de la maniére suivante. Le graphe sous-
jacent & Ax B est le graphe sous-jacent & la somme disjointe A Il B auquel on adjoint
une fleche jp , de a vers b pour tout couple (a,b) formé d’'un objet a de A et d’'un
objet b de B. Les identités et la composition sont définies de la maniére évidente. On
obtient ainsi un foncteur

Cat x Cat — Cat

(A,B) — A%xB |

ou Cat désigne la catégorie des petites catégories. On vérifie facilement que le joint
définit une structure de catégorie monoidale sur Cat d’unité la catégorie vide. Cette
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structure n’est pas bifermée mais est localement bifermée au sens suivant : pour toutes
petites catégories A et B, les foncteurs

Cat — A\Cat Cat — B\Cat
t
Bes (AxB,ui:A— AxB) ' A (AxB,us:B— AxB) |
ou
A A«B& B

désignent les foncteurs canoniques, admettent des adjoints a droite. On obtient ainsi
des foncteurs

A\Cat — Cat B\Cat — Cat
t
(Cou: A= C) s \C ° (Coo:B—C) e Oy

qu’on appelle respectivement les foncteurs tranches généralisées au-dessous et au-
dessus. Explicitement, si u : A — C' est un foncteur, les objets de la catégorie 4\ C
sont les cones inductifs sur le diagramme u et les morphismes sont les morphismes
de coOnes en un sens évident. De méme pour la catégorie C'/y et les cones projectifs.
Si ¢ est un objet de C, on peut considérer ¢ comme un foncteur ¢ : e — C, ol e
désigne la catégorie finale, et la catégorie C\C au sens précédent n’est autre que la
tranche usuelle. Ainsi, les tranches u\C sont des tranches généralisées au sens ou on
considere des tranches au-dessous d’un diagramme quelconque a valeur dans C' et non
pas seulement d’un objet de C.

Ce point de vue sur les tranches ne joue traditionnellement pas un réle important
en théorie des catégories, sans doute parce que les objets en jeu sont simples a décrire
explicitement. Néanmoins, le joint et ses deux adjoints sont au cceur de la théorie
des quasi-catégories (voir par exemple [24]) et sont un outil précieux pour obtenir la
structure de catégorie de modeles de Joyal [25] sur les ensembles simpliciaux.

Le résultat principal de cet article est la généralisation du formalisme du joint et
des tranches a la catégorie co-Cat des co-catégories strictes. On définit un foncteur

oo-Cat x co-Cat — oo-Cat
(A,B) — A% B

qu’on appelle le joint co-catégorique. Ce foncteur est compatible au joint 1-catégorique
au sens suivant : si A et B sont deux catégories vues comme des oco-catégories, alors
leur joint oco-catégorique A x B est une 3-catégorie dont le tronqué 1-catégorique,
obtenu en appliquant 'adjoint a gauche du foncteur d’inclusion de Cat dans oo-Cat,
est le joint 1-catégorique usuel. En effet, le joint co-catégorique Ax B s’obtient & partir
du joint 1-catégorique en ajoutant, pour tout objet a de A et toute fleche g : b — V'
de B, une 2-fleche dans le triangle formé de g, jp,q €t jy o, pour toute fleche f : a — o’
de A et tout objet b de B, une 2-fleche dans le triangle formé de f, ji o €t jb.or et,
pour toute fleche de A et toute fleche de B, une 3-fleche dans le tétraedre formé des



INTRODUCTION 3

triangles du type précédent, et en quotientant par les relations évidentes. Notre joint
oo-catégorique est par ailleurs compatible au joint des ensembles simpliciaux (voir par
exemple [24, section 3]) au sens oll, si X et ¥ sont deux ensembles simpliciaux et si
Coo désigne adjoint & gauche du nerf de Street [36], on a un isomorphisme canonique
de oo-catégories Coo(X *Y) 2 oo (X) % coo(Y).

On montre que le joint co-catégorique définit une structure de catégorie monoidale
sur oo-Cat d’unité la oo-catégorie vide et que cette structure est localement bifermée.
Ainsi, pour toute co-catégorie A et toute oo-catégorie B, les foncteurs

oo-Cat — A\oo—Cat oo-Cat — B\oo—Cat
t
B (AxB,ui:A— AxB) © A (A% B,13: B— AxB)

)

A AxB& B

désignent des oo-foncteurs canoniques, admettent des adjoints a droite. On obtient
ainsi des foncteurs

A\oo—Cat — o0o-Cat B\OO-Cat — o0o-Cat
et co
(Cou:A=C)=u\C (Cov:B—=C)—CJy

Le premier foncteur définit les tranches co-catégoriques généralisées au-dessous. Si c
est un objet de C, on peut considérer ¢ comme un oco-foncteur ¢ : e — C, ou e désigne
la oco-catégorie finale, et on obtient une tranche C\C de C au-dessous de 'objet c.
Dans ce cas particulier, on décrit explicitement la oco-catégorie C\C et on retrouve
les formules connues décrivant les cones n-catégoriques (voir [30] pour le cas, plus
général, des cylindres).

Nous avons décidé de réserver la notation C'/y ,Cginsi que la terminologie « tranches
au-dessus », a une variante de la co-catégorie C' /v La catégorie co-Cat possede un
automorphisme remarquable qui envoie une oco-catégorie C' sur la oco-catégorie C°
obtenue en renversant le sens des i-fleches de C pour tout ¢ > 0. Le joint n’est pas
compatible a cet automorphisme et on obtient un foncteur

oo-Cat x co-Cat — oo-Cat

(A,B) > (B® % A°)

qui définit une seconde structure de catégorie monoidale sur la catégorie des
oo-catégories. Ce foncteur permet d’obtenir comme ci-dessus des foncteurs

A\oo-Cat — oo-Cat B\00-Cat — oo-Cat
co et
(Cou: A= C) > y\C (Cov:B—=C) = Cly

C’est ce second foncteur qui définit les tranches co-catégoriques généralisées au-dessus.



4 INTRODUCTION

Le ch01x de pr1V1legler les oo-catégories U\C et C /v par rapport aux oo-ca-
tégories U\C et C / v est motivé par le fait que les premieéres admettent une descrip-
tion beaucoup plus simples que les dernieres. Par ailleurs, on a des isomorphismes
canoniques

co co
Clo=(°\C°)° et y\C=(C°/u°)°.

Si A et B sont deux n-catégories strictes, pour un n > 0, leur joint est une
(2n + 1)-catégorie stricte. En tronquant cette (2n + 1)-catégorie en dimension n
(c’est-a~dire en appliquant I’adjoint & gauche du foncteur d’inclusion), on obtient une
n-catégorie Ax,, B qu’on appelle leur joint n-catégorique. On montre qu’on définit ainsi
une structure de catégorie monoidale sur n-Cat, la catégorie des n-catégories strictes,
et que cette structure est localement bifermée comme ci-dessus. Lorsque n = 1, on
retrouve la structure de catégorie monoidale définie par le joint 1-catégorique usuel.

Pour construire ce joint co-catégorique, on adopte une stratégie inspirée, d’une part,
d’une esquisse de construction du produit tensoriel de Gray oco-catégorique donnée par
Street dans [40, section 9] et, d’autre part, d’idées de Steiner pour construire ce méme
produit tensoriel basées sur sa théorie des complexes dirigés augmentés [32].

La théorie de Steiner associe a tout complexe dirigé augmenté, c’est-a-dire a tout
complexe de chaines de groupes abéliens en degré positif augmenté et muni en chaque
degré d’un sous-monoide des chaines, une oco-catégorie stricte. Un des résultats impor-
tants de [32] donne des conditions suffisantes pour que la co-catégorie ainsi associée
soit libre au sens des polygraphes. La théorie de Steiner permet ainsi de décrire en
termes de complexes de chaines une sous-catégorie pleine de oo-Cat, que nous ap-
pellerons la catégorie des co-catégories de Steiner fortes, qui contient notamment la
catégorie O de Joyal [23], les orientaux de Street [36] et les cubes n-catégoriques. (Une
théorie alternative permettant de décrire ces oo-catégories de maniére combinatoire
est la théorie des complexes de parité de Street [37, 38].)

Afin de construire le joint co-catégorique, on commence par décrire, en termes de
produit tensoriel de complexes de chaines, le joint de deux complexes dirigés aug-
mentés, s’inspirant d’une construction analogue due a Street [37] dans le cadre des
complexes de parité. On obtient alors une structure de catégorie monoidale sur la
catégorie des complexes dirigés augmentés. On montre que cette structure induit une
structure de catégorie monoidale sur la catégorie des co-catégories de Steiner fortes.
Il s’agit ensuite d’étendre cette structure a la catégorie de toutes les oco-catégories
strictes. Pour cela, suivant la stratégie de Street pour définir le produit tensoriel de
Gray [40, section 9], on utilise un théoréme d’extension de structures de catégorie
monoidale & la Day [19, 20]. Notre structure de catégorie monoidale n’étant pas bi-
fermée mais seulement localement bifermée, les résultats de Day ne s’appliquent pas
tels quels. On est donc conduit a généraliser un théoréeme de Day au cas localement
bifermé. Enfin, la partie la plus délicate de la construction du joint oco-catégorique
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est la vérification des hypotheéses de ce théoréme a la Day. Il s’agit essentiellement
de construire & la main les tranches u\C et C' ;Ov dans le cas ou la source de u et v
est une oco-catégorie de Steiner forte, et de vérifier que ces tranches ont les propriétés
universelles attendues.

Dans un appendice, on construit le produit tensoriel de Gray oco-catégorique en sui-
vant une stratégie analogue. Rappelons que le produit tensoriel de Gray co-catégorique
est une généralisation oo-catégorique du produit tensoriel introduit par Gray dans [22]
sur la catégorie des 2-catégories strictes. Ce produit définit une structure de catégo-
rie monoidale bifermée sur co-Cat. Le produit tensoriel de Gray co-catégorique a été
construit pour la premiere fois par Al-Agl et Steiner [1], généralisant une construc-
tion analogue pour les oco-groupoides due & Brown et Higgins [12]. Deux constructions
alternatives sont données par Crans dans sa thése [18]. Dans [32], Steiner propose
une nouvelle construction qui a I’avantage d’étre relativement explicite. Néanmoins,
la preuve de [32] est incomplete. En effet, dans la preuve de son théoréme 7.3, Steiner
affirme qu’il est évident que son produit tensoriel commute aux limites inductives,
sous-entendant que cette commutation est formelle, ce qui n’est pas le cas. Steiner
nous a cependant affirmé savoir compléter cette preuve, esquissant un argument [35].
Dans I'appendice A, on propose une démonstration alternative en adoptant la stra-
tégie qu’on a utilisé pour construire le joint. En particulier, on utilise de maniere
cruciale un théoreme de Day et, comme dans le cas du joint, la partie la plus délicate
du travail consiste & vérifier que les hypotheéses du théoréeme de Day sont satisfaites.

On formule de tres générales conjectures de fonctorialité du joint et des tranches.
Pour cela, on introduit la notion de oco-catégorie de Gray, catégorie enrichie dans la
catégorie des oo-catégories strictes munie du produit tensoriel de Gray. (On définit
également au passage la notion de oo-sesquicatégorie.) La oo-catégorie de Gray para-
oplax dont les objets sont les oo-catégories strictes, les 1-fleches
les co-foncteurs stricts, les 2-fleches les transformations oplax et les fleches supérieures
les transformations oplax supérieures. De méme, on introduit la notion de catégorie de
Gray gauche, catégorie enrichie dans la catégorie des co-catégories strictes munie du
produit tensoriel (C, D) — D®C' obtenu en transposant celui de Gray. La oo-catégorie

digmatique est co-Cat

de Gray gauche paradigmatique est oo-Cat,,, obtenue en utilisant cette fois les trans-
formations lax. On conjecture I’existence de tranches pour les co-catégories de Gray et
les co-catégories de Gray gauches au-dessus ou au-dessous d’un objet. En particulier,
si C désigne une oco-catégorie stricte, on disposerait de oo-catégories de Gray

C?(ioo-(Cat et oco-Catyp,/C

oplax

et de oo-catégories de Gray gauches

C\oo-Caty,, et oo-(Catlaxjoc.
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On conjecture que les foncteurs e x C' et C % @ proviennent de co-foncteurs de Gray et
de Gray gauches (c’est-a-dire des foncteurs enrichis) respectivement

co
o x C: 00-Catyp e = O\ 00-Caty i

Cxe:oo-Cat,, — \oo-Caty,

et que l'association (4, A = C) — u\C , selon qu’on la considere comme un foncteur
en C ou en A, provient de oco-foncteurs de Gray gauches et de Gray respectivement

A\oco-Caty,, — co-Caty,,

(co-Caty,,, ;00)0 — 0o-Cat

oplax»

ou ° est une dualité transformant une co-catégorie de Gray gauche en une co-catégorie
de Gray (et réciproquement). Dans ce texte, on s’intéresse spe;:giﬁquement a la derniere
conjecture, c’est-a-dire au oo-foncteur de Gray (oco-Cat,, / ¢')° — oo-Cat,,.,
c’est celui-ci qui nous permettra de démontrer un théoréme A oco-catégorique dans [7].
Explicitons en petite dimension & quoi correspond 'action d’un tel co-foncteur sur les

car

cellules :

— u\C
(1}7&)

— u/\C u\C ,
(v',a)"

ou les 2-fleches et 3-fleches a gauche du signe « — » sont des transformations lax et
des 2-transformations lax respectivement, et la 2-fleche a droite de ce signe est une
transformation oplax.

Ces conjectures sont étayées par le fait que les conjectures analogues pour les
complexes dirigés augmentés (vérifiant une hypothése anodine) sont vraies. Dans ce
texte, nous démontrons ces analogues en petites dimensions. Plus précisément, nous
montrons qu’on peut définir une correspondance comme dans l'illustration ci-dessus
en remplacant les co-catégories par des complexes dirigés augmentés, les oo-foncteurs
par des morphismes de complexes dirigés augmentés, les transformations oplax par
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des homotopies et les transformations lax par des antihomotopies, notion duale & celle
d’homotopie. On montre par ailleurs la sesquifonctorialité de cette correspondance.

Un des résultats principaux de cet article est I’extension de cette correspondance
en basse dimension aux oco-catégories strictes, malheureusement sous des hypotheses
restrictives (mais suffisantes pour obtenir notre théoréme A oo-catégorique dans [7]).
On montre qu’on peut définir une correspondance comme dans l'illustration ci-dessus
si on se restreint aux diagrammes obtenus en composant un diagramme comme dans
lillustration, out A, A’ et C sont des co-catégories de Steiner fortes et u’ est un mono-
morphisme vérifiant une hypothese technique, par un oo-foncteur quelconque C' — C’
(en particulier, on ne demande pas que C’ soit une oo-catégorie de Steiner forte). On
montre que cette correspondance est sesquifonctorielle.

Ces résultats, dans le cas des complexes dirigés augmentés, sont obtenus en produi-
sant des formules explicites et par le calcul. Cette approche s’adapte a priori mal au
cas des co-catégories mais nous montrons qu’on peut déduire le cas des co-catégories
de celui des complexes dirigés augmentés. Pour ce faire, on utilise, d’une part, la den-
sité de la sous-catégorie pleine de co-Cat formée des oo-catégories de Steiner fortes
et, d’autre part, un résultat, démontré dans ce texte, de stabilité des co-catégories de
Steiner fortes par certaines sommes amalgamées. C’est des hypotheses de ce dernier
résultat que provient la condition restrictive sur u’.

Apres que nous avons rendu publique une premiere version de ce texte, Dominic
Verity nous a signalé que ses travaux sur les ensembles compliciaux permettraient
également de définir un joint oo-catégorique. Dans [42, section 3], Verity définit un
joint des ensembles stratifiés, ensembles simpliciaux munis de la donnée supplémen-
taire de simplexes distingués dits fins. Il nous a affirmé qu’on pourrait montrer, en
utilisant un théoréme de Day, que ce joint induit un joint sur la sous-catégorie réflexive
formée des ensembles compliciaux. Or, en vertu de la conjecture de Street-Roberts
qu’il a démontrée [41], les ensembles compliciaux sont équivalents aux co-catégories
strictes. Il est probable que ce joint co-catégorique serait isomorphe au notre, méme
si la comparaison ne semble pas triviale.

Organisation de l’article. — Le premier chapitre est consacré aux préliminaires
sur les oo-catégories strictes. On fixe nos notations et conventions et on rappelle
quelques constructions classiques. On définit la notion standard de co-catégorie stricte
engendrée librement au sens des polygraphes et on dégage un résultat de commutation
aux limites inductives de ces co-catégories qui jouera un réle important dans la suite
du texte. On définit la notion de oco-transformation oplax en donnant des formules
explicites et on étudie quelques moyens de composer ces co-transformations oplax.
Dans le deuxieéme chapitre, on rappelle la théorie des complexes dirigés augmentés
de Steiner et on y apporte quelques compléments. On définit les foncteurs A et v de
Steiner qui forment un couple de foncteurs adjoints entre la catégorie des oo-catégories
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strictes et la catégorie des complexes dirigés augmentés. On introduit les termes « com-
plexe de Steiner » et « complexe de Steiner fort » pour désigner ce que Steiner appelle
les complexes dirigés augmentés a base unitaire sans boucle ou fortement sans boucle.
On rappelle les deux résultats fondamentaux de la théorie de Steiner : le foncteur v
restreint aux complexes de Steiner est, d’une part, pleinement fidele et, d’autre part, a
valeurs dans la catégorie des oo-catégories libres au sens des polygraphes. On apporte
ensuite les compléments suivants. On définit la notion de complexe dirigé augmenté
décent, notion peut-étre plus pertinente que celle de complexe dirigé augmenté. On
définit des endofoncteurs de dualité de la catégorie des complexes dirigés augmentés
et des notions de troncations pour ces complexes. On étudie les compatibilités entre
ces constructions et les foncteurs A et v de Steiner. Enfin, on introduit les notions
d’homotopie et d’antihomotopie entre morphismes de complexes dirigés augmentés et,
plus généralement, celles de n-homotopie et de n-antihomotopie, et on décrit quelques
opérations sur ces objets.

Dans le troisieéme chapitre, on décrit les limites inductives de complexes de Steiner
et on étudie la commutation du foncteur v a celles-ci. On introduit la notion de
systeme de Steiner et on montre que le foncteur v commute aux limites inductives
de ces systemes. On définit la notion d’inclusion rigide ordonnée entre complexes
de Steiner et on montre qu'une somme amalgamée de complexes de Steiner forts
faisant intervenir des inclusions rigides ordonnées forme un systéme de Steiner fort.
Le premier résultat joue un réle important dans la construction méme du joint et le
second dans les propriétés de fonctorialité du joint.

Le quatrieme chapitre est consacré a la catégorie © de Joyal. On la définit comme
une sous-catégorie pleine de la catégorie des oo-catégories strictes en utilisant la notion
de sommes globulaires. On indique comment les préfaisceaux sur © compatibles a ces
sommes globulaires induisent des co-catégories. On étudie la restriction du foncteur A
de Steiner a ©. On montre que O est dans 'image du foncteur v de Steiner en utilisant
les résultats du chapitre précédent (ce résultat était déja connu de Steiner [34]).

Dans le cinquieme chapitre, on s’intéresse a la question suivante : pour définir une
structure de catégorie monoidale sur une catégorie, sous quelles conditions suffit-il de
le faire sur une sous-catégorie dense ? Un théoréeme de Day répond a cette question
pour les catégories monoidales bifermées. On généralise ce résultat a ce qu’on appelle
les catégories monoidales localement bifermées qui, si la catégorie sous-jacente est lo-
calement présentable, sont les structures pour lesquelles le produit tensoriel commute
aux limites inductives connexes en chaque variable. C’est ce résultat qu’on utilisera
dans le chapitre suivant pour construire le joint.

Le sixiéme chapitre est le chapitre central de ’article. C’est dans celui-ci qu’on
construit le foncteur joint et les tranches généralisées. On commence par des rap-
pels sur la structure de catégorie monoidale bifermée sur la catégorie des complexes
dirigés augmentés définie par le produit tensoriel. On en déduit, grace a un jeu de



INTRODUCTION 9

suspensions déja présent sous une autre forme dans [37], une nouvelle structure de
catégorie monoidale sur cette méme catégorie; on appelle le produit de cette struc-
ture le joint. On montre que cette structure est localement bifermée et qu’elle in-
duit une structure de catégorie monoidale sur la catégorie des complexes de Steiner
forts. On transporte cette structure sur la sous-catégorie pleine de co-Cat formée des
oo-catégories de Steiner fortes et on vérifie que les hypotheses de notre théoreme a
la Day dégagé dans le chapitre précédent sont satisfaites; c’est le contenu de la pro-
position 6.27, proposition clé de ce chapitre. On en déduit ’existence d’une structure
de catégorie monoidale localement bifermée sur la catégorie des oo-catégories strictes.
On obtient ainsi un foncteur joint et des foncteurs tranches. On finit le chapitre par
une étude des compatibilités du joint et des tranches avec les dualités de la catégorie
des oco-catégories strictes.

Dans le septieme chapitre, on montre comment on peut définir les orientaux
de Street et le nerf de Street formellement & partir des propriétés de notre joint
oo-catégorique, idée apparaissant déja dans [37]. Plus précisément, on montre que
la oo-catégorie finale est munie d’une unique structure de monoide pour la structure
de catégorie monoidale définie par le joint et que I'objet cosimplicial associé a ce
monoide est ’objet cosimplicial de Street. On démontre par ailleurs que ’adjoint a
gauche du nerf de Street est un foncteur monoidal pour le joint simplicial et le joint
oo-catégorique.

Dans le huitiéme chapitre, on montre que la structure de catégorie monoidale
sur la catégorie des oo-catégories strictes définie par le joint induit par troncation
une structure de catégories monoidales sur la catégorie des n-catégories strictes pour
tout n > 0. On obtient de plus que cette structure est localement bifermée. On vérifie
que pour n = 1 on retrouve le joint et les tranches 1-catégoriques usuels.

Le but du neuviéme chapitre est de décrire par des formules explicites les tranches
au-dessous d’un objet qui ont été définies abstraitement dans le sixieme chapitre.
En particulier, pour n = 2, on retrouve les formules définissant les tranches qui
apparaissent déja dans la littérature.

Le dixiéme chapitre est consacré aux tranches des complexes dirigés augmentés
et a leurs propriétés de fonctorialité. On définit explicitement des tranches générali-
sées pour les complexes dirigés augmentés et on montre que celles-ci ont la propriété
universelle attendue. On étudie des propriétés de fonctorialité de I’opération tranche.
On montre qu’a tout triangle commutatif & une antihomotopie pres, on peut asso-
cier un morphisme entre les tranches associées et qu’a tout cone commutatif & une
2-antihomotopie pres, on peut associer une homotopie entre les morphismes entre les
tranches associées. On étudie les compatibilités de ces constructions aux différentes
compositions.

Le onziéme chapitre contient d’importants résultats de fonctorialité des tranches
oo-catégoriques, analogues oo-catégoriques des résultats du chapitre précédent. On
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montre qu’a tout triangle de oco-foncteurs commutatif & une transformation lax pres
se factorisant par un triangle de complexes de Steiner forts (et satisfaisant une hypo-
thése technique), on peut associer un oco-foncteur entre les tranches co-catégoriques
associées. De méme, on montre qu’a tout cone satisfaisant une condition analogue
on peut associer une transformation oplax. Enfin, on étudie les compatibilités de ces
constructions aux différentes compositions. Tous ces résultats sont obtenus a partir
des résultats analogues pour les complexes dirigés augmentés. Cette réduction au
cas des complexes dirigés augmentés utilise de maniére cruciale les résultats sur les
sommes amalgamées de complexes de Steiner forts établis dans le troisieme chapitre.

L’appendice A est consacré au produit tensoriel de Gray oo-catégorique. On ap-
plique les techniques utilisées précédemment pour le joint pour construire le produit
tensoriel de Gray et montrer qu’il définit une structure de catégorie monoidale bi-
fermée sur la catégorie des co-catégories strictes. On définit les oo-catégories strictes
des foncteurs lax et oplax comme Hom interne a droite et a gauche. On discute les
compatibilités du produit tensoriel et de ces deux Hom internes avec les dualités de
la catégorie des oo-catégories strictes. On montre que, comme dans le cas du joint, le
produit tensoriel induit par troncation une structure de catégorie monoidale bifermée
sur la catégorie des n-catégories strictes pour tout n > 0.

Le but de I’appendice B est de montrer I’équivalence entre la définition concrete des
oo-foncteurs oplax donnée dans le premier chapitre et la notion abstraite définie en
termes du produit tensoriel co-catégorique. Ceci nous permet de définir la composition
verticale des transformations oplax sans donner explicitement de formules. On utilise
par ailleurs cette équivalence pour associer a toute homotopie de complexes dirigés
augmentés une transformation oplax de co-catégories et on étudie les propriétés de
cette correspondance. Pour finir, on étudie le lien entre les co-catégories D1 ®C, DgxC
et XC, ott Dy et Dy désignent les co-catégories associées aux ensembles ordonnés {0}
et {0 < 1}, et ¥ désigne la suspension, introduite dans cet appendice.

Enfin, dans I'appendice C, on dégage des conjectures de fonctorialités du joint et
des tranches dont les résultats du douziéme chapitre sont des cas particuliers. On
introduit la notion de V-sesquicatégorie, o V est une catégorie munie d’un fonc-
teur vers la catégorie des ensembles. Dans le cas ou V est la catégorie oco-Cat des
oo-catégories strictes munie du foncteur ensemble des objets, on obtient la notion de
oo-sesquicatégorie. On introduit par ailleurs les notions de co-catégorie de Gray et
de oco-catégorie de Gray gauche, co-catégories enrichies dans co-Cat munie respective-
ment du produit tensoriel de Gray et du transposé de ce produit tensoriel. On donne
I’exemple de oo-Cat resp. de oo-Caty, ), co-catégorie de Gray (resp. de Gray
gauche) dont les objets sont les co-catégories strictes, les 1-fleches les oo-foncteurs
stricts et les i-fleches pour ¢ > 1 les (i — 1)-transformations oplax (resp. lax). On
conjecture l'existence d’une oco-catégorie de Gray (resp. de Gray gauche) tranche au-
dessus ou au-dessous d’un objet d’une co-catégorie de Gray (resp. de Gray gauche). On

oplax (
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conjecture que les foncteurs joint et tranches co-catégoriques, vus comme foncteurs en
une de leurs deux variables, proviennent de co-foncteurs de Gray ou de Gray gauches

(c’est-a-dire de foncteurs enrichis) entre des tranches de co-Cat et co-Caty,,.

oplax

Remerciements. — Les auteurs remercient Andrea Gagna pour les nombreuses
coquilles qu’il a débusquées dans une version préliminaire de ce texte, ainsi que pour
I’exemple 3.4 qui lui est dii et qui montre que la premiere rédaction du troisieme
chapitre était 1égerement incorrecte.

Notations et terminologie. — Si C est une catégorie, on notera Ob(C) la classe de
ses objets. La catégorie opposée a C sera notée C°. Si D est une seconde catégorie, la
catégorie des foncteurs de C vers D sera notée Hom(C, D). On notera Ens la catégorie
des ensembles et Ab la catégorie des groupes abéliens. Si A est une petite catégorie,
on notera A la catégorie des préfaisceaux sur A, c’est-a-dire la catégorie Hom(A°, Ens)
des foncteurs de A° vers la catégorie des ensembles.

On dira qu’une catégorie est connexe si elle 0-connexe. Autrement dit, on ne consi-
derera pas la catégorie vide comme une catégorie connexe. Ainsi, lorsqu’on parlera de
limites inductives connexes, on supposera que la catégorie source du systéme inductif
est non vide.






CHAPITRE 1

PRELIMINAIRES co-CATEGORIQUES

1.1. — On notera oco-Cat la catégorie des petites oco-catégories strictes et des
oo-foncteurs stricts entre celles-ci. Toutes les oco-catégories et tous les oo-foncteurs
considérés dans ce texte seront stricts et on se permettra donc d’omettre I’adjectif
« strict ». Sauf mention expresse du contraire, ces oco-catégories seront de plus sup-
posées petites. Si C' est une oco-catégorie, pour i > 0, on notera C; ’ensemble de ses
i-fleches ou i-cellules. Si = est une i-fleche pour ¢ > 0, on notera respectivement s(z)
et t(z) les (i — 1)-fleches source et but de z. Plus généralement, pour j tel que
0 < j <4, on notera s;(z) et t;(x) la j-source et le j-but de z, c’est-a-dire les j-fleches
source et but itérés de z en dimension j. On dira que deux i-fleches x et y sont
j-composables sion a s;(x) = t;(y). Six et y sont j-composables, on notera x *; y leur
composé qu’on appellera parfois j-composé. Si x est une i-fleche de C, on notera 1,
la (i + 1)-fleche identité de z. On dira parfois qu'une (i + 1)-fleche de la forme 1,
pour z une i-fleche, est triviale.

Afin de simplifier certaines formules, on adoptera les conventions suivantes. Pour
tous 4,7 > k > 0, si  est une i-fleche de C, y une j-fleche de C et qu’on a I’égalité
si(x) = tr(y), on notera z *;, y la I-fleche, ot [ est le maximum de {4, j}, définie par

{1z*ky sit

)

<
THply, sii>

J
Js

ou 1., pour z = z,y, désigne I'identité itérée de z en dimension [. Par ailleurs, si ¢ < j,
on considérera que I'opération *; est prioritaire sur 'opération *; de sorte qu’on a

crykjz=(THy)kj 2 et Tx;yk 2z =% (Y 2),

lorsque ces formules ont un sens.
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1.2. — Soit n > 0. On considérera une n-catégorie C' comme une oo-catégorie dont
les ensembles de j-fleches Cj pour j > n ne contiennent que des cellules triviales. On
notera n-Cat la sous-catégorie pleine de co-Cat formée des n-catégories.

Le foncteur d’inclusion n-Cat — oo-Cat des n-catégories dans les co-catégories
admet un adjoint a gauche et un adjoint a droite qu’on notera respectivement

Tign : 00-Cat — n-Cat et Tgn : 00-Cat — n-Cat.

On appellera Tign le foncteur n-tronqué intelligent et Tzn le foncteur n-tronqué béte.
Explicitement, si C' est une co-catégorie, on a

()= C; sit < n,
= Cp/~ siizn,

ou ~ est la relation d’équivalence sur C),, définie par « x ~ y §’il existe un zigzag de
(n + 1)-fleches de C entre = et y », et

C; sii<n,
Tzn(c)l = {

C, sii>=n,

les compositions et identités étant héritées de celles de C' de la maniére évidente.

On identifiera souvent Tgn(C ) & une sous-oco-catégorie de C' via le morphisme d’ad-
jonction Tgn(C) — C.

Par ailleurs, le foncteur Tgn admet lui-méme un adjoint a droite : le foncteur qui
associe & une n-catégorie C' la (n + 1)-catégorie dont le n-tronqué béte est C et telle
que pour toutes n-fleches z et y, il existe exactement une (n+ 1)-fleche de = vers y. En
particulier, le foncteur Tzn commute aussi bien aux limites projectives qu’aux limites
inductives.

1.3. — Soit C une oco-catégorie. Un ensemble multiplicatif de cellules de C' est un
ensemble M de cellules de C satisfaisant aux deux conditions suivantes :
(a) pour tout i > 0 et toute i-fleche x de C, si x appartient & M, alors la (i + 1)-fleche
1, appartient a M ;
(b) pour tous i > j > 0 et tout couple z,y de i-fleches j-composables de C, si z
et y appartiennent & M, alors la i-fleche composée x *; y appartient a M.
On dit qu’'un ensemble E de cellules d’une oco-catégorie C' engendre C' par compositions
si 'ensemble de toutes les cellules de C' est le plus petit ensemble multiplicatif de
cellules de C contenant E. Dans ce cas, F contient nécessairement 1’ensemble des
objets de C' et, pour tout ¢ > 0, toute i-fleche de C' est un composé d’un nombre fini
de i-fleches qui sont dans E ou sont des identités itérées de cellules appartenant a E.

1.4. — Soient C une oco-catégorie et E un ensemble de cellules de C. Pour i > 0,
posons E; = ENC;. On dira que E engendre librement C au sens des polygraphes si
(a) Eo = Cop;



CHAPITRE 1. PRELIMINAIRES co-CATEGORIQUES 15

(b) pour tout ¢ > 0, toute co-catégorie D, tout oo-foncteur u : T%(C) — D et toute
application f : E;11 — D;y1 tels que, pour tout x dans E; 1, on ait

s(f(z)) =u(s(z)) et t(f(x)) =u(t(x)),
il existe un unique co-foncteur u’ : T2i+1(0) — D tel que
!/ !
ulTEi(C) =u et UE . = f
Proposition 1.5. — Soient C une co-catégorie et E un ensemble de cellules de C' qui
l’engendre librement au sens des polygraphes. Alors E engendre C par compositions.

Démonstration. — Pour ¢ > 0, on pose E; = ENC; et Egy = Uoggj<i £j. On va
montrer par récurrence sur ¢ > 0 que I'ensemble E¢; engendre TEZ-(C) par compo-
sitions, ce qui prouvera la proposition. Pour ¢ = 0, l'assertion est évidente grace a
la condition (a) du paragraphe 1.4. Supposons donc I’assertion démontrée pour ¢ et
démontrons-la pour i+1. Soit D la sous-(i+1)-catégorie de 7’214—1(0) dont les j-fleches,
pour 0 < j < 4, sont les j-fleches de C' et dont les (i+1)-fleches sont les composés d’élé-
ments de F;;;1 et d’identités itérées de j-fleches de C pour 0 < j < i. Par hypothese
de récurrence, I’ensemble F¢; 11 engendre D par compositions. Il suffit donc de mon-
trer que T2i+1(0) = D ou, de maniere équivalente, que 'inclusion v : D — 72i+1(0)
admet une section. Par définition, on a une inclusion w : Tgi(C) — D et une inclusion
f: Eiy1 — D;yq satisfaisant aux hypotheses de la condition (b) du paragraphe 1.4.
On en déduit Pexistence d’un oo-foncteur ' : T%H(C) — D tel que

! _ ! —
Upre () = U et wpg,, =/

La restriction de vu & 72,(C) est donc Iinclusion 72,(C) < 72, ,(C) et la restriction

a F;1q Uinclusion F;11 — C;11, ce qui, en vertu de la partie unicité de la condition (b)
du paragraphe 1.4, prouve que u’ est une section de v, ce qu'il fallait démontrer. [

Proposition 1.6. — Soient P : A — co-Cat un foncteur de source une petite caté-
gorie A, C une oo-catégorie et a une transformation naturelle de P wvers le foncteur
constant de valeur C. On suppose fixé, pour tout objet a de A, un ensemble E, engen-
drant librement la co-catégorie P(a) au sens des polygraphes, ainsi qu’un ensemble E
engendrant librement la co-catégorie C au sens des polygraphes. On suppose que

(a) pour tout objet a de A, on a a,(E,) C E;

(b) pour toute fléeche f:a —b de A, on a P(f)(E,) C Ey;

(¢) Uapplication ligaeA E, — E induite par o est une bijection.
Alors le co-foncteur ligaeA P(a) — C induit par a est un isomorphisme de co-caté-
gories.

Démonstration. — Pour tout ¢ > 0, on pose E; = E N C; et, pour tout objet a de A,
E,; = E, N P(a);. Par hypothese, pour tout ¢ > 0, Papplication ligA E.; — E;
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induite par « est bijective. On va montrer par récurrence sur i que, pour tout i > 0,
le tronqué béte (défini au paragraphe 1.2)

T%—(li_H;P) ~ lingiP — T%—(C’)
A A

du oo-foncteur hg N P — C induit par « est un isomorphisme, ce qui prouvera la pro-
position. Pour ¢ = 0, cela résulte de la bijectivité de l'application hg A Eqo0— Ep
et du fait que, en vertu de la condition (a) du paragraphe 1.4, on a Cy = Ej
et P(a)o = E4 pour tout a dans A. Supposons 'assertion établie pour un ¢ > 0
et prouvons-la pour i 4+ 1. Soient D une oo-catégorie et 3 : TEZ- 1P — D une trans-
formation naturelle de but le foncteur constant de valeur D. Il s’agit de mon-
trer qu’il existe un unique oo-foncteur v : 7'21- +1(C) — D tel que, pour tout
objet a de A, on ait 5, = U072i+1(04a). En vertu de I’hypotheése de récurrence,
il existe un unique oo-foncteur u : T%-(C) — D tel que, pour tout objet a
de A, on ait Balfzi(P(a)) =wuo Tgi(aa). D’autre part, la bijectivité de I'application
li_n>nA Eqi+1 — E;+1 implique l'existence d’une unique application f : F;11 — D;q1
telle que, pour tout objet a de A et tout x, dans E, ;11, on ait 5, (z,) = f(aa(x4)). Or,
pour tout x dans E; 1, il existe un objet a de A et x, dans E, ;11 tel que x = g (xq).
On a donc

s(f(2)) = s(f(aa(®a))) = 3(Ba(Ta)) = Ba(s(2a))

— waa(5(2a)) = u(s(aa(wa))) = u(s())

et, de méme, ¢(f(z)) = u(t(z)). Comme E engendre librement C au sens des po-
lygraphes, en vertu de la condition (b) du paragraphe 1.4, il existe donc un unique
oo-foncteur v : T2i+1(0) — D tel que

’Ul,,.zi(c) =u et U|Ei+1 = f

Il reste & prouver que, pour tout objet a de A, on a 5, = v o T2i+1(()éa). Or, on a les
égalités

b b b

Bahzi(P(a)) =uo T@'(Oéa) =Ure0)° T@:(Oéa) =(vo T<7:+1(04a))|rgi(1>(a))
et, pour tout z, dans E, 11, on a Bq(24) = f(ae(xa)) = v(aa(z,)) et donc
b

Ba|Ea,i+1 = (U © Tgi—&-l(aa))lEa,iJrl‘

Comme FE, engendre librement P(a) au sens des polygraphes, en vertu de la partie

unicité de la condition (b) du paragraphe 1.4, on a donc 3, = v o T2i+1(aa), ce qui
acheve la démonstration. O

Remarque 1.7. — On vérifie facilement que la proposition précédente reste vraie si
on remplace 'hypothese « E, engendre librement P(a) au sens des polygraphes » par
I’hypothese plus faible « E, engendre P(a) par compositions ». En revanche, on doit
toujours supposer que l’ensemble F engendre librement C' au sens des polygraphes.
On n’aura pas besoin de ce résultat dans la suite.
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1.8. — Soit C une oco-catégorie. On définit une co-catégorie C°, appelée le dual de C,
en inversant le sens des i-fleches de C pour tout ¢ > 0. On vérifie immédiatement que
Iapplication C' +— C° définit un endofoncteur involutif D : co-Cat — oo-Cat.

Plus généralement, pour toute partie J de N* = N ~ {0}, on définit un endofoncteur
involutif Dy : oco-Cat — oco-Cat qui envoie une co-catégorie sur la oo-catégorie obtenue
en inversant le sens des i-fleches pour tout ¢ dans J. On appellera D ;(C) le J-dual
de C. Par définition, on a D = Dy-.

Deux autres dualités jouent un role particulierement important. Si J est I’ensemble
des entiers strictement positifs impairs, on appellera le J-dual le dual impair et on
désignera D ;(C) par C°P. Si J est I'ensemble des entiers strictement positifs pairs,
on parlera du dual pair et on désignera D ;(C) par C°. Notons que si C' est une
oo-catégorie, on a C° = (C°P)%° = (C)°P. Pour cette raison, la oo-catégorie C° est
parfois notée C°°°P dans la littérature.

1.9. — Soient u,v : C' = D deux oco-foncteurs. Une prétransformation oplax o de u
vers v consiste en la donnée, pour tout i > 0 et toute i-fleche = de C, d’une (i+1)-fleche
Qz * Qg (z) ¥ie1 """ ¥1 Qg () %0 U(T) — V(T) %0 Qg (z) %1 ¥im1 Qg ()
de D. (Pour lire ces formules, il faut garder en téte les conventions énoncées au para-
graphe 1.1 : en particulier, pour k < [, opération *; est prioritaire sur opération *;.)

Ainsi, si x est un objet de C', on dispose d’une 1-fleche

()

de D; si x est une 1-fleche de C, on dispose d’une 2-fleche
u(x)
u(so(x)) — u(to(x))

Qg
as()mJ/ y Jatom

v(so(z)) — 5 vlto(x)

de D; si x est une 2-fleche de C', on dispose d’une 3-fleche
u(s1(z))

—
u(so(@) @l ulto(a)
u(t1(z))
sy (z)
Xsg (@) v

Aty (x)

S\; e ()
)

v(so(x)) L(QE)LM} v(to(z))
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de D de source ay, (z) *1 (Qy () *0 u(x)) et de but (v(z) %o sy(a)) *¥1 s, (2) ; €tC.
Une telle prétransformation oplax est une transformation oplax si elle satisfait aux
axiomes de fonctorialité suivants :
(a) pour tout ¢ > 0 et toute i-flecche = de C, on a

ay, =1la;
(b) pour tous i > j > 0 et tout couple x,y de i-fleches j-composables de C, on a
gy = (0(t341(2)) %o gy 41+ %51 0, () %5 )
#j1 (%5 (2) %517 1 Qg (a) %o u(5541(Y))) -

Remarque 1.10. — On montrera dans I’appendice B (voir notamment le corol-
laire B.2.6) que les transformations oplax entre co-foncteurs de C' vers D peuvent s’in-
terpréter en termes du produit tensoriel de Gray oo-catégorique. Plus précisément, en
notant D; la catégorie associée a ’ensemble ordonné 0 < 1, de telles transformations
oplax correspondent aux oco-foncteurs D; ® C' — D, ou ® désigne le produit tenso-
riel de Gray (voir le paragraphe A.16), ou encore, par adjonction, aux oo-foncteurs
C — Hom,,, (D1, D) (voir le paragraphe A.18).

Remarque 1.11. — La oo-catégorie Hom,,, (D1, D) de la remarque précédente est
isomorphe & la co-catégorie HD des cylindres dans D introduite par Métayer dans [30]
(voir notre remarque B.1.16). Ainsi, les formules définissant les transformations oplax
se trouvent déja dans [30].

1.12. — Soient u,v : C' = D deux oo-foncteurs. Une transformation lax de u vers v
est une transformation oplax de u® : C°° — D vers v°° : C°° — D.

Remarque 1.13. — On verra dans lappendice B (voir le corollaire B.2.7) que
les transformations lax entre oo-foncteurs de C' vers D correspondent aux oo-fonc-
teurs C ® D; — D.

Remarque 1.14. — Si u,v : C — D sont deux oco-foncteurs, on vérifie facilement
qu’une transformation oplax de u°® vers v° n’est autre qu'une transformation oplax
de v vers u; on en déduit qu'une transformation oplax de u°? vers v°P est une trans-
formation lax de v vers w.

Dans ce texte, on privilégiera les transformations oplax aux transformations lax. On
laisse le soin au lecteur d’expliciter la notion de transformation lax et de dualiser les
énoncés concernant les transformations oplax en des énoncés sur les transformations
lax.

1.15. — Soit v : C — D un oco-foncteur. On vérifie immédiatement qu’on définit
une transformation oplax 1, de u vers u en posant, pour toute cellule z de C,
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On appellera cette transformation oplax la transformation oplax identité de w.

1.16. — Soient vg,vy : C — D deux oo-foncteurs et o une transformation oplax
de vg vers vy. Soit v : B — C un oo-foncteur. On vérifie immédiatement qu’on définit
une transformation oplax axu de vou vers viu (qui sont des co-foncteurs de B vers D)
en posant, pour x une cellule de B,

(@ *u)y = ay(z)-
De méme, si w : D — E est un oo-foncteur, on définit une transformation oplax
w * a de wvg vers wvy (qui sont des oo-foncteurs de C vers E) en posant, pour x une

cellule de C,
(w* a), =w(ay,).

1.17. — Fixons une oo-catégorie C. Soient (A,v : A — C) et (B,w : B — C)
deux oo-catégories au-dessus de C' et ug,u; : A — B deux foncteurs au-dessus de C.
Autrement dit, on a un diagramme

—
A\_/B

U1

C
de oo-foncteurs formé de deux triangles commutatifs. On dira qu'une transformation
oplax a de ug vers uy est au-dessus de C si w * « est la transformation oplax identité
de v.






CHAPITRE 2

RAPPELS ET COMPLEMENTS SUR
LA THEORIE DE STEINER

Le but de ce chapitre est d’exposer la théorie développée par Steiner dans [32] et
d’y apporter quelques compléments.

2.1. — Dans ce texte, par « complexe de chaines » on entendra toujours « complexe
de chaines de groupes abéliens en degrés positifs ». On rappelle qu’un élément homo-
géne d’un complexe de chaines K est un élément de la somme disjointe ensembliste
des K,, pour n > 0. Le degré d’un élément homogene x, c’est-a-dire 'unique n tel
que x appartienne a K, sera noté |z|.

2.2. — Un compleze dirigé augmenté est un triplet (K, K*, e), ou

dn+t1 dn, dn—1 d d
K= ... K, —5 K, 2 K — 5 K

est un complexe de chaines (de groupes abéliens en degrés positifs), e : Ky — Z est une
augmentation (on a donc edy = 0) et K* = (K ),>0 est la donnée pour tout n > 0
d’un sous-monoide K du groupe abélien K,. (On ne demande aucune compatibi-
lité entre la différentielle et ces sous-monoides.) On appellera les sous-monoides K,
pour n = 0, les sous-monoides de positivité de K.

Un morphisme de complexes dirigés augmentés est un morphisme de complexes
de chaines augmentés qui respecte les sous-monoides de positivité. Plus précisément,
si (K,K*,e) et (K',K'",¢') sont deux complexes dirigés augmentés, un morphisme
du premier vers le second est donné par un morphisme de complexes de chaines
f: K —= K tel que €'fy = e et f,(K}) C K* pour tout n > 0. On notera Cq, la
catégorie des complexes dirigés augmentés.

On désignera souvent, par abus de notation, un complexe dirigé augmenté par son
complexe de chaines sous-jacent.

2.3. — On définit un foncteur

A oo-Cat — Cyqa
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de la maniere suivante.
Soit C' une oo-catégorie. Pour ¢ > 0, le groupe abélien A(C); est défini par les

générateurs
[x], pour z une i-fleche de C,
soumis aux relations
[ *; y] = [z] + [y, pour 0 < j < i et x et y des i-fleches j-composables.

Le sous-monoide de positivité A\(C)F est le sous-monoide engendré par les généra-
teurs [x] pour z une i-fleche de C. Pour i > 0, la différentielle d; : A(C); — A(C);-1

est définie par
d([z]) = [t(z)] — [s(z)], pour z une i-fleche de C.

Enfin, Paugmentation A(C)o — Z est I'unique morphisme qui envoie, pour tout objet x
de C, le générateur [z] sur 1. On vérifie immédiatement qu’on obtient bien ainsi un
complexe dirigé augmenté.

Siu:C — D est un oo-foncteur, on définit, pour tout ¢ > 0, un morphisme de
groupes abéliens A(u); : A(C); — A(D); en envoyant un générateur [z], pour = une
i-fleche de C, sur le générateur [u(x)]. On vérifie immédiatement qu’on obtient ainsi
un morphisme de complexes dirigés augmentés A(u) : AM(C) — A(D) et que A ainsi
défini est bien un foncteur.

2.4. — On définit un foncteur
vV : Cqa — 0o-Cat

de la maniere suivante.
Soit K un complexe dirigé augmenté. Pour ¢ > 0, les i-fleches de v(K) sont les

tableaux
B
2 ... ozl al
tels que

(a) 5, appartlentaKk poure =0,1et 0 <k <i;
(b) d(z) =wp_, — 2}, poure=0,1et 0 <k <i;
(¢) e(xo) = 1 pour € =0,1;

(d) =

La structure de oo-catégorie sur v(K) est définie de la maniére suivante. Soit

0 0 0

. Ty ... T T
- 1 1 1]’

Ty .. Ty T

@&)—' =0
N———
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pour i > 0, une i-fleche de v(K). Si ¢ > 0, les sources et buts de  sont donnés par

0 0 0 1

i—1 Lo .- Ty_og Ti_g

0 et t(z) = ) L . .
i—1 Lo - Ti_a T

Pour tout ¢ > 0, I'identité de z est le tableau

les tableaux

0 0
xg .. T,

s(z) = < ) le
i

Lo 2

8 8

. z) 9 0
¢ ) ! 0
Enfin, si
0 0 0 0 0 0
e Ty ... Ty T ot y= Yo - Y1 Y
B 1 1 1 B 1 1 1
Lo - Tio1 Ty Yo --- Yic1 Y
sont deux i-fleches j-composables pour ¢ > 7 > 0, on pose
0 0 .0 0 0 0
ey (YO Y Tiv1 Tt Y541 -0 T Y
TH Y= 1 1 Iy Lyg)r
Ty .. T Tigg T Yip - T Y

On vérifie qu’on définit bien ainsi une oco-catégorie.
Si z est une i-fleche de v(K) pour un i > 0, on notera xg, pour 0 < k < @ et
e = 0,1, les composantes du tableau

z) ... 2%, oz
xr=
xy ... oxl, oz
On désignera par x; 'élément 2 = x} et, pour k > i et ¢ = 0,1, on posera z = 0.
Si maintenant f : K — K’ est un morphisme de complexes dirigés augmentés, on
vérifie qu’on définit un co-foncteur v(f) : v(K) — v(K') par la formule

I E T S [ f@R) o flal) f(ad)
r= 1 1 1 Hf(x)_ 1 1 1 :

On vérifie immédiatement que v ainsi défini est bien un foncteur.

S <o

Théoréme 2.5 (Steiner). — Les foncteurs
A oo-Cat — Cqa, v : Cqa — o0-Cat
forment un couple de foncteurs adjoints.

Démonstration. — Voir [32, théoréme 2.11]. O

2.6. — Une base d’un complexe dirigé augmenté K est un ensemble gradué
B = (B;)i>o tel que, pour tout i > 0,

(a) B; est une base du Z-module K ;

(b) B; engendre le sous-monoide K de K.
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On identifiera souvent une base B = (B;);>0 a I'ensemble [[;, B;.
Soit K un complexe dirigé augmenté. On définit une relation de préordre < sur K;
en posant

e<y & y—zec K

On vérifie immédiatement que si K admet une base, cette relation de préordre
est une relation d’ordre et que les éléments de B; sont les éléments minimaux
de (K7 ~ {0}, <). Ainsi, si K admet une base, cette base est unique.

On dira que le complexe dirigé augmenté K est a base s’il admet une base (néces-
sairement unique).

2.7. — Fixons A un groupe abélien libre muni d’une base B. Soit
T = Z Tpb
beB

un élément de A. On appellera support de x ’ensemble

supp(z) = {b € B | a3 # 0}.

Notons A* le sous-monoide de A engendré par B. On définit deux éléments x4 et x_

de A* par
x+=beb et x_:—beb.
beB beB
x>0 <0

Onaalorsz=z4y —a_.

En particulier, si K est un complexe dirigé augmenté admettant une base
B = (B;)i>0, pour tout x dans K; pour un ¢ > 0, on dispose, en appliquant le
paragraphe précédent au groupe abélien K; muni de sa base B;, d’une notion de
support de z et d’éléments x4 et x_ de K.

2.8. — Soit K un complexe dirigé augmenté admettant une base B = (B;);>0. Pour
1> 0 et x un élément de K;, on définit un tableau

_(f@e @Y . el (@)
<>_< ot (@) 1)’

ou les (z)% sont définis par récurrence descendante sur k de ¢ & 0 :
— ()i =2 = ()i
— ()Y, =d({(z)?)_ et (z)}_, = d((z)})+ pour 0 < k < i.
On vérifie facilement que ce tableau est une i-fleche de v(K) si et seulement si, d’une
part, x appartient & K} et, d’autre part, on a les égalités e((z))) = 1 = e((x)}). On
posera par ailleurs (z); = x et (z)7 = 0 pour tout k > ¢ et € = 0, 1. Lorsque (z) est
une i-fleche, ces conventions sont compatibles avec celles du paragraphe 2.4.
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On dit que la base B de K est unitaire si, pour tout i > 0 et tout x dans B,
le tableau (z) est une i-fleche de v(K), ce qui revient & dire quon a 1’égalité
e({z)g) =1 = e((z)g)-

On dit qu'un complexe dirigé augmenté est a base unitaire s’il est & base et que
son unique base est unitaire. Si un complexe dirigé augmenté K est a base unitaire,
pour tout élément z de la base de K, on appelle la cellule (z) de v(K) ’atome associé
ax.

2.9. — Soit K un complexe dirigé augmenté admettant une base B. Pour ¢ > 0, on
note <; la plus petite relation de préordre sur B (= [, B;) satisfaisant

<y si 2] >4, [yl > i et supp({z);) Nsupp((y)7) # 2.
On dit que la base B est sans boucle si, pour tout ¢ > 0, la relation de préordre <;
est une relation d’ordre.
On dit qu'un complexe dirigé augmenté est a base sans boucle s’il est a base et si
sa base est sans boucle.

2.10. — On appellera complezxe de Steiner un complexe dirigé augmenté a base dont
la base est unitaire et sans boucle.

On appellera co-catégorie de Steiner une oo-catégorie dans 'image essentielle de
la restriction du foncteur v : Cq, — co-Cat a la catégorie des complexes de Steiner. Le
théoreme suivant affirme que le foncteur v induit une équivalence de catégories entre
la catégorie des complexes de Steiner et celle des co-catégories de Steiner.

Théoréme 2.11 (Steiner). — Pour tout compleze de Steiner K, le morphisme
d’adjonction

Av(K)) = K
est un isomorphisme. En particulier, la restriction du foncteur v : Cqn — oo-Cat d la
catégorie des complezes de Steiner est un foncteur pleinement fidéle.

Démonstration. — Voir [32, théoréme 5.6]. O

Théoréme 2.12 (Steiner). — Soit K un compleze de Steiner. Alors la co-caté-
gorie v(K) est engendrée librement au sens des polygraphes par ses atomes, c’est-a-
dire par les (z), ot x varie dans la base de K.

Démonstration. — Voir [32, théoréme 6.1]. O

2.13. — Soit K un complexe dirigé augmenté admettant une base B. On notera <y
la plus petite relation de préordre sur B satisfaisant

r<yy si x€supp(d(y)-) ouy € supp(d(z)y),

o, par convention, d(b) = 0 si b est dans By. On dit que la base B est fortement sans
boucle si la relation de préordre <y est une relation d’ordre.
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On dit qu'un complexe dirigé augmenté est @ base fortement sans boucle s’il est a
base et si sa base est fortement sans boucle.

Proposition 2.14 (Steiner). — Soit K un complexe dirigé augmenté admettant
une base B. Si la base B est fortement sans boucle, alors elle est sans boucle.

Démonstration. — Voir [32, proposition 3.7]. O

2.15. — On appellera compleze de Steiner fort un complexe dirigé augmenté a base
dont la base est unitaire et fortement sans boucle. En vertu de la proposition pré-
cédente, un complexe de Steiner fort est un complexe de Steiner. On notera St; la
sous-catégorie pleine de la catégorie des complexes dirigés augmentés formée des com-
plexes de Steiner forts.

On appellera co-catégorie de Steiner forte une oo-catégorie dans I'image essentielle
de la restriction du foncteur v : Cq, — 0o-Cat a la catégorie des complexes de Steiner
forts. En vertu du théoreme 2.11, le foncteur v induit donc une équivalence de la
catégorie des complexes de Steiner forts vers la catégorie des co-catégories de Steiner
fortes.

Exemple 2.16. — L’exemple suivant montre que la classe des co-catégories de Stei-
ner fortes est strictement incluse dans celle des co-catégories de Steiner. Considérons

b
lg
d .
On vérifie facilement que A(C) est un complexe de Steiner, de base les éléments
de A(C) correspondant aux cellules « génératrices » de C (c’est-a-dire celles qui sont

nommées dans le diagramme ci-dessus), et que le morphisme canonique C' — v(A(C))
est un isomorphisme. Néanmoins, il n’est pas vrai que A(C) soit un complexe de

la 3-catégorie C définie par le diagramme

u

a——b a
“/ A

f = f

‘ /ﬂ g

c——d c

v v

u

Steiner fort : en effet, on a
B<nA<ya <nh <nb<ng<npb,

ou <y désigne la relation du paragraphe 2.13 et ou on a identifié les cellules généra-
trices de C avec les éléments de la base de A\(C') leur correspondant.

Dans la suite de ce chapitre, on introduit quelques compléments sur la notion de
complexe dirigé augmenté.

2.17. — On dira qu’un complexe dirigé augmenté K est décent si, pour tout x
dans K, on a e(x) > 0. Notons que tout complexe dirigé augmenté K a base unitaire,



CHAPITRE 2. RAPPELS ET COMPLEMENTS SUR LA THEORIE DE STEINER 27

et donc en particulier tout complexe de Steiner (et donc tout complexe de Steiner fort),
est décent puisque, par définition, si z est dans la base de K, on a e(z) = 1.

2.18. — Soient K un complexe dirigé augmenté et J une partie de N* = N ~ {0}.
On définit un complexe dirigé augmenté D ;(K), appelé le J-dual de K, de la maniére
suivante :

— pour tout n > 0, on a

Dy(K),=K, et Dyj(K) =K;
— D (K) a méme augmentation que K ;
— la différentielle d’ de D ;(K) est donnée, pour n > 1, par

d, =

n

—d, sin appartient a J,
dy, sinon.

On vérifie immédiatement que K +— Dy(K) définit un endofoncteur involutif
Dy : Cga — Cqa de la catégorie des complexes dirigés augmentés.

Comme dans le cas des co-catégories, trois dualités jouent un réle particulierement
important. Si J est I’ensemble des entiers strictement positifs impairs, on appellera le
J-dual le dual impair et on désignera D ;(K) par K°P. Si J est ’ensemble des entiers
strictement positifs pairs, on parlera du dual pair et on désignera D ;(K) par K°°.
Enfin, si J est ’ensemble des entiers strictement positifs, on appellera le J-dual le
dual et on désignera D j(K) par K°.

Proposition 2.19. — Pour toute partie J de N*, les carrés de foncteurs
DJ DJ
00-Cat —— oo-Cat Cia — Cua
/\l J’)\ UJ/ lu
Caa — Cda o00-Cat — oo-Cat
J DJ

ot les foncteurs horizontauxr sont ceux définis au paragraphe précédent et au para-
graphe 1.8, sont commutatifs a isomorphisme canonique prés. En particulier, pour
toute oo-catégorie C, on a des isomorphismes canoniques

ACP) > (A(C)P, AC?) >~ (M) et AC®) =~ (AC))°,
et, pour tout compleze dirigé augmenté K, on a des isomorphismes canoniques

V(K?) = (v(K)),  v(K®) =~ @(K))® et v(K°) =~ ((K))°".

Démonstration. — Puisque D est une involution, ce foncteur est son propre adjoint
a gauche comme a droite. La commutativité a isomorphisme pres des deux carrés de
I’énoncé est donc équivalente par adjonction et il suffit de vérifier la commutativité
du premier.
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Soit C' une co-catégorie. Par définition, pour i > 0, le groupe abélien A(D;(C)); est
engendré par les [z], pour x dans D ;(C); = C;, soumis aux relations [z y] = [z]+[y],
pour z et y des i-fleches composables pour la j-composition *; de D;(C). Sij+1
n’appartient pas a J, la composition *; est la composition *; de C'. Si j+1 appartient
a J, alors x et y sont composables pour *; si et seulement si y et x sont composables
pour #; et on a alors z %, y = y *; x. Puisque [2] + [y] = [y] + [z], les relations
définissant A\(D;(C)); sont donc les mémes que celles qui définissent A\(C');. Puisque
par définition, on a D ;(A(C)); = A(C);, on obtient donc ’égalité

MD;(C))i = Dy(ANC))i

On a également
A(D,(C))i = Ds(MC))i

puisque ces sous-monoides sont engendrés par les mémes générateurs. Enfin, si i > 0
et x appartient & C;, la différentielle d’ de A(D,(C)) envoie [z] sur [t'(z)] — ['(2)],
ou s’ et t' désignent la source et le but dans D;(C). Si ¢ n’appartient pas a J,
on a s'(x) =s(z) et t'(x) = t(z), et donc d'([z]) = d([z]), ou d désigne la diffé-
rentielle de A(C). Si i appartient & J, on a §'(z) = t(x) et t'(x) = s(z), et donc
d'([z]) = —d([z]), ce qui montre que A\(D;(C)) et D;(A(C)) ont méme différentielle.
L’égalité des augmentations étant évidente, ceci acheve la démonstration. O

2.20. — Soit K un complexe dirigé augmenté. On appellera dimension de K le plus
petit entier n > 0 tel que K; = 0 pour tout ¢ > n. Si un tel n n’existe pas, on dira
que K est de dimension infinie. Pour n > 0, on notera n-Cq, la sous-catégorie pleine
de Cq, formée des complexes dirigés augmentés de dimension au plus n.

Le foncteur d’inclusion n-Cq, < Cqo admet un adjoint & gauche et un adjoint a
droite qu’on notera respectivement

i b .
T<n P Cda = n-Caa €t 72, 1 Caa — 1-Cya-

On appellera T;n le foncteur n-tronqué intelligent et Tgn le foncteur n-tronqué béte.
Explicitement, si K est un complexe dirigé augmenté, on a

K; sit<mn, K sit<n,
Ten(K)i =S K /d(Kny1) sii=n, et 7L,(K)f=<SK; sii=n,
0 sii>n, 0 sii > n,

ott K désigne I'image de K dans K,,/d(K,1), et

K; sii<n, b

Tgn(K)l = { et Tgn(K);k = {

0 sit>n,

. .
Ky sii<n,
0 sit>n,

les différentielles et augmentations étant héritées de celles de K de la maniére évidente.
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2.21. — Fixons un entier n > 0. Si C' est une n-catégorie, il est immédiat que
A(C) est un complexe dirigé augmenté de dimension au plus n. De méme, si K est
un complexe dirigé augmenté de dimension n, il est immédiat que v(K) est une n-
catégorie. Les foncteurs A et v induisent donc des foncteurs

A:n-Cqa — n-Cat et v :n-Cat — n-Cqa

et ceux-ci forment un couple de foncteurs adjoints. Par définition, les carrés

n-Cat —— oo-Cat n-Cqa — Cda
I O ¢
n-Cqa —> Cqa n-Cat — oo-Cat

ot les fleches horizontales désignent les foncteurs d’inclusion, sont commutatifs.

Proposition 2.22. — Pour tout entier n > 0, les carrés
Tzn Tign Tzn
oo-Cat —— n-Cat 00-Cat — n-Cat Cqo —— n-Cya
Caa ——n-Caa Caa —n-Caa , 00-Cat —— n-Cat
T<n T<n T<n

sont commutatifs a isomorphisme canonique preés.

Démonstration. — L’existence des fleches de comparaison dans ces carrés résulte for-
mellement de la commutativité des deux carrés du paragraphe précédent. Les commu-
tativités a isomorphisme prés du premier et du troisiéme carrés sont évidentes. Enfin,
la commutativité a isomorphisme preés du deuxiéme carré résulte par adjonction de la
commutativité du second carré du paragraphe précédent. O

Proposition 2.23. — Soit K un complexe dirigé augmenté a base. Pour tout entier
n > 0, le morphisme canonique

Tignl/(K) — urign(K)
est un isomorphisme.

Démonstration. — Explicitons la fleche de comparaison o : 7L, v(K) — v7i, (K).
Par adjonction, puisque I/Tign(K ) est une n-catégorie, il s’agit de définir un oo-fonc-
teur v(K) — vrl,(K). On obtient ce oo-foncteur en appliquant le foncteur v
au morphisme canonique K — 7L, (K). Montrons que «: 7L, v(K)— vrl, (K)
est un isomorphisme. Pour i < n, il est évident que «; est une bijection. Pour
conclure, il suffit donc de montrer que «,, est une bijection. Décrivons explicitement
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(A i : i o
an : (TL,V(K))n — (v74,,(K))n. Une n-fleche de 7,v(K) est la classe d’équivalence
0 0 0
xy ... D )
1 1 1
Ty .. Tpoq T,
de v(K),, pour la plus petite relation d’équivalence identifiant
0 0 0 0 0
Lo -+ Tpoy T Yo -+ Yn—1 Yn
A 1 et y=1{ 1 1
g .- Tp1 < Yo Yn—1 Yn
0 0,0
(% = e
B 1 1 1
25 .- Zn Zpg
dans v(K),41 tel que z = s(z) et y = ¢(z). Concrétement, cette derniere condition

U HA W £ SNSRI

TG - Ty Yo oo Yn—t
et quil existe 2,41 dans K, tel que d(zn,41) = y, — 2. On vérifie facilement
que la condition définissant la relation d’équivalence engendrée s’obtient de la méme

d’un élément

SH 39

s’il existe

signifie qu’on a

maniére mais en demandant que z,4+1 soit dans le sous-groupe de K, 11 engendré
par K ;. (Plus précisément, la cloture symétrique s’obtient en demandant que 2,41
soit dans K, ou dans —K} ,, et la cloture transitive de la cloture symétrique
en demandant que z soit dans K ; + (=K ;) qui n’est autre que le sous-groupe
engendré par K ;.) Or, puisque qu’on a supposé le complexe K & base, ce sous-

groupe est K, ;1 tout entier. Par ailleurs, une n-fleche de l/Tign(K ) est un tableau

0 0 0
Ty ... Tp_q U,

1 1 1 ’
Ty .. Tpoq Uy

ott les 2§, pour 0 < i < mn et e = 0,1, sont dans K7, et t) =t est dans I'image de K}
dans K, /d(K,+1), satisfaisant aux conditions du paragraphe 2.4. L’application a,
envoie la n-fleche donnée par la classe de

z) ... 2%, oz
S S
0 0 70
zy .. 2%, al
1 1 =y
zy ... oxl, al

ot 20 = z1 désigne I'image de 20 = z) dans Ky /d(Kp 1) Notre description de la re-
lation d’équivalence définissant les n-fleches de Tlgnl/(K ) montre que cette application

3= 390

sur la n-fleche

est une bijection, ce qui achéve la démonstration. O
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Remarque 2.24. — Il n’est pas vrai en général que le morphisme de 1’énoncé pré-
cédent soit un isomorphisme si on ne fait aucune hypothése sur le complexe dirigé
augmenté K ; un contre-exemple pour n = 0 est donné par le complexe de chaines
normalisé de I’ensemble simplicial A; muni des sous-monoides de positivité N? C Z2
et 0 C Z en degré 0 et 1 respectivement.

2.25. — Soient f,g: K — L deux morphismes de complexes de chaines. Rappelons
qu'une homotopie h de f vers g consiste en la donnée de morphismes de groupes
abéliens
h; : K; - L;y1, pouri =0,
satisfaisant a la condition
div1hi + hi—1di = gi — fi, pour ¢ > 0,
en convenant que h_; = 0 et dg = 0. Pour ¢« = 0, on a donc

diho = go — fo-

2.26. — Soient f,g: K — L deux morphismes de complexes dirigés augmentés. Une
homotopie h de f vers g est une homotopie entre les morphismes de complexes de
chaines sous-jacents satisfaisant a la condition supplémentaire suivante :

hi(K{)C L., pouri=0.

Soient f,g : K — L deux morphismes de complexes dirigés augmentés. Une anti-
homotopie de f vers g est une homotopie de f : K — L vers ¢g°° : K — L.
Explicitement, une antihomotopie h de f vers g consiste en la donnée de morphismes
de groupes abéliens

hi : K; = L;41, pouri =0,
satisfaisant aux conditions suivantes :
— pour tout ¢ > 0, on a
diyrhi — hioydi = (=1)"(g: — f2),
en convenant toujours que h_; = 0 et dy = 0 (en particulier, pour i = 0, on a
diho = go — fo);
— pour tout 7 > 0, on a
hi(K;) C Li,.

Remarque 2.27. — On verra dans 'appendice B (voir le paragraphe B.4.1) qu’une
homotopie entre morphismes de complexes dirigés augmentés de K vers L correspond
a la donnée d’un morphisme de A\(D1)® K vers L, ot Dy désigne la catégorie associée &
I’ensemble ordonné {0 < 1} et ® le produit tensoriel des complexes dirigés augmentés
(voir le paragraphe 6.2). On en déduira qu’on obtient la notion d’antihomotopie en
inversant les deux facteurs de A(D1) ® K, c’est-a-dire en considérant des morphismes
de K ® A\(Dq) vers L.
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2.28. — Plus généralement, on va définir une notion de n-homotopie de complexes
dirigés augmentés pour tout n > 0. Soient K et L deux complexes dirigés augmentés.
On définit simultanément par récurrence sur n > 0 les notions de n-homotopie de K
vers L et de n-homotopies de K vers L paralléles comme suit. Une 0-homotopie de K
vers L est un morphisme de complexes dirigés augmentés de K vers L. Deux telles
0-homotopies sont par définition toujours paralléles. Si n > 0, une n-homotopie H
de K vers L est la donnée de deux (n — 1)-homotopies h et k paralleles de K vers L,
ainsi que de morphismes de groupes abéliens

H,:K;— Li,, pouriz=Q0,

satisfaisant aux conditions suivantes :
— pour tout ¢ > 0, on a

divnH; — (=1)"H;_1d; = ki — hy,

en convenant que H_; = 0 et dy = 0 (en particulier, pour ¢ = 0, on a I'égalité
dnHo = ko — ho);
— pour tout ¢ > 0, on a
H,(K}) C Ly,

On dit alors également que H est une n-homotopie de h vers k. Deux n-homotopies
sont paralléles si elles vont toutes deux d’une méme (n — 1)-homotopie vers une méme
(n — 1)-homotopie.

Pour n = 1, on retrouve la notion d’homotopie de morphismes de complexes dirigés
augmentés.

On définit de méme une notion de n-antihomotopie pour tout n > 0 en remplagant
la relation liant H & h et k dans la définition d’une n-homotopie par ’égalité

dixnH; — H;_1d; = (—=1)"(k; — hs), pour i >0,

en convenant toujours que H_; = 0 et dy = 0 (en particulier, pour ¢ = 0, on a
dnHo = ko — hg). On retrouve également, pour n = 1, la notion d’antihomotopie.

Remarque 2.29. — Les notions de n-homotopie et n-antihomotopie peuvent éga-
lement s’interpréter en termes du produit tensoriel des complexes dirigés augmentés
(voir la remarque B.4.3).

On verra au paragraphe C.30 que les complexes dirigés augmentés munis des
n-homotopies (resp. des n-antihomotopies), pour n > 0, forment une oo-sesqui-
catégorie au sens du paragraphe C.3 et méme une oco-catégorie de Gray (resp. une
oo-catégorie de Gray gauche) au sens du paragraphe C.16. Dans la suite de ce
chapitre, on décrit quelques unes des opérations de ces structures.

Dans la suite de ce chapitre, on fixre K et L deux complexes dirigés augmentés.
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2.30. — Soit h une n-homotopie (resp. une n-antihomotopie) de K vers L, pour
un n > 0. On définit une (n + 1)-homotopie (resp. une (n+ 1)-antihomotopie) 1, de h
vers h en posant, pour ¢ > 0,

(14): = 0.

On appellera 1;, 'homotopie identité (resp. 1’antihomotopie identité) de h.

En particulier, si f : K — L est un morphisme de complexes dirigés augmentés, on
dispose d’une homotopie 1; de f vers f et d’'une antihomotopie, également notée 1y,
de f vers f.

2.81. — Soient h et A’ deux (n — 1)-homotopies (resp. deux (n — 1)-antihomotopies)
de K vers L, pour un n > 1, et soit H une n-homotopie (resp. une n-antihomotopie)
de h vers I/. Si g : J — K est un morphisme de complexes dirigés augmentés,
on vérifie immédiatement, par récurrence, qu’on définit une n-homotopie (resp. une
n-antithomotopie) Hg de h'g vers hg (qui vont de J vers L) en posant, pour i > 0,

(Hg)i = Higi.

De méme, si on a un morphisme de complexes dirigés augmentés g : L — M, on
définit une n-homotopie (resp. une n-antihomotopie) gH de gh vers gh’ (qui vont
de K vers M) en posant, pour i > 0,

(gH); = givnHi.

2.32. — Soient hg, hy1 et hy trois (n — 1)-homotopies (resp. trois (n — 1)-anti-
homotopies) de K vers L, pour un n > 1, soient H une n-homotopie (resp. une
n-antithomotopie) de hy vers hy et H' une n-homotopie (resp. une n-antihomotopie)
de hy vers ho

ho

e
K———1L

ha
On vérifie immédiatement qu’on définit une n-homotopie (resp. une n-antihomotopie)
H' + H de hg vers ha en posant, pour i > 0,

(H'+ H), = H,+ H,.

2.38. — Soient fo, f1 et fo trois (n — 2)-homotopies (resp. trois (n — 2)-antihomo-
topies) de K vers L, pour un n > 2, soient h et k deux (n — 1)-homotopies (resp.
deux (n — 1)-antihomotopies) de fo vers f1, et A’ et k' deux (n — 1)-homotopies (resp.
deux (n — 1)-antihomotopies) de f vers f, et soient enfin H une n-homotopie (resp.
une n-antihomotopie) de h vers k et H' une n-homotopie (resp. une n-antihomotopie)
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de b’ vers k’/
fo

Rt

, L
f2

On vérifie immédiatement qu’on définit une n-homotopie (resp. une n-antihomotopie)
H' + H de b/ + h vers k' + k (voir le paragraphe précédent) en posant, pour i > 0,
(H'+ H), = H + H,.

On prendra garde au fait qu’on représente par « + » deux opérations différentes sur
les n-homotopies et n-antihomotopies (voir le paragraphe précédent pour la premiére),
ces opérations correspondant aux composition en codimension 1 et 2 respectivement.
Néanmoins, le contexte rendra toujours clair 'opération désignée par « + ». Par

ailleurs, dans ce texte, nous n’utiliserons 'opération introduite dans ce paragraphe
que dans le cas particulier ot H ou H' est une identité.

2.84. — Soient f,g: K — Let f',¢g' : L - M des morphismes de complexes dirigés
augmentés et soient h une homotopie (resp. une antihomotopie) de f vers g et A’ une
homotopie (resp. une antihomotopie) de f’ vers ¢’

/

f f
K/WL/IL;L\/"M .
v \_//

g g

On définit une 2-homotopie (resp. une 2-antihomotopie) h'h de h'g+ f'h vers g'h+h' f
(resp. de g’h + R/ f vers h'g + f’h) en posant, pour i > 0,

(h'h); = hiy 1 hy.
Vérifions-le dans le cas des antihomotopies (c’est celui que nous utiliserons dans ce
texte). Pour i > 0, avec les conventions adéquates pour le cas i = 0, on a

diolipihy — hihi_yd; = d;shiyhy — hidi by + hidigahy — hihy_yd;
= (diy2hipy — hidip )by + hi(diy o hy — by d;)
= (*1)i+1(9;+1 - fz'/+1)hi + (*l)ih;(gi - fi)
= (_1)7’[(h’;gz + fi/Jrlhi) - (92+1hz‘ + R )],

d’ou 'assertion.



CHAPITRE 3

LIMITES INDUCTIVES DE COMPLEXES DE STEINER

Le but de ce chapitre est de dégager des résultats de commutation du foncteur
v : Cqa — 00-Cat de Steiner a certaines classes de limites inductives.

3.1. — On peut montrer que la catégorie des complexes dirigés augmentés est lo-
calement présentable. En particulier, elle est cocompléte. Dans la suite du texte,
nous aurons besoin d’une description explicite de ses limites inductives. Soit donc
F : I — Cq, un foncteur de source une petite catégorie I. Notons (K (7), K (7)*,e(7)) le
complexe dirigé augmenté F'(i). On définit un complexe dirigé augmenté (K, K*, e) de
la maniere suivante. Le complexe de chaines K est la limite inductive des complexes
de chaines K (7). Rappelons que cette limite inductive est calculée degré par degré.
Pour n > 0, le sous-monoide K} de K, est le sous-monoide engendré par les images
des K (1) par les morphismes K (i), — K,. Enfin, 'augmentation e est donnée par
la propriété universelle de Ko = lim, _, K (i)o. On vérifie facilement que (K, K*, €) est
bien la limite inductive de F'

3.2. — Soient K et L deux complexes dirigés augmentés a base. Un morphisme
f: K — L sera dit prérigide s’il envoie tout élément de la base de K sur un élément
de la base de L. (On rappelle que si un complexe dirigé augmenté admet une base,
cette base est unique.) On dira que f est rigide si, de plus, pour tout élément b de
la base de K, on a f({b);,) = (f(b))}, pour ¢ = 0,1 et 0 < k < |b|. Lorsque K est &
base unitaire, cette derniére condition signifie exactement que, pour tout élément b
de la base de K, on a v(f)((b)) = (f(b)). On verra plus loin (proposition 3.10) que
les notions de morphismes prérigides et rigides coincident lorsque f est un monomor-
phisme.

Remarque 3.3. — Si f : K — L est un morphisme rigide entre complexes de
Steiner, de sorte que v(K) et v(L) sont en vertu du théoréeme 2.12 engendrés librement
au sens des polygraphes par leurs atomes, le co-foncteur v(f) : v(K) — v(L) est rigide
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au sens ou il provient d’'un morphisme de polygraphes. Autrement dit, ce co-foncteur
respecte les générateurs au sens des polygraphes de v(L) et v(K) donnés par les
atomes.

Ezxzemple 3.4. — L’exemple suivant montre qu'un morphisme prérigide n’est
pas nécessairement rigide, méme entre complexes de Steiner forts. Considérons les
2-catégories

.L}. k/
C:hll v Jk et SZOLOGPO )
VA
e— e 4

et le 2-foncteur u : C' — S défini par
wlho) =u(hy) =n', wuk)=Fk, ul)=10 et ula)=a *h'

On vérifie facilement que le morphisme f = A(u) : A(C) — A(S) est prérigide. En par-
ticulier, on a f([a]) = [¢/]. Néanmoins, on n’a pas v(f)({[a])) = ([¢/]). Par exemple,
ona f({[a])?) = [K']+[I] mais ([o/])] = [K]. On verra plus loin que les 2-catégories C
et S sont des oo-catégories de Steiner fortes (cela résulte des propositions 4.13 et A.3,
ainsi que de Iisomorphisme C' ~ v(A(D1)®A(D1)), ot Dy désigne la catégorie associée
a l'ensemble ordonné {0 < 1}). En particulier, les complexes A(C) et A(S) sont de
Steiner forts et le oo-foncteur v(f) s’identifie & wu.

3.5. — On dira qu’'un foncteur F' : I — Cq, de source une petite catégorie I est un
systéme prérigide (resp. un systéme rigide) s'il satisfait aux conditions suivantes :
(a) pour tout objet ¢ de I, le complexe dirigé augmenté F'(i) est a base;
(b) pour tout morphisme f : i — i’ de I, le morphisme F(f) : F(i) — F(i') est
prérigide (resp. rigide).

Proposition 3.6. — Si F : I — Cq, est un systéme prérigide, alors le compleze
dirigé augmenté ligiel F(i) est a base. Plus précisément, l’ensemble gradué

lim B(i)) _
(g (Z) n=0
ot (B(i)n)n>0 désigne la base de F(i), fournit une base de ce complexe dirigé aug-

menté. En particulier, les morphismes canoniques F(ig) — @ie[ F (i), pour iy un
objet de I, sont prérigides.

Démonstration. — Fixons n > 0. Par hypotheése, on a

F(i)y = ZBO ot F(i)f o NEOn),
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Puisque F est un systéme prérigide, le foncteur ¢ — F'(i),, se factorise par le foncteur
Z-module libre. Or celui-ci commute aux limites inductives et on a donc

, li B(i)n
(i F),, = ling F (i), = lim Z(PO) ~ Z(—%’“ie, @ )

icl el

Par ailleurs, (h_r)n F)* est le sous-monoide engendré par les N(B(@n) qui n’est autre

limy B(z‘)n)
que N<£1€I , d’ou le résultat. O

3.7. — On dira qu'un foncteur F' : I — Cq, de source une petite catégorie I est un
systéme de Steiner (resp. un systéme de Steiner fort) si F satisfait aux conditions
suivantes :

(a) F est un systéme rigide;

(b) pour tout objet ¢ de I, le complexe F'(i) est de Steiner (resp. de Steiner fort) ;
o F(i) est de Steiner (resp. de Steiner fort) ;

(d) pour tout objet ig de I, le morphisme canonique F'(ig) — lim, F(3) est rigide.
Si de plus la petite catégorie I est connexe, on parlera de systéme de Steiner conneze
(resp. de systéme de Steiner fort connezxe).

(¢) le complexe lim,

Théoreme 3.8. — Le foncteur v : Cqa — 00-Cat commute auz limites inductives
des systémes de Steiner.

Démonstration. — Soit F' : I — Cq, un systeme de Steiner. Il s’agit de montrer que
le morphisme canonique

lim »(F (i) — v (lim F(i))

i€l iel
est un isomorphisme de co-catégories. Pour ce faire, nous allons appliquer la proposi-
tion 1.6. En vertu du théoréme 2.12, les co-catégories v(F'(i)), pour ¢ un objet de I,
et V(h_n)l F') sont engendrées librement au sens des polygraphes par les bases de F'(¢)
et th respectivement (ou, plus précisément, par les atomes associés a ces bases).
Par hypothése, pour tout objet ig de I, le morphisme canonique F'(ig) — h_n}F est
rigide. Cela implique la condition (a) de la proposition 1.6. De méme, le fait que, par
hypotheése, pour tout morphisme i — i’ de I, le morphisme F'(i) — F(i') est rigide
entraine la condition (b). Enfin, la condition (¢) résulte de la proposition 3.6. On peut
donc appliquer la proposition 1.6, ce qui achéve la démonstration. O

Dans la suite de ce chapitre, on va dégager des conditions suffisantes permettant
d’appliquer ce théoréme.

Lemme 3.9. — Soit f : K — L un monomorphisme prérigide entre complexes
dirigés augmentés a base. Alors, pour tout élément homogéne x de K, on a

fao)=f@)- et flay) = (@)
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Démonstration. — Ecrivons 2 = 2, —z_. Il s’agit de montrer que f(zy)— f(z_) est
la décomposition f(z) = f(x)+ — f(x)_, c’est-a-dire que les coefficients apparaissant
dans lécriture de f(zy) et f(x_) selon la base de L sont positifs, et que les supports
de f(xzy) et f(xz_) sont disjoints. Le premier point est immédiat et le second résulte
du fait que f est un monomorphisme prérigide, d’ou le résultat. O

Proposition 3.10. — Un monomorphisme prérigide entre complexes dirigés aug-
mentés a base est rigide.

Démonstration. — Soit f : K — L un monomorphisme prérigide entre complexes
dirigés augmentés a base. Il s’agit de montrer que, pour tout élément b de la base
de K, on a f((b)3) = (f(b))5, pour € = 0,1 et 0 < k < |b]. Par définition, les (b)5,
sont obtenus en itérant la différentielle et les opérations = — z_ ou z — z selon
la valeur de €. Or, le morphisme f est compatible aux différentielles par définition et
aux opérations x — x_ et x — x4 en vertu du lemme précédent, d’ou le résultat. [

3.11. — On dira qu’'un foncteur F' : I — Ens d’une petite catégorie I vers la caté-
gorie des ensembles est séparant si, pour tout objet ig de I, I'application canonique
F(ip) — lim, F(i) est une injection.
On dira qu'un foncteur F' : I — Cq, est un systéme séparant s’il satisfait aux

conditions suivantes :

(a) F est un systéme prérigide;

(b) pour tout n > 0, le foncteur I — Ens qui envoie i sur la base de F(i), est

séparant.

Proposition 3.12. — Si F : I — Cq, est un systéme séparant, alors, pour tout
objet ig de I, le morphisme canonique F(ig) — lim, F(i) est un monomorphisme
rigide.

Démonstration. — Fixons un objet igp de I. On a déja vu (proposition 3.6) que le
morphisme F(ig) — hﬂ F est prérigide. En vertu de la proposition 3.10, il s’agit donc
de montrer que ce morphisme est un monomorphisme. Notons (B(i)n),,, la base du
complexe F'(i). En vertu de la proposition 3.6,

(%B(i)n)@o

est une base du complexe th Il s’agit donc de montrer que, pour tout n > 0, le
morphisme

7,(B(i0),,) HZ(“&Z{,B@)")
est un monomorphisme. Mais, puisque le systeme F est séparant, I'application

B(ig)n — lim, B(i),, est une injection et on obtient le résultat puisque le foncteur
Z-module libre préserve les monomorphismes. O
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Proposition 3.13. — Soit F: I — Cq, un systéme séparant. Pour tout morphisme
f i — i de I, le morphisme F(f) : F(i) — F(i) est un monomorphisme. En
particulier, un tel systéme est rigide.

Démonstration. — On a un triangle commutatif

F
(i) ————— F(i)
lim F ;
ou, en vertu de la proposition précédente, les deux fleches obliques sont des mono-

morphismes. On en déduit qu’il en est de méme de F'(f). La seconde assertion résulte
de la premiere en vertu de la proposition 3.10. O

Proposition 3.14. — Si F : I — Cqa est un systéeme séparant a valeurs dans les
complezes dirigés augmentés da base unitaire, alors le complexe hﬂiel F(i) est d base
unitaire.

Démonstration. — Notons (B(i),),,> la base du complexe F'(¢). En vertu de la pro-
position 3.6, le complexe hgqF est a base et sa base est

lim B(i n) .
(% (Z) n=0

Fixons n > 0. Soit b un élément de lim, B(i),,. 11 s’agit de montrer qu’on a

el
e((b)g) =1 et e((b)g) =1,

ou e est augmentation de lim F. L’élément b provient d'un élément by de B(ip)n

pour un certain objet iy de I par Papplication canonique B(ig), — Hﬂiel B(i),. De

plus, puisque B(ig) est & base unitaire, on a

e(io)({bo)g) =1 et e(io)({bo)o) = 1,

ou e(ip) désigne 'augmentation de F'(ip). En vertu de la proposition 3.12, le mor-

phisme F(ig) — lim, F'(i) est rigide, ce qui permet de conclure. O
Proposition 3.15. — Soit F' : I — Cq, un foncteur satisfaisant auz conditions
sutvantes :

(a) F est un systéme séparant ;
(b) pour tout objet i de I, le complexe F(i) est de Steiner (resp. de Steiner fort) ;
(¢c) le complexe lim, F(i) est a base sans boucle (resp. & base fortement sans
boucle).
Alors F est un systéme de Steiner (resp. un systéme de Steiner fort). En particulier,
le foncteur v : Cqn — 00-Cat commute a la limite inductive de F.
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Démonstration. — En vertu de la proposition 3.13, la condition (a) entraine que F'
est un systeme rigide. Par ailleurs, d’apres la proposition 3.14, dont les hypotheses
découlent des conditions (a) et (b), le complexe lim F* est & base unitaire. La condi-
tion (¢) implique donc que ce complexe est de Steiner (resp. de Steiner fort). Enfin,
la proposition 3.12, dont I'hypothése est précisément la condition (a), montre que,
pour tout objet iy de I, le morphisme canonique F'(ig) — hgiF est rigide, ce qui
achéve de prouver la premiére assertion. La seconde résulte de la premieére et du
théoreme 3.8. O

Terminons ce chapitre par ’étude du cas des sommes amalgamées.

3.16. — Soit f: K — L un morphisme de complexes dirigés augmentés a base. On
dira que f est une inclusion rigide ordonnée si

(a) f est un monomorphisme rigide;

(b) six ety sont des éléments de la base de K, alors on a

x<yy sietseulementsi f(x) <y f(y),

ou <y désigne la relation de préordre du paragraphe 2.13.
Notons que, en vertu du lemme 3.9, le sens direct dans ’équivalence de la condition (b)
est automatique si la condition (a) est satisfaite; le contenu de cette condition se
trouve donc dans I'implication réciproque.

Lemme 3.17. — Soit K un complexe dirigé augmenté a base fortement sans boucle
pour lequel la relation d’ordre <y est totale. Alors tout monomorphisme rigide de K
vers un compleze dirigé augmenté a base fortement sans boucle est une inclusion rigide
ordonnée.

Démonstration. — Cela résulte immédiatement du fait que si ¢ : £ — F est une
injection croissante d’'un ensemble totalement ordonné E vers un ensemble ordonné F',
alors, pour x et y dans F, on a = < y si et seulement si i(z) < i(y). O

Lemme 3.18. — Soit
Kem-2arp

un diagramme de complexes dirigés augmentés a base fortement sans boucle et d’in-
clusions rigides ordonnées. Alors la somme amalgamée K11y, L est un compleze d base
fortement sans boucle et les morphismes canoniques K — K Iy L et L — K Iy, L
sont des inclusions rigides ordonnées.
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Démonstration. — La proposition 3.6 et la description explicite des sommes amalga-
mées ensemblistes entralnent immédiatement que ce diagramme, vu comme un fonc-
teur de I = @ < o — @ vers Cq,, est un systéme séparant. Il résulte donc de la propo-
sition 3.12 que les morphismes canoniques

K—-KIyL e L—KIyL

sont des monomorphismes rigides. On va considérer dans la suite de cette démonstra-
tion les monomorphismes en jeu comme des inclusions.

Montrons que le complexe K IIp; L est fortement sans boucle. En vertu de la
proposition 3.6, la base de ce complexe est la somme amalgamée des bases de K et L
au-dessous de celle de M. On définit une relation < sur cette base en posant

& x, y sont dans la base de K et x <X
r<y déf {ou Y Sy Y

z, y sont dans la base de L et z <k y,

ou on a noté §§ et Sﬁ, la relation d’ordre du paragraphe 2.13 pour K et L respec-
tivement. Notons que si x et y sont a la fois dans la base de K et celle de L, cela
signifie qu’ils sont dans la base de M et le fait que i et j sont des inclusions rigides
ordonnées montre qu’on a

r <Xy sietseulementsi =z g&w Y.
En particulier, si x et y sont dans la base de K, on a

r <y sietseulementsi «x <§ Y.
De méme, si x et y sont dans la base de L, on a

r <y sietseulementsi x <§ Y.

La cléture transitive de la relation < n’est autre que la relation de préordre <y du
paragraphe 2.13 pour K II; L. En effet, cela résulte du fait que pour x et y deux
éléments de la base de K Il L, si x appartient & supp(d(y)—) ou si y appartient
a supp(d(x)4), alors = et y sont soit tous les deux dans la base de K, soit tous les
deux dans la base de L. Pour conclure, il suffit donc de montrer que la relation < est
sans cycle non trivial. Soit donc

ToIT1L< < Tp = T

un cycle non trivial, c’est-a-dire tel que n > 2, qu’on va supposer minimal. Par
symétrie, on peut supposer que xg est dans la base de K. La relation <§ étant sans
cycle non trivial, il existe un élément du cycle qui n’est pas dans la base de K et
est donc dans celle de L. Soit i le plus petit indice tel que x; ne soit pas dans la
base de K. On a nécessairement 0 < ¢ < n. Puisqu'on a z;-1 < x; < x;41 et que z;
n’est pas dans la base de K, les éléments x;_1 et ;41 sont nécessairement dans la
base de L. Les éléments z; 1 < x; < x;41 sont donc tous les trois dans la base de L.



42 CHAPITRE 3. LIMITES INDUCTIVES DE COMPLEXES DE STEINER

Si n = 2, cela montre que xp < 1 < x2 est un cycle non trivial pour la relation gé,
ce qui est exclu par hypotheése. Si n > 2, par transitivité de la relation <I<j, on obtient
un cycle non trivial plus court en supprimant x; de notre cycle qui était pourtant
supposé minimal, ce qui est absurde.

Montrons maintenant que K — K I, L est une inclusion rigide ordonnée (le cas
de L — K IIps L en résultera par symétrie). Il s’agit donc de montrer que si on a

T=wg ST ST =Y

avec z et y dans la base de K, alors on a < y, c’est-a-dire z < y. Ceci se démontre
par un argument similaire a celui qu’on a utilisé pour montrer que < est sans cycle
non trivial : on considére une chaine minimale pour laquelle on n’a pas = < y; elle
doit nécessairement contenir un élément qui n’est pas dans la base de K ; on en déduit

une chaine plus courte et donc une contradiction. O
Théoréme 3.19. — Un diagramme
K K, K3 e K1 K
AT AN N o
Ly Lo e e L1

de complexes de Steiner forts dont les morphismes sont des inclusions rigides or-
données est un systéme de Steiner fort. En particulier, la limite inductive d’un tel
diagramme est un complexe de Steiner fort et le foncteur v : Cqy — 00-Cat commute
a cette limite inductive.

Démonstration. — En décomposant la limite inductive du diagramme en une somme
amalgameée itérée, le lemme précédent et le stabilité des inclusions rigides ordonnées
par composition impliquent que la limite inductive du diagramme est un complexe a
base fortement sans boucle. La proposition 3.6 et la description explicite des sommes
amalgamées itérées ensemblistes entrainent que ce diagramme est un systeme sépa-
rant. Les hypothéses de la proposition 3.15 sont donc satisfaites et on conclut en
invoquant cette proposition. L]

Corollaire 3.20. — Soit

K——M-—L
un diagramme de complexes de Steiner forts et de monomorphismes rigides. On sup-
pose que la relation d’ordre <y sur la base de M est totale. Alors K Ilp; L est un
complexe de Steiner fort et le morphisme canonique v(K) I, pry v(L) — v(K 1 L)
est un isomorphisme.

Démonstration. — En vertu du lemme 3.17, les morphismes du diagramme sont des
inclusions rigides ordonnées et le résultat découle donc du théoreme précédent. [



CHAPITRE 4

LA CATEGORIE © DE JOYAL

Ce chapitre est consacré a des rappels sur la catégorie O, introduite par Joyal
dans [23].

4.1. — Pour ¢ > 0, on notera D; la oo-catégorie qui coreprésente le foncteur
Fl; : co-Cat — Ens qui envoie une oco-catégorie C' sur ’ensemble C; de ses i-fleches.
Cette oco-catégorie est en fait une i-catégorie. Elle admet une unique i-fleche non
triviale qu’on appellera sa cellule principale. Pour tout k tel que 0 < k < i, la
i-catégorie D; admet exactement deux k-fleches non triviales qui sont la source et le
but itérés en dimension k de sa cellule principale. Voici les graphes sous-jacents (sans
les identités) de D, pour i =0,1,2,3 :

/\
Dp=e , Di=e——e | Dy= °/F' et Dy= o ueﬂ *
~Y Y v
Il sera parfois utile d’étendre la notation D; au cas i = —1 en convenant que D_; est

la co-catégorie vide.

Pour ¢ > 0, on a des oo-foncteurs o;,7; : D;_1 — D; qui coreprésentent res-
pectivement les transformations naturelles source et but FlI; — Fl;_;. Explicitement,
o;: Di—1 = D, (resp. 7; : D;_1 — D;) envoie la cellule principale de D;_; sur la source
(resp. le but) de la cellule principale de D;.

Pour i > j > 0, on notera %, 7} : D; = D; les oo-foncteurs définis par

U;-:Ji"'dj+20'j+1 et T;:Ti"'7j+27—j+1~
4.2. — Soient Il > letiy,..., i, J1,...,J1—1 des entiers positifs vérifiant les inégalités
ik > Jr < ig+1, pour 0 < k < .
On associe a ces entiers le diagramme
D;
ig

D,
AN
J1 D

Dizf1

. Di3
22\ /Ls il—)l\ /'l
g T.
J2 . J2 . e
D,

i1 D

T.
. J1
J1
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dans oo-Cat. On appellera somme globulaire la limite inductive d’un tel diagramme
et on la notera simplement

D;, lp,, ---Up,,  D;,.
Les oo-catégories obtenues de cette maniere seront appelées des schémas de composi-

tion globulaires.

4.3. — Pour i > 0, on notera
K Di+1 — D;

le co-foncteur coreprésentant la transformation naturelle identité Fl; — Fl; ;. Concre-
tement, k; envoie la cellule principale de D;y; sur I'identité de la cellule principale
de D;. Pour i > j > 0, on notera /ff :D; = D; le co-foncteur défini par

Ii{ =KjRKi—2Ri—1.

Pour ¢ > j > 0, on notera

le co-foncteur qui coreprésente la transformation naturelle *; : Fl; XFl; Fl; — Fl; de
J-composition des i-fleches. Concretement, V7 envoie la cellule principale de D; sur
le j-composé des deux i-fleches de D; IIp; D; correspondant aux cellules principales
des deux copies de D;.

4.4. — La catégorie © de Joyal est la sous-catégorie pleine de oco-Cat formée des
schémas de composition globulaires. On notera ©, la sous-catégorie pleine de oco-Cat
dont les objets sont les schémas de composition globulaires ainsi que la co-catégorie
vide.

Remarque 4.5. — La catégorie O a été introduite par Joyal dans [23] avec un point
de vue différent de celui adopté ici. C’est Berger [10] et Makkai-Zawadowski [29] qui
ont prouvé indépendamment 1’équivalence des deux définitions.

Proposition 4.6. — La catégorie © (et donc la catégorie ©4 ) est une sous-catégorie
dense de oco-Cat. Autrement dit, si C' est une co-catégorie, le morphisme canonique

lig S —C
(8.5=C)e0/c

est un isomorphisme de co-catégories.

Démonstration. — Voir le théoréme 1.12 de [10] ou le théoréme 4.10 de [43] appliqué
a l'exemple 4.18. O

Proposition 4.7. — Soit J une partie de N*. Pour tout objet S de O, la
oo-catégorie D j(S) (voir le paragraphe 1.8) est isomorphe a un objet de O .
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Démonstration. — Cela résulte, par exemple, du fait que les co-catégories isomorphes
a un objet de © peuvent étre caractérisées de maniere intrinseque a la catégorie oo-Cat
munie du foncteur d’oubli vers les co-graphes (voir par exemple [43, exemple 4.18]).
On donnera une démonstration directe dans [8] basée sur la description de © en
termes de produit en couronnes de [11] (voir également [17]). O

4.8. — La catégorie ©° est naturellement munie d’un objet oco-catégorie interne.
Plus précisément, les objets
D;, pouri >0,

et les morphismes

o; D1 — Di, pour ¢ > 0,
7i: Di—1 — Dy, pour ¢ > 0,
ki Dijtr1 — Dy, pour ¢ > 0,

Vi:D; — D;lp, D;, pouri>j >0,

de ©, correspondant respectivement aux cellules, sources, buts, unités et compositions,
vérifient les axiomes duaux a ceux des co-catégories. Il en résulte que tout préfaisceau
X : ©° — Ens sur O qui envoie les sommes globulaires sur des produits globulaires, au
sens ou, pour toute somme globulaire D;, p, ---Lp;  D;,, 'application canonique

F‘(Di1 HD],1 e HDj171 Dil) — F(D“) XF(Djl) e XF(DJ'zfl) F(D”)

est une bijection, définit une oco-catégorie. On notera X (D,), fp, cette co-catégorie.
L’ensemble de ses i-cellules, pour ¢ > 0, est X(D;) et les sources, buts, unités et
compositions sont donnés par les applications X (o;), X (7;), X (k;) et X (V%) pour
des valeurs de ¢ et j convenables. De plus, tout morphisme f : X — Y entre des
préfaisceaux sur © envoyant les sommes globulaires sur des produits globulaires dé-
finit un oco-foncteur fp, : X(Ds) — Y (D,) entre les co-catégories associées. Ainsi,
en notant (:)glob la sous-catégorie pleine de O formée des préfaisceaux envoyant les
sommes globulaires sur des produits globulaires, on obtient un foncteur

~

Oglob, —+ 00-Cat.

Nous n’en aurons pas besoin dans la suite de ce texte mais on peut vérifier facilement
que ce foncteur est une équivalence de catégories, un quasi-inverse étant induit par le
nerf cellulaire co-Cat — ©, foncteur « nerf » associé a l'inclusion © — oco-Cat.

4.9. — La catégorie ©4 possede une propriété analogue a celle de © exposée au
paragraphe précédent. Soit X : (0,)° — Ens un préfaisceau sur O, qui envoie les
sommes globulaires sur des produits globulaires, c’est-a-dire tel que sa restriction X
a © envoie les sommes globulaires sur des produits globulaires au sens du para-
graphe précédent. En vertu de ce méme paragraphe, un tel préfaisceau définit une
oo-catégorie X (D,). De plus, les morphismes @ — D; de O, pour i > 0, permettent
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de munir cette co-catégorie d'un co-foncteur vers ensemble X | (&), vu comme une
oo-catégorie dont les i-cellules sont triviales pour ¢ > 0. On notera X (D,) cette
oo-catégorie au-dessus de X (). Si x est un élément de X (&), on notera X (D)
la fibre en & du oco-foncteur X (Do) — X (@). On a ainsi

X(Da) = [ X+(Da),
r€X 1 (9)
Sifi: X4 — Y, est un morphisme entre préfaisceaux sur © envoyant les sommes
globulaires sur des produits globulaires, la restriction f de fi a © définit un
oo-foncteur fp, : X(De) — Y (Ds) rendant le carré

X(D,) /2

I

XA@;—%YA@

commutatif. En particulier, si z appartient & X (&) et y = (f1)z (), alors on dispose
d’un oo-foncteur X+(D )o = Yi(Da)y.

Ainsi, en notant (@+)glob la sous-catégorie pleine de G)+ formée des préfaisceaux
envoyant les sommes globulaires sur des produits globulaires, on obtient un foncteur

(éjr)glob — oo-Cat | Ens,

ou oo-Cat | Ens désigne la catégorie des oco-catégories au-dessus d’un ensemble. Nous
n’en aurons pas besoin dans la suite de ce texte mais on peut déduire facilement de
I’énoncé analogue pour © que ce foncteur est une équivalence de catégories.

Nous allons maintenant étudier I'image de © par le foncteur A : co-Cat — Cya.

4.10. — Fixons ¢ > 0 et considérons la i-catégorie D;. Notons x sa cellule principale.
Pour & tel que 0 < k < 4, les k-fleches non triviales de D; sont exactement s ()
et tx(z). Ces cellules seront également notées z{ et xj. De méme, on notera parfois
2Y, x} ou x; la cellule .

On vérifie immédiatement que le complexe dirigé augmenté A(D;) peut se décrire

de la maniere suivante. Pour £ > 0, on a
zd==) s 0 <k < i,
AD;)g =  z{zib) si k=i,
0 sik > .
On identifiera souvent les cellules non triviales de D; avec les éléments de la base

de A(D;). De plus, on posera parfois wg = 0=z, pour k > i. Pour k tel que 0 < k < i,
la différentielle envoie ;vg et x,lg sur x,lc_l — x%_l. Les sous-monoides )\(Di)z sont les
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sous-monoides engendrés par les bases canoniques et 'augmentation est donnée par
la somme des coefficients. Le complexe dirigé augmenté A(D;) est donc a base.
Soient k tel que 0 < k < i et € = 0,1. On vérifie immédiatement qu’on a

(z3)] = o]
pour 7 = 0,1 et I tel que 0 < [ < k (voir le paragraphe 2.8 pour la notation (z)). En
particulier, on a
(x5)o =0 et (z5)5 = xp,
et la base de A(D;) est unitaire.
Par ailleurs, la relation de préordre <y sur A(D;) est l’ordre total
Sy <y <yl <y <yl <y <yl <yl
ToXIINT] IN"""SNT;_1 SNTXINTL;_1 XN *XXN L] XN L,

ce qui prouve que la base de A\(D;) est fortement sans boucle. Le complexe A(D;) est
donc un complexe de Steiner fort.

4.11. — Fixons deux entiers positifs ¢ et 7. On notera x et y les cellules principales
respectives de D; et D;.
Supposons i > j. Le morphisme A(d}) : A(D;) — A(D;) est donné par
L YL, pour0<k<jete=0,1,
0
Tj yj .
De méme, le morphisme A(7}) : A(D;) — A\(D;) est donné par
L Yp, pour0<k<jete=0,1,
1
€5 — yj'
Supposons maintenant ¢ < j. Le morphisme A(x%) : A(D;) — A(D;) est donné par
x5 —yp, pour0<k<jete=0,1.

Ainsi, ;vg et w,ﬁ, pour k = i, sont envoyés sur y; et, pour k > ¢, sur 0.

Soient maintenant ¢ > j > 0 deux entiers. Considérons le morphisme de cocom-
position V; :D; — D; lp; D;. Notons z la cellule principale de la source D; de V;-
et y et z les cellules principales des deux copies de D; apparaissant de gauche a droite
dans D; lIp; D;, vues comme des cellules de D; IIp; D;. On utilisera les notations du
paragraphe 4.10 pour la cellule x et on les étendra de la maniére évidente a y et z :
on notera yi et z;, pour 0 < k < iet e =0,1, les sources et buts itérés de y et z, et
on identifiera ces cellules avec I’élément de A(D; IIp; D;) qu'elles définissent. Puisque

si(y) =t;j(z), on a

y?:zjl. et yp=2; powr0<k<jete=0,1.
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On vérifie que les y;, 27, pour 0 < k < i et € =0, 1, modulo les relations ci-dessus et

1

les relations triviales yio = yzl et z? = z;, forment une base de A\(D; Ip, D;). Avec ces

notations, le morphisme /\(Vé-) est donné par

x%»—>22, pour 0 < k < 7,
T~ Yis pour 0 < k < 7,
T YL+ 25, pour j<k<iete=0,1

4.12. — Soit S = Di1 HDM ce HD].Fl
définition, la co-catégorie S est limite inductive du foncteur Fgs : Ig — co-Cat associé
au diagramme décrit au paragraphe 4.2. On a donc un isomorphisme

A(S) = A(Dy,) Uxp,,) - Uy, ) ADs),

D;, un schéma de composition globulaire. Par

ou le membre de droite est la limite inductive du foncteur Gg : I'g sy so-Cat 2 Cda.
Cet isomorphisme s’étend au cas S = @& en considérant les uniques foncteurs
Fg: @ — oco-Cat et Gy : @ — Cqa-

Proposition 4.13. — Pour tout objet S de O, le foncteur Gg est un systéme de
Steiner fort. En particulier, le complexe \(S) est un compleze de Steiner fort. De
plus, le morphisme d’adjonction S — vA(S) est un isomorphisme.

Démonstration. — 11 est immédiat que les morphismes

A(0h), (1)) : AM(Dj) = A(Dy), pour i > j >0,

sont des inclusions rigides ordonnées. Le foncteur Gg : Ig — Cq, vérifie donc les
hypotheéses du théoréme 3.19, ce qui entraine la premiére assertion, ainsi que le fait
que A(S) est un complexe de Steiner fort. Ce méme théoréme donne de plus un
isomorphisme canonique

YA(S) = vA(Dy) Loam,,) -+ Woam,,_,) vADS).

Ji—1
Pour obtenir la derniere assertion, il suffit donc de montrer que, pour tout & > 0, le
morphisme d’adjonction Dy — vA(Dg) est un isomorphisme, ce qui se vérifie facile-
ment par un calcul direct. O

Remarque 4.14. — Le fait que A(S), pour S un schéma de composition, est un
complexe de Steiner fort et que le morphisme d’adjonction S — vA(S) est un isomor-
phisme est dii & Steiner [34]. On renvoie & ce méme texte pour une étude plus compléte
des liens entre complexes dirigés augmentés et schémas de composition globulaires.



CHAPITRE 5

EXTENSION DE STRUCTURES DE
CATEGORIE MONOIDALE A LA DAY

Le but de ce chapitre est d’étendre un théoréme dii & Day d’extension de struc-
tures de catégorie monoidale bifermée au cadre plus général des catégories monoidales
localement bifermées, qu’on introduit dans le chapitre.

5.1. — Soit D une sous-catégorie pleine d’une catégorie C. Rappelons qu’on dit que
D est une sous-catégorie dense de C si tout objet de C est limite inductive canonique
d’objets de D. Cela signifie la chose suivante. Soit X un objet de C. Notons D/x la
catégorie dont les objets sont les couples (d, f : d — X), ou d est un objet de D et f
un morphisme de C, et dont les morphismes entre deux tels couples (d, f) et (d’, f')
sont les morphismes g : d — d’ de C tels que f'g = f. On a un foncteur canonique
D/xX — C qui envoie (d,d — X) sur d. Ce foncteur est muni d’'une transformation
naturelle canonique vers le foncteur constant de valeur X. On dit que X est limite
inductive canonique d’objets de D si cette transformation naturelle est un cone inductif
universel ou, autrement dit, si la limite inductive de ce foncteur existe et le morphisme
canonique
hﬂ d— X
(d,d—X)eD) x

est un isomorphisme.

On vérifie facilement que si une sous-catégorie pleine D de C contient une sous-
catégorie pleine dense dans C, alors D est dense dans C.

Rappelons enfin que si la sous-catégorie pleine D est une petite sous-catégorie D,
alors D est dense dans C si et seulement si le foncteur de C vers les préfaisceaux D
sur D défini par

X — (d + Home(d, X))

est pleinement fidéle.
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5.2. — Soit C une catégorie monoidale de produit tensoriel ®. On rappelle que C est
dite fermée a droite si, pour tout objet Y de C, le foncteur e ® Y : C — C admet un
adjoint a droite. De méme, on dit que C est fermée d gauche si, pour tout objet X
de C, le foncteur X ® o : C — C admet un adjoint a droite. On dit que C est bifermée
si elle est a la fois fermée a gauche et a droite.

En vertu d’un résultat classique sur les adjonctions paramétrées (voir par exemple
[28, chapitre TV, section 7, théoréme 3]), si C est fermée & droite, il existe un foncteur
HoimS : C° x C — C et des bijections

Home (X ® Y, Z) ~ Home (X, Hom& (Y, Z)),

naturelles en X, Y et Z dans C. De méme, si C est fermée a gauche, il existe un
foncteur Hom$ : C° x C — C et des bijections

Home (X @ Y, Z) ~ Home (Y, Hom% (X, Z)),
naturelles en X, Y et Z dans C.

Théoréme 5.3 (Day). — Soient C une catégorie compléte et cocompléte, et D une
sous-catégorie pleine de C munie d’une structure de catégorie monoidale. On suppose
qu’il existe une petite sous-catégorie pleine de D dense dans C, des foncteurs

HH :D°xC—C
et des bijections
Home (S, H(S, Z)) ~ Hom¢ (S ® S’, Z) ~ Hom¢ (S, H'(S, Z)),

naturelles en S, S’ dans D et Z dans C.

Alors il existe une et une seule structure monoidale sur C (d unique isomorphisme
monoidal prés) donnée par un produit tensoriel commutant aux petites limites induc-
tives en chaque variable et pour laquelle le foncteur d’inclusion D — C s’étend en un
foncteur monoidal. De plus, cette structure monoidale est bifermée.

Démonstration. — Soit D une petite sous-catégorie pleine de D dense dans C. On va
commencer par montrer que si S et S’ sont deux objets de D, on a un isomorphisme
canonique
S® S ~ lim 5@ s,

s—=+S5eD/g

s'»S8'€D;g’
ou la limite inductive, comme toutes les limites inductives dans cette preuve, est
calculée dans C. On a, pour tout objet Z de C,

Home (lim (s ® ), Z) ~ lim Home(s ® 57, Z)
s—S s—S
=~ lim Home (s, H(S', 7))

s—S
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~ Homc (lim s, H(S', 7))
s—S

~ Hom¢ (S, H(S', 7))

~ Hom¢(S® S, Z),

d’ot1 un isomorphisme canonique

S® S ~lim(s® ).

s—S

De méme, en utilisant H’, on obtient un isomorphisme canonique
S®8' ~ lim (S® ).
s'—S’
On a donc
S® S ~ @(s@S') ~ lim lim s® s,
s—S s—S s'—S’
d’ou 'isomorphisme annoncé.
Etendons maintenant le produit tensoriel de D & C. On est contraint de poser,
pour X et Y dans C,
XY= ln s s
s —)XED/X
s/—>Y€D/y
Le paragraphe précédent montre qu’on prolonge bien ainsi le produit tensoriel de D.
De méme, on va étendre les foncteurs H et H’ en des foncteurs C° x C — C. Pour X
et Y des objets de C, on pose
H(X,Y)= 1lm H(sY) et H'(X)Y)= lim H'(sY).
s—)XGD/X s—)XGD/X

On va montrer qu’on a des bijections
Home (X, H(Y, Z)) ~ Hom¢(X ® Y, Z) ~ Home (Y, H' (X, Z)),

naturelles en X, Y et Z dans C. Faisons-le pour la bijection de gauche, celle de droite
se traitant de maniere analogue. On a
Home(X @Y, Z) ~ Home( lim s®s,7)
s—X,s'=Y
~  lim Home(s ® s, Z)
s—X,s'=Y
~ lim  Home(s,H(s', Z))
s—X,s'—=>Y

~ Home(lim s, lim H(s', 7))

s—X s'=Y

~ Hom¢(X, H(Y, Z)),



52 CHAPITRE 5. EXTENSION DE STRUCTURES DE CATEGORIE MONOIDALE A LA DAY

ce qu’il fallait démontrer. Ceci montre que le foncteur ® : C x C — C commute aux
limites inductives en chaque variable.

Pour conclure, il suffit de vérifier que la structure monoidale sur D induit une
structure monoidale sur la catégorie C munie du produit qu’on vient de définir. Notons
I l'unité du produit tensoriel de D. On a, pour tout objet X de C,

T X ~T® lim s~ h_n;(]@s): lim s ~ X
s—X s—X s—X
et, de méme, X ® I ~ X. Enfin, en utilisant le fait que le produit sur C commute aux
limites inductives en chaque variable, on obtient, pour tous objets X, Y et Z de C,
les isomorphismes

(X®Y)® Z~ lim (s@s)®s"
s—X,s'=>Y,s" =7
~ lim s X (Y ®2),
s—X,s' =Y, s"—>Z
ce qui acheve la démonstration. O
Remarque 5.4. — Le résultat ci-dessus, purement formel, est attribué a Day par

Street dans [40]. Les références données par celui-ci sont [19] et [20].

Le but de la suite du chapitre est de généraliser le théoreme précédent en un
énoncé qui puisse s’appliquer a des produits tensoriels dont on suppose uniquement
qu’ils commutent aux limites inductives connezes.

5.5. — Soit C une catégorie monoidale. Une coaugmentation a gauche de C est la
donnée d’'un endofoncteur M de C et de morphismes

M(X) %S X®Y,

naturels en X et Y dans C. Plus formellement, on demande que ¢ soit une transfor-
mation naturelle
Mp & ®
de foncteurs de C x C vers C, ou p : C x C — C désigne la premiere projection. De
méme, une coaugmentation d droite de C est la donnée d’un endofoncteur N de C et
de morphismes
X®Y <& N(Y),
naturels en X et Y dans C. Plus formellement, on demande que ¢ soit une transfor-
mation naturelle
® <% Ngq
de foncteurs de C x C vers C, ol q : C x C — C désigne la seconde projection. Enfin, on
appellera bicoaugmentation de C la donnée d’une coaugmentation a gauche et d’une
coaugmentation a droite

M(X) 2 X®Y <& N(Y).
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Par abus de langage, on dira parfois que M est une coaugmentation a gauche, sous-
entendant ainsi la transformation naturelle ¢;. De méme pour les coaugmentations a
droite et les bicoaugmentations.

Ezxzemple 5.6. — Soit C une catégorie monoidale possédant un objet initial &. Il
existe deux bicoaugmentations naturelles sur C :
(a) la bicoaugmentation triviale : M et N sont les foncteurs constants de valeur &
et, pour tous objets X et Y de C, les morphismes

gL XY &2

sont I'unique morphisme & - X ® Y ;
(b) la bicoaugmentation pseudo-locale : M et N sont les foncteurs e ® & et I ® o
respectivement et, pour tous objets X et Y de C, les morphismes

X0 H XY 2 oY

sont induits par fonctorialité par les morphismes @ — Y et @ — X.
Notons que si la catégorie monoidale C est bifermée, ces deux bicoaugmentations sont
isomorphes en un sens évident.
Par ailleurs, si 'unité de la catégorie monoidale C est l'objet initial @, alors la
bicoaugmentation pseudo-locale induit une bicoaugmentation isomorphe :
(¢) la bicoaugmentation locale : M et N sont ’endofoncteur identité de C et, pour
tous objets X et Y de C, les morphismes

XL XYy

sont induits, a partir de la bicoaugmentation pseudo-locale, par les contraintes
dunitée X > XRoet oY ~Y.

5.7. — Soit C une catégorie monoidale munie d’une coaugmentation a droite N. On
dira que C est localement fermée a droite si, pour tout objet Y de C, le foncteur
C—= NY)\C

X (X®Y,0:NY)>XRY)

admet un adjoint a droite. De méme, si C est munie d’une coaugmentation a gauche M,
on dira que C est localement fermée d gauche si, pour tout objet X de C, le foncteur
C— M(X)\C
Y= (XY, : MX)—>X®Y)
admet un adjoint a droite. Enfin, si C est munie d’'une bicoaugmentation, on dira
que C est localement bifermée si elle est localement fermée a gauche et a droite.
Si C est une catégorie monoidale d’unité un objet initial, on appliquera parfois le
vocabulaire précédent sans préciser les coaugmentations auxquelles on fait référence.
On utilisera alors implicitement la bicoaugmentation locale de ’exemple 5.6.
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Si une catégorie monoidale coaugmentée a droite C est localement fermée a droite,
alors, pour tout objet Y de C, le foncteur e®Y : C — C commute aux limites inductives
connexes. En effet, celui-ci se décompose en

C—= NY)\C Y, C,
ou le premier foncteur est le foncteur canonique déja considéré et U est le foncteur
d’oubli. Or, puisque C est localement fermée a droite, ce premier foncteur admet un
adjoint a droite. On obtient ’assertion puisque le second commute toujours aux limites
inductives connexes (voir par exemple [31, proposition 3.3.8]). De méme, si C est
localement fermée a gauche, alors, pour tout objet X de C, le foncteur X ® @ : C — C

commute aux limites inductives connexes. Ainsi, si C est localement bifermée, son
produit tensoriel commute aux limites inductives connexes en chaque variable.

Remarque 5.8. — Notons que si C est une catégorie monoidale avec un objet ini-
tial @ munie de la bicoaugmentation triviale (voir I’exemple 5.6), alors C est bifermée
si et seulement si elle est localement bifermée.

Remarque 5.9. — Soit C une catégorie monoidale d’unité un objet initial @. On
munit C de la bicoaugmentation locale. On a vu que si C est localement bifermée, alors
le produit tensoriel de C commute aux limites inductives connexes en chaque variable.
La réciproque est également vraie si on suppose que la catégorie C est localement
présentable. En effet, on vérifie tout d’abord que, pour tout objet Y de C, le foncteur
canonique C — y'\C du paragraphe 5.7 commute aux limites inductives. Cela résulte
du fait qu’il commute aux limites inductives connexes puisque le foncteur d’oubli
U : Y\C — C est conservatif et commute aux limites inductives, et du fait qu’il
envoie l'objet initial @ de C sur (@ @ Y, 1) ~ (Y, 1y) qui est un objet initial de y\C.
Par ailleurs, puisque la catégorie C est localement présentable, il en est de méme de
la catégorie Y\C. Or, il est bien connu qu'un foncteur entre catégories localement
présentables qui commute aux limites inductives admet un adjoint a droite. Ceci
montre que C est localement fermée a droite. On montre de méme que C est localement
fermée a gauche. Nous n’utiliserons pas ce résultat dans la suite de ce texte.

5.10. — Soit F' : C — D un foncteur. On notera fl(F) la catégorie dont les ob-
jets sont les triplets (X, f : F(X) — Y,Y), ou X est un objet de C, Y un objet
de D et f: F(X)—Y un morphisme de D, et dont les morphismes de (X, f,Y)
vers (X', f',Y’) sont les couples (g,h), ot g : X’ — X est un morphisme de C et
h:Y — Y’ un morphisme de D tels que le carré

F(X) <29 p(x7y

f lf’

Y—h>Y’
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soit commutatif.
Notons que, dans le cas ou F' est le foncteur constant de valeur un objet initial
de D, la catégorie FI(F) est canoniquement isomorphe & la catégorie C° x D.

5.11. — Soit C une catégorie monoidale munie d’une coaugmentation a droite N. On
notera Fly(C) la catégorie FI(N : C — C). Une variante du théoréme sur les adjonctions
paramétrées déja cité montre que, si C est localement fermée a droite, alors il existe
un foncteur
H:Fly(C) = C
et des bijections
HomN(Y)\c((X ®Y,12),(Z,9)) ~Home(X,H(Y, g, 2)),

naturelles en X dans C et (Y, g, Z) dans Flq(C).

De méme, si C est munie d’une coaugmentation & gauche M, on notera Flz(C) la
catégorie FI(M : C — C) et on montre que, si C est localement fermée a gauche, alors
il existe un foncteur

H':Fl,(C) = C
et des bijections
Hom]V](X)\C((X oY K L1)7 (Z7 f)) = HOmc(K H/(Xa f’ Z))a
naturelles en Y dans C et (X, f, Z) dans ﬁg(C).

Lemme 5.12. — Soient F,G : I — C deuz foncteurs de source une petite catégorie I
et de but une catégorie cocompléte C, et a : F — G une transformation naturelle.
Alors, pour tout objet Z de C et tout cone inductif (f; : F(i) = Z)ier de F vers Z,
on a une bijection canonique

Hom,y (g G liny ), (7, 1) = i Homp (G0 ). (20,
(3
ou f: h_n}F — Z désigne le morphisme déduit du cone inductif (f;)icr.

Démonstration. — Un élément du membre de droite est donné par une famille de
morphismes (g; : G(i) = Z);es satisfaisant g;a; = f; pour ¢ dans I et qui est de plus
dans la limite projective en question, c’est-a-dire qui est telle que, pour tout h : i — 7’
dans I, on ait g G(h) = g;. Cette derniére condition signifie exactement que (g;)iecr
est un cone inductif. On peut donc associer a la famille (g;);c; un foncteur hﬂ G— Z.
Dire que ce foncteur est au-dessous de th signifie exactement qu’on a g;o; = f;
pour tout ¢ dans I, d’ou ’assertion. O

Théoreme 5.13. — Soit C une catégorie complete et cocompléte munie de deur en-
dofoncteurs M, N : C — C commutant aux petites limites inductives connexes. Soit D
une sous-catégorie pleine de C, stable par les endofoncteurs M et N, munie d’une
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structure de catégorie monoidale et d’une bicoaugmentation dont les endofoncteurs
sous-jacents sont les restrictions de M et N a D. On suppose que D contient un ob-
jet initial de C, qu’il existe une petite sous-catégorie pleine de D dense dans C, des
foncteurs
H :Fly(D,C) - C et H':Fl,(D,C)—C,
ot on a posé
Fla(D,C) =FI(Njp : D = C) et Fly(D,C) =FI(Mp:D —C),

des bijections

HomN(S’)\C((S ® Slv L2)7 (Za g)) = HOmc(S, H<S/7 9, Z))a
naturelles en S dans D et (S', g, Z) dans Fly(D,C), et des bijections

Hom s, c (S ® §',11), (Z. f)) = Home (', H'(S, £, Z)),

naturelles en S’ dans D et (S, f,Z) dans l?lg(D,C),

Alors il existe une et une seule structure de catégorie monoidale sur C (a unique
isomorphisme monoidal prés) donnée par un produit tensoriel commutant auz petites
limites inductives connexes en chaque variable et pour laquelle le foncteur d’inclusion
D — C s’étend en un foncteur monoidal. De plus, cette structure de catégorie monoi-
dale sur C admet une unique bicoaugmentation d’endofoncteurs sous-jacents M et N
prolongeant la bicoaugmentation de D, et la structure est localement bifermée pour
cette bicoaugmentation.

Démonstration. — Soit D une petite sous-catégorie pleine de D dense dans C conte-
nant un objet initial @ de C. On va commencer par montrer que si S et S’ sont deux
objets de D, on a un isomorphisme canonique
S®S ~ lim  s® s,

s—=S€D/g

S’*}S/GD/S/
ou la limite inductive, comme toutes les limites inductives dans cette preuve, est
calculée dans C (ou dans une tranche de C). Notons que ces limites inductives sont
connexes puisque D admet un objet initial. On a, pour tout objet (Z, g) de N(S’)\C,

Hom y (gy\e(lim (s ® 8%, 12), (Z, g)) ~ lim Homy gy c((s ® §',12), (Z, 9))

s—S s
~ 13 !
~ lim Home (s, H(S', 9, Z))
s—S
~ Homc(ligrl s, H(S'",9,7))
s—S

~ Hom¢ (S, H(S', g, 7))
~ HomN(S/)\c((S ® 5 ,12),(Z,9)),



CHAPITRE 5. EXTENSION DE STRUCTURES DE CATEGORIE MONOIDALE A LA DAY 57

d’ol1 un isomorphisme canonique
(S® 85 12) = lim (s ® 5, 12)

s—S

dans N (S/)\C et donc un isomorphisme canonique
S® S ~lig(s® S

s—S
dans C puisque la limite inductive en jeu est connexe et que le foncteur d’oubli
N (S/)\C — C commute aux limites inductives connexes. De méme, en utilisant H’,
on obtient des isomorphismes canoniques

(S®8,u)~ lim (S®s,u)
s’ =S’

dans N(S)\C et

S® 8~ lim (S® )

s'—=S’
dans C. On a donc
S® S ~ h_n;(s@S') ~ lim lim s® s,

s—S s—S s'—S’

d’ou 'isomorphisme annoncé.
Etendons maintenant le produit tensoriel de D & C. Puisque pour tout objet Z
de C, la limite inductive canonique
lig s~7Z
s%ZED/Z

est connexe, on est contraint de poser, pour X et Y dans C,

XY= lm s® s
s—=+XeD/x
s'=YeD)y
Le paragraphe précédent montre qu’on prolonge bien ainsi le produit tensoriel
de D. Par ailleurs, puisque ’endofoncteur M commute aux petites limites inductives
connexes, la transformation naturelle ¢; induit des morphismes

li L1
M(X) =~ lig M(s)~ lig M(s)3—> lim  s®s'=X@Y,
s—X s—=X,s'=Y s—=X,s'=Y

naturels en X et Y dans C, qu’on notera également ¢;. De méme, la transformation
naturelle 1o induit des morphismes

X®Y <2 N(Y),

naturels en X et Y dans C. Il résulte également du paragraphe précédent que ces
morphismes ¢1 et ¢y prolongent ceux définis sur D. Etendons maintenant les fonc-
teurs H et H' en des foncteurs Flq(C) — C et Flg(C) — C respectivement. Pour
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(X,g: N(X) = Y,Y) un objet de Flq(C) et (X, f : M(X) — Z, Z) un objet de Fly(C),
on pose

H(X,9,Y)= lim  H(s,goN(k),Y)
k
s—>XeD/x
et
H'(X,f,Z)= lm  H'(s,foM(h),Z).
sl>X€D/X

On va montrer qu’on a des bijections
Hom v 3\ (X ®Y,12),(Z, 9)) ~ Home (X, H(Y, g, Z)),
naturelles en X dans C et (Y, g, Z) dans Flq(C), et des bijections
Hom/ xy\e((X @Y, 1), (Z, f)) ~ Home (Y, H'(X, [, 7)),

naturelles en Y dans C et (X, f, Z) dans ﬁg(C). Faisons-le pour la premiére famille
de bijections, la seconde se traitant de maniere analogue. On a

HomN(Y)\C((X ®Y,12),(Z,g)) = Hom lig N(s)\C (( lim  s® s',12),(Z,9))

7
ooy s—X,s'—=Y

/

1

lim Hom liy N(\C (lim s®s', lim ), (Z,9))
Y

s—X 'Y s'— s'=Y
~ %l_ HOmN(S/)\C ((S@S/;L2)7(Z790N(k>))
s%X,s’i)Y

(en vertu du lemme 5.12)
~  lim Home(s, H(s',go N(k), Z))
s—)X,s/iH/
~ Home¢( lim s, lim H(s',go N(k),Z))
iy 5
s—X s'—=Y
= HomC(XaH(Y7ga Z))a

ce qu’on voulait démontrer. Ceci montre que le foncteur ® : C x C — C commute aux
limites inductives connexes en chaque variable.

Pour conclure, il suffit de vérifier que la structure monoidale sur D induit une struc-
ture monoidale sur C munie du produit tensoriel qu’on vient de définir. On procede
exactement comme dans la preuve du théoreme 5.3. O

Corollaire 5.14. — Soient C une catégorie compléte et cocomplete, et D une sous-
catégorie pleine de C munie d’une structure monoidale d’unité un objet initial de C et
contenant une petite sous-catégorie pleine dense dans C. On suppose qu’il existe des
foncteurs

H:FlyD,C) = C et H':Fl,(D,C)—C,
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ol on a posé N N N
Fla(D,C) = FI(D — C) = Fly (D, C),
des bijections
HomS/\c((S ® 8 12),(Z,g)) = Home(S, H(S ., g,7)),
naturelles en S dans D et (S', g, Z) dans Flg(D,C), et des bijections
Homs\c((S ®S',11),(Z, f)) ~Home(S", H'(S, f, Z)),

naturelles en S’ dans D et (S, f,Z) dans F?IQ(D,C).

Alors il existe une et une seule structure de catégorie monoidale sur C (a unique
isomorphisme monoidal prés) donnée par un produit tensoriel commutant aux petites
limites inductives connexes en chaque variable et pour laquelle le foncteur d’inclusion
D — C s’étend en un foncteur monoidal. De plus, cette structure monoidale est
localement bifermée.

Démonstration. — On applique le théoreme précédent pour M et N 'endofoncteur
identité et pour la bicoaugmentation locale de ’exemple 5.6. O
Remarque 5.15. — On peut également obtenir le théoreme 5.3 comme corollaire

du théoreme 5.13. Si D contient un objet initial de C, il suffit d’appliquer ce théoreme
a D munie de la bicoaugmentation triviale (voir ’exemple 5.6). Si D ne contient pas
d’objet initial, il suffit de faire de méme en remplagant D par la catégorie D’ obtenue
en ajoutant & D un objet initial de C. On vérifie alors qu’on peut prolonger la structure
de catégorie monoidale et les foncteurs H et H' & D’ en posant @S ~ & ~ S ®@ &
pour tout S dans D et H(&,Z) = x = H'(&,Z), ou * est un objet final de C, pour
tout Z dans C.






CHAPITRE 6

JOINT ET TRANCHES co-CATEGORIQUES

Le but de ce chapitre est de définir le joint et les tranches oo-catégoriques. Pour ce
faire, on commence par définir un joint pour les complexes de Steiner forts qu’on étend
aux oo-catégories grace a un théoreme a la Day établi dans le chapitre précédent.

6.1. — Soient K et L deux complexes de chaines (de groupes abéliens en degrés po-
sitifs, selon notre convention du paragraphe 2.1). Rappelons que leur produit tensoriel
K ® L est défini de la maniere suivante. On pose

(K®L)y,= @ K;®L;, pourp >0,

i+j=p
120,720

et, pour x dans K; et y dans L; avec i 4 j > 0,
d(z ®y) =d(z) @y + (-1)"z @ d(y),

ou |z| désigne le degré de z, c’est-a-dire i. Ce produit tensoriel définit une structure
de catégorie monoidale sur la catégorie des complexes de chaines. L’'unité est don-
née par le complexe concentré en degré 0 de valeur Z. On dispose d’un morphisme
Vi, K ®L — L® K envoyant z®y, pour z un élément homogene de K et y un élé-
ment homogene de L, sur (—1)I*I¥ly ® 2 qui définit une symétrie pour cette structure
de catégorie monoidale. De plus, cette catégorie monoidale symétrique est fermée.

Ce produit tensoriel s’étend aux complexes de chaines augmentés de la maniere
suivante. Si K et L sont deux complexes de chaines augmentés, on définit une aug-
mentation sur K ® L en posant

e(z ®y) = e(x)e(y),
pour x dans Ky et y dans Lg. On obtient ainsi une structure de catégorie monoi-
dale symétrique fermée sur la catégorie des complexes de chalnes augmentés. L'unité

est 'unité du produit tensoriel des complexes de chaines munie de 'augmentation
identité 17 : Z — Z.
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6.2. — Dans [32, exemple 3.10], Steiner étend le produit tensoriel des complexes de
chalnes augmentés aux complexes dirigés augmentés de la maniére suivante. Si K et L
sont deux complexes dirigés augmentés, le complexe de chaines augmenté sous-jacent
a K ® L est le produit tensoriel des complexes de chalnes augmentés sous-jacents
a K et L et, pour p > 0, le sous-monoide de positivité (K ® L); est le sous-monoide
de (K ® L), engendré par les éléments de la forme z ® y, avec « dans K}, y dans L3
eti+j=p.

Steiner montre [32, exemple 3.10 et p. 198] qu’on obtient ainsi une structure de
catégorie monoidale bifermée (voir le paragraphe 5.2) sur la catégorie des complexes
dirigés augmentés. L'unité Z' est définie de la maniere suivante : le complexe sous-
jacent est le complexe concentré en degré 0 de valeur Z, ’augmentation est I’identité 15
et on a Z'§ = N. On vérifie facilement que Z' est un objet final de la catégorie des
complexes dirigés augmentés décents (voir le paragraphe 2.17). Notons par ailleurs
que v(Z') est la oo-catégorie finale. On prendra garde que cette structure de catégorie
monoidale n’est pas symétrique. De fait, la symétrie yx 1, du paragraphe 6.1 n’induit
pas un morphisme de complexes dirigés augmentés car elle ne respecte pas les sous-
monoides de positivité a cause des signes apparaissant dans sa définition. De plus, on
peut exhiber des complexes dirigés augmentés K et L tels que K ® L et L ® K ne
soient pas isomorphes (par exemple K = A(D;) et L = A(D3)).

6.3. — Soit K un complexe de chalnes augmenté de différentielle d et d’augmenta-
tion e. On notera XK le complexe de chaines de différentielle d’ défini par

(ZK)p = {

Z sip=0,
Kp—l si p > 0,

e sip=1,
dy, = _
{dp_l sip>1.

et

On appellera ce complexe la suspension de K.

Il est immédiat que ¥ définit un isomorphisme de la catégorie des complexes de
chaines augmentés vers la sous-catégorie non pleine de la catégorie des complexes de
chaines formée des complexes K tels que Ky = Z et des morphismes f tels que fo = 1z.
On notera X! I'inverse du foncteur X.

Remarque 6.4. — Si on considere un complexe de chalnes augmenté K comme un
complexe de chaines muni d’un morphisme vers le complexe concentré en degré 0
de valeur Z, en suspendant ce morphisme avec la convention de signe usuelle, on
obtient un complexe de chaines qui differe du complexe XK qu’on a décrit ci-dessus :
ce complexe s’obtient en multipliant par —1 les différentielles d;, pour p > 1, du
complexe Y K. Notre choix de signe est dicté par une compatibilité aux orientaux de
Street (voir la remarque 7.11).
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6.5. — Soient K et L deux complexes de chaines augmentés. On définit un nouveau
complexe de chaines augmenté K x L, appelé le joint de K et L, par la formule
KxL=Y"YYK®XL).
(Cette formule a un sens puisque (XK ® XL)g =Z QZ ~7Z.)
On obtient ainsi un foncteur
(K,L)— K x L.

Les contraintes d’associativité et d’unité du produit tensoriel des complexes de chaines
induisent des contraintes pour le joint. Le joint définit donc une structure de caté-
gorie monoidale sur la catégorie des complexes de chaines augmentés. L’unité est le
complexe nul (muni de 'unique augmentation possible).

Explicitement, pour p > 0, on a

(K«L)p= P KoL,
i+1+j=p
i2—1,52-1
ouonaposé K_ 1 =27Zet L_;=7. Ainsi, on a
(K*L)p~Ky® (Kp—1®Lo) @@ (Ko ® Lp—1) D Ly.
On notera @ le générateur positif de K_; et L_. Si « est dans K; et y est dans L;
avec i + 1+ j = p, on notera = x y I’élément de (K % L), correspondant.
La différentielle du complexe K x L est donnée par
d(z*y) =dzxy+ (—1)*Hz x dy,
ol on a posé
dz =e(2)@
pour z de degré 0 et
d(@)=0 et |@]=-1.
En particulier, on a
dlz*x@)=dzx*2 et d@xy)= 0D xdy.
Enfin, Paugmentation de K * L est donnée par
e(rx) =e(xz) et e(@xy)=-e(y),
pour x dans Ky et y dans L.
6.6. — Soit K un complexe dirigé augmenté. On notera XK le complexe dirigé

augmenté défini par la suspension du complexe de chalnes augmenté sous-jacent a K

(voir le paragraphe 6.3), les sous-monoides de positivité
N sip=20
(SK); = { ) p="

p—1

sip >0,
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et 'augmentation nulle e = Z 2 7.

On obtient ainsi un foncteur ¥ : Cqa — Cga. Il est immédiat que ce foncteur
définit un isomorphisme de la catégorie des complexes dirigés augmentés vers la sous-
catégorie non pleine CY, de la catégorie des complexes dirigés augmentés formée des
complexes K tels que Ky = Z, K§ = N et d’augmentation nulle, et des morphismes f
tels que fo = 1z. On notera X! l'inverse du foncteur X.

6.7. — Soient K et L deux complexes dirigés augmentés. On définit un nouveau
complexe dirigé augmenté K x L, appelé le joint de K et L, par la formule

K+«L=Y"YSK®XL).

(Cette formule a un sens puisque (XK Q®XL)g =ZQZ ~Z, (EKQXL)§ =N@NCZ
vaut N et 'augmentation de ce complexe est nulle car produit de deux augmentations
nulles.)

Explicitement, le complexe de chaines augmenté sous-jacent a K x L est le joint
des complexes de chalnes sous-jacents a K et L et, si p > 0, le sous-monoide de
positivité (K L);‘) est le sous-monoide engendré par les éléments de la forme x x v,
avec ¥ dans K et y dans L7, ou i et j satisfont ¢ > —1, 7 > —leti+1+j=p, en
convenant que K*; =Net L', =N.

On obtient ainsi un foncteur

Cda X Cda — Cda
(K,L) — K%L

qui définit une structure de catégorie monoidale sur la catégorie des complexes dirigés
augmentés. L’unité est le complexe nul muni de I'unique augmentation et des uniques
sous-monoides de positivité possibles. On notera @ ce complexe dirigé augmenté.
Cette notation est justifiée par le fait que @ est un objet initial de la catégorie des
complexes dirigés augmentés. De plus, la oo-catégorie v(@) est la oo-catégorie vide.
On prendra garde que cette structure monoidale n’est pas symétrique.

Remarque 6.8. — Cette opération joint est le pendant dans le monde des com-
plexes dirigés augmentés du joint des complexes de parité défini par Street dans [37,
section 5].

Proposition 6.9. — Soit K un compleze dirigé augmenté. Alors les endofoncteurs
de la catégorie des complexes dirigés augmentés

L—KxL et L— LxK

commutent aux limites inductives connexes.

Démonstration. — La formule

KxL=Y"YZK®XL)
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montre que, pour établir le résultat, il suffit de vérifier que les foncteurs XK ® e,
e ® YL et le foncteur d’inclusion Cy, < C,, (voir le paragraphe 6.6) commutent
aux limites inductives connexes. Les deux premiers foncteurs commutent & toutes les
limites inductives puisqu’ils admettent des adjoints & droite. En ce qui concerne le
troisieme foncteur, il suffit de vérifier que la limite inductive dans C,, d'un diagramme
connexe a valeurs dans C(i est dans Ci ; cela résulte du fait que les limites inductives
se calculent degré par degré dans C,, et du fait que la limite inductive d’un diagramme

connexe constant de valeur Z vaut Z. O
Proposition 6.10. — Soient K et L deux complezes dirigés augmentés. Les appli-
cations

(K+L), = (LxK),
TrY>Y*T
pour p = 0, définissent un isomorphisme
(K x L)°P ~ L°P x K°P.
Démonstration. — La compatibilité aux augmentations, aux sous-monoides de posi-
tivité et la bijectivité sont évidentes. Il s’agit donc de vérifier la compatibilité aux
différentielles. Notons s :  x y — y * = l'application de I’énoncé. Pour tout élément

homogeéne de K x L de la forme z «y et de degré au moins 1, on a, en notant d’ les
différentielles dual impair,

sd'(z+y) = (=) Wlsd(z « )
- (—1)|I‘+1+|y‘s(dx*y+ (—1)‘z‘+1x*dy)
= (1)l s da + (—1)Wldy « 2

et
ds(zxy) =dyxz) =dy*z+ (—1)*yxdz
- (_1>|y|dy * T+ (_1)\y|+1+\x|y *dz
= (_1)|x|+1+\y|y % dx + (_1)\y|dy * 1,
d’ou le résultat. O
Remarque 6.11. — Outre la dualité triviale, la dualité considérée dans 1’énoncé

précédent est la seule dualité pour laquelle on a un isomorphisme de ce type. En
particulier, on n’a pas d’isomorphismes

(K*x L) ~L°*xK® ou (KxL)°~K°xL°.
De fait, la preuve précédente ne s’adapte pas aux dualités paire et totale. Dans

cette preuve, et avec ses notations, on a utilisé le fait que 'égalité d'z = (—1)I*ldz
reste valable quand z est de degré 0 puisque dans cette formule, par convention, les
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différentielles en degré 0 sont les augmentations, et que les dualités préservent les
augmentations (voir le paragraphe 2.18). Mais si d’ et d"”’ désignent les différentielles
dual pair et dual total, les égalités d”z = (—1)I*171dz et d"”2 = —dz sont fausses
lorsque z est de degré 0.

6.12. — Soient K et L deux complexes dirigés augmentés. Les morphismes cano-
niques @ — K et @ — L induisent des morphismes

KKx@—KxL+—xL~L
qu’on notera ¢1 et 5. On a donc des morphismes
K% K«L<& L

(Ce sont les morphismes de la bicoaugmentation locale associée au joint, voir
Pexemple 5.6.) Explicitement, pour tout élément homogene x de K et tout élément
homogene y de L, on a

nE)=zxa et 1ay) =2 *y.

6.13. — Soient K et L des complexes dirigés augmentés admettant des bases X et Y’
respectivement. Il est immédiat que le complexe dirigé augmenté K x L admet pour
base I’ensemble

X+xY={exg|zeX}U{zxy|lzeX,yeY}U{axy|yeY}.

Lemme 6.14. — Soient K et L deux complexes dirigés augmentés. Pour tout élé-
ment homogéne de K x L de la forme xxy, toutr >0 ete=0,1, on a
rgi= X @y,

p+1tg=r
—1<p<|z|, —1<q<]y|
ot on a posé (2)°, = (e((2))@)_ et (2)1; = (e((2)§)D)+ pour z un élément homo-
géne de K ou L, et (@), =& pour e =0,1.

Démonstration. — Observons tout d’abord que si z est un élément homogene
de K ou L, en ajoutant la convention dy = e a nos précédentes conventions, on a
d({2)2) = (2)1_; — (2)%_; pour tout 7 > 0 et ¢ = 0,1. (Rappelons qu’on a convenu
que (z)¢ = 0 pour £ = 0,1 dés que r > |z|.) De plus, cette égalité reste valable pour
z = & si U'on convient que, pour € = 0,1, en plus de (@)°; = &, on a (F)E =0
pour 7 = 0.

Démontrons maintenant le lemme. Pour r > |zxy| = ||+ 1+]y|, les deux membres
de I’égalité sont nuls. Supposons donc r < |z x y|. On va démontrer le résultat par

récurrence descendante sur r de |z xy| & 0. Pour r = |z x y|, les deux membres de
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I’égalité valent x xy. Supposons le résultat vrai pour r + 1 et montrons-le pour r. Par
hypotheése de récurrence, on a, en sous-entendant les « mod 2 »,

‘11
d({@xy)0p) = Y d((@)y* )it
p'+14q =r+1
—1<p' <z, 1<’ <yl

= Y (d(@%) % E T+ (1)) d(y)n )

p’ +1+q =r+1
—1<p’<z], —1<’ <yl

= > d@y) e wh > (@) e d(mh

p'+1+q =r+1 p +14+q =r+1

—1<p' <z, 1<’ <yl —1<p <z, —1<4' <yl

— 0 p p+1/,.1\0 p+1

= d((@)p) x W+ D (=) (@), * d({y)gi1)
p+1l+qg=r p+1l+g=r

—2<p<z| -1, —1<q<y| —1<p<]z], —2<q<yl -1

(en posant p = p’' — 1 et ¢ = ¢’ dans le terme de gauche et p = p’
et ¢ = ¢’ — 1 dans celui de droite)
+1
= > d@pa)x i+ > (P xd(y)hT)
p+l+q=r p+1+g=r
—1<p<a], —1<a<y] —1<p<|e], —1<g<y|

(car on a, d’une part, d((z),) =0 et d(<m>\0z|+1) = 0 et, d’autre

part, d((y)"4") = 0 et d((y)}L,) = 0)

= Y (d(@p) * @)D+ ()P )« d((m)P 1))
p+1l+qg=r
—1<p<|z], —1<g<y|

Or, si p est pair, la quantité sous le signe somme vaut

d({@)pn) * W) + (1P )y x d({y)gtr)
= ({@)p* Whg — (@) * (W)g) — ((2)p* whg — (@) * (v)q)
= (z), * (yhg — (@)p * (y)g
et, si p est impair,
d((z)p 41

=
= (z)

() + (=P )y x d((y)gia)
p* W)g — (@)p* (U)g) + (@) * (yhg — (@) * (y)y)

(g — (@) * ().

*

" ~—

)
Ainsi, on a
d((@xy)) = Y ((@p* @b — (@9 * yht)

p+1+g=r
—1<p<]z], —1<q<]yl
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et donc
0 0 1 1 1
@xy)t=" > @ @i et (wxyp= > (2)h* W),
pt+1+q=r p+1l+q=r
—1<p<z], —1<q<yl —1<p<]z], —1<q<]y|
ce qu’on voulait démontrer. O
Proposition 6.15. — Si K et L sont des complexes dirigés augmentés a base uni-

taire, alors il en est de méme de K % L.

Démonstration. — Notons X et Y les bases respectives des complexes K et L. Soient
2 un élément de X et y un élément de Y. En vertu du lemme précédent, on a

(@xy)o = (2)21 * (y)o + (2)6 * (1)1,
= (e(20)@)— * (y)g + ()9 * (e(y0)2)+
=2 % (y)o +
= 0% (y)o + (x)g + @
= (x)g * 2,

)o* Dt

et, par un calcul similaire,
{z*y)o =2 * (Y)-

On en déduit les égalités

e(fexyp) = e((z)g) =1 et e({z*y)) = e((y) = 1.
On a par ailleurs, pour € =0, 1,

(zx2)g=()g*x@ et (Txy)s=T*(Y)o,

et donc

e((z+2)5) = e((x)g) =1 et e((@xy)g) = e((y)) =1,
ce qui acheve de prouver que le complexe K x L est a base unitaire. O

Lemme 6.16. — Soient f : K — K' et g: L — L' des morphismes entre complezes

dirigés augmentés a base. Considérons un élément homogene de KL de la forme xxy.

On suppose qu’il existe un élément homogéne de K' x L' de la forme x’ xy’ tel que
(a) six ety sont différents de &, alors il en est de méme de ' et y’, et on a

fl@) =) et g((y) =),
(b) six =g, alors
=0 et g({y) =),
(¢) siy =g, alors
fz)) = (') et y =2,
Alors on a

(fxg){zxy)) = (@' *y).
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Démonstration. — Pour tout £ > 0et € =0,1, on a
(frg)(z*y)y) = (f*g)( > ()5 * (y)pite mod 2)
pt+1+q=k

—1<p<z|, —1<q<]y|
(en vertu du lemme 6.14 et avec ses conventions)

> F((@)5) > g((y)ptite med2)

p+1+q=k
—1<p<|z|, —1<q<]y|

(en convenant que m (@) = & pour m = f,g)

_ I\NE \p+14+e mod 2
- E : <£U >p * <y >q
p+l+q=k
—1<p<|2’|, —1<a<]y'|

la derniere égalité découlant du fait que, d'une part, on a f((z);) = 0 si p > [2/|
et g(<y>2/) = 0si g > |y| et, d’autre part, nos hypothéses entrainent les égalités
F(x)e ) = (@), et g((y)')) = (') (toujours avec les conventions du lemme 6.14).

Une seconde application du lemme 6.14 permet de conclure. O

Proposition 6.17. — Si f : K — K' et g: L — L' sont deuzr morphismes rigides
(voir le paragraphe 3.2) entre complexes dirigés augmentés da base, alors leur joint
fxg: KxL— K'x L' est également rigide.

Démonstration. — Cela résulte immédiatement du lemme précédent. O

Proposition 6.18. — Soient f : K — K' et g : L — L' des morphismes entre
complezes dirigés augmentés da base unitaire et x xy un élément de la base de K x L.
Supposons qu’il existe un élément x’ %y’ de la base de K' x L' tel que

(a) six ety sont différents de &, alors il en est de méme de z' et y', et on a

v(f)({z) =L@y et v(g)((y) = Ly,
(b) six =@, alors
o' =2 et v(g)(y) =Ly,
(c) siy=w, alors
v()((z) =L@y et ¥ =2,

/////

Alors on a

v(fxg)({z*y)) =1
En particulier, lorsque ' = f(x) et y = g(y) vérifient les hypothéses ci-dessus (en
convenant que m(J) = & pour m = f,g), on a

v(f+g9)({xxy)) = (f(x) * g(y))-

Démonstration. — Cela résulte immédiatement du lemme 6.16. O

I'*y/> .
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Proposition 6.19. — Soient K et L deux complexes dirigés augmentés a base uni-
taire et x xy un élément de la base de K x L, avec x de degré i et y de degré j.
(a) Supposonsi >0 etj >0, et notons z la cellule principale de D; et t celle de D;.
Alors le diagramme

v(A(D;) * A(D;)) Aert), V(K % )

zxt
= ﬁ (oxy)

Diy1yj ,

ot </1T> s AD;) = K et (y) : M(D;) — L désignent les morphismes transposés de
() : D; = v(K) et (y) : Dj = v(L) respectivement, est commutatif.

(b) Sii=—1, de sorte que x = @ et D; = &, alors, en notant toujours t la cellule
principale de Dj, le triangle ci-dessus commute pour z = & et (97) lunique
morphisme de \(D;) = & vers v(K).

(c) Sij = —1, de sorte que y = @ et D; = @ , alors, en notant toujours z la
cellule principale de D;, le triangle ci-dessus commute pourt = @ et @ lunique
morphisme A(D;) = @ vers v(L).

Démonstration. — 1l s’agit de montrer qu’on a

v((z) * (1) ({(z % 1)) = (z*y).
Ce@/ résulte de la proposition précé(jgnte puisque, par définition, si ¢ > 0, on a

v({x))((2)) = (z) et, si j >0, on a v((y))((t) = (v)- H

Proposition 6.20. — Si K et L sont des complexes dirigés augmentés décents (voir
le paragraphe 2.17) d base fortement sans boucle, alors il en est de méme de K * L.
De plus, les morphismes

11 K —-KxL et 19:L—KxL

sont des inclusions rigides ordonnées.

Démonstration. — Soit M un complexe dirigé augmenté décent admettant une
base Z. On rappelle (voir le paragraphe 2.13) qu’on note <y la plus petite relation
de préordre sur Z satisfaisant

v <ny si x€supp(d(y)-) ouy € supp(d(z)+),
ot, par convention, d(z) = 0 si z est dans Zy. De méme, on notera <§ la plus petite
relation de préordre sur Z U {@} satisfaisant

r<{y si x€supp(d(y)-) ouy € supp(d(z)),
ou cette fois-ci on a convenu que d(z)y = e(2)@ et d(z)- = 0 si z est dans Zp, et
que d(@)4 = 0 et d(@)_ = 0. Par définition, la relation <g est la plus petite relation
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de préordre prolongeant <y et vérifiant z <§ & pour tout z dans Z de degré 0 tel
que e(z) > 0. On en déduit immédiatement que la relation de préordre <g est une
relation d’ordre si et seulement si la relation de préordre <y en est une.
Démontrons maintenant la proposition. Il est immédiat que le complexe K x L
est décent et il s’agit de montrer qu’il est a base unitaire. Notons X et Y les bases
respectives de K et L. On définit une relation sur la base X xY de K x L en posant
z<g o'
P ou
zxy < xy L& z =1, |z| est impair et y <7 ¢/
ou
x =21, |z| est pair et y > v
Par hypothese, les relations <y sur K et L sont des relations d’ordre et il en est donc
de méme des relations gg . On en déduit facilement que la relation < est également
une relation d’ordre.
Soient z xy et 2’ xy’ dans X Y. Montrons que la relation < vérifie la propriété

zxy € supp(d(z’ xy')_) ou 2’ xy' € supp(d(zxy)y) = z*xy=<a' %y,

ce qui établira que la relation de préordre <y du complexe K x L est une relation
d’ordre. Supposons tout d’abord que z % y appartienne au support de d(z’ x y')_.
Puisque qu’on a

A’ xy')- = (d(z") xy' + (1) e’ % d(y))
=d(z")-xy +a' *d(y/)(—l)\m’la

la deuxiéme égalité résultant de la non-simplification de termes pour des raisons de
bidegrés, cela signifie que x x y appartient au support d’un des deux termes de cette
somme. Si z x y appartient au support de d(z’)_ * ¢/, cela signifie que x appartient
au support de d(z')_ et donc que x < 2’. On a donc bien zxy < 2’ *y'. Si x xy
appartient au support de z’ *d(y’)(71)|mq, cela signifie que z = 2’ et que y appartient
au support de d(y')_yyj.r. Ainsi, si [2/[ est impair, on a y <g ' et, si |2/ est pair,
on a g/ <§ y. On a donc dans tous les cas zxy < =’ xy’, ce qu’on voulait montrer. Si
maintenant x’xy’ appartient au support de d(z*y)4, on conclut de maniére analogue

en utilisant la formule

d(@ *y)4 = d(@)4 %y + x> d(y)(_1yzi+1-

Ceci achéve de montrer que K x L est a base unitaire.

Montrons enfin que le morphisme ¢ : K — K x L est une inclusion rigide ordonnée,
le morphisme o : L — K % L se traitant de maniere analogue. Il est immédiat que
ce morphisme est une inclusion rigide. Soient x et =’ dans la base de K. Il s’agit de
montrer I'implication

rxD <yt x2 = z<ya.
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Or on a
TAkDNIT *T = x0T <2 %O et rx@ <2 *x0 & <y,

d’ou le résultat. O

Corollaire 6.21. — Si K et L sont des complexes de Steiner forts, alors il en est
de méme de K x L. De plus, les morphismes

1n:K—KxL et 19:L—KxL

sont des inclusions rigides ordonnées.
Démonstration. — Cela résulte des propositions 6.15 et 6.20. O

Remarque 6.22. — En vertu du corollaire précédent (et du fait que le complexe
dirigé augmenté & est de Steiner fort), la catégorie des complexes de Steiner forts
est une sous-catégorie monoidale de la catégorie monoidale des complexes dirigés
augmentés définie par le joint.

Proposition 6.23. — Soient K un compleze de Steiner fort et F : I — Cq, un
systéme de Steiner fort connexe (voir le paragraphe 3.7). Alors le foncteur

K*xF:1—Cya
i— K x F(i)

est un systéme de Steiner fort.

Démonstration. — Le foncteur F' étant un systéme rigide, il en est de méme du fonc-
teur K * F' : ¢ — K x F(i) en vertu de la proposition 6.17. Par ailleurs, puisque d’apres
le corollaire 6.21 les complexes de Steiner forts sont stables par joint, le foncteur K x F'
est & valeurs dans les complexes de Steiner forts. Enfin, le foncteur K x ¢ commutant
aux limites inductives connexes (voir la proposition 6.9), le morphisme canonique
hg(K*F(z)) — K*@F(i)
iel iel
est un isomorphisme de complexes dirigés augmentés et, pour tout objet ig de I,
le morphisme canonique K x F'(ip) — lim, (K x F(i)) s’identifie & travers cet iso-
morphisme au joint K * F(ig) — K * lim, F(i) de K et du morphisme canonique
associé a F'. On en déduit le résultat en invoquant de nouveau la proposition 6.17 et
le corollaire 6.21. O

Corollaire 6.24. — Si K est un complexe de Steiner fort, alors le foncteur
Cqa — 00-Cat
L—v(K«L)

commute auz limites inductives des systémes de Steiner forts connexes.
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Démonstration. — Puisque le foncteur v commute aux limites inductives des sys-
témes de Steiner forts (théoréme 3.8), P’assertion résulte de la proposition précé-
dente. 0
Corollaire 6.25. — Soit K un complexe de Steiner fort. Alors le foncteur

O — oo-Cat
S = v(K x A(9))

commute aux sommes globulaires.

Démonstration. — Cela résulte du corollaire précédent puisque, en vertu de la pro-
position 4.13, les sommes globulaires proviennent de systémes de Steiner forts (qui
sont bien stir connexes). O

6.26. — Fixons K un complexe de Steiner fort. Soient C une oo-catégorie et
u: v(K) — C un oo-foncteur. Nous allons définir une co-catégorie 4,\C' Il résulte du
corollaire précédent que le foncteur

(©4)° — Ens
S = Homoo-cat (VK * A(S)), C)
envoie les sommes globulaires sur des produits globulaires au sens du paragraphe 4.9.

Ainsi, en vertu de ce méme paragraphe et avec ces notations, ce foncteur définit une
oo-catégorie Hom o cat (V(K % A(Ds)), C) au-dessus de l’ensemble

Hom oo- cat (V (K * A(2)), C') = Homeo- ot (V (K * &), C') ~ Hom o cat (V(K), C).

On définit la oo-catégorie ¢,\C' comme la fibre en u de cette oo-catégorie au-dessus
de Homeo- cat (V(K), C). Autrement dit, avec les notations du paragraphe 4.9, on pose

u\C = Homo- cat (V (K * A(Ds)), C)u-

Explicitement, les i-fleches de 4\ C' sont les oo-foncteurs v(K x A(D;)) — C rendant
le triangle

V(K « \(D;)) —— C
w]
v(K)

commutatif.
Notons qu'un morphisme f : K — K’ entre complexes de Steiner forts induit, pour
toute oo-catégorie C, une application

Hom eo-cat (Y (K * A(S)), C) = HoMoo-cat(V(K * A(S)), C),
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naturelle en S dans © . Ainsi, toujours en vertu du paragraphe 4.9, pour tout triangle
commutatif

—>VK’

\/

on obtient un co-foncteur 4/\C' — u\C’.

Proposition 6.27. — Fizons K un complexe de Steiner fort. Pour tout compleze
de Steiner fort L, toute co-catégorie C' et tout co-foncteur u : v(K) — C, on a une
bijection

Homl,(K)\oo-Cat((V(K * L); V(Ll))7 (07 u)) = Homoo-Cat(V(L)7 U\O)a

naturelle en L et u.

Démonstration. — Si M est un complexe de Steiner fort et ¢ est un élément de la
base de M de degré i > 0, on notera, pour simplifier,

t5=(t); pour 0<j<i (voir le paragraphe 2.8),

=0 et t', =2

On notera par ailleurs @°, = g et o', = 2.
On va produire des fonctions

P Homy(K)\OO'C(lt((V(K*L)a V(Ll))7 (07 U)) — Homoo—Cat(V(L)au\C)
et

QZ} : HomDO-Cﬂt(V(L)aU\O) — Homy(K)\OO‘Cﬂt((V(K* L)7 V(Ll))a (Cv u))
inverses I'une de 'autre.

Commengons par ¢. Soit F': v(K+L) — C un oo-foncteur au-dessous de v(K). On
définit un oo-foncteur p(F) : (L) — 4\ C de la maniére suivante. Soit y : D; — v(L),
pour i > 0, une i-fleche de v(L). On doit lui associer une i-fleche ¢(F)(y) de 4\C,
c’est-a-dire un oco-foncteur v(K * A(D;)) — C au-dessous de v(K). On pose

PF)(y) = (K *AD) 20 w(K +L) £ C.
ot on a noté ¢ : A(D;) — L le transposé de y : D; — v(L). Ce oco-foncteur étant le
composé de deux oo-foncteurs au-dessous de v(K), il est bien au-dessous de v(K).
Le fait que @(F) soit bien un oo-foncteur résulte de la naturalité en D;, et plus
généralement en S dans O, du co-foncteur ¢(F)(y). En particulier, pour « un élément
de la base de K ou x = &, y un élément de la base de L de degré i et z la cellule
principale de D;, on a, pour j tel que —1 < j<tet e =0,1,

e (F) ({y)) (2 * Z§->) = F({zxy5)).
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De plus, cette formule détermine ¢(F') de maniére unique puisque les co-catégories
v(L) et v(K %= A(D;)) sont engendrées librement au sens des polygraphes par leurs
atomes en vertu du théoreme 2.12.

Définissons maintenant ¢. Soit G : (L) — \C un oo-foncteur. Il s’agit de définir
un oo-foncteur ¢(G) : v(K x L) — C au-dessous de v(K). En vertu du théoréeme 2.12,
la oo-catégorie v(K * L) est engendrée librement au sens des polygraphes par ses
atomes. Il suffit donc de définir ¢(G) sur les atomes de v(K * L) et de vérifier les
compatibilités aux sources et aux buts. Soit x x y dans la base de K x L avec = de
degré i et y de degré j. On pose

UG (@xy) = Disiy 25 w(K «AD,) Z2 ¢,
ou z’ désigne la cellule principale de D, si j > 0, et 2/ = @ si j = —1 et, par convention,
G((2)) : v(K) — C désigne u.

Vérifions maintenant les compatibilités aux sources et aux buts. Fixons m > 0
et supposons que les formules ci-dessus définissent bien un m-foncteur. Il s’agit de
montrer que, pour tous x et y comme ci-dessus avec it +1+j=m+ 1, 0n a

P(G)(s((z+y))) = s(W(G)({zxy))) et P(G)(t((z*y))) = HP(G)((z*y))).

Montrons la premiere égalité, la seconde se démontrant de maniére analogue. Notons
z et 2’ les cellules principales respectives de D; et Dj, en convenant que z = & si
i=—1letz =@sij=—1. Puisque la oo-catégorie v(A(D;) » A(D;)) est engendrée
librement au sens des polygraphes par ses atomes, en vertu de la proposition 1.5,
ses atomes ’engendrent également par compositions et il existe donc une formule x
exprimant la source de (z; x z§> en fonction des (2§ * zl’€/> avec —1 <k <, -1<1<y,
0<k+1+i<i+1+j,e=0,1ete =0,1. On notera X[(zi*zf/)] I’évaluation
de la formule x en les éléments 2 * 2/° . On a donc s((z; * 25)) = x[{z; * 2¥')]. Plus
généralement, il résulte de la proposition 6.19 que la méme formule y permet de
calculer la source d’un atome (m xn), ot m est de degré i et n de degré j, d’un joint
quelconque de complexes dirigés augmentés a base unitaire M et IN. On obtient ainsi

(G (s((z xy))) = (@) (x[(zf *yi )])

= X[¥(G) (25 v )]
(car ¥(G) est un m-foncteur et k +1+1<i+14+j=m+1)

= X[G((yF ) (5 2],

ou 2" désigne la cellule principale de D; (en convenant toujours que 2"’ = @ sil = —1),
cette derniere égalité résultant de la définition de ¢ (G). Par ailleurs, on a

G({yi ) (e * 2)) = Gy ({5 % 21)).
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En effet, si [ = —1, c’est une conséquence des égalités

G(2)((zf x @) = u((z})) = G((y) ((z}, * 2))
et, pour | > 0 et ¢/ = 0, cela résulte du calcul suivant :

G (@ * 47) = Glsi(ly)) (@ * 247)
= 5(G () (5 * 1)
= G() (VK * Ao} (a5 % 2))

(par définition des sources des cellules de u\C’)
= G((y) (g % 2%),
/0

la derniére égalité étant conséquence de la proposition 6.18 puisque o} ((2]")) = (2]°).
La démonstration dans le cas &’ = 1 est analogue. En insérant cette égalité dans notre
calcul précédent, on obtient

la derniére égalité résultant de la définition de ¥ (G), ce qui achéve de mon-
trer que ¥ (G) est bien un oo-foncteur. Ce oo-foncteur 1 (G) est bien au-dessous
de v(K). En effet, par définition, pour z un élément de la base de K, on a
Y(G)((x*2)) = u((z)). Le oo-foncteur ¢(G)ey; : v(K) — C coincide donc avec le
oo-foncteur u sur les atomes et on obtient le résultat puisque v(K) est engendrée
librement au sens des polygraphes par ses atomes en vertu du théoreme 2.12.

Enfin, vérifions que ¢ et 1 sont bien des bijections inverses I'une de 'autre. Soient
F:v(Kx L) — C audessous de v(K) et G : v(L) — ¢\C deux oo-foncteurs. On a,
avec les notations précédentes,

Vo(F)((z*y)) = o(F) () ((z % 2})) = F({z x y))
et
eY(G) () ((z + 25)) = V(G)((z x y5)) = G({y)) ((z * 25))-

Les oo-foncteurs ¢o(F) et F (resp. les co-foncteurs pip(G) et G) coincident donc sur
les atomes et sont donc égaux, ce qu’il fallait démontrer. O
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6.28. — Soit L un complexe de Steiner fort. On montre de méme que le foncteur
Cqa — 00-Cat
K—v(K«*L)

commute aux limites inductives des systémes de Steiner forts connexes. On en déduit
que le foncteur

(©4)° — &ns
S+ Homoo-cat (V(A(S) * L), C)

envoie les sommes globulaires sur des produits globulaires. On définit alors, comme
dans le paragraphe 6.26, pour toute co-catégorie C' et tout co-foncteur v : v(L) — C,

co
une oo-catégorie C /v en posant

CJ's = Homee-cat(v(A(D4) % L), C),.

(La décoration « co » dans cette notation sera expliquée dans le paragraphe 6.31 et
surtout dans la remarque 6.37.) On montre, comme dans la proposition précédente,
que, pour tout complexe de Steiner fort K, toute oo-catégorie C' et tout co-foncteur
v:v(L) — C, on a une bijection

Hom, . ceecat (5 L), (12)), (C,0) = Hom e car (v(K), €' ).

naturelle en K et v.

Théoréme 6.29. — Il existe une et une seule (& unique isomorphisme monoidal
pres) structure de catégorie monoidale sur co-Cat de produit

* : 00-Cat x 0o-Cat— oco-Cat
(A, B) — AxB

ayant les deux propriétés suivantes :

(a) le foncteur visy, : Sty — oo-Cat, ot la catégorie des complexes de Steiner
forts Sty est munie de la structure de catégorie monoidale définie par le joint,
s’étend en un foncteur monoidal ;

(b) le foncteur x : co-Cat x 0o-Cat — co-Cat commute auz petites limites inductives
connezes en chaque variable.

De plus, cette structure monoidale est localement bifermée (au sens du para-
graphe 5.7).

Démonstration. — Le théoréme résulte du corollaire 5.14 appliqué a C = oo-Cat
et D la catégorie des co-catégories de Steiner fortes (voir le paragraphe 2.15) munie du
joint (par I'identification de cette sous-catégorie a celle des complexes de Steiner forts),
la petite sous-catégorie dense étant la catégorie ©,. En effet, les hypotheses de ce
corollaire sont précisément le contenu de la proposition 6.27 et du paragraphe 6.28. [
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6.30. — On appellera joint le produit monoidal
* : 00-Cat X oo-Cat — oo-Cat

défini par le théoreme précédent. Si K et L sont des complexes de Steiner forts, on a,
en vertu de ce méme théoréme, un isomorphisme canonique

v(K)*v(L) ~v(K x L).

En particulier, si S et T sont deux objets de ©_, puisqu’en vertu de la proposition 4.13
on a S ~vA(S) et T ~vA(T), on obtient un isomorphisme canonique

S* T ~ v(A(S) * \(T)).

Plus généralement, si A et B sont deux oo-catégories, on a des isomorphismes cano-
niques
Ax B~ hﬂ ST

S—A€O /A
T—BeOy /B

~ hﬂ v(A(S) * A(T)).

S—A€O /2

T—BeOy/pB
En effet, puisque la catégorie © est dense dans oco-Cat et contient la oco-catégorie
vide, toute oco-catégorie est limite inductive canonique connexe d’objets de O,. La
formule résulte alors du fait que le joint commute aux limites inductives connexes en
chaque argument.

L’unité du joint est I'image par v du complexe dirigé augmenté &, c’est-a-dire la

oo-catégorie vide qu’on notera également @. Si A est une oco-catégorie, on a donc

AxD~A~TxA
Si A et B sont deux oco-catégories, on notera
A AxB+«~ B
les oco-foncteurs
A~AxP — AxB<+— % B~ B,

ou les fleches pointant vers A x B sont induites par les oco-foncteurs @ — B et
@ — A. (Ce sont les oco-foncteurs de la bicoaugmentation locale associée au joint,
voir I’exemple 5.6.)

6.31. — En vertu du théoreme 6.29, la structure de catégorie monoidale définie par
le joint est localement bifermée. Cela signifie exactement que les foncteurs

oo-Cat — A\oo—Cat
B~ (AxB,11: A— AxB)
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et
oo-Cat — B\oo—Cat
A (A*xB,1a: B— AxB)

admettent des adjoints a droite. On obtient donc des couples de foncteurs adjoints

oo-Cat — A\oo-Cat, A\oo-Cat — oo-Cat
B (A% B, 1) (C,ASC) = \C
et
oco-Cat — B\oo-Cat, B\oo-Cat — oo-Cat.
A (A% B, 1) (C.B%C)w CJy

Ainsi, si A et B sont des co-catégorieset u: A — C et v: B — C des co-foncteurs,
on a des bijections naturelles

Hom ;.\ cc-cat((A % B, 11), (C, 1)) ~ Homee- car(B, u\C),
HomB\oo_ Cat((A * .B7 LQ), (C, 'U)) ~ Homoo—Cat(A7 C;O’U)'

Si C' est une oo-catégorie et u : A — C est un co-foncteur, on appellera la co-catégorie
U\C la tranche de C' au-dessous de u. Si v : B — C' est un oo-foncteur, on réservera
la notatlon C/y et la terminologie « tranche de C' au-dessus de v » & une variante
de C / v qu’on introduira dans la remarque 6.37.

Notons que, dans le cas ol la source de u est de la forme v(K) pour K un complexe
de Steiner fort, la oo-catégorie u\C que l'on vient d’introduire coincide, en vertu de
la proposition 6.27, avec celle définie dans le paragraphe 6.26. De méme, pour la
oo-catégorie C' 7)@ et la co-catégorie définie au paragraphe 6.28.

Remarque 6.32. — La tranche u\C définie au paragraphe précédent est une tranche
généralisée au sens ou on prend la tranche de C au-dessous d’un oco-foncteur. Dans
le cas ou la source du co-foncteur u est la oo-catégorie finale, la donnée de u devient
équivalente a celle d’un objet de C' et on se trouve alors dans le cadre usuel des
tranches. Dans le chapitre 9, on décrira explicitement ces tranches au-dessous d’un
objet et on vérifiera que notre définition est compatible avec les définitions usuelles
quand C est une 1-catégorie ou une 2-catégorie.

6.33. — Fixons A une oo-catégorie. Soient C' une oo-catégorie et u : A — C un
oo-foncteur. Par adjonction, pour ¢ > 0, on a

Homoe- cat (Di, u\C) = Hom 4 o-cat (A % Di; 11), (C ).
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Ainsi, une i-fleche de 4\ C est donnée par un oo-foncteur AxD; — C faisant commuter
le triangle
AxD; ——C

Notons qu’avec les notations du paragraphe 4.9 (voir également le paragraphe 6.26),
on a un isomorphisme canonique

u\C =~ Homoo-cat(A x Do, C)y.
Proposition 6.34. — Les foncteurs
A:oo-Cat — Cqa et v :Cqa — 00-Cat

sont monoidal et monoidal lax respectivement, les catégories co-Cat et Cq, étant toutes
deux munies des structures de catégorie monoidale définies par le joint.

Démonstration. — Par adjonction, il suffit de montrer que le foncteur A est monoidal.
On a évidemment A\(&) = &. Par ailleurs, si A et B sont deux co-catégories, on a, en
désignant par S et T des objets de ©4,

MAxB) ~ X( lim v(A(S) x A(T)))

S—AT—B
(en vertu du paragraphe 6.30)
~  lim Av(A(S) * A(T))

S—AT—B
(car le foncteur A est un adjoint & gauche)

lig A(S) * N(T)

S—AT—B

R

(en vertu du théoréme 2.11 puisque A(S) x A(T) est de Steiner fort
d’apres la proposition 4.13 et le corollaire 6.21)

(lim A(S)) * ( lim A(T))

S—A T—B
(en vertu de la proposition 6.9)

~ A(lim S) % A( lim 7T)
S—A

T—B

12

~ \(A) * A(B),
d’ou le résultat. O

Proposition 6.35. — Soient A et B deux oco-catégories. On a un isomorphisme
naturel canonique
(A% B)°P ~ B°P x A°P.
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Démonstration. — Commengons par observer que si S est un objet de ©4, alors le
complexe dirigé augmenté \(S)°P est un complexe de Steiner fort. En effet, d’apres les
propositions 2.19 et 4.7, on a A(S)°P ~ A(S°P) ~ A(T'), pour un certain 7' dans O, et
on conclut en vertu de la proposition 4.13. En particulier, si S et T sont deux objets
de O, en vertu du paragraphe 6.30, on a

V(A(T)?P x A(S)P) = v(A(T)P) x v(A(S)°P).
Ceci étant établi, considérons deux oo-catégories A et B. On a, en désignant par S
et T des objets de O,
(AxB)® ~ ( lim V(A(S) x A(T)))"
S—AT—B
(en vertu du paragraphe 6.30)

i p(A(S) % A(T))
S—AT—B

12

(puisque C — C°P est une équivalence de catégories)

i w((A(S) * A(T))P)
S—AT—B

12

(en vertu de la proposition 2.19)

i p(A(T)°P % A(S)°P)
S—AT—B

12

(en vertu de la proposition 6.10)

lim  w(A(T)P) * v(A(S)P)
S—AT—B

12

(en vertu du paragraphe préliminaire & cette preuve)
lim v(A(T)P) x lim v(A(S)°)

T—B S—A

(en vertu du théoréme 6.29)

(lim vA(T))% * (lim vA(S))*P

T—B S—A

(par une nouvelle application de la proposition 2.19)

~ (limg T)°7 = (ling )"

R

12

T—B S—A
(en vertu de la proposition 4.13)
~ B°P x AP,
ce qu’il fallait démontrer. O
Proposition 6.36. — Soient C une co-catégorie et v : B — C un oo-foncteur. On

a un isomorphisme canonique

C 7y = (o CP)°P.
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Démonstration. — En effet, pour toute oo-catégorie A, on des isomorphismes natu-
rels

Homo-cat (A, (UOP\COP)OP) ~ Homoo- cat (AP, UOP\C’OP)
=~ Hom gop co- cat ((B°P * AP, 177), (C°P, v°P))
(par adjonction)
~ Hom pop, oo- cat(((A % B)°P,15P), (C°P,v°P))
(en vertu de la proposition précédente)
~ HomB\Oo_cat((A * B, 12), (C,v))

=~ Homoo-Cat(Av 0;00)7

d’ou le résultat. O

Remarque 6.37. — Le foncteur
0o-Cat x co-Cat — oo-Cat
(A, B) — (B°x A°%)°,
qu’on appellera le joint dual, définit une structure de catégorie monoidale sur co-Cat
distincte de celle définie par le joint (et de celle définie par (A, B) — B % A). Notons

A* B = (B°x A°)° ce produit tensoriel. Cette structure de catégorie monoidale est
également localement bifermée et on dispose donc de couples de foncteurs adjoints

oo-Cat — A\oc-Cat, A\oo-Cat — oo-Cat
B (A¥ B,1y) (C,AY C) s y\C
et
oo-Cat — B\oo-Cat, B\0oo-Cat — co-Cat,
A (AX B, uj) (C,B % C) = Oy
ou

o L
A AX¥ B&E B
désigne la bicoaugmentation locale (voir I’exemple 5.6). Explicitement, avec des no-
tations évidentes, on a
/ o " / e
L1,A,B = l2,Bo,Ac €U Lo A B = l1 Bo Ac-

Ainsi, si A et B sont des oo-catégories et u: A — C et v: B — C des oo-foncteurs,
on a des bijections naturelles

HomA\OO' Cat((A *l Ba L/1)7 (07 u)) = Homoo- Cat(B7 U\C)7
HomB\Oo_cat((A *' B, 15),(C,v)) ~ Homee-cat (4, C’/U).
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On vérifie immédiatement qu’on a des isomorphismes canoniques
co co
CJu=(CP/qe) et y\C 2 (yoo\C)”
co co
ce qui explique les notations C' /u et U\C’. On a par ailleurs un isomorphisme cano-
nique
Clu =~ (ue\C°)°.

On appellera la co-catégorie C' Ju la tmnche de C' au-dessus de u. Le choix de privi-

légier la oco-catégorie C' /u par rapport acC / o est dicté par les meilleures propriétés
formelles dont dispose C -

6.38. — Soit
A—" s A

N

un triangle commutatif de oco-foncteurs. On va définir un co-foncteur
U* . CI\C — C\C
Soit B un oco-catégorie. En vertu du lemme de Yoneda, il suffit de définir une

application

Homoo-Cat(B7 C/\C) — Homoo—Cat(B7 C\C)a
naturelle en B, ou encore, par adjonction, une application

HomA,\OO_Cat((A' *B,11),(C,¢)) — HomA\Oo_cat((A* B,u1),(C,c)).

Il est immédiat, par naturalité de ¢1, que la précomposition par

uxB:AxB — A" xB

fournit une telle application. La naturalité en B résulte de la fonctorialité du joint et
on obtient donc bien un oco-foncteur u* : N\C = ¢\C'.

Ce oo-foncteur u* : \C — C\C peut se décrire de maniere alternative comme suit.
Par fonctorialité du joint, le oo-foncteur u induit une application

Homoc_cat(A’ * S, C) — Homoo—Cat(A * Sa 0)7

naturelle en S dans co-Cat. En vertu du paragraphe 4.9, cette transformation naturelle
induit un oco-foncteur

CI\C ~ Homoo_ Cat(A/ * D., C)C/ — Homoo_ Cat(A * D., C)C ~ C\C

qui n’est autre que u*.
Puisque @ x B, pour B une oco-catégorie, est canoniquement isomorphe a B, il
résulte de l'adjonction définissant la co-catégorie ¢\C' que celle-ci est canoniquement
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isomorphe a C lorsque ¢ : @ — A est 'unique morphisme de source la co-catégorie
vide et de but A. On obtient donc un co-foncteur

\C—C
qu’on appellera oo-foncteur d’oubli.

En revenant au cas général, notons que le co-foncteur u* : \C — C\C est au-dessus
de C. Autrement dit, le triangle

\C BN \C
%

ou les fleches obliques sont les co-foncteurs d’oubli, est commutatif.



CHAPITRE 7

UNE APPLICATION :
CONSTRUCTION DU NERF DE STREET

Dans ce chapitre, on montre comment le joint permet de définir facilement les
orientaux et le nerf de Street [36].

7.1. — On notera A la catégorie des simplexes. Rappelons que ses objets sont les
ensembles ordonnés

A, ={0<1<---<n}, pourn >0,

et que ses morphismes sont les applications croissantes (au sens large) entre ceux-ci.
La catégorie des simplexes augmentée A se définit de la méme maniere en ajoutant
I’ensemble ordonné A_; = @. On considerera souvent A et A, comme des sous-
catégories pleines de la catégorie Cat des petites catégories et donc comme des sous-
catégories pleines de oo-Cat. Avec ces conventions, la catégorie A devient une sous-
catégorie pleine de la catégorie © de Joyal et la catégorie A une sous-catégorie pleine
de O4.

La catégorie Ay admet A_; comme objet initial et la somme disjointe ensembliste

(A'rm An) = Am I An = Am+1+n

induit une structure de catégorie monoidale sur Ay d’objet unité A_;. On munira
souvent implicitement la catégorie A de la structure de catégorie monoidale définie
par la somme.

Enfin, on rappelle que la catégorie des ensembles simpliciaux est la catégorie A
des préfaisceaux sur la catégorie A.

7.2. — Considérons la oco-catégorie Ap, qui n’est autre que la oco-catégorie finale.
Cette oco-catégorie est munie d’une et une seule structure de monoide dans la catégorie
monoidale (co-Cat,, ). En effet, on a des uniques co-foncteurs

Ao*Ao—)AU et @—)AQ
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et ceux-ci vérifient trivialement les axiomes des monoides. Or, la donnée d’une struc-
ture de monoide sur Ag est équivalente a celle d’un foncteur monoidal A, — oco-Cat
envoyant Ag sur Ag (voir par exemple [28, chapitre VII, section 5]), défini & unique
isomorphisme monoidal pres. Il existe donc un unique (& unique isomorphisme mo-
noidal pres) foncteur monoidal

O+ : A+ — 0o-Cat

envoyant Ay sur Ag. Pour n > —1, on notera O, 'image de A, par ce foncteur.
Explicitement, on a

O, = Ag*---* Ay,
ou Ay apparait n + 1 fois dans le membre de droite. Par restriction, on obtient un
foncteur

O: A — oo-Cat

et donc un foncteur

Ny : 0o-Cat — A
défini par

C— (A, — Homuocat (O, C)).

Le but de la suite de ce chapitre est de démontrer que le foncteur O : A — oo-Cat
n’est autre que lobjet cosimplicial de Street défini dans [36] et que le foncteur
Ny : 00-Cat — A est donc le nerf de Street. En particulier, on obtiendra que O,
pour n > 0, est le n-iéme oriental de Street. Voici une représentation graphique des
premiers orientaux :

OOZDQZ{O}, O, =D, = 0——1, Oy = /‘\

)

—_— N

OT?’ OTS T
o= [N = A]
1——2 1——2

Notons qu’'une description analogue du n-ieme oriental en termes du joint des com-
plexes de parités apparait déja chez Street [37, section 6].

7.8. — On va définir, selon Steiner [32], un foncteur ¢ : A — Cg,. Fixons m > —1
et décrivons ¢(4,,). Le complexe de chalnes sous-jacent & c(4,,) est le complexe
normalisé associé a ’ensemble simplicial A,,,. Explicitement, pour n > 0, on a

C(Am)n = Z(Bn)a

Bn:{(Zo,,Zn)|0<’LQ<<Zn<m}
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Pour n > 1, la différentielle d,, : Z.(Bn) — 7(Bn-1) st donnée par

~

n
dn(io, - yin) = (1) (o, ik, in),
k=0
ol on a posé (ig, ..., 0ky---s0n) = (10y- -y 8k—1,0k+1s---,0n). Enfin, pour n > 0, les
sous-monoides de positivité sont les
(A = N(Bn)

et Paugmentation e : Z(B0) — Z est donnée par la somme des coefficients.
On vérifie immédiatement qu’on obtient bien ainsi un foncteur A — Cqa,.

Remarque 7.4. — Le foncteur du paragraphe précédent est la restriction a A,
d’un foncteur ¢ : A — Cqg, qui est étudié dans [5] (voir notamment la section 5).

Proposition 7.5 (Steiner). — Pour tout m > —1, le complexe dirigé augmenté
c(Ay,) est un complexe de Steiner fort.

Démonstration. — La preuve est esquissée dans [32, exemple 3.8]. Pour une preuve
détaillée (et s’appliquant non seulement & A, mais également & n’importe quel com-
plexe simplicial), voir [5, théoréme 8.6]. O

Lemme 7.6. — Pour tous m,n = —1, on a un isomorphisme canonique

c(Ap) * c(An) = c(Apti4n),
naturel en A, et A, dans A.
Démonstration. — Par récurrence, il suffit de traiter le cas m = 0. Dans ce cas, on
définit un isomorphisme x : ¢(Ag) * ¢(A,) = ¢(A14n) par

D (igy..yix) — (lo+1,...,05 + 1)
(0) x @ — (0)
(0) * (igy - .- k) — (0,40 + 1,... ik + 1).

Il est immédiat que cette application définit une bijection de la base du complexe

c(Ag)*c(A,,) sur celle de ¢(Aq4,) et qu’elle est compatible aux augmentations et aux
sous-monoides de positivité. Pour conclure, il suffit donc de vérifier la compatibilité

a la différentielle. Soit (g, ..., i) un élément de la base de ¢(4,,). La compatibilité a
la différentielle pour les éléments de la forme & x (ig, ..., i) est évidente. Pour ceux
de la forme (0) * (ig, ..., i), on a

x(d((0) * (o, - -, ix)))
= x(@ * (io, ..., ix) — (0) x d(ig, . .., ix))
k
=(io4+1,..., i+ 1) =3 (=1)'(0) * (g, .. ri1,- i)
=0



88 CHAPITRE 7. UNE APPLICATION : CONSTRUCTION DU NERF DE STREET

k

= (io+ 1, yin 1)+ D (=100 + 1, i + L, + 1)
=0
k+1

= (io+ 1, yin 1)+ 3 (=1 0io + 1, i1 + 1, ik +1)
=1

:d(O,i0+1,...,ik+1)

= d(X((O)*(20772/€)))5

ce qui acheve la démonstration. O

Remarque 7.7. — En particulier, pour m > —1, on a
C(Am) ~ C(A()) ) vk C(A()),

ot ¢(A4y) apparait m+1 fois dans le membre de droite. Les complexes ¢(A_1) et ¢(Ay)
étant trivialement des complexes de Steiner forts, le fait que les ¢(A4,,) sont des
complexes de Steiner forts (proposition 7.5) résulte donc aussi de la stabilité des
complexes de Steiner forts par le joint (corollaire 6.21).

Proposition 7.8. — Pour tous m,n > —1, on a un isomorphisme canonique
V(e(An)) V(e A0)) = V(e Brsian)):

naturel en A, et A,, dans Ay.

Démonstration. — Cela résulte immédiatement de la proposition précédente, du fait

que les ¢(A,) sont des complexes de Steiner forts (proposition 7.5) et du caractere
monoidal du joint sur les complexes de Steiner forts (voir le théoréme 6.29). O

Théoréme 7.9. — Le foncteur Oy : A — 0o-Cat est canoniquement isomorphe au
composé
AL 5 Cya 5 co-Cat.

En particulier, pour tout n > —1, on a O, ~ v(c(Ay)).
Démonstration. — Le foncteur Oy : AL — oo-Cat étant caractérisé par le fait qu’il
est monoidal et envoie Ag sur Ay, il suffit de vérifier que le foncteur ve : AL — oco-Cat
vérifie ces deux propriétés. Or, il est immédiat qu’on a bien ve(Ag) =~ Ag et le caractere
monoidal du foncteur vc est donné par la proposition précédente, d’ou le résultat. [
Corollaire 7.10. — Les foncteurs

O:A — o00-Cat et Ny :oo-Cat — A
sont isomorphes a lobjet cosimplicial de Street et au nerf de Street définis dans [36].
Démonstration. — En vertu du théoréme précédent, le foncteur O : A — oo-Cat

est isomorphe au foncteur A, — v(c(A,)) qui est l'objet cosimplicial de Street
d’apres [33, théoreme 3.2], d’ou le résultat. O
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Remarque 7.11. — Dans ce chapitre, on a produit 'objet cosimplicial de Street et
le nerf de Street a partir de la structure de catégorie monoidale sur co-Cat définie par
le joint. Si on avait utilisé la structure de catégorie monoidale de la remarque 6.37,
on aurait produit I'objet cosimplicial A,, — (O,,) et le nerf C' +— Ny (C°). Quant
a la convention de signe exposée dans la remarque 6.4, elle aurait mené a l'objet
cosimplicial A,, — (0,)° et au nerf C' — Ny (C°).

7.12. — Rappelons briévement la définition du joint simplicial (voir par exemple [24,
section 3]). La structure de catégorie monoidale sur A, définie au paragraphe 7.1
s’étend par limites inductives canoniques en une structure de catégorie monoidale
sur la catégorie des ensembles simpliciaux augmentés KJ\F On vérifie que la catégorie
des ensembles simpliciaux forme une sous-catégorie monoidale de cette structure,
ou on a considéré qu’'un ensemble simplicial est un ensemble simplicial augmenté
en augmentant au-dessus de Ag de 'unique manieére possible. On obtient ainsi un
foncteur

AxA—A

(X,)Y) » X %Y
qu’on appelle le joint simplicial. On vérifie immédiatement que 'unité de cette struc-
ture est l’ensemble simplicial vide. Par ailleurs, on montre que le joint simplicial
commute aux limites inductives connexes en chaque variable. Ainsi, en vertu de la
remarque 5.9, le joint simplicial définit une structure monoidale localement bifermée
(voir le paragraphe 5.7).

Proposition 7.13. — Les foncteurs
Coo A = co-Cat et N : 00-Cat — 3,

0l Coo désigne l'adjoint o gauche de N, sont monoidal et monoidal lax respective-
ment, les catégories A et co-Cat étant toutes deux munies des structures de catégorie
monoidale définies par le joint.

Démonstration. — Par adjonction, il suffit de montrer que le foncteur ¢, est monoi-
dal. On a évidemment ¢, (&) = &. Produisons maintenant la contrainte de compati-
bilité aux produits tensoriels. Puisque ¢,, commute aux limites inductives et que les
deux foncteurs joint commutent aux limites inductives connexes en chaque variable
(I'un en vertu du théoréme 6.29 et lautre en vertu du paragraphe précédent), les
foncteurs

(X,Y) 5 coo(X) %o (Y) et (X,Y) > coo(X % Y)

de A x A dans co-Cat commutent tout deux aux limites inductives connexes en chaque
variable. Par ailleurs, pour m > —1 et n > —1, on a, en vertu du théoreme 7.9, des
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isomorphismes naturels
Coo(Am) * Coo(An) = Om * On = Om+l+n = coo(Am+1+n) = Coo(Am * An)a

ou A_; désigne 'ensemble simplicial vide. On obtient le résultat puisque tout en-
semble simplicial est limite inductive canonique de A, avec p > —1 et que cette limite
inductive est connexe. O

Remarque 7.14. — Un ingrédient clé a la démonstration de notre théoreme A de
Quillen co-catégorique dans [6] et [7] est un résultat de compatibilité (partielle) du
nerf de Street aux tranches co-catégoriques et simpliciales, ces derniéres étant définies
par les adjoints a droite associés a la structure de catégorie monoidale localement
bifermée définie par le joint simplicial. On exposera cette compatibilité dans [7]; le
cas particulier des tranches au-dessous d’un objet sera également établi dans [6], sans
utiliser le joint.



CHAPITRE 8

JOINT ET TRANCHES n-CATEGORIQUES

Le but de ce chapitre est de montrer que le joint oo-catégorique induit par tron-
cation un joint n-catégorique, et de montrer que pour n = 1 on obtient le joint
catégorique usuel.

Dans tout le chapitre, on fize un entier n = 0.

8.1. — On notera ©,, la sous-catégorie pleine de la catégorie n-Cat des n-catégories
formée des objets de © qui sont des n-catégories. De méme, on notera (0,)4 la
sous-catégorie pleine de la catégorie n-Cat formée des objets de ©4 qui sont des
n-catégories.

On vérifie facilement que, si S est un objet de O, alors Tign(S) (voir le para-
graphe 1.2) est un objet de ©,. En particulier, le foncteur T;n : 0o-Cat — n-Cat
induit un foncteur ® — ©, qui fournit un adjoint a gauche au foncteur d’inclu-
sion ©,, — 0. La catégorie ©,, est donc une sous-catégorie réflexive de ©. De méme,
la catégorie (O,)4+ est une sous-catégorie réflexive de ©.

Proposition 8.2. — La catégorie ©,, (et donc la catégorie (0,)y) est une sous-
catégorie dense de n-Cat. Autrement dit, si C est une n-catégorie, le morphisme ca-
nonique

—_

i_> S —C
(5,8—-C)e0, ¢

est un isomorphisme de n-catégories.

Démonstration. — En vertu de la proposition 4.6, on obtient un isomorphisme en
remplacant ©,, par © dans la formule ci-dessus et il suffit donc de montrer que I'in-
clusion ©,,/C < ©/C est un foncteur cofinal. Or, il résulte immédiatement du fait
que ©,, est un sous-catégorie réflexive de © que ce foncteur est un adjoint a droite,
d’ot le résultat. O
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Lemme 8.3. — Soient p,q > 0 deux entiers. Si K est un complexe dirigé aug-
menté de dimension p et L un complexe dirigé augmenté de dimension q, alors leur
joint K x L est un complexe dirigé augmenté de dimension p+ 1+ q.

Démonstration. — Cela résulte immédiatement de la formule explicite définissant le
joint des complexes dirigés augmentés (voir les paragraphes 6.5 et 6.7). O

Lemme 8.4. — Soient S un objet de (©,)4+ et T un objet de (©4)+, ot p et g sont
des entiers positifs. Alors le joint de S et T est une (p+ 1+ q)-catégorie.

Démonstration. — En vertu du paragraphe 6.30, on a SxT =~ v(A(S)*A(T)). Puisque
les foncteurs A et v se restreignent en des foncteurs entre r-catégories et complexes
dirigés augmentés de dimension au plus r, le résultat est conséquence du lemme pré-

cédent. 0
Proposition 8.5. — Soient p,q > 0 deuz entiers. Si C est une p-catégorie et D une
q-catégorie, alors on a un isomorphisme canonique

CxD ~ lim SxT.

_>
(5.5-C)E(0,)4/C
(T.T—D)e(@g)+/D

En particulier, le joint de C' et D est une (p+ 1 + q)-catégorie.

Démonstration. — En vertu de la proposition 8.2, pour r = p, ¢, la catégorie (©,)4+
est dense dans r-Cat et on a donc
C~ hi)n S et D~ 11_) T.
(5,5=C)e(®p)+/C (T,T—D)€(9¢)+/D

On obtient alors la formule de I’énoncé en utilisant la commutation du joint aux
limites inductives connexes en chaque variable (voir le théoréme 6.29). Ainsi, en vertu
du lemme précédent, le joint de C' et D est limite inductive de (p + 1 + ¢)-catégories
et est donc une (p + 1 + ¢)-catégorie. O

8.6. — Soient C' et D deux n-catégories. On appelle joint n-catégorique de C' et D
la n-catégorie
CHn D =1L, (C*D).
Cette opération définit un foncteur
n-Cat x n-Cat — n-Cat
(C,D) —Cx,D.
Si C' est une n-catégorie, on a

D ry C =15, (@*C) ~7L,(C)=C

et, de méme,

Cx*, o ~C.
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On notera, comme dans le cas de oco-Cat,
C% Cx, D42 D
les oco-foncteurs canoniques.

Le but des énoncés suivants est d’établir que le joint m-catégorique définit une
structure de catégorie monoidale sur n-Cat.

Lemme 8.7. — Soient K et L deux complexes dirigés augmentés. Les morphismes
canoniques K — 7, (K) et L — 7%, (L) induisent un isomorphisme

Ten(K % L) ~ 75, (15, (K) % 7%, (L)).
Démonstration. — 1l s’agit de montrer que pour tout r tel que 0 < r < n, application
canonique

Qa : Tign(K* L), — Tign(Tign(K) *Tign(L))r
est une bijection. Si r < n, cette application n’est autre que ’application canonique
(K L)y — (T4, (K) % 7L, (L)),

Or, la description explicite du joint (voir les paragraphes 6.5 et 6.7) montre que cette
application est 'identité puisque Tign(K>p =K, et Tign(L)q = L, pour p,q < r < mn.
Traitons maintenant le cas r = n. Par définition, T;n(K x L), est le quotient du
groupe abélien

( o (K, ® Lq)) oK, ® Ly

p+l+g=n
n>p>—1,n>q>—1

par le sous-groupe

( 3 A(Ky @ Ly)) +d(Kn © Lo) + (Ko © Ly) + d(Ki1) + d(Ln1)

p'+1+q'=n+1
n>p'>—1,n>q¢' >—1

et 71, (75, (K) x 7%,,(L))n le quotient du groupe abélien

( &) (K, ® Lq)) & K /d(Kni1) @ Ly /d(Lns1)

pFl4g=n
n>p>—1,n>q=>—1

par le sous-groupe

S Ay @ Ly)) + d(Kn/d(Kps1) © Lo) + d(Ko @ Ln/d(Ly41))

p’'+1+¢ =n+1
n>p'>—1,n>q¢' >—1

(modulo un ajustement mineur pour traiter le cas n = 0). Puisque
d(Kn/d(Knt1) @ Lo) = d(Kn © Lo) et d(Ko® Ln/d(Ln1)) = d(Ko @ L),

le morphisme canonique du premier quotient vers le second est un isomorphisme, ce
qu’il fallait démontrer. O
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Proposition 8.8. — Soient C et D deuz co-catégories. Les co-foncteurs canoniques
C —71L,(C) et D — 71, (D) induisent un isomorphisme

e, (C* D) = 7L, (71,(C) % 7%, (D)).
Démonstration. — Commencons par démontrer le résultat dans le cas ou C' = S
et D = T sont des objets de ©,. Observons tout d’abord que si U est un objet
de O, alors Tign(/\(U)) est un complexe de Steiner fort. En effet, en vertu de la
proposition 2.22, on a Tign()\(U)) = )\(Tign(U)) et, la n-catégorie Tién(U) étant un
objet de © 4, on conclut en vertu de la proposition 4.13. On a donc
Tign(S *T) ~ TignV(A(S) *A(T))
(en vertu du paragraphe 6.30)
~ I/Tign()\(S) *A(T))
(en vertu de la proposition 2.23)
~ 174 (T4 (M(S)) * 74, (N(T)))
(en vertu du lemme précédent)
~ 7LV (L (M(S)) * 74, (M(T)))
Ten (T, (A(8)) * v7e, (A(T)))
(puisque 7%, (A(U)) pour U = S, T est de Steiner fort)
(T (N(S)) * L, v(N(T)))
~ 7 (T (8) * 76 (T)),
ol le dernier isomorphisme résulte de la proposition 4.13.
Passons au cas général. On a, en désignant par S et T des objets de © 4,

Tign(C*D)ETign( h_n;l SxT)
S—C,T—D

1

1

(en vertu du paragraphe 6.30)

liHm Tign(S *T)
S—C,T—D

12

(puisque Tign est un adjoint & gauche)

lim 7L, (7h, (8) % i, (T))
S—C,T—D

12

(en vertu du cas précédent)

~ 74, (T&n (lim S) %7, (lim 7))
S—C T—D
(en vertu du théoréme 6.29)

=~ 7, (T (C) 75, (D)),
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ce qu’il fallait démontrer. O

Proposition 8.9. — La structure de catégorie monoidale sur co-Cat définie par le
joint induit une structure de catégorie monoidale sur n-Cat pour le joint n-catégorique.

Démonstration. — Cela résulte formellement de la proposition précédente. En effet,
si A, B et C sont trois n-catégories, on a

A*n (B *n C) - Tén(A*Tlgn(B* C))

~ 74 (Ten (A) * 74, (B * €))

7"<n(A *x (Bx(C)),

les deux isomorphismes résultant de la proposition précédente. De méme, on a
(Axp B) #n C ~ 7L, ((A% B) % C),

et la contrainte d’associativité du joint induit donc une contrainte d’associativité pour
le joint n-catégorique. Par ailleurs, on a vérifié au paragraphe 8.6 qu’on a

Tx, C=C et Cx,2>=C,
d’ot le résultat. O
Lemme 8.10. — Pour toute co-catégorie A et pour tout i > n, le co-foncteur
k! :D; — Dy, coreprésentant l'identité (voir le paragraphe 4.3) induit un isomor-

phisme
Tign(A *D;) ~ Tign(A *Dp).

Démonstration. — Le n-tronqué intelligent du oo-foncteur &7 : D; — D,, étant un
isomorphisme, ’assertion résulte de la proposition 8.8. O
Proposition 8.11. — Si C est une n-catégorie et u : A — C' est un oco-foncteur,

alors les co-catégories u\C et 070u sont des n-catégories.

Démonstration. — Par dualité, il suffit de montrer ’assertion pour la oo-caté-
gorie ¢\C. Par définition, les i-fleches de cette oo-catégorie sont les oo-foncteurs
A xD; — C au-dessous de A. Puisque C est une n-catégorie, de tels oco-foncteurs
ne dépendent que du n-tronqué intelligent Tign(A * D;). Fixons ¢ > n. En vertu
du lemme précédent, le oo-foncteur D;; — D; coreprésentant I'identité induit un
isomorphisme sur ces n-tronqués. L’application identité (4\C)i = (4\C)i+1, induite

par k;, est donc une bijection, d’ou le résultat. O
Proposition 8.12. — Soient A et B des n-catégories. On a des couples de foncteurs
adjoints

n-Cat — A\n-Cat, A\n-Cat — n-Cat

B+ (A, B,1;) (C,ASC) = \C
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et
n-Cat — B\n-Cat, B\n-Cat — n-Cat.
A (Ax, B, 1) (C,B%C)w CJy
Démonstration. — Notons tout d’abord que I’énoncé est bien défini puisque, en vertu

de la proposition précédente, les co-catégories u\C et C;OU sont des n-catégories. Par
ailleurs, on a
Homn—Cat(B7 ’LL\O) = Homoc- Cat(Ba U\C)
~ HomA\oo_cat((A * B, 1), (C,u))
(par adjonction définissant les tranches)
= Hom‘rign(A)\OO‘ Cat((Tign(A * B)? Tign(Ll))v (Ca U))
(par adjonction)
~ HomA\Oo_cat((A *n By1), (C,u))
& HomA\n-Cat((A *n B, 1), (C,u)),
ce qui établit la premiere adjonction. La deuxiéme s’en déduit par dualité. O
Corollaire 8.13. — La structure de catégorie monoidale sur n-Cat définie par le

joint n-catégorique est localement bifermée. En particulier, le joint n-catégorique com-
mute aux limites inductives connexes en chaque variable.

Démonstration. — Cela découle immédiatement de la proposition précédente. O

Remarque 8.14. — On peut déduire par dualité des résultats analogues pour le
joint dual (voir la remarque 6.37). En particulier, le joint dual induit une structure
de catégorie monoidale localement bifermée sur n-Cat.

Dans la suite du chapitre, nous allons comparer le joint n-catégorique dans le cas
n = 1 avec le joint catégorique classique tel qu’exposé, par exemple, dans la section 3.1
de [25].

8.15. — Soient C et D deux catégories. Le joint catégorique classique est la catégorie
C %§ D définie de la maniere suivante :
— on pose Ob(C %§ D) = Ob(C)[]Ob(D);
— pour tous z et y dans Ob(C x§ D), on pose
Home(z,y) siz et y sont dans Ob(C),
Homp(z,y) six et y sont dans Ob(D),
* si z est dans Ob(C) et y dans Ob(D),
%] si x est dans Ob(D) et y dans Ob(C);

Homc*gD(iU, y) =

— la composition et les identités sont définies de la maniére évidente.
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On obtient ainsi un foncteur x§ : Cat x Cat — Cat. On vérifie que ce foncteur définit
une structure de catégorie monoidale sur Cat d’unité la catégorie initiale @. Fixons
maintenant A et B deux catégories. En utilisant le fait que @ est I'unité de la structure
monoidale, on obtient des foncteurs
AL AXS B &2 B,
et donc des foncteurs
Cat — A\Cat
B~ (Ax{ B,11: A— Ax{ B)
et
Cat — B\Cat
A (A%] B,1o: B— A%} B).
Ces foncteurs admettent des adjoints a droite qu’on appellera les tranches catégoriques
classiques au-dessous et au-dessus. En particulier, le foncteur joint catégorique clas-
sique commute aux limites inductives connexes en chaque variable. Dans le cas ou A

et B sont la catégorie finale, on retrouve les tranches usuelles C\C’ et C /c au-dessous
ou au-dessus d’un objet ¢ de C.

Lemme 8.16. — Soit p > —1. On a un isomorphisme canonique Tigl((’)p) ~ A,

Démonstration. — En vertu du théoréme 7.9, on a O, ~ vc(4A,) et donc, d’aprés
la proposition 2.23, 7L,(0p) ~ 7L ve(4,) ~ v7i c(4,). Par ailleurs, puisque A,
appartient & O4, on a A, >~ vA(A,) en vertu de la proposition 4.13. Pour conclure, il
suffit donc de définir un isomorphisme 72, c¢(4,) = A(4,), ce qui est immédiat. [

Lemme 8.17. — Pour tous p,q > —1, on a un isomorphisme canonique
Apx1 Ay > Ay 7 Ay,
naturel en Ay, et Ay dans Ay .

P . PV e , c
Démonstration. — On vérifie immédiatement qu'on a A, *§ Ay ~ Appi144. Par
ailleurs, on a

Ap*x Ay = Tlgl(Ap * Ay)

. 1(7'ig1(op) * Tigl(oq))

en vertu du lemme précédent)
1(0px Oy)

en vertu de la proposition 8.8)

~

N
N

—

1

1

A D AR

1 (Op+1+q)

[N

~

p+1+4+q>
d’ou le résultat. O
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Proposition 8.18. — Le joint 1-catégorique et le joint catégorique classique sont
canoniquement isomorphes. Autrement dit, on a un isomorphisme canonique

Cx1D~CxiD,
naturel en C' et D dans Cat.

Démonstration. — Le lemme précédent donne un isomorphisme canonique
Cx1D—Cx{D

pour C' et D dans A . Or toute catégorie est limite inductive connexe d’objets de A 4
et les deux foncteurs commutent aux limites inductives connexes en chaque variable,
d’ot le résultat. O

Corollaire 8.19. — Si C est une catégorie et u : A — C est un foncteur, alors les
co
catégories u\C’ et C/ w sont les tranches catégoriques classiques.

Démonstration. — En vertu du cas n = 1 de la proposition 8.12 et de la proposition
co

précédente, les tranches U\C et C / u vérifient les mémes propriétés universelles que

les tranches catégoriques classiques (voir le paragraphe 8.15), d’otu le résultat. O

Remarque 8.20. — Si C' est une 1-catégorie et u : A — C' est un 1-foncteur, alors
la catégorie C ;Ou coincide avec la oo-catégorie C’/u de la remarque 6.37 (qui est
donc une catégorie). Cela résulte immédiatement du fait que D = D si D est une
1-catégorie.



CHAPITRE 9

DESCRIPTION EXPLICITE DES
TRANCHES AU-DESSOUS D’UN OBJET

Soient C' une oo-catégorie et ¢ un objet de C. En considérant ¢ comme un
oo-foncteur Dy — C, le paragraphe 6.31 permet de définir une co-catégorie C\C. Le
but de ce chapitre est de décrire explicitement cette co-catégorie.

Dans ce chapitre, on utilisera librement les conventions sur les formules de com-
position de cellules dans une co-catégorie qu’on a fizées au paragraphe 1.1, ainsi que
les notations relatives aux atomes des complexes dirigés augmentés a base unitaire
introduites au paragraphe 2.8.

9.1. — Fixons i > 0. Nous allons commencer par décrire la (i + 1)-catégorie Dg*D;.
On notera a l'unique objet de Dy et z la cellule principale de D;. En vertu de la
proposition 4.13 et du paragraphe 6.30, on a

DO * DZ ~ I/()\(Do) * )\(Dz))
Par ailleurs, les paragraphes 4.10 et 6.13 montrent que le complexe A(Dg) x A(D;) a
pour base I’ensemble formé des
axJ, Dxxy, axy,

ou k varie entre 0 et 4, et €¢ = 0,1 (en se souvenant que :v? =z}).

Proposition 9.2. — Pour tout k tel que 0 <k <iete=0,1, on a
s(@xaf) = (@xal_)) et H(@af) = (@ai_y).
Démonstration. — Cela résulte immédiatement de 1’égalité
d@xz5)=Drd(z5) =D xa)_ | — DHxo_,. O

Lemme 9.3. — Pour tout k tel que 0 < k <, tout | tel que 0 < I < k+1 et

e=0,1, ona

<a*x2)? =a *xllfl
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et
e\l _ n 0
(axaf); =@ a] +axa;_q,

oun vaut e si k=1 et 1 sinon. En particulier, on a

(axz))=axD et (axa5)p=D*x].
Démonstration. — En vertu du lemme 6.14 (et avec ses conventions), on a
(axag)] = (a)2y x (@i} + (a)g* (@f)i 1 = axaiy
et
{ax i)y = (a) oy * (@i)i + (a)o* (2h)iy = @ * 2] +axal_y,
ce qu’on voulait démontrer. O

Proposition 9.4. — Pour tout k tel que 0 < k<iete=0,1, ona

s((axaf)) = {ax ) _y)

et
t({axzg)) = (@ xal) %o (axx)) %1 - *p_1 (@ax2h_).
Démonstration. — C’est le cas | = k du lemme plus général suivant. O
Lemme 9.5. — Pour tous k,l tels que 0 <1< k<iete=0,1, ona
si({axaf)) = (axz)_y),
et

ti({axx5)) = (@ xa)) xo {ax Q) %1 -+ *11 {axa) ),
oun vaut e si k=1 et 1 sinon.
Démonstration. — En vertu du lemme 9.3, on a (axzf)) = a* x{_, et donc
si({axz)) = (a*x]_,) par définition des atomes et de leurs sources.

Démontrons la deuxieme égalité par récurrence sur [. Pour [ = 0, en vertu du
lemme 9.3, on a {a* z5)§ = @ * z et donc to({a*xz5)) = (I * ). Supposons main-
tenant 1’égalité démontrée au rang [ — 1 et montrons-la au rang [ < k. Par la propo-
sition 9.2 et '’hypothese de récurrence, on a

si—1((@ *a)) xo (axad) x1 - 1o (axz)_y))
= (D xa) ) xo (axxd) *1 - %10 (@K} )
— o1 (faxal )
et la cellule
u= ((@*a))*o (axx)) *1 o (axz) y)) x_1 (a*z)_y)
est donc bien définie. Par ailleurs, en utilisant le lemme 9.3, on obtient

u=Gxa) +axa) | = (axa5) =t ({axx)),.
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Pour conclure, il suffit donc de montrer qu’on a

sti(axag))) = s(u) et t(ti({axzy))) = t(u).

Or, en utilisant la premiere égalité de I’énoncé, on a

s(ti{ax 7)) = simi({a*2f)) = (axzj_y) = sim1({ax2)_y)) = s(u)
et, en utilisant ’hypothese de récurrence, on a

tti({axag))) = tioa((a % zj))
=(Dxa] ) %o (@ x]) *1 - %o (@K ) )
=ti_1((@xa)) *o (axx0) *1 - %2 (axa)_y) %1 (axz) )

= t(u),

d’ou le résultat. O

Proposition 9.6. — Soit C une co-catégorie. Fizons
— ¢ un objet de C';
— d une i-fleche de C';
— pour tout k tel que0 < k < iete=0,1, a5 une (k+1)-fléche de C, avec a? = a}

vérifiant les égalités

1

c stk=0
s(ay,) = { ) T oet t(af) = d5 %o a8 ®q ek ag_l,
o, stk>0,

ot on a posé
. Jskd) sie=0,
g tp(d) sie=1.
Alors il existe un et un seul co-foncteur h : DgxD; — C' tel que
c=h({ax@)), d=h({(@xx;)) et af =h({axz})),
pour tout k tel que 0 < k <iete=0,1.

Démonstration. — En vertu du théoréme 2.12, la co-catégorie v(A(Dg) * A(D;)), iso-
morphe a la oco-catégorie Dy * D;, est engendrée librement par ses atomes au sens
des polygraphes. Cela signifie que la donnée d’'un co-foncteur h : Dg x D; — C' est
équivalente a donnée de

c=h({ax2)), di=h((@xzp)) et ap=h({axzy)),

pour 0 < k <iete=0,1,avec d = d} et o) = o}

79

aux buts. En vertu de la proposition 9.4, cette compatibilité pour les atomes de la
forme (a*x}) s’exprime par les égalités de I’énoncé. Pour les atomes de la forme

compatibles aux sources et
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@ xf, avec 0 < k < 4, en vertu de la proposition 9.2, ces compatibilités sont données
par les égalités

s(dy) = dk 1 et t(di):dllc—l

Or, la donnée de d5, satisfaisant a ces égalités est équivalente & celle de d = d = d,
d’ou le résultat. O

9.7. — Soient C' une oco-catégorie et ¢ un objet de C. Par définition (voir le para-
graphe 6.33), les i-fleches de c\C correspondent aux co-foncteurs h : Do xD; — C
rendant le triangle

Do*DibC

¥

Do

commutatif. En vertu de la proposition précédente, un tel co-foncteur est déterminé

par un couple (d, ), ot d est une i-flecche de C' et « est une famille de cellules of

de C, pour 0 < k <iete=0,1, avec o) = o},

ag :c—dg, 1-fleche,

o ap = dixoadk---xp_1al_y, (k-4 1)-fleche, pour 0 <k <i

ou on a posé

e sp(d) sie=0,
tp(d) sie=1.
Dans la suite de ce chapitre, on identifiera les i-fleches de C\C’ avec de tels
couples (d, ). On notera a; pour o = a.
Voici une représentation graphique des objets, des 1-fleches et des 2-fleches de C\C’ :

| AN

d &) ————d}

o

Le but de la suite de ce chapitre est de décrire la structure de oo-catégorie de ¢\C
en termes des (d, a).
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9.8. — En vertu de l'adjonction définissant la oo-catégorie C\C, les sources, buts,
identités et compositions de cette co-catégorie sont induits par les co-foncteurs

Dgxo; : DgxD;—1 — Dg*xD; pour 7z > 1,
Dox7; : DgxD;—1 — Dg*D; pOUI‘i}l,
Do*lﬁliIDo*Di+14)Do*Di pOllI‘i}O,

D * V} : Dg % D; = (Do * D;) Ipysp, (Do *D;)  pour i > j >0,

ou oy, T;, K; et V;- désignent les co-foncteurs des paragraphes 4.1 et 4.3, et ou on a
identifié (DO * DZ) HDO*Dj (DQ * Dz) et DO * (Dz HDj DZ)

Nous allons commencer par décrire concrétement les morphismes Dg x 0;, Do * 7;
et Do x k;. On note toujours a 'unique objet de Dy.

Proposition 9.9. — Fizonsi > 1 et notons x la cellule principale de D;_1 ety celle
de D;. Alors le co-foncteur Do 0; : Dg * D;_1 — Do x D; est donné par

T *yg) pour 0 <k<i—1ete=0,1,

a*yi) pour0 < k<i—1ete=0,1,

*yr) pour 0 < k<i—1ete=0,1,

(axxf, a* Yg) pour 0 < k<i—1ete=0,1,
(axxi—q axyl )
Démonstration. — Cela résulte immédiatement de la proposition 6.18 et des formules
. (y%) si0<k<i—1, . (yg) si0<k<i—1,
o(fag)) = 4 R B ST et m((ag) =4 TUSE
(Yi1) sik=i—1, (yj_q) sik=1i—1,

pour € =0, 1. O
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Proposition 9.10. — Fizons © > 0 et notons x la cellule principale de D;11 ety
celle de D;. Alors le co-foncteur Do % k; : Do x Djy1 — Do % D; est donné par

(& * xf, (@ *yr) pour 0 <k <iete=0,1,
s (@ * yi) pour e =0,1,

(axyf)  pour0<k<iete=0,1,
(a*y;) pour e = 0,1,

Démonstration. — Cela résulte immédiatement de la proposition 6.18 et de la formule
(ye) si0<k<i,
ri((2h) = (w)  sik =4,
L,y sik=i+1,
pour € =0, 1. O

9.11. — Fixons maintenant j tel que 0 < j < i. Nous allons décrire explicitement le
oo-foncteur

Do * V4 : Dg % D; = Dg * D; Ip,,p, Do * D;.
Nous noterons z la cellule principale de 1'objet D; apparaissant dans la source
de Dg * V;, et y et z les cellules principales des objets D; apparaissant de gauche a
droite dans le but de Dg V;

En vertu du paragraphe 4.11 et avec ses notations, une base du complexe dirigé
augmenté

)\(Do * D lIp,sp; Do *Di) ~ A(Do) x A(D; p, D;)
est donnée par les

(ax@), (@xy0), (@xz), (axyd), (axz),
pour 0 < k < i et e =0,1, modulo les identifications

y?:zjl-, yp=2; pour0<k<jete=0,1,
ainsi que les identifications triviales y9 = y! et 29 = z1.
Lemme 9.12. — Pour tout k tel que j <k < i ete=0,1, la (k+ 1)-fleche
(@xy]y)) %o (axzg) %11 (ax 2 1) % (ax 2) %51 (a*yp)

de Do x D; lIpy.p,; Do * D, ot vaut € si k= j+1 et 1 sinon, est bien définie.
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Démonstration. — En vertu de la proposition 9.4, la j-fleche
(@ *z]l> ko (@ x 20y *1 - %1 (a*z?_ﬁ
est bien définie. Puisque, pour [ < j— 1, on a
(@ %yl 1)) = (@ %9 = (@ 2f) = su((@ % 21),
on en déduit que la cellule
(@ *y;’H} o (@ % 20) *1 - - - i1 (a* z?fl>
est également bien définie. De plus, on a

s ((@ % ylq) %o (ax20) 1+ %1 (ax2)_1))
= (@ *yd) xo (ax20) %1+ %1 (axz)_y)
= (@ *2]) %0 (axzg) *1 - *j_1 (a*2) )
= t;((a* zE)),
la derniére égalité résultant du lemme 9.5, ce qui montre que la cellule

<®*y;7+1> ko (ax29) %1 -+ *j_1 <a*z?71> *j (a* zj)

est bien définie. Enfin, on a

5j+1(<®*y;]+1> %0 (ak20) %1+ %51 <a*z? 1) %5 (axz}))
= (@ xyji1) *o <a*28> w11 (ax 2 ) %5 s ((ax 2)
(@*y+1>*0<a*28>*1 ki 1<a*z;) 1) %5 <a*z>

(en vertu du lemme 9.5)

= (@xy]y 1) %o (axyp) %1 ko1 (axy)_q) 5 (axyf)

= tj1({a*yi)),
la derniere égalité résultant de nouveau du lemme 9.5, ce qui acheve de montrer que
la cellule de 1’énoncé est bien définie. O
Lemme 9.13. — Pour tout k tel que 7 < k < i, € = 0,1 et pour tout | tel que

0<I<k+1,0na

axy si0<I<j+1,
(Do*Vé)(<a*xi>)?: axyl taxzl, sij+l<l<k+1,
axy;  +axz, sil=k+1,
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et

Dryl +axz) si0 <1 <7,
, Gxy! + Szl +axz sil=j+1,
(DO*V;-)(@*HJZ))}: @*ij}+®*z§7+a*y;1+a*z?l sij+jl<l<k+1,
axy;_q+axz_q sil=Fk+1,

oun vaut e sil =~k et 1 sinon.

Démonstration. — Montrons la premiere égalité. On a, en utilisant le lemme 9.3,
(Do * Vi) ({axxf))] = AM(Do * V) ({a* 23)7)
= A(Dg * V’-)(a *xxd )
= ax A(V5)(a]_y),
ou d vaut € si I = k + 1 et 1 sinon, et on obtient ’égalité par la description de )\(Vé)
donnée au paragraphe 4.11.

Montrons la seconde. Le cas [ = k 4+ 1 s’obtient comme ci-dessus. Pour [ < k + 1,
en utilisant de nouveau le lemme 9.3, on a

(Do * V5)({ax 25)); = A(Do » V) ({ax 25);)
= A(DO*Vz)(z*xl +axz) )
=@ * MV5)(a) + ax A(Vj)(2]_4)
et on obtient le résultat en utilisant de nouveau la description de A(V}) donnée au

paragraphe 4.11. O

Proposition 9.14. — Le oco-foncteur Dy x V; : Do %Dy — Do % D; py«p; Do x D;
est donné par

tete=0,1,
ou
uf = (@ *y ) %o (akzg) #1 - k51 {ax2)_q) *5 (ax 25) %541 (axyi),

avec n) valant € si k =35+ 1 et 1 sinon.
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Démonstration. — Le cas des atomes de la forme (@ * zf) résulte de la naturalité
de 5 et, plus précisément, de la commutativité du carré

DO*V’Ji-
DogxD; —————— Do * (Dz HDJ- DZ)

Dij————D;IIp, D; ,
v ’
ainsi que de la description explicite du oco-foncteur V;- : Dy — D; lp,; Dy (voir le
paragraphe 4.3).
Le cas de 'atome (a * @) et des atomes de la forme (a*z5) avec 0 < k < j est
conséquence de la proposition 6.18 et des formules

Vil(aR)) = () et Vi((zi) = (ya),
pour 0 < k < J.
Enfin, traitons le cas des atomes de la forme (ax z5) avec k > j. Soient ! tel que

’

0<I<k+1lete =0,1. Il sagit de montrer I'égalité (Do x Vi)((a*25))f = (uf); -
Le membre de gauche a été calculé dans le lemme 9.13. Calculons celui de droite.
Sil<j+1 (et doncl < k), on a, en utilisant le lemme 9.3,

(R)! = (s1(up))i = (ax )i = axy 4.

Sij+1<I<k+1,ona

= {axzp)i +(axyp)
et donc, pour I =k + 1,
(uR)i = axzf +axy
et, pour j +1 <1< k+1, en vertu du lemme 9.3,
(W)l =axziq+axyy et (up); =@xz +axz  +@xyl +axy) .
Sil=j+1,ona
ti(uf) = tl(<® *y;_H) 0 (@ % 20) *1 - - - *j_1 (a*zjo;ﬁ *; (a*z,‘i))
et donc, toujours en utilisant le lemme 9.3,
(up)i = (@ xy] )i +(ax20)] = Dy + @ xz] +axzy.

Enfin,sil < j+1,ona

ti(ug) = tl(<®*y;7+1) %0 (ax20) 1+ k1 (ax 2 1))
et donc

(W)l = (@ xyl1)l +{ax2l 1) =Dy +axz .

On a bien retrouvé dans tous les cas la valeur de (Do * V%) ((a *25))F obtenue dans

le lemme 9.13, ce qui achéve la démonstration. O
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Proposition 9.15. — Soient C une co-catégorie et ¢ un objet de C. Fixons une
i-fléche (d,a) de ¢\C.
(a) Sii =1, ona s(d,a) = (s(d),7), ot

Vi = af pour 0 < k<i—1ete=0,1,
Yi-1 =a?,1.
(b) Sii>=1, onat(d,a)=(t(d),y), ou
Vi = of, pour 0 < k<i—1lete=0,1,
Yie1 = iy

(c) Sii>=0, onalga = (1a,7), ot

Vi = af, pour 0 < k<iete=0,1,
v =y pour e = 0,1,
Yi+1 = Lo,

Soit (e, B) une seconde i-fléche de c\C.
(d) Si (d,a) et (e,B) sont j-composables pour un j tel que 0 < j < 4, alors on a
(d,a) =; (e, 8) = (d*j e,7), ot

Ww=08  pour0<k<yj,
'y,i:cu,lC pour 0 < k< j

et
C=dl w0 B8 %1 %51 B x; BE ki af
Ve = @jy1 %0 Po *1 i—1 Pj—1 %) Pk *j+1 X

pour ) < k<iete=0,1, ounwvaute sik=7j5+1 et sinon.

Démonstration. — Ces formules sont la traduction, a travers la bijection de la pro-
position 9.6 et du paragraphe 9.7, des formules obtenues dans les propositions 9.9,
9.10 et 9.14. O

Remarque 9.16. — 1l résulte de la description de C\C obtenue dans la proposi-
tion précédente que cette oo-catégorie est isomorphe a une sous-co-catégorie pleine
de la oo-catégorie HC' des cylindres dans C introduite par Métayer dans [30] (voir
notre remarque B.1.16 pour une définition abstraite de HC'). Plus précisément, cette
oo-catégorie est la fibre en ¢ du oo-foncteur HC' — C qui envoie un cylindre sur
sa « cellule source ». La oco-catégorie C\C’ apparait également dans [9] ou elle est

notée A(C,c).

Remarque 9.17. — Si C est une n-catégorie, il résulte immédiatement de la pro-
position 9.15 que la oco-catégorie C\C’ est une n-catégorie. On retrouve ainsi un cas
particulier de la proposition 8.11.
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9.18. — Soient C une 2-catégorie et ¢ un objet de C. En vertu des résultats de ce
chapitre, en utilisant des notations adaptées au cas de la dimension 2, on obtient la
description suivante de la 2-catégorie C\C. Les objets de C\C sont les couples (d, f),
ou d est un objet de C et f : ¢ — d est une 1-fleche de C :

c
|
d

Si(d, f) et (d', f') sont deux objets de ¢\C, une 1-fleche du premier vers le second est
un couple (g,a), olt g : d — d’ est une 1-fleche de C' et « : f* — gf une 2-fleche de C' :

C
! X
=
d——r—d

Enfin, si (g, a) et (¢, o’) sont deux telles 1-fleches, une 2-fleche de la premiére vers la
seconde est une 2-fleche v : g — ¢’ satisfaisant (y*o f) x; a =o' :

Par ailleurs, si (d, f) est un objet et (g, ) est une 1-fleche de \C, on a

1(d,f) = (ld,lf) et 1(g,a) =1,.
Si(g,a):(d, f)—= (d,f) et (¢,a): (d,f) — (d", f") sont deux 1-fleches compo-
sables de C\C’, on a

(9, 0') %0 (g:0) = (¢'g, (¢' *0 @) %1 ).
Enfin, les compositions horizontales et verticales des 2-fleches de C\C sont héritées de
celles de C, ce qui acheve de décrire la 2-catégorie C\C .

Remarque 9.19. — La description de C\C donnée dans le paragraphe précédent
montre que cette 2-catégorie est la 2-catégorie ¢//C introduite par Bullejos et Cegarra
dans [13, section 2.1], 2-catégorie qui est, & une dualité preés, un cas particulier de la
construction des 2-catégories « comma » définie par Gray dans [22, paragraphe 1.2.5].
C’est par contre notre 2-catégorie CC(iC’ qui est no’gé ¢//C par Cegarra dans [14].
Dans [15], Chiche appelle les 2-catégories ¢\C' et ¢\C' la optranche lax de C au-
dessous de ¢ (voir sa définition 1.4.5) et la optranche colax de C au-dessous de ¢ (voir
sa définition 1.4.7).
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Remarque 9.20. — Lorsque C' est une 1-catégorie, la description explicite de C\C
qu'on a donnée dans le cas ou C' est une 2-catégorie montre que ¢\C est la tranche
1-catégorique usuelle. On retrouve ainsi un cas particulier du corollaire 8.19.



CHAPITRE 10

FONCTORIALITES DES TRANCHES :
RESULTATS POUR LES COMPLEXES

Dans ce chapitre, on définit des tranches pour les complexes dirigés augmentés.
Ces tranches sont définies par des formules ad hoc dont on montre ensuite qu’elles
sont imposées par une relation d’adjonction. Elles sont par ailleurs compatibles aux
tranches oco-catégoriques introduites dans le chapitre 6 lorsqu’on se restreint aux com-
plexes de Steiner forts. Une partie importante du chapitre est consacrée a ’étude des
propriétés de fonctorialité et de 2-fonctorialité de ces tranches pour les complexes
dirigés augmentés.

10.1. Tranches pour les complexes dirigés augmentés

10.1.1. — Fixons K un complexe dirigé augmenté. Soient M un complexe dirigé aug-
menté et g : K — M un morphisme. On va définir un complexe dirigé augmenté g\M.
On conviendra des égalités suivantes :

K. =2, M.,=%7 K' =N, M ,=N, dy=e et g_=1z
et, pour j < —2,
KjZO, MjZO, dj+1:0 et ngO.
On définit (g\ M) comme le sous-ensemble
(g\M)o € J] Hom.an(K;, Mj11)
jz-1

constitué des éléments (u;);>—_1 vérifiant, pour j > 0,
(=7 (djruy — uj1dy) = e(u—1(1)).g;.

Notons qu’en convenant que u; = 0 pour tout j < —2, I’égalité ci-dessus reste vraie
pour tout j dans Z : pour j = —1, on obtient 1'égalité eu_1 = e(u_1(1)).1z et, pour
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7 < —2, ’égalité 0 = 0. Pour ¢ > 1, on pose
(\M)i = [ Homa(K;, Miyjy1).
j>-1
Pour ¢ > 0, on définit la différentielle
di : (g\M)i = (g\M)i—1
en envoyant u = (u;);>—1 sur d;(u) = (d;(u);)j>—1 défini par, pour j > —1,
di(u); = (=) (disjrru; — uj—1d;).
Notons que pour j = —1, la formule se simplifie, en vertu de nos conventions, en
d;(u)_1 = d;u_1. Par ailleurs, en étendant cette formule & tout j dans Z, en convenant
a nouveau que u; = 0 pour j < —2, on obtient bien que d;(u); = 0 pour j < —2.
On définit 'augmentation
e: (g\M)o — 7
en envoyant (u;);>—1 sur e(u—1(1)).
Enfin, les sous-monoides de positivité, pour ¢ > 0, sont les sous-ensembles
(g\M); C (g\M);
constitués des (u;);>—_1 tels que, pour tout j > —1, on ait I'inclusion
ui(K3) C M.
Proposition 10.1.2. — Fizons K un complexe dirigé augmenté. Soient M un com-

plexe dirigé augmenté et g : K — M un morphisme. Alors g\M est bien un complexe
dirigé augmenté.

Démonstration. — Commengons par montrer que d; est bien a valeurs dans (g\M )o-
Soit u = (u;);>-1 un élément de (g\M);. Il s’agit de montrer que, pour tout j > 0,
on a
(=17 (djrdi (u); — di(u) j—1dy) = e(di(u)-1(1)).g;-

Plus généralement, pour tout ¢ > 1, tout u = (u;);>—1 dans (g\M)i et tout 7 > —1,
on a
(17" (dirjdi(w)j — di(u)j-1d))

= (7 (i (1 (ot = wj-1ds) = (1) (digguejo = w52 1) d]

= —dipjuj-1dj + ditjuj-1d;

=0.
En particulier, pour ¢ =1, on a

(=17 (djadi (w); — di(u)j—1d;) = 0.

Pour j = —1, on trouve
edi(u)_1 =0,



10.1. TRANCHES POUR LES COMPLEXES DIRIGES AUGMENTES 113

et on a donc bien, pour tout j > 0,

(=1 (djada () — di(u)j—1d;) = e(di (u)-1(1)).g;-
Montrons maintenant que, pour tout ¢ > 2, ona d;_1d; = 0. Soit donc u = (u;);j>—1
un élément de (g\M);. On a, pour tout j > —1,

(di-1di(u)); = (=17 (disjdi(u); — di(u)j-1d;) = 0,
la derniere égalité résultant du calcul ci-dessus, d’oti I'assertion.
Enfin, la relation ed; (u) 1 = 0 trouvée précédemment montre qu’on a bien ed; = 0,
d’ou le résultat. O

10.1.3. — Fixons K un complexe dirigé augmenté. Soit f : M — M’ un morphisme
de complexes dirigés augmentés au-dessous de K, c’est-a-dire un triangle commutatif

/N

M—>M’

de morphismes de complexes dirigés augmentés. On vérifie immédiatement qu’on as-
socie & f un morphisme de complexes dirigés augmentés g\M — g’\M " en envoyant,
pour tout ¢ > 0, un élément (u;);>-1 de (g\ M); sur U'élément (fu;);>-1 de (g/\M");.
On définit ainsi un foncteur
K\Cda — Cda
(M, K % M) — g\ M.
Proposition 10.1.4. — Fizons K un compleze dirigé augmenté. Les foncteurs
Caa = K\Caa K\Caa = Caa
L (KxL,u) (M,K % M) — g\M
forment un couple de foncteurs adjoints.

Démonstration. — Soient L un complexe dirigé augmenté et M un complexe dirigé
augmenté muni d’'un morphisme g : K — M. On va produire des fonctions

p: HomK\cda((K*L, 1), (M, g)) — HomCda(L’g\M)’
¢ : Home,, (L, g\ M) — HomK\cda((K*L,h), (M, g9)),

naturelles en L et (M, g), inverses I'une de l'autre.

Commencons par ¢. Soit F' : K x L. — M un morphisme au-dessous de K. On
définit un morphisme ¢(F) : L — g\M de la maniére suivante. Soient j > 0 et y
dans Lj;. On doit définir un élément p(F);(y) de (g\M); et donc, pour tout i > —1,
un morphisme ¢(F);(y); : K; = M,1;41. Pour = dans K;, on pose

©(F);i()i(x) = Fig145(x*y),
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en convenant, pour i = —1, d’identifier 1 dans K_; = Z avec @. Vérifions tout d’abord
que, pour j = 0, p(F)o(y) est bien dans (g\ M)o. Il s’agit de voir que, pour tout i > 0,
on a

(=D (dig19(F)o(y)i — (F)o(y)i—1di) = e(p(F)o(y)-1(1))-gi-

Plus généralement, pour tout 5 > 0 et tout ¢ > —1, on a
(=) (i jir0(F)j ()i — o(F)j(y)i-1di) ()

(1) (digjpr1 Fipjir (@ xy) = Fiyj(diz % y))
= ()" (Fiyjdigj (@ xy) — Fij(diz x y))
(D) Fipj(dig g (@ xy) — diz % y)
= (=)™ Fi ()™ e« djy)
= Fiqj(xxdjy).

En revenant au cas j = 0, on a donc
(=D (dig19(F)o(y)i — o(Fo(y)i—1di)(x)
= Fi(z xe(y)2)
= e(y)Fi(z x 2)
= e(y)gi(),

puisque F' est au-dessous de K. D’ou ’assertion puisque

e(p(Fo(y)-1(1)) = eF;(@ xy) = e(y).
Vérifions maintenant la compatibilité aux différentielles. Pour tout j > 1 et tout
1> —1,0na
(djo(F);(y)i(x) = (=1 (digj10(F); ()i — o(F)j(y)i—1dy) (x)
= Fiyj(z * d;y)
(par le calcul du début de la preuve)

= (F)j-1(d;y)i(2),
d’ol la compatibilité aux différentielles. La compatibilité aux augmentations résulte
d’un calcul précédent :

e(e(Fo(y)) = e(e(F)o(y)-1(1)) = e(y).
La compatibilité aux sous-monoides de positivité étant évidente, on a bien établi que
@(F): L — g\ M est un morphisme.
Définissons maintenant ¢. Soit G : L — ¢\ M un morphisme. Il s’agit de définir un
morphisme ¥(G) : K x L — M au-dessous de K. Soient z un élément de K; et y un
élément de Lj avec i > —1,j > —let i +14 7 > 0. On pose

V(G)iv1vi(rxy) = Gj(y)i(x),
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en convenant que G_1(9); = g;. Vérifions que 1(G) est bien un morphisme au-dessous
de K. La compatibilité aux sous-monoides de positivité est évidente. Il est immédiat
que, pour tout ¢ > 0, le morphisme (G); est bien au-dessous de K ; en effet, pour
dans K;, on a

P(G)i(x* D) = G_1(D)i(x) = gi().
Ainsi, pour i =0, on a
eP(Q)o(x * D) = ego(x) = e(z).
Par ailleurs, pour y dans Lo, on a
e(P(G)o(@xy)) = e(Goly)-1(1)) = eGo(y) = e(y),
ce qui montre la compatibilité de ¥(G)g aux augmentations. Montrons la compati-

bilité aux différentielles. Soient donc = dans K; et y dans L; avec i > —1, j > —1
et i+1+j>1.Sij=—1, de sorte qu'on peut supposer y = &, on a

dip(G)i(x *x @) = digi(x) = gi—1di(x) = Y(G)i—1(dix x @) = Y(G);—1d;(x * ).
Sij=0,0na
dit1¥(G)it1(z *y) = dit1Go(y)i(2)
= (Go(W)i—1di + (1) e(Go(y)-1(1))gi) (=)
(par définition de (g\M)o)
= Go(y)i—1(ds(2)) + (=1)"*e(y)gi(=)
(par compatibilité de G aux augmentations)
= P(Q)i(diz xy) + (1) 1P(G)i(a * e(y) @)
(car ¥(G); est au-dessous de K)
= P(@)i(dizxy + (1) "z e(y)2)
= ¢Y(G)idiy1(z xy).
Enfin,si j > 1,0n a
ditjt10(Q)ivjt1(z*y) = digj+1G;(y)i(x)
= (Gj(y)i—1di + (1) (d;(G(y)))i) ()
(par définition de d;(G;(y)))
= G ()1 (diz) + (=1)"(Gj-1(djy))i(=)
= U(G)inj(diw* y) + (1) (G)irj (2 % djy)
=(G)igj(dizxy + (—1)" 'z * d;y)
= U(G)ivjdisjsr(zxy),

ce qui achéve de montrer que ¥(G) : K x L — M est bien un morphisme au-dessous
de K.
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Pour conclure, il suffit de vérifier que les applications ¢ et ¥ sont bien inverses
I’'une de 'autre, ce qui est immédiat. O

10.1.5. — Fixons L un complexe dirigé augmenté. Soient M un complexe dirigé

augmenté et g : L — M un morphisme. On définit un complexe dirigé augmenté M 7Og
en posant

M ['g = (gov\ MP)°.
On laisse le soin au lecteur de décrire explicitement ce complexe dirigé augmenté. On
définit ainsi un foncteur

L\Cdaﬁcda
g co
(ML= M)~ M/gq.

Proposition 10.1.6. — Fizons L un complexe dirigé augmenté. Les foncteurs
Cda — L\Cda L\Cda — Cda
K (K % L,15) (M,L% M) Mg

forment un couple de foncteurs adjoints.

Démonstration. — Le résultat se déduit par dualité des propositions 10.1.4 et 6.10
par un argument semblable a celui de la preuve de ’assertion analogue pour les
oo-catégories (proposition 6.36). O
Corollaire 10.1.7. — La structure de catégorie monoidale sur Cq, définie par le

joint est localement bifermée.
Démonstration. — Cela résulte des propositions 10.1.4 et 10.1.6. O

Remarque 10.1.8. — On aurait pu montrer le corollaire précédent sans décrire ex-
plicitement les adjoints a droite. En effet, celui-ci résulte de la remarque 5.9 puisque la
catégorie Cq, est localement présentable et que le joint commute aux limites inductives
connexes en chaque variable (voir la proposition 6.9).

Proposition 10.1.9. — Fizons K un compleze dirigé augmenté. Soient M un com-
plexe dirigé augmenté et g : K — M un morphisme. Alors, on dispose d’un morphisme
canonique

v(g\M) = v(g)\v(M),
ot y(g)\V(M) désigne la tranche oco-catégorique introduite au paragraphe 6.31. De
plus, lorsque K est un complexe de Steiner fort, ce morphisme est un isomorphisme.

Démonstration. — La sous-catégorie © étant dense dans oco-Cat (proposition 4.6), il
suffit de définir une application

Homoe- cat (S, v(g\M)) — Homeo-cat (S, v(g)\¥(M)),
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naturelle en S dans O, et de montrer que celle-ci est bijective lorsque K est un
complexe de Steiner fort. Soit donc S dans ©. En vertu de la proposition 4.13, on a
un isomorphisme naturel S ~ v(A(S)). En notant L le complexe de Steiner fort A\(S),
on a des applications naturelles

Homeo- cat (S, v(g\M)) =~ Homeo-cat(v(L), v(g\ M))
~ Homg,, ()\V(L),g\M)
(par adjonction)
~ Homg,, (L,g\M)
(en vertu du théoréme 2.11)
=~ Hom i\ ... (K * L, 01), (M, g))

(par adjonction)

i> Homu(K)\OO'Cat((V(K*L)a V(Ll))v (V(M)v V(g)))

LN Hom,, ;1\ 00-cat (V(K) x v(L), 11), (v(M), v(g)))
~ Homoo-Cat(V(L)vV(g)\V(M))

(par adjonction)
> Homeo-cat (S, v(g)\V(M)),

ou l'application « est induite par le foncteur v et I'application 8 par la contrainte
du foncteur monoidal lax v (voir la proposition 6.34), d’out le morphisme recherché.
Notons que I'application « se factorise en

HomK\Cda((K*L”’l)v (M’ g)) — Hom)\y( \Cda((AV(K*L) /\V(Ll))v (M’ g))

~ Hom,, )\ 00-cat (W (K x L), v(11)), (v (M), v(g)))-
Ainsi, si K est un complexe de Steiner fort, cette application est une bijection en
vertu du théoreme 2.11 et du corollaire 6.21. Par ailleurs, toujours sous I’hypothese
que K est un complexe de Steiner fort, en vertu du théoréme 6.29, 'application 3 est
également une bijection, d’ou le résultat. O

10.2. Morphisme associé a un triangle

10.2.1. — Dans cette section, on fixe

K 4> K’
\ s /
un triangle dans la catégorie des Complexes dirigés augmentés commutant a une anti-
homotopie h de g vers ¢’ f prés. On suppose de plus que le complexe L est décent
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(voir le paragraphe 2.17). On va définir un morphisme de complexes dirigés augmentés
On conviendra que, pour tout ¢ < —1, on a

h; = 0.

Pour tout ¢ > 0, on définit un morphisme (f,h); : (¢'\L); — (g\L): en envoyant
u = (0 Kj = Liy1y)j>—1 sur (f,h); (u') = ((f,h);(u);)j>-1 défini par, pour

tout 7 > —1,
ulfi +e(u_y(1)).h; sii=0,
u f sinon.

(f, )i (u'); = {

(On vérifiera dans la preuve de la proposition suivante que (f, h)§ est bien a valeurs

dans (g\L)o.) Afin d’avoir une formule uniforme en 4, on étendra parfois 'augmen-
tation e de L & tout élément homogene de L en posant e(z) = 0 si z est un élément
homogene de degré non nul. Avec cette convention, pour tout 7 > 0, on a

(f;h)i (u); = ujfy + e(uly(1)).hy.

Notons qu’en vertu de nos précédentes conventions cette égalité reste vraie pour tout j
dans Z. Enfin, remarquons qu’on a (f, h)¥(v')_1 = u’;.

Proposition 10.2.2. — Les morphismes (f,h)s, pour i > 0, définissent un mor-
phisme de complezes dirigés augmentés (f,h)* : g/\L — g\L.

Démonstration. — Commencons par vérifier que le morphisme (f, h)§ est bien a va-

leurs dans (g\L)o. Soit donc u' = (u});>—1 un élément de (¢"\ L)o. Par définition, en
posant z = u’ {(1) = (f,h)§(v')-1(1), on a, pour tout j dans Z,

dj+1U;- - U;'qdj = (—1)j+1€(2)9}~

Pour tout j > —1, on a

div1(f,h)o(); — (f, o (u')jo1dy = djr (u) fj + e(2)hy) — (W1 fi—1 + e(2)hj—1)d;
= (djp1u} — wj_yd;) fj + e(2)(dj1h; — hj—1d;)
= (=1 e(2)g; f; + (=1 e(2)(g;.f5 — 95)
= (=1)"*e(2)g;,

ce qui montre que (f,h)§(u’) appartient & (g\L)o.

La compatibilité de (f,h)* & Paugmentation est évidente et la compatibilité aux

sous-monoides de positivité résulte du fait que L est décent. Il nous reste a montrer
la compatibilité aux différentielles. Soient donc i > 1 et v’ = (uf);>—1 un élément
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e (¢'\L)i- Pour tout j > —1, on a

di(f,h); (u); = (=17 N (digjr ()5 (W) — (f, h)5 (W) j-1dy)
— 1) (dig gt f; — Wy fi—1dy)
1)]+1( z+j+1U} —U}qdj)fj
z( Niti
)iy (di(u);,

la derniére égalité étant également valable quand ¢ = 1 puisqu’on a

e(di(u')-1(1)) = edy (u') = 0,

d’ou le résultat. O

Il
A&/—\/-\/—\

10.2.3. — Un cas particulier important est celui ou le triangle

K 4> K’
\ L /
est commutatif et ’antihomotopie h est l'identité de ¢’ f = g (voir le paragraphe 2.30).
Dans ce cas, en vertu de la proposition précédente, on obtient un morphisme
(f;1)*: ¢\L = g\L qu’on notera plus simplement
Proposition 10.2.4. — Soit

KT/,

un triangle commutatif dans la catégorie des complexes dirigés augmentés. Alors le
carré

D) )

J J
WD) S v \(E)

ot les morphismes verticauz sont ceux de la proposition 10.1.9 et le foncteur v(f)*
celui du paragraphe 6.38, est commutatif.
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Démonstration. — 1l s’agit de démontrer que les deux oo-foncteurs allant du coin
supérieur gauche au coin inférieur droit coincident sur les cellules ou, autrement dit,
que pour tout [ > 0, le carré

v(f")
Homoo-Cat(Dla V(g’\L)) EE— HOmoo-Cat(Dl, V<g\L)>

| |

Homoo—Cat(Dl7 V(g/)\V(L)) W Homoo Cat(Dl7 V )\V(L)) )

est commutatif. Par définition de v(f)* et des morphismes canoniques (voir la preuve
de la proposition 10.1.9), cela revient & montrer que le carré

Home,, (A(D1), "\ L) —————— Home, (\(Dy), g\ L)

% f"

Hom o1, ca. (K" % A(Dy), L) TRV Hom e\ ¢4, (K A(Dy), L)

ou f* désigne la postcomposition par f*, f*A(D;) la précomposition par fxA(D;) et
1 les isomorphismes de (la preuve de) la proposition 10.1.4, est commutatif. Soit donc
G : A(Dy) — ¢/\L un morphisme. Soient z dans K; et y dans A(Dy); avec i > —1,
>—leti+145>0.S17>0,0ona
PP G) (@ xy) = (f"G)(W)i(x) = G(y)i(f(x)) = L(G)(f () *y),
la premieére et la derniere égalité résultant de la définition de v et la deuxiéme de la
définition de f*. Si j = —1, on peut supposer y = & et on a
U(f*G)(z*2) = g(z) = ¢ f(z) = ¥(G)(f(z) x D),

la premiére et la derniere égalité résultant encore une fois de la définition de 1, d’ou
le résultat. O

10.2.5. — Un cas particulier du paragraphe 10.2.3 est celui d’un triangle commutatif

@@K

ou Dk et I désignent les uniques morphismes de source @ et de buts respectifs K
et L, et 1 désigne ’antihomotopie identité de @ ;. En vertu de ce méme paragraphe,
on obtient un morphisme

Tk g\L = z\L.
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On vérifie immédiatement que le morphisme de g r\L vers L qui, pour ¢ = 0, envoie
un élément (u;);>-1 de (@ \L)i sur u—1(1) dans L; est un isomorphisme. On obtient
donc un morphisme

g\L— L

qu’on appellera morphisme d’oubli. Explicitement, ce morphisme envoie, pour ¢ > 0,
un élément (u;);>-1 de (g\L); sur u—1(1) dans L;.

Proposition 10.2.6. — Le morphisme (f,h)* : g\L — g\L est au-dessus de L.
Autrement dit, le triangle

N I
g\ g\

N

ou U et U désignent les morphismes d’oubli, est commutatif.

Démonstration. — Pour tout i > 0 et tout v’ = (u});>—1 dans (¢/\L);, on a
U(f,h)"(u) = uly (1) =U' (W),

d’ou l’assertion. O

10.3. Fonctorialité des morphismes associés aux triangles

10.3.1. — Soit g : K — L un morphisme de complexes dirigés augmentés, ou le
complexe L est décent. Formons le triangle

K i—’(> K
L ;
ou 1, désigne I’antihomotopie identité de g. A partir de ce triangle, en vertu de la
proposition 10.2.2, on obtient un morphisme (1x,14)* : g\L — g\L.

Proposition 10.3.2. — On a (1x,15)" =1, 1.

Démonstration. — Cela résulte immédiatement de la définition de (1x,14)*. O
10.3.3. — Considérons maintenant un diagramme
K f K/ f/ K//

g g

h/i h’/ .
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de complexes dirigés augmentés, ot h et h’ sont des antihomotopies de g vers ¢’ f et
de ¢’ vers ¢g" f' respectivement. On suppose toujours le complexe L décent.
En composant ce diagramme, on obtient un triangle

ou h'” est Pantihomotopie h'f + h (voir les paragraphes 2.31 et 2.32) En vertu de la
proposition 10.2.2, on obtient donc un triangle

(f/,h/)*
g\ 4\

(f’f,h’f+fk /ﬁh)*
g\l

de complexes dirigés augmentés.
La proposition suivante affirme que ce triangle est commutatif.
Proposition 10.8.4. — On a (f,h)*(f',h) = (f'f, W f+ h)*.

Démonstration. — Soient i > 0 et u” = (u});>—1 un élément de (y”\L);. En posant
z =u"(1) et en utilisant le fait que chacun des morphismes du triangle de I’énoncé
est au-dessus de L, pour tout 7 > —1, on obtient

(f R (f1 05 (") = (f h); (") fi + e(2)hy
= (uf f; + e(2)}) f; + e(2)h;
=uj fif; + e(z) (W f; + hy)
= (L0 f+h); W)y,

d’ou le résultat. O

10.4. Homotopie associée a un cone

10.4.1. — Dans cette section, on fixe un diagramme
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de complexes dirigés augmentés, o h et h’ sont des antihomotopies de source g

et de buts respectifs ¢’'f et ¢’ f’, k est une antihomotopie de f vers f’ et H est une

2-antihomotopie (voir le paragraphe 2.28) de ¢’k+h vers h’. On suppose le complexe L
décent.

A partir de ces données, en vertu de la proposition 10.2.2, on obtient deux mor-
phismes

(f, h)*, (f/, h/)* : g'\L — g\L
On va définir un homotopie (k, H)* de (f’, h')* vers (f, h)*. Pour tout ¢ > 0, on définit
un morphisme (k, H)} : (¢/\L)i — (g\L)i+1 en posant, pour tout v’ = (u;);>-1
dans (g"\L); et tout j > —1,
u' ki +e(u {(1).H; sii=0
(k,H):(Ul)] { F+1"7 ( —1( )) J )

uliy ok sinon.

Comme dans la section 10.2, on étendra parfois 'augmentation e de L a tout élément
homogeéne de L en posant e(z) = 0 si z est un élément homogene de degré non nul.
Avec cette convention, pour ¢ > 0, on a

(k HYS )y = 1k -+ eu! 4 (1)).H.
On conviendra que, pour tout ¢ < —1, on a
H; =0.
Pour j = —1, en vertu de cette convention ainsi que de nos précédentes conventions, on

trouve (k, H);(u')—1 = 0. Plus généralement, on a (k, H); (u'); = 0 pour tout j < —1
et 'égalité (k, H); (u'); = u) 1 k;+e(u’1(1)).H; est donc valable pour tout j dans Z.
Proposition 10.4.2. — Les morphismes (k, H); : (¢/\L); — (g\L)i+1, pour i >0,
définissent une homotopie de (f',h')* vers (f,h)*.

Démonstration. — La compatibilité aux sous-monoides de positivité est évidente.
Vérifions que (k, H)* est bien une homotopie de complexes de chaines de (f’,h')*
vers (f,h)*. Soient i > 0 et u' = (u});>—1 dans (¢"\L);. Si i > 1, pour tout j > —1,
on a
(dia (k, H); + (ky H);_qdi)(u')y = (=1 (i ja (b, H)G (0); — (K, H); (u') j-1d;)
+ (di(u) 1k + e(di(u') -1 (1)) Hj)
= (1) N (dis ok, H); (W) — (k, H)F (u')j-1d))
+di(0)j11k;
(puisque ed; = 0 pour tout ¢ > 1)
= (=17 (it jyouf 1k — ujkj-1d))

(=1 (digjouly oy — uidjia)k;
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= (=17 (dj ks — kj1dy)
_uj(fj - fj)
— ;-]
= ((f,h); = (f, W) (W)
Si maintenant ¢ = 0, de sorte qu’on a, pour tout j dans Z,
dj_,_lu; — u;_ldj = (—1)j+le(z)g;,
ol on a posé z = u_1(1), alors, pour tout j > —1, on a
(di(k, H)g) (') = (=1)7 4 (djpa(k, H)g(u')j — (ky H)g(u')j-1d;)
D7 djyo (W) kj + e(2) Hy) — (ufkj1 + e(2)Hj1)d;]
1)/ djpouls oy kj + e(2)(djpo Hy — Hj_1dy) — w)k;_1d;)
D7 (uydjn + (1) e(2)gj41)k;
+ (=1 e(2) (B = (gfurkj + hy)) — wikj1d;]
(—1)7*t [(u dji1k; u;kj,ldj + (—l)je(z)(h; — hj)]
= (—1) "' uj(djr1k; — kj-1d;) — e(2)(h) — hy)
= —uj(fj — fj) — e(2) (K} — hy)
— (W f; + e()hy) — (W) + e(2)h})
= ((f,h) = (f",h)5) ('),

d’ou le résultat. O

(=
(=
(=
(=

Proposition 10.4.3. — L’homotopie (k, H)* de (f',h')* vers (f,h)*, qui sont deuz
morphismes de g/\L vers g\L au-dessus de L, est au-dessus de L au sens ou, en
notant U : g\L — L et U': g'\L — L les morphismes d’oubli, on a U(k, H)* =1y.

Démonstration. — Pour tout i > 0 et v’ = (u});>-1 dans (¢/\L);, on a

Uk, H)*(u') = ((k, H)* (u') 1) (1) = 0 = 1o (u),

d’ou l'assertion. O

10.5. Fonctorialités des morphismes associés aux cones

10.5.1. — Considérons un diagramme

K—>K’

N
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de complexes dirigés augmentés, ol h est une antihomotopie de g vers ¢’ f. On suppose
le complexe L décent.

A partir de ce diagramme, on peut former un diagramme

ou 1; désigne I’antihomotopie identité de f et 1, la 2-antihomotopie identité de h
(voir le paragraphe 2.30). On obtient donc, en vertu de la proposition 10.4.2, une
homotopie (1f,15)* de (f,h)* vers (f,h)*.

Proposition 10.5.2. — On a (15,1,)" = 1(5p)--
Démonstration. — Cela résulte immédiatement de la définition de (15, 15)*. O

10.5.3. — Considérons maintenant un diagramme

de complexes dirigés augmentés, ol h, h’ et h” sont des antihomotopies de g vers ¢’ f,
de ¢’ vers ¢"f et de g’ vers ¢g”f"” respectivement, k est une antihomotopie de f’
vers f” et H est une 2-antihomotopie de ¢’k + h’ vers h”. On suppose toujours le
complexe L décent.

A partir de ces données, en vertu des propositions 10.2.2 et 10.4.2, on obtient un
diagramme

(](‘//7}7///)>6<
T (f:h)"
g"\F \M g\ g\L
(f’,h/)*
En vertu de la proposition 10.3.4, on a
(f, h)*(f/,,h//)* — (f//f,hllf+h)* et (f; h)*(f/’h/)* — (f/fa h/f+h)*,

et en composant ce diagramme on obtient donc une homotopie (f,h)*(k,H)*
de (f"f,h"f+ h)* vers (f'f,h' [+ h)*.
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Par ailleurs, en composant le diagramme de départ, on obtient un diagramme
'y
K W K"
\>/\r

ot la 2-fleche courbée de devant est I’antihomotopie h'f + h, la 2-fleche courbée de
derriére, en pointillé, antihomotopie h” f + h et la 3-fleche est la 2-antihomotopie
Hf + 1j (voir les paragraphes 2.31 et 2.33) de (¢"k+ ') f +h=g"(kf) + (W f + h)
vers h”f + h. Pour tout n > 0, on a (Hf + 13), = (Hf), et on désignera plus
simplement cette 2-antihomotopie par H f. On obtient donc, toujours en vertu de la
proposition 10.4.2, une homotopie (kf, Hf)* de (f"f,h"” f + h)* vers (f'f, b f + h)*.

Proposition 10.5.4. — On a (f,h)*(k,H)* = (kf,Hf)*.

"

Démonstration. — Soient i > 0 et u” = (u]

j = —1, en posant z = u” (1), on a
((fsh)* (ke H)™)i(u")j = (f, h)iga (K, H)F (")
= (k, H); (u"); f;
= u;’+1kjfj + e(z)ijj
= (kf, Hf); ("),

d’ou le résultat. O

)j>—1 un élément de (g\ L);. Pour tout

10.5.5. — De méme, considérons un diagramme

f/

K

de complexes dirigés augmentés, ou h, h’ et h” sont des antihomotopies de g vers ¢’ f,
de g vers ¢’ ' et de ¢’ vers g” f respectivement, k est une antihomotopie de f vers f’
et H est une 2-antihomotopie de ¢’k + h vers h’. On suppose toujours le complexe L
décent.
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A partir de ces données, on obtient un diagramme

(f/’hl)*
(f//,hl/)* /\\
gN\E g\l J@ g\l
(71"

En vertu de la proposition 10.3.4, on a
(f/7h/)*(f”7h/l>* — (f//f/7h//f/+h/)* et <f7h)*(f”,h//)* — (f”f7h//f+h)*7
et en composant ce diagramme on obtient donc une homotopie (k, H)*(f”,h"”)*

de (f//f/7h//f/ + h/)* vers (f//f) h//f+ h)*

Par ailleurs, en composant le diagramme de départ, on obtient un diagramme

f//f/
K pefe s K"
v

ot la 2-fleche courbée de devant est ’antihomotopie h” f + h, la 2-fleche courbée de
derriére, en pointillé, 'antihomotopie h” f" + h' et la 3-fleche est la 2-antihomotopie
H' = 1prp + H)+ (hk+13) (ol les « + » de gauche et de droite désignent I'opéra-
tion définie au paragraphe 2.33, celui du milieu celle définie au paragraphe 2.32 et bk’
la 2-antihomotopie du paragraphe 2.34). Ceci a bien un sens puisque, bk + 15 étant
une 2-antihomotopie de ((¢” f")k + h" f) + h vers (B f + ¢'k) + h et 1 + H une
2-antihomotopie de h” f" + (¢'k + h) vers h” f" + b/, H' est une 2-antihomotopie de
g (f"k)+(h" f+h) vers h” f'+1'. On désignera plus simplement H' par H+h"k. On
obtient donc une homotopie (f"k, H+h"k)* de (f”f',h” f'+h")* vers (f" f,h" f+h)*.

Proposition 10.5.6. — On a (k, H)*(f",h")* = (f"k,H + h"k)*.

1"

Démonstration. — Soient i > 0 et u” = (u

j > —1, en posant z = u” (1), on a

((k, H)*(f" 1) )a(u"); = (k, H)7 (f", h")7 (u");
= (", 1) (W")jak; + e(2) Hj
= (uj 1 f]1 +e(2)h )k +e(2)H;
= U;‘/+1f]{/-s-1kj + 6(2)(Hj + h;'/+1kj)
= (f"k, H + h"k); (u");,

)j>—1 un élément de (g\L);. Pour tout

d’ou le résultat. O
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10.5.7. — Enfin, considérons un diagramme

de complexes dirigés augmentés, ou h, h’ et h” sont des antihomotopies de g vers ¢’ f,
g [ et g’ f” respectivement, k et k' sont des antihomotopies de f vers f’ et f/ vers f”
respectivement et H et H' sont des 2-antihomotopies de g’k + h vers h' et de ¢'k’ + I/
vers h' respectivement. On suppose toujours le complexe L décent.

A partir de ces données, en vertu de la proposition 10.4.2, on obtient un diagramme

(f//7h//)*

NL—— TN L
g\ (f,'h,)*ﬂ(kﬂ)* 9\

(f:h)"

En composant ce diagramme on obtient une homotopie (k, H)*+(k’, H")* de (f", h")*
vers (f,h)*.
Par ailleurs, en composant le diagramme de départ, on obtient un diagramme

ou k" désigne l'antihomotopie k' + k et H” la 2-antihomotopie H' + (1g4 + H)
(ot le « + » de gauche désigne 'opération définie au paragraphe 2.32 et celui de
droite celle définie au paragraphe 2.33). Ceci a un sens puisque, 144 + H étant une
2-antihomotopie de ¢’'k'+(g'k+h) vers g'k’ + h/ et H' une 2-antihomotopie de ¢'k’+h’
vers b/, H" est une 2-antihomotopie de ¢'(k’ + k) + h vers h”". On désignera plus sim-
plement H” par H' + H. On obtient donc, toujours en vertu de la proposition 10.4.2,
une homotopie (H' + H, k' + k)* de (f",h")* vers (f, h)*.

Proposition 10.5.8. — On a (k,H)* + (K',H')* = (k' + k,H' + H)*.
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Démonstration. — Soient i > 0 et u’ = (u});>—1 un élément de (¢\L);. Pour tout
j > -1, en posant z =’ {(1), on a

(k)" (K H'))alw); = (ke H); () + (K H); (o),
= (W1 kj + e(2)Hj) + (ujy, kK + e(2) Hj)
=y (k) + kj) + e(2)(Hj + Hj)
= (K' + &, H + H); (u);

d’ou le résultat. O






CHAPITRE 11

FONCTORIALITES DES TRANCHES :
RESULTATS POUR LES co-CATEGORIES

Fixons C' une oo-catégorie. Les tranches définies dans le chapitre 6 permettent
d’associer a tout co-foncteur u : A — C' une co-catégorie 4,\C'. Le but de ce chapitre
est de montrer, sous des hypotheéses techniques que I'on conjecture étre superflues,
que cette correspondance s’étend en une correspondance

C

xaﬁ g s u’\C (v,c) u\c 7

C
}/ﬁ\\ ’ AN
8 A (v',a”)
LA = w\C ﬂ(/w\)* u\C
:/‘ o’ T
@ (v,0)™
C

ou les 2-fleches et 3-fleches a gauche du signe « — » sont des transformations lax
et des 2-transformations lax respectivement, et la 2-fleche a droite de ce signe est
une transformation oplax. Plus généralement, on conjecture que cette correspondance
s’étend en un oco-foncteur de Gray (voir la conjecture C.27).

11.1. Un lemme pour se ramener aux complexes dirigés augmentés

Le but de cette section est de démontrer un lemme technique qui nous permettra
de ramener les fonctorialités des tranches pour les oco-catégories aux fonctorialités
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analogues pour les complexes dirigés augmentés qu’on a établies dans le chapitre
précédent.

11.1.1. — Dans cette section, et uniquement dans celle-ci, nous utiliserons la théorie
du produit tensoriel de Gray telle qu’elle est rappelée dans I'appendice A. Si C' et D
sont deux oco-catégories, nous noterons C' ® D leur produit tensoriel (de Gray). Rap-
pelons (voir 'appendice B et plus particulierement le corollaire B.2.6) que la donnée
d’une transformation oplax entre deux oo-foncteurs de C vers D correspond a celle
qu'un oco-foncteur D; ® C'— D, ou D; désigne la oco-catégorie du paragraphe 4.1.

11.1.2. — Dans cette section, on fixe

’

K2 % K

deux morphismes de complexes dirigés augmentés et S un complexe dirigé augmenté.
A partir de ces données, on définit deux foncteurs de L\Cda vers Cqa :

(M,L % M)~ S®qg\M et (M,L% M)~ qq\M;

ainsi que deux foncteurs de v( L)\oo—Cat vers oo-Cat :
(Cr(L) 5 C) = () @ (g \C et (C,u(L) 5 C) o hu(g)\C-

Lemme 11.1.3. — On suppose que K, K', L et S sont des complexes de Steiner
forts et que ¢’ est une inclusion rigide ordonnée (voir le paragraphe 3.16). Alors, pour
tout morphisme

Q(Mva) . S ® ag/\M — a}g\]\4’7
naturel en (M, a) dans L\Cda; il existe un et un seul co-foncteur
Biew) :v(9) @ bw(g\C = bu(g)\C

naturel en (C,b) dans V(L)\oo—Cat, tel que, pour tout complexe de Steiner fort M
muni d’un morphisme a : L — M, le diagramme

v(S)® V(ag/\M) k. v(S® ag’\M) v(a(a,a)) V(ag\M)
9 olag)\PIVD) 5 o\

ou les isomorphismes verticaux proviennent de ceux de la proposition 10.1.9 et
désigne la contrainte du foncteur monoidal lax v (voir la proposition A.19), soit com-
mutatif.
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Démonstration. — Par adjonction, la donnée d’un oco-foncteur

Biew :v(S) @ by(g")\C = br(g)\C

est équivalente a celle d'un oco-foncteur

bv(g")\C — Homy,, (v(S), b (g)\C):

ol Hom,,, désigne le Hom interne a gauche du produit tensoriel, introduit au para-
graphe A.18. Par ailleurs, la sous-catégorie pleine de co-Cat formée des oco-catégories
de Steiner fortes étant dense dans oo-Cat (car elle contient ©, elle-méme dense dans
oo-Cat d’apres la proposition 4.6), la donnée d’un tel oco-foncteur est équivalente &
celle d’une application

HomOO'Cat(l/(T)v bV(g/)\C) — HomOO-Cat(V(T)7 mlax(”(s)7 bl/(g)\c)>7

naturelle en 7" dans la sous-catégorie pleine St de Cq, formée des complexes de
Steiner forts (en vertu de la pleine fidélité du foncteur v restreint aux complexes de
Steiner forts, voir le théoréme 2.11). Par adjonction, la donnée d’une telle application
correspond a celle d'une application

Homoe-cat (V(T), bu(g')\C) — Homee-cat(¥(S) @ v(T), b (9)\C),
ou, de nouveau par adjonction (voir le paragraphe 6.31), a celle d’une application
Hom, e oemcat (((K') 5 v(T), 1), (C. b(g))
— Hom,, ;)\ co-cat (V(K) % (v(S) @ v(T), 1), (C; bv(9))),

ou encore, en vertu de la propriété universelle de la somme amalgamée, a celle d’une
application

HomV(L)\OO_Cat((U(L) Hu(K/) (V(K/) * V(T)), 51), (C, b))
— Hom, ) ce-car((E) Ty ) (W(E) % (v(S) & (T))), 1), (C b)),
ol €; désigne la premiere inclusion canonique dans une somme amalgamée. Puisque
qu’on demande que le co-foncteur Sy soit naturel en (C,b) dans V(L)\oo-Cat, en

vertu du lemme de Yoneda, la donnée de I’application ci-dessus pour tout (C,b) est
équivalente a celle d'un oco-foncteur

V(L) Iy i) (v(K) * (v(S) @ v(T))) = v(L) Wyery (W(K') + v(T))

au-dessous de v(L), naturel en T dans Stg, ou, ce qui revient au méme, d’'un
oco-foncteur

v(K)x (v(S)@v(T)) — v(L) I,k (v(K") % v(T))
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faisant commuter le carré

v(K)

v(g)

toujours naturel en T dans St;.

En vertu de la stabilité des complexes de Steiner forts par produit tensoriel et
joint (proposition A.3 et corollaire 6.21) et de la compatibilité du foncteur v & ces
opérations (théoréemes A.15 et 6.29), le complexe K x (S ® T) est un complexe de
Steiner fort et on a un isomorphisme canonique

V(K)*w(S)@v(T)) ~v(Kx(S®T)).

De méme, le complexe K'xT est un complexe de Steiner fort et on a un isomorphisme
canonique
V(K% v(T) ~v(K'xT).

De plus, puisque, d’'une part, le morphisme ¢’ : K’ — L est une inclusion rigide
ordonnée par hypothese et, d’autre part, le morphisme ¢; : K/ — K’ x T est une
inclusion rigide ordonnée en vertu du corollaire 6.21, le théoréme 3.19 entraine que
la somme amalgamée L IIx: (K’ x T') est un complexe de Steiner fort et qu’on a un
isomorphisme canonique

V(D) k) (K" ) xv(T)) ~ v(L g (K'*T)).

Ainsi, puisque le foncteur v restreint aux complexes de Steiner forts est pleinement
fidele, la donnée du oo-foncteur B¢y, naturel en (C,b) dans V(L)\oo—Cat, est équi-
valente & celle d’'un morphisme

oy  Kx(S®T)— Lllg (K +T),

naturel en T dans Stg, faisant commuter le carré

K+(S®T)—X % LTk (K'+T)

K L
g

Nous allons montrer qu’un morphisme
aa) P S ®ag\M — ag\M,

naturel en (M, a) dans L\Cda, permet de définir un morphisme o/, comme ci-dessus.
En effet, par adjonction, le morphisme «(ys 4) correspond a un morphisme

ag/\M - mgda(sa (lg\M)a
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ou Hom%da désigne le Hom interne & gauche du produit tensoriel de Cq, (qui existe en

vertu du paragraphe 6.2). On dispose donc d’une application

Horn(jda (T, ag,\M) — Homcda (T, Hon']%da (S, ag\M))7

naturelle en T" dans Cq,, ainsi qu’en (M, a) dans L\Cda. Cette application correspond,
par adjonction, a une application

HOn’]Cd,dL (T, ag/\M) — Homcda(s ® CZ—‘7 ag\M),
ou, de nouveau par adjonction (voir la proposition 10.1.4), & une application
Hom e oo (K" * T, 11), (M, ag")) = Hom e ¢, . (K x (S @ T), 1), (M, ag)),

ou encore, en vertu de la propriété universelle de la somme amalgamée, a celle d’une
application

HomL\cda((L g (K'%T),e1),(M,a))
— HomL\cda‘((L g (K*x(S®T)),e1),(M,a)).

Ainsi, le lemme de Yoneda fournit un morphisme
Llg (K*x(S®T))— LUk (K'xT)
au-dessous de L ou, ce qui revient au méme, un morphisme
ap  Kx(S®T)— Lllg (K'xT)

faisant commuter le carré

Kx(S®T)—X % LTk (K'+T)

K L

g

Ce morphisme est naturel en 7" dans Cq,.

Ainsi, on a associé¢ a tout morphisme a(yz,q), naturel en (M,a) dans L\Cda, un
morphisme o/ naturel en T dans St; (et méme dans Cq,). Or, on a montré que la
donnée d'un tel ar. est équivalente & celle d'un oco-foncteur B¢, naturel en (C,b)
dans p(L)\oo-Cat. On vérifie que la maniere dont est défini S(cp) & partir de alp,
lui-méme défini & partir de a(yz,q), s’exprime par la commutativité du diagramme de
I’énoncé, d’ou le résultat. O

Remarque 11.1.4. — La construction du lemme précédent est naturelle en S au
sens suivant. Si

aq ol Sl (9 ag’\M — ag\M et as: SQ ® ag’\M — ag\M
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sont deux morphismes comme dans I’énoncé du lemme (en particulier, Sy et S sont
des complexes de Steiner forts) et que f : S; — S est un morphisme de complexes
dirigés augmentés rendant le diagramme

S1® ag/\M

f®ag\M ag\M
a2
S2 ® ag"\M
commutatif, alors le diagramme
v(S1) @ bu(g')\C

2

V(5 ®bu(g'N\C bv(g)\C

v(5) ® b (g NC ,

ou [ et By sont les oco-foncteurs associés par le lemme & «q et as respectivement,
est également commutatif. Cela résulte immédiatement de la propriété d’unicité du
oo-foncteur [y donnée par le lemme.

Les deux énoncés qui suivent sont des reformulations de ce lemme dans les cas
S = A(Dg) et S = A(D1), ot Dy et Dy désignent les co-catégories du paragraphe 4.1,
cas qui seront les seuls que nous utiliserons dans ce texte. Nous supposons, comme
dans le lemme, que les complexes K, K' et L sont des complexes de Steiner forts et
que le morphisme g’ est une inclusion rigide ordonnée.

Corollaire 11.1.5. — Pour tout morphisme
aara) *ag"\M = ag\M,
naturel en (M, a) dans L\Cda, il existe un et un seul oco-foncteur
Biew  bw(g)\C = br(g)\C

naturel en (C,b) dans v(L)\co-Cat, tel que, pour toul compleze de Steiner fort M
muni d’un morphisme a: L — M, le carré

v(o(n,a))

v(ag"\M) V(ag\M)

Nl f

v(ag\V(M) 5= y(ag)\V(M)

ot les isomorphismes verticaux sont ceuzx de la proposition 10.1.9, soit commutatif.
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Démonstration. — C’est ce qu’on obtient en reformulant le cas S = A(Dg) du lemme
précédent en utilisant le fait que A(Dg) et v(A(Dg)) =~ Dy sont les unités des produits
tensoriels sur Cq, et co-Cat respectivement (voir les paragraphes 6.1 et A.16). O

Corollaire 11.1.6. — Pour toute homotopie

O‘EM,@
/H\
ag\M_ Toge ag\M
\_/

A (M,a)

naturelle en (M, a) dans L\Cda; 1l existe une et une seule transformation oplax

Bie.
/H\
bu(gN\C  Agn b(g\C
S
Bc.v)

naturelle en (C,b) dans V(L)\oo-Cat, telle que, pour tout complexe de Steiner fort M
muni d’un morphisme a : L — M, le diagramme

V(CVZM,Q))
/T\
V(ag/\L) V(F(\O//I.a)) V(ag\L)
\_/

v(e(n,a))

Bl v(a))
T
I/(ag/)\y(L) A(UU‘@,V(Q)) V(ag)\y(L) ,
- Y

B(w(a),v(a))

ot les isomorphismes verticaux sont ceux de la proposition 10.1.9 et v(T'(ar,q)) désigne
la transformation oplax associée a I’lhomotopie I (pr 4y (voir le paragraphe B.4.6), soit
commutatif.

Démonstration. — C’est ce qu’on obtient en reformulant le cas S = A(Dy) du lemme
précédent en utilisant la description des homotopies en termes de produit tensoriel
par A(D;) (voir le paragraphe B.4.1), la description des transformations oplax et de
leurs composés avec un oo-foncteur en termes de produit tensoriel par v(A(D1)) ~ Dy
(voir le corollaire B.2.6 et la proposition B.2.11) et la description de la transformation
oplax associée & une homotopie (voir le paragraphe B.4.6). O

Remarque 11.1.7. — Lanaturalité en (C, b) dans v(L)\o0-Cat de la transformation
oplax A (¢ du corollaire précédent peut s’exprimer de la maniere suivante. Pour tout
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triangle commutatif

/N

C——F——C

de oco-Cat, le diagramme

Biow
— I
(g \C_ Agn bu(g\C
—
Bc.v)

BZC,,b/)
/H\
VN Bge Yo\
N S
Becr vy

ou les oco-foncteurs verticaux sont ceux induits par w vu comme morphisme de
V(K’)\oo-Cat et de V(K)\oo-Cat respectivement, est commutatif au sens ou on a

Uy * A(C,b) = A(C’,b’) * U .

La naturalité de I'homotopie I'(57,4) en (M, a) dans L\Cda peut s’exprimer de maniere
analogue.

11.2. oo-foncteur associé a un triangle

11.2.1. — Dans cette section, on fixe

K 4> K’
\ L /
un triangle dans la catégorie des complexes dirigés augmentés commutant a une an-
tihomotopie h de g vers ¢’ f pres.

Soit C' une oo-catégorie munie d’un oo-foncteur b : v(L) — C'. On souhaite associer
a ces données un oo-foncteur

(f:1,0)"  bw (g )\C = biv(g)\C

au-dessus de C. Nous y parviendrons sous ’hypothése que les complexes K, K’ et L
sont des complexes de Steiner forts et que le morphisme ¢’ est une inclusion rigide
ordonnée (voir le paragraphe 3.16).
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Notons que lorsque C = v(M) pour M un complexe dirigé augmenté et b = v(a)
pour a : L — M, on dispose bien d’un tel co-foncteur. En effet, on a un triangle

K—>K’

N

et donc, en vertu de la proposition 10.2.2, un co-foncteur

v((f,ah)*) : viag\ M) = v(ag\M)

qui, a travers les isomorphismes de la proposition 10.1.9, définit un co-foncteur comme
souhaité.

Théoréme 11.2.2. — On suppose que K, K' et L sont des complexes de Steiner
forts et que g est une inclusion rigide ordonnée. Soit C' une co-catégorie munie d’un
oo-foncteur b : v(L) — C. Il existe un et un seul oo-foncteur

(f: 1 0)" b (g)\C = br(g)\C,

naturel en (C,b) dans v(L)\co-Cat, tel que, pour toul compleze de Steiner fort M
muni d’un morphisme a: L — M, le carré

v((f,ah)™)
ag \M) _— V(ag\M)

o -
WD s v(ag) V(M)

ot les isomorphismes verticaux sont ceux de la proposition 10.1.9, soit commutatif.

Démonstration. — C’est ce qu’affirme le corollaire 11.1.5 pour

O(M,a) = <f7 (J,h)* : ag'\M — ag\Ma

dont la naturalité résulte immédiatement des formules du paragraphe 10.2.1. O

Remarque 11.2.3. — En déroulant la preuve du théoréme précédent (et donc celle
du lemme 11.1.3) et en utilisant les formules du paragraphe 10.2.1 définissant le mor-
phisme (f,ah)* : ag'\M — ag\M, on peut décrire le oo-foncteur (f,h,b)* de la
maniére suivante. Soit 7' un complexe de Steiner fort. Il suffit de décrire 'application

Home-cat (v(T), bz/(g’)\C) — Homo-car (v(T), by(g)\c)
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induite par (f,h,b)*. Or, on a des bijections naturelles
Homoe-cat ((T), b (g')\C) = Hom,, 1 1\ oo- cat (v(L g (K'xT)),v(e1)), (C,b))
C Homee-cat(V(L 1 (K'xT)),C),
Homeo-cat (V(T), b (9)\C) = Hom,, 4y oo~ cat (V(K * T'), v(11)), (C, br(g)))
C Homgo-cat(V(K + T), C),
ou €1 désigne la premiére inclusion canonique, et I’application
Homeo-cat (Y (T), bi(g')\C) — Homeo-cat (V(T), biv(¢)\C)
est induite par le morphisme
(f,h)* K *xT — L1k (K/*T)
défini de la maniere suivante :
9(x) siy =0
(f h)«(zxy) = .
f(x)xy+e(y)h(z) sinon,

ol on convient que f(@) = &, h(&) = 0 et e(y) = 0 si y n’est pas de degré 0. Nous
n’utiliserons pas cette description de (f, h,b)* dans la suite de ce texte.

11.2.4. — Considérons le cas particulier d’un triangle commutatif

K@K,

de complexes dirigés augmentés, c’est-a-dire le cas ou h est ’antihomotopie identité
de g = ¢’ f. On suppose que les complexes K, K’ et L sont des complexes de Steiner
forts et que le morphisme ¢’ est une inclusion rigide ordonnée.

Soit C' une oco-catégorie munie d’un co-foncteur b : (L) — C. On pose

c=bv(g) et ¢ =bv(g).
En vertu du théoreme 11.2.2, on dispose d’un oo-foncteur
(f,1g,0)" : d\C = ¢\C.
Par ailleurs, en considérant le triangle commutatif

v(K) —2 v(f) i)

\Ag
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obtenu un appliquant le foncteur v et en composant par b : v(L) — C, on obtient, en
vertu du paragraphe 6.38, un co-foncteur

v(f)*: \C — \C.

Proposition 11.2.5. — Les co-foncteurs (f,14,b)* et v(f)* du paragraphe ci-dessus
coincident.

Démonstration. — Il résulte de la définition de v(f)* : \C = \C (paragraphe 6.38)
que ce oo-foncteur est naturel en (C,b) dans v(L)\oo- Cat. Ainsi, en vertu de la carac-
térisation du oo-foncteur (f,1,b)* donnée par le théoréme 11.2.2, il suffit de vérifier,
pour tout complexe de Steiner fort M muni d’un morphisme a : L — M, la commu-
tativité du carré

v((filag)™)
viag\M) ———— v(ag\M)

”J f

viag)\v(M) T) v(ag)\V(M)
ol les isomorphismes verticaux sont ceux de la proposition 10.1.9, ce qui résulte de
la proposition 10.2.4. O
Remarque 11.2.6. — Si ’on ne suppose pas que le morphisme ¢’ est une inclusion

rigide ordonnée, le théoreme 11.2.2 ne fournit par de co-foncteur (f,14,b)*. Dans ce
cas, il sera parfois commode de définir ce oo-foncteur par ’égalité de la proposition
précédente :

(f:1g:0)" = v(f)".

Remarque 11.2.7. — 1l résulte de la proposition 11.2.5 et de la convention de la
remarque précédente que, si g : K — L est un morphisme entre complexes de Steiner

forts, en considérant le triangle
DK
——— K
lg,
\%‘7
dr, g
L ;

ou Dk et I désignent les uniques morphismes de source @ et de buts respectifs K
et L, le oo-foncteur

(DK,1e,,0)" 1 c\C = 2\C =C

est le co-foncteur d’oubli du paragraphe 6.38.
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11.3. Fonctorialité des oco-foncteurs associés aux triangles

11.3.1. — Soient g : K — L une inclusion rigide ordonnée entre complexes
de Steiner forts et C' une oo-catégorie munie d’un oo-foncteur b: v(L) — C. On
pose ¢ = bu(g).

Formons, comme dans le paragraphe 10.3.1, le triangle commutatif

K4>K

NS

A partir de ce triangle, en vertu du théoréme 11.2.2, on obtient un oo-foncteur
(1[{7 1g, b)* : C\C — C\C

Proposition 11.3.2. — On a (1x,14,b)* = lc\c-

Démonstration. — En vertu de la proposition 11.2.5, on a (1x,14,0)* = v(1x)*, ol
v(1k)* est le co-foncteur du paragraphe 6.38. Or, il est immédiat que v(1x)* est le
oo-foncteur identité. O

11.3.3. — Considérons maintenant un diagramme

K/

de complexes dirigés augmentés, ou h et h’ sont des antihomotopies de g vers ¢’ f et
de ¢’ vers g” f’ respectivement. On suppose que les complexes K, K', K" et L sont des
complexes de Steiner forts et que les morphismes ¢’ et g” sont des inclusions rigides
ordonnées.

Soit C' une oco-catégorie munie d’un co-foncteur b : v(L) — C. On pose

c=bv(g), ¢ =0bv(g) et " =bv(ig").

En composant le diagramme ci-dessus, on obtient un triangle

K—T1 g

N
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ot h'" est antihomotopie A’ f + h. En vertu du théoréme 11.2.2, on obtient donc un
triangle

’ 7h/ +},b*
e (F' .1 f+hb) 0\C

(f’,h’yk Ah,b)*
\C
de oo-foncteurs.
La proposition suivante affirme que ce triangle est commutatif.
Proposition 11.3.4. — On a (f,h,b)*(f',n,b)* = (f'f,h' f + h,b)*.

Démonstration. — Par définition, les co-foncteurs (f, h,b)* et (f/, h’, b)* sont naturels
en (C,b) et il en est donc de méme de leur composé (f, h, b)*(f’,h',b)*. Ainsi, en vertu
de la caractérisation du oco-foncteur (f'f,h'f+h,b)* donnée par le théoréme 11.2.2; il
suffit de vérifier I’égalité recherchée lorsque C' = v(M) pour M un complexe de Steiner
fort et b = v(a) pour a : L — M. Or, cette égalité résulte de la proposition 10.3.4

appliquée au diagramme
K-l ok Tk
ah’
A
M

Remarque 11.3.5. — Si h est ’antihomotopie 1,4, alors, avec le convention énoncée

1

dans la remarque 11.2.6, la conclusion de la proposition précédente reste valable sans
supposer que g’ est une inclusion rigide ordonnée. En effet, dans la preuve de la pro-
position, cette hypothése sur g’ n’est utilisée que pour justifier 'existence de (f, h, b)*
et sa naturalité en (C,b).

Proposition 11.3.6. — Le oco-foncteur
(fa h7 b)* : C/\C — C\C
du théoréme 11.2.2 est au-dessus de C. Autrement dit, le triangle

(F:h0)"
NC————c\C

N

ot U et U’ désignent les co-foncteurs d’oubli, est commutatif.
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Démonstration. — En appliquant la proposition 11.3.4 sous la forme donnée par la
remarque précédente au diagramme

DK f

%} K K’
1ZL h
m\/gJ / g
L

ou Iy, pour M un complexe dirigé augmenté, désigne I'unique morphisme de &

?

vers M, on obtient ’égalité
(B, 1e,,0)"(f,h,0)" = (DK, 1g,,b)".
Or, en vertu de la remarque 11.2.7, on a
(Pk,1p,,0)*=U et (Tg/,lg,,b)" =U’,

d’ou le résultat. O

11.4. Transformation oplax associée a un cone

11.4.1. — Dans cette section, on fixe un diagramme

de complexes dirigés augmentés, ot h et h’ sont des antihomotopies de source g et
de buts respectifs ¢'f et ¢'f’, k est une antihomotopie de f vers f’ et H est une
2-antihomotopie de g’k + h vers h’. On suppose que les complexes K, K’ et L sont
des complexes de Steiner forts et que ¢’ est une inclusion rigide ordonnée.

Soit C' une oo-catégorie munie d'un oo-foncteur b : v(L) — C. En vertu du théo-
reme 11.2.2 et de la proposition 11.3.6, on peut associer a ces données des co-foncteurs

(f R B) (' 1 0)" < b (g NC = bw(g)\C
au-dessus de C. Nous allons définir une transformation oplax

(f',h',b)*
/H\
gNC Gl hu(g)C
— vV
(f,h,b)*

au-dessus de C.



11.4. TRANSFORMATION OPLAX ASSOCIEE A UN CONE 145

Notons que lorsque C = v(M) pour M un complexe dirigé augmenté et b = v(a)
pour a : L — M, on dispose bien d’une telle transformation oplax. En effet, on a un
diagramme

%

et donc, en vertu de la proposition 10.4.2, une homotopie

(f',ah")"

ag"\M @ ag\M

(f.ah)”

Or, en vertu du paragraphe B.4.6, cette homotopie induit une transformation oplax
v((f',ah’)")
V(ag’\M)WV(ag\M) .

transformation oplax qui, a travers les isomorphismes de la proposition 10.1.9, définit

une transformation oplax comme souhaitée.

Théoréme 11.4.2. — Soit C une co-catégorie munie d’un co-foncteurd : v(L) — C.
1l existe une et une seule transformation oplax

(f',h )"
/H\
bu(g\C  REDT - bu(g)\C
S S ¢
(f,h,b)"

naturelle en (C,b) dans y(L)\oo-Cat (voir la remarque 11.1.7), telle que, pour tout
complezxe de Steiner fort M muni d’un morphisme a : L — M, le diagramme

v((f',ah’)")
g M) ) ag M)
v((f,ah)™)
(f;h' v (a))”
oDkl g o)
(fh,v(a))”
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ot les isomorphismes verticaux sont ceux de la proposition 10.1.9 et v((k,aH)*) dé-
signe la transformation oplaz associée a I’homotopie (k,aH)* par la construction du
paragraphe B.4.6, soit commutatif.

Démonstration. — C’est ce qu’aflirme le corollaire 11.1.6 pour
(f';ah")"

/H\
Lara = ag\M _ (aiD™ ag\M
\_/

(f,ah)*
dont la naturalité résulte immédiatement des formules du paragraphe 10.4.1. O
Remarque 11.4.3. — En déroulant la preuve du théoréme précédent (et donc celle

du lemme 11.1.3) et en utilisant les formules du paragraphe 10.4.1 définissant ’homo-
topie (k,aH)*, on peut décrire la transformation oplax (k, H, b)*, ou plus précisément
le oo-foncteur py(¢')\C' — HomlaX(Dl,by(g)\C) qui lui est associé (voir la proposi-
tion B.2.5), de la maniére suivante. Soit 7" un complexe de Steiner fort. Il suffit de

décrire 'application

Homoe-cat (V(T), bu(g')\C) — Homeo-cat(v(T'), Homy,, (D1, b (g)\C))
induite par ce oo-foncteur. Or, on a des bijections naturelles

Homee-cat (V(T), b (g')\C) = Hom, 1)\ sc-cat (v (L Lk (K'%T)),v(e1)), (C,b)),
ol €1 désigne la premiere inclusion canonique, et
Homeo- cat (v(T'), Hom,, (D1, bl/(g)\o))
~ Hom,, ey, oe-cat((V(E % (\(D1) & 1), v(11)), (C. bi(9)),

et I'application

Homeo-cat (V(T), br(g')\C) — Homeo-cat (v(T'), Hom,, (D1, b (g)\C))
est induite par le morphisme

(k,H)* K*()\(Dl) ®T) — L1k (K’*T)

défini de la maniére suivante :

(k,H)*(x*Q) :g(x)a
(k, H)o(x % (dg © ) = ['(2) %y + e(y) (x),
(k, H)o(x % (dg @ y)) = f(x) xy + e(y)h(z),

(k, H) (2% (dy @ y)) = k(z) x y + e(y) H (2),

ou d désigne la cellule principale de D; et ou, en plus des conventions du para-
graphe 11.2.3, on convient que k(@) = 0 et que H(&) = 0. Nous n’utiliserons pas
cette description de (k, H,b)* dans la suite de ce texte.
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11.5. Fonctorialités des transformations oplax associées aux cones

11.5.1. — Considérons un diagramme

K 4> K’
\ g /
de complexes dirigés augmentés, ot h est une antihomotopie de g vers ¢’ f. On sup-
pose que les complexes K, K’ et L sont des complexes de Steiner forts et que le

morphisme ¢’ est une inclusion rigide ordonnée.
Soit C' une oco-catégorie munie d’un co-foncteur b : (L) — C. On pose

c=bv(g) et  =bu(g).

A partir de ce diagramme, on peut former, comme dans le paragraphe 10.5.1, le
diagramme

On obtient donc, en vertu du théoreme 11.4.2, une transformation oplax (1¢,1,b)*
de (f, h,b)* vers (f,h,b)*.

Proposition 11.5.2. — On a (15,1,0)" = 1(44.p)--

Démonstration. — Le oo-foncteur (f,h,b)* est naturel en (C,b) par définition et il
en est donc de méme de sa transformation oplax identité 14 )+ (cela résulte for-
mellement du fait que les transformations oplax identité sont des identités pour la
composition horizontale par un oo-foncteur). Ainsi, en vertu de la caractérisation de
la transformation oplax (1,1, b)* donnée par le théoréme 11.4.2, il suffit de démon-
trer ’égalité recherchée lorsque C = v(M) pour M un complexe de Steiner fort et
b = v(a) pour a : L — M. Or, cela résulte de la proposition 10.5.2 appliquée au
diagramme

K—>K’

N

ainsi que de la proposition B.4.9 qui affirme que v envoie une homotopie identité sur
une transformation oplax identité. O
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11.5.8. — Considérons maintenant un diagramme

de complexes dirigés augmentés, ou h, h’ et h” sont des antihomotopies de g vers ¢’ f,
de ¢’ vers ¢’ f' et de ¢’ vers g” f” respectivement, k est une antihomotopie de f’ vers f”
et H est une 2-antihomotopie de g”’k + h’ vers h’”'. On suppose que les complexes K,
K’', K" et L sont des complexes de Steiner forts et que les morphismes ¢’ et ¢’ sont
des inclusions rigides ordonnées.

Soit C' une oco-catégorie munie d’un co-foncteur b : (L) — C. On pose

c=bv(g), d=bv(g) et " =buv(g").

A partir de ces données, comme dans le paragraphe 10.5.3 et avec les mémes no-
tations, en utilisant les théorémes 11.2.2 et 11.4.2, ainsi que la proposition 11.3.4, on
obtient deux transformations oplax

(f,h,0)" * (k,H,b)* et (kf,Hf,b)*

de (f"f,h"f 4+ h,b)* vers (f'f,h'f + h,b)*, qui sont deux oo-foncteurs de ¢'\C
vers C\C’.

Proposition 11.5.4. — On a (f,h,b)* x (k, H,b)* = (kf,Hf,b)*.

Démonstration. — Le oo-foncteur (f, h,b)* et la transformation oplax (k, H,b)* sont
naturels en (C,b) par définition et il en est donc de méme de la transformation oplax
composée (f,h,b)* x (k, H,b)* (cela résulte formellement de I’associativité de la com-
position horizontale d’un oco-foncteur et d’une transformation oplax). Ainsi, en rai-
sonnant comme dans la preuve de la proposition précédente, on se rameéne au cas ol
C = v(M) pour M un complexe de Steiner fort et b = v(a) pour a : L — M. Or, ce
cas résulte de la proposition 10.5.4 appliquée au diagramme

f//

jqu—— T e

ah’l
ah/ éaH
ag ag’ J

ah’

K//
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ainsi que de la proposition B.4.8 affirmant que v envoie le composé horizontal d’un
morphisme et d’une homotopie sur le composé horizontal du oco-foncteur et de la
transformation oplax associés. O

Remarque 11.5.5. — Pour les mémes raisons que celles données dans la re-
marque 11.3.5, si h est I’antihomotopie 14, la conclusion de la proposition précédente
reste valable sans supposer que g’ est une inclusion rigide ordonnée.

Proposition 11.5.6. — La transformation oplaz (k, H,b)* du théoréme 11.4.2
de (f',h',b)* vers (f,h,b)* est au-dessus de C. Autrement dit, on a [’égalité
Ux(k,H,b)" =1y, ou U : o\C — C et U : d\C — C désignent les oo-foncteurs
d’oubli.

Démonstration. — En appliquant la proposition 11.5.4 sous la forme donnée par la
remarque précédente au diagramme

ol Dy, pour M un complexe dirigé augmenté, désigne 'unique morphisme de @
vers M, on obtient I’égalité

(DK, 1g,,b0)" x (k,H,b)" = (1g,.,,11_ ,b)".

o’
Or, en vertu de la remarque 11.2.7 et de la proposition 11.5.2, on a
(gKﬂ ]-@Lab)* =U et (1@1(/7 llgL7b)* = 1(®K/,1@L,b)* = 1U’7

d’ou le résultat. O

11.5.7. — De méme, considérons un diagramme

f/

de complexes dirigés augmentés, ou h, h’ et h” sont des antihomotopies de g vers ¢'f,
de g vers ¢’ f’ et de ¢’ vers g” f respectivement, k est une antihomotopie de f vers f’
et H est une 2-antihomotopie de g'k+h vers h’. On suppose toujours que les complexes
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K, K', K" et L sont des complexes de Steiner forts et que les morphismes ¢’ et g”
sont des inclusions rigides ordonnées.
Soit C' une oco-catégorie munie d’un co-foncteur b : v(L) — C. On pose

c=bv(g), d=bv(g) et " =buv(g").

A partir de ces données, comme dans le paragraphe 10.5.5 et avec les mémes no-
tations, en utilisant les théoremes 11.2.2 et 11.4.2, ainsi que la proposition 11.3.4, on
obtient deux transformations oplax

(k, H,b)" * (f",h",0)" et (f"k,H+h"k,b)"
de (f"f/, 1" f' + ', b)* vers (f"f,h" f + h,b)*.
Proposition 11.5.8. — On a (k, H,b)* = (f",h",b)* = (f"k,H + h"k,b)*.

Démonstration. — La démonstration est une adaptation immédiate de la démonstra-
tion de la proposition 11.5.4, 'usage de la proposition 10.5.4 étant remplacé par celui
de la proposition 10.5.6. O

11.5.9. — Enfin, considérons un diagramme
f//

de complexes dirigés augmentés, ou h, h’ et h” sont des antihomotopies de g vers ¢’ f,

g' [ et ¢’ f" respectivement, k et k' sont des antihomotopies de f vers f’ et de f’

vers [ respectivement et H et H' sont des 2-antihomotopies de g’k + h vers h' et

de ¢'k’ +h' vers b respectivement. On suppose que les complexes K, K’ et L sont des

complexes de Steiner forts et que le morphisme ¢’ est une inclusion rigide ordonnée.
Soit C' une oco-catégorie munie d’un co-foncteur b : v(L) — C. On pose

c=bv(g) et  =bu(g).

A partir de ces données, comme dans le paragraphe 10.5.7 et avec les mémes no-
tations, en utilisant le théoreme 11.4.2, on obtient deux transformations oplax

(k,H,b)* o (K,H',b)* et (k' +k, H + H,b)*

de (f",h",b)* vers (f,h,b)* (la composition verticale des transformations oplax est
définie dans le paragraphe B.3.2).

Proposition 11.5.10. — On a (k,H,b)* o (k',H',b)* = (k' + k, H' + H,b)*.
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Démonstration. — Les transformations oplax (k, H,b)* et (k’, H',b)* sont naturelles
en (C,b) par définition et il en est donc de méme de la transformation oplax composée
(k,H,b)* o (K',H',b)* (cela résulte de la compatibilité entre la composition horizon-
tale par un oo-foncteur et la composition verticale des transformations oplax, voir
I’appendice C qui montre que les co-catégories, oo-foncteurs et transformations oplax
forment une sesquicatégorie). Ainsi, en raisonnant comme dans les démonstrations
précédentes, on se raméne au cas ot C' = v(M) pour M un complexe de Steiner fort
et b =wv(a) pour a: L — M. Or, ce cas résulte de la proposition 10.5.8 appliquée au
diagramme

f/”\
5 !
_——

K
fah“ > Mk

ah’s

ag

ot les 3-fleches sont, du bas vers le haut, les 2-antihomotopies aH et aH', ainsi que de
la proposition B.4.10 affirmant que v envoie le composé horizontal de deux homotopies
sur le composé horizontal des deux transformations oplax associées. O






APPENDICE A

PRODUIT TENSORIEL co-CATEGORIQUE

Le but de cet appendice est d’introduire le produit tensoriel de Gray et les Hom
internes a gauche et a droite correspondants, et de démontrer leurs principales pro-
priétés. La définition du produit tensoriel que nous adoptons est inspirée d’idées de
Steiner [32, Section 7).

A.1. — On rappelle qu’on a défini au paragraphe 6.2, selon Steiner, le produit ten-
soriel de deux complexes dirigés augmentés et qu’on obtient ainsi une structure de
catégorie monoidale bifermée sur la catégorie des complexes dirigés augmentés.

Si K et L sont deux complexes dirigés augmentés admettant des bases X et Y
respectivement, on vérifie immédiatement que le complexe dirigé augmenté K ® L
admet pour base ’ensemble

XY ={zoy|lrecX,yecY}

Lemme A.2 (Steiner). — Soient K et L des complezes dirigés augmentés d base.
Pour tout élément homogéne x de K et tout élément homogéne y de L, tout r > 0 et
e=0,1, ona
(z@y)y = > (), @ (y)ptemed?,
p+q=r
0<p<]zl, 0<q< |yl
Démonstration. — La formule est donnée dans [32, exemple 3.10] dans le cas ou =
et y sont dans la base de K et L respectivement. Elle se démontre par récurrence,
essentiellement comme la formule de notre lemme 6.14 O

Proposition A.3 (Steiner). — Si K et L sont des complexes dirigés augmentés
base unitaire (resp. d base fortement sans boucle), alors il en est de méme de K ® L.
En particulier, si K et L sont des complexes de Steiner forts, alors il en est de méme
de K® L.
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Démonstration. — Voir [32, exemple 3.10]. O

Remarque A.4. — En vertu de la proposition précédente (et du fait que le complexe
dirigé augmenté Z' du paragraphe 6.2 est de Steiner fort), la catégorie des complexes de
Steiner forts est une sous-catégorie monoidale de la catégorie monoidale des complexes
dirigés augmentés définie par le produit tensoriel.

Lemme A.5. — Soient f: K — K' et g: L — L' des morphismes entre complexes
dirigés augmentés a base et soient x un élément homogéne de K et y un élément
homogéne de L. On suppose qu’il existe un élément homogéne x' de K et un élément
homogéne y' de L tels qu’on ait

flx)) = (") et g((y) =)
Alors on a

(fog((zey) = (' ay).

Démonstration. — La preuve est une adaptation immédiate de la preuve de l'as-
sertion analogue pour le joint (lemme 6.16) en remplacant l'usage de la formule du
lemme 6.14 par celui de la formule du lemme A.2. O

Proposition A.6. — Si f: K — K' et g: L — L' sont deuz morphismes rigides
(voir le paragraphe 3.2) entre complexes dirigés augmentés a base, alors leur produit
tensoriel f@g: K Q@ L — K' @ L' est également rigide.

Démonstration. — Cela résulte immédiatement du lemme précédent. O

Proposition A.7. — Soient f : K — K' et g : L — L' des morphismes entre
complexes dirigés augmentés a base unitaire et soient x un élément de la base de K et
y un élément de la base de L. On suppose qu’il existe un élément x' de la base de K’
et un élément y' de la base de L' tels qu’on ait

v(f) (@) =1y et v(g)((y) = Ly,

/////

v(f®@9)((z@y) = Loay)-

En particulier, lorsque ' = f(z) et y' = g(y) vérifient les hypothéses ci-dessus, on a
v(f@g)(z@y)) = (f(z)©g(y)).

Démonstration. — Cela résulte immédiatement du lemme A.5. O
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Proposition A.8. — Soient K et L deuz complexes dirigés augmentés a base uni-
taire, x un élément de la base de K de degré i et y un élément de la base de L de
degré j. Notons z la cellule principale de D; et t celle de D;. Alors le diagramme

I/()\(Dz) & )\(DJ)) M I/(K ® L)

<Z®t>T %

Dit; ;

ot (x) : A(D;) = K et (y) : \(Dj) — L désignent les transposés de (x) : D; — v(K)
et (y) : D; = v(L) respectivement, est commutatif.

Démonstration. — 11 s’agit de montrer qu’on a

v((z) @ (1) (@ 1) =z ®y).

Cela résulte de la proposition précédente puisque, par définition, on a
v((@))((2) = (z) et v((y)((t) = (y). O

Proposition A.9. — Soient K un complexe de Steiner fort et F' : I — Cqa un
systéme de Steiner fort (voir le paragraphe 3.7). Alors le foncteur

KQF:I—Cqa
i—= K ®F(®i)
est un systéme de Steiner fort.

Démonstration. — Le foncteur F étant un systéme rigide, il en est de méme du
foncteur K ® F': i — K ® F(i) en vertu de la proposition A.6. Par ailleurs, puisque
d’apres la proposition A.3 les complexes de Steiner forts sont stables par produit
tensoriel, le foncteur K ® F' est a valeurs dans les complexes de Steiner forts. Enfin,
le foncteur K ® e admettant un adjoint a droite, il commute aux limites inductives.
Le morphisme canonique

@(K@F(z)) — K®th(z)

iel i€l
est donc un isomorphisme de complexes dirigés augmentés et, pour tout objet ig
de I, le morphisme canonique K ® F(ig) — hﬂieI(K ® F(i)) s’identifie & travers
cet isomorphisme au produit tensoriel K ® F(ip) —» K ® lim, F(i) de K et du
morphisme canonique associé & F'. On en déduit le résultat en invoquant de nouveau
les propositions A.3 et A.6. O

Corollaire A.10. — Si K est un complexe de Steiner fort, alors le foncteur
Cga — o0-Cat
L—v(K®L)
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commute auz limites inductives des systémes de Steiner forts.

Démonstration. — Puisque le foncteur v commute aux limites inductives des sys-
témes de Steiner forts (théoréme 3.8), assertion résulte de la proposition précé-
dente. O
Corollaire A.11. — Soit K un compleze de Steiner fort. Alors le foncteur

O — co-Cat

S — v(K @ \(S))

commute aux sommes globulaires.

Démonstration. — Cela résulte du corollaire précédent puisqu’en vertu de la propo-
sition 4.13, les sommes globulaires proviennent de systémes de Steiner forts. O
A.12. — Fixons K un complexe de Steiner fort. Soit C' une oo-catégorie. Nous

allons définir une oo-catégorie Hom,,, (v(K), C). Il résulte du corollaire précédent que

le foncteur
0° — &ns
S = Homeo-cat (W (K @ A(S)), C)
envoie les sommes globulaires sur des produits globulaires, au sens du paragraphe 4.8.
Ainsi, en vertu de ce méme paragraphe, ce foncteur définit une oo-catégorie et c’est

cette oo-catégorie qu’on notera Hom,,, (v(K),C). Autrement dit, avec les notations
du paragraphe 4.8, on pose

Hom, (v(K), C') = Homoo- cat (v (K © A(Ds)), C).

Explicitement, les i-fleches de Hom,, . (v(K), C') sont les co-foncteurs de v(K @ A(D;))
vers C.

Notons qu'un morphisme f : K — K’ entre complexes de Steiner forts induit, pour
tout oco-catégorie C, une application

Homoo-cat (W (K’ @ A(S)), C) = Homoo-cat (V(K @ A(S)), C),

naturelle en S dans ©. Ainsi, toujours en vertu du paragraphe 4.8, un tel morphisme
induit un co-foncteur Hom,, . (v(K’), C') — Hom,,. (v(K), C).

Proposition A.13. — Fizons K un complexe de Steiner fort. Pour tout compleze
de Steiner fort L et toute oco-catégorie C, on a une bijection

HOmoo-Cat(V(K ® L>7 C) =~ Homoo—Cat(V(L)v MIax(V(K)7 C))’

naturelle en L et C.
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Démonstration. — Si M est un complexe de Steiner fort et ¢ est un élément de la

base de M de degré i > 0, on notera, pour simplifier, ¢; = <t>§7 pour 0 < j < i (voir

le paragraphe 2.8 pour la notation (£)5).
On va produire des fonctions

¢ : Homyo-cai(V(K ® L), C) = Homo-cat(v(L), Hom,, (v(K), C))

et
¥ Homeo-cat (V(L), Hom,, (V(K), C)) = Homye-co:(v(K & L), C)

inverses I'une de 'autre.

Commengons par . Soit F : v(K ® L) — C un oo-foncteur. On défi-
nit un oo-foncteur ¢(F) : v(L) — Hom,, (v(K),C) de la maniére suivante.
Soit y:D; — v(L), pour i > 0, une i-flecche de v(L). On doit lui associer une
i-fleche p(F)(y) de Hom,,, (v(K),C), c’est-a-dire un co-foncteur v(K ® A(D;)) — C.
On pose

v(K®y
( )

P(F)(y) = v(K®\D;)) VKoL) 5,

ot on a noté § : A(D;) — L le transposé de y : D; — v(L). Le fait qu’on obtienne
bien ainsi un oco-foncteur résulte de la naturalité en D;, et plus généralement en S
dans O, du oo-foncteur ¢(F)(y). En particulier, pour x un élément de degré i de la
base de K, y un élément de la base de L et z la cellule principale de D;, on a, pour j
telque 0 < j<iete=0,1,

P(F)((9)({z @ 25)) = F((z @ yj)).

De plus, cette formule détermine ¢(F) de maniére unique puisque les oo-catégories
v(L) et v(K ® A(D;)) sont engendrées librement au sens des polygraphes par leurs
atomes en vertu du théoreme 2.12.

Définissons maintenant . Soit G : v(L) — Hom,,, (v(K),C) un co-foncteur. Il
s’agit de définir un oco-foncteur ¥(G) : v(K ® L) — C. En vertu du théoréeme 2.12,
la co-catégorie v(K ® L) est engendrée librement au sens des polygraphes par ses
atomes. Il suffit donc de définir (G) sur les atomes de v(K ® L) et de vérifier les
compatibilités aux sources et aux buts. Soient x de degré i dans la base de K et y de
degré j dans la base de L. On pose

(z®z] G({(y))

W@ (E@y) = Dy b u(Kk @ ADy) 2, ¢,

ou z" désigne la cellule principale de D;.

Vérifions maintenant les compatibilités aux sources et aux buts. Fixons m > 0
et supposons que les formules ci-dessus définissent bien un m-foncteur. Il s’agit de
montrer que, pour tous x et y comme ci-dessus avec i + 7 =m + 1, on a

P(G)(s((z@y))) = s((G)(z@y))) et P(G)(I({z®y))) =tH(G)({z®y))).
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Montrons la premiere égalité, la seconde se démontrant de maniére analogue. No-
tons z et 2’ les cellules principales respectives de D; et D;. Puisque la oco-catégorie
v(A(D;) @ A(D;)) est engendrée librement au sens des polygraphes par ses atomes,
en vertu de la proposition 1.5, ses atomes ’engendrent également par compositions
et il existe donc une formule x exprimant la source de (z; ®z§> en fonction des
(@2 ) avec 0 < k< i, 0 <1< j, k+1<i+j,e=01ete =01 On
notera x[(zf ® z¢')] Pévaluation de la formule x en les éléments 2§ ® 2. On a donc
s((z: ® 27)) = x[(2f ® 2€")]. Plus généralement, il résulte de la proposition A.8 que la
méme formule x permet de calculer la source d’'un atome (m ® n), ot m est de degré
et n de degré j, d’un produit tensoriel quelconque de complexes dirigés augmentés a
base unitaire M et N. On obtient ainsi

Y(G)(s((z @) = ¥(G) (x[(zf © yi )])
= X[¥(G)((z§ @ ¥5 )]
(car ¥(G) est un m-foncteur et k +1 <i+j=m+1)
= x[G(y ) (g @ 2)],

ou 2z désigne la cellule principale de Dy, cette derniére égalité résultant de la définition
de ¥(@G). Par ailleurs, on a

G (i ) ((ah © ') = G (k@ 47)).
En effet, pour ¢/ =0, on a
Gy (27 @ =) = Glsi((y)) ((af ® 21'))
= s:(G((y) (2} @ 2]'))
= G((y) (V(K @ A(07)) (2} © 7))
(par définition des sources des cellules de Hom,, (v(K),C))
= G((y) (=}, @ 2%)),
la derniére égalité étant conséquence de la proposition A.7 puisque o} ((z]')) = (2]°).
La démonstration dans le cas ¢’ = 1 est analogue. En insérant cette égalité dans notre
calcul précédent, on obtient
V(@) (s({z®@y))) = x[G((y ) ({zf, ® 2))]
(W) (25 @ 2))]
(a5, ® 27)])

(car G({y)) est un oo-foncteur)
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la derniére égalité résultant de la définition de (G), ce qui achéve de montrer
que (G) est bien un oo-foncteur.

Enfin, vérifions que ¢ et 1 sont bien des bijections inverses I'une de 'autre. Soient
F:v(K®L)— CetG:v(L)— Hom,, (v(K),C) deux oo-foncteurs. On a, avec les
notations précédentes,

Yo(F)((z®y)) = o(F) (W) ((z @ 25)) = F((z @ y))
et
PP (G) () ((z ® 25)) = (G)((z @ y5)) = G((9) ((z © 25)).
Les oo-foncteurs ¢o(F') et F' (resp. les co-foncteurs pip(G) et G) coincident donc sur
les atomes et sont donc égaux, ce qu’il fallait démontrer. O

A.14. — Soit L un complexe de Steiner fort. On montre de méme que le foncteur
Cga — 00-Cat
K—v(K®L)
commute aux limites inductives des systemes de Steiner forts. On en déduit que le
foncteur
0° — &ns
S = Hom oo cat (V(A(S) ® L), C)
envoie les sommes globulaires sur des produits globulaires. On définit alors,

comme dans le paragraphe A.12, pour toute oo-catégorie C, une oo-catégorie
Hom 1. ((L), C) en posant

Hom o1, (v(L), €) = Homoo- car (v (A(Ds) © L), C).

On montre, comme dans la proposition précédente, que, pour tout complexe de Steiner
fort K et toute co-catégorie C', on a une bijection

HomOO‘CGt(V(K ® L)’ O) = HomOO‘C(lt(V(K)a mOplax(V(L)? C))?
naturelle en K et C.

Théoréme A.15. — Il existe une et une seule (a4 unique isomorphisme monoidal
prés) structure de catégorie monoidale sur co-Cat de produit

® : 00-Cat x co-Cat— oco-Cat
(A, B) — A®B

ayant les deux propriétés suivantes :

(a) le foncteur vigy, : Sty — oo-Cat, ot la catégorie des complexes de Steiner

orts Sty est munie de la structure de catégorie monoidale définie par le pro-
ts Sty est je de la structure de catégori idale défini l

duit tensoriel, s’étend en un foncteur monoidal ;
e foncteur ® : 0o-Cat X 0o-Cat — 0o-Cat commute auzx petites limites inductives

b) 1 t Cat Cat Cat t tites limites inducti
en chaque variable.
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De plus, cette structure monoidale est bifermée.

Démonstration. — L’assertion résulte du théoreme 5.3 appliqué a C = oco-Cat et D la
catégorie des co-catégories de Steiner fortes (voir le paragraphe 2.15) munie du produit
tensoriel (par l'identification de cette sous-catégorie & celle des complexes de Steiner
forts), la petite sous-catégorie dense étant la catégorie ©. En effet, les hypotheses de ce

théoréme sont précisément le contenu de la proposition A.13 et du paragraphe A.14.
O

A.16. — On appellera produit tensoriel de Gray ou plus simplement produit tensoriel
le produit monoidal

® : 0o-Cat x co-Cat — oo-Cat

défini dans le théoréme précédent. Si K et L sont des complexes de Steiner forts, on
a, en vertu de ce méme théoréme, un isomorphisme canonique

VIK)@v(L) ~v(K®L).

En particulier, si S et T sont deux objets de ©, puisqu’en vertu de la proposition 4.13
ona S ~vA(S)et T ~vA(T), on obtient un isomorphisme canonique

S®T ~ v(\(S) @ MT)).

Plus généralement, si A et B sont deux oco-catégories, on a des isomorphismes cano-
niques
A® B ~ lim ST ~ lim v(A(S) @ A(T)).

S—A€O/4 S—A€6/4

T—BeO/p T—Be©/p
En effet, puisque la catégorie © est dense dans oco-Cat, toute co-catégorie est limite
inductive canonique d’objets de ©. La formule résulte alors du fait que le produit
tensoriel commute aux limites inductives en chaque variable.

Notons que 'unité du produit tensoriel est I'image par v du complexe dirigé aug-

menté Z' du paragraphe 6.2, c’est-a-dire la oo-catégorie finale Dg. Si A est une
oo-catégorie, on a donc

Remarque A.17. — Le produit tensoriel défini au paragraphe précédent coincide
avec celui introduit par Al-Agl et Steiner dans [1] et étudié par Crans dans [18]. En
effet, le produit tensoriel étudié dans ces textes commutant aux limites inductives en
chaque variable, il suffit de vérifier que les deux produits tensoriels coincident sur une
sous-catégorie dense de oco-Cat. On peut vérifier que c’est le cas pour la sous-catégorie
pleine des cubes, c’est-a-dire des objets de la forme A; ® --- ® Ay, ou A; apparait n
fois avec n > 0.
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A.18. — En vertu du théoréme A.15, la structure de catégorie monoidale définie
par le produit tensoriel est bifermée. On obtient donc des foncteurs

Hom : 00-Cat® x co-Cat — oo-Cat et Hom,, : 00-Cat® x co-Cat — co-Cat

oplax

vérifiant, pour toutes oo-catégories A, B et C,

Homee-cat(A ® B, C) ~ Homyo-cat(A, Hom B,())

oplax(

et
Homoo-Cat(A ® B, C) ~ Homoo— Cat(B; HoJ];lx(Av C))a

et ce de maniére naturelle en A, B et C. En particulier, pour tout i > 0, on a

Hom A, B); = Homoo-cat(D; ® A, B)

oplax(
et
Hom,,.(A, B); = Homs-cu:(A @ Dy, B).
Notons que, dans le cas ot A est de la forme v(K) pour K un complexe de Steiner

fort, la oo-catégorie Hom,,. (v(K),C) que l'on vient d’introduire coincide, en vertu
de la proposition A.13, avec celle définie dans le paragraphe A.12. De méme pour le

foncteur Hom défini au paragraphe A.14.

oplax
Proposition A.19. — Les foncteurs
A:oo-Cat — Cqa et v :Cqy — 00-Cat

sont monoidal et monoidal lax respectivement, les catégories co-Cat et Cq, étant toutes
deux munies des structures de catégorie monoidale définies par le produit tensoriel.

Démonstration. — La démonstration est une adaptation immédiate de la preuve de
lassertion analogue pour le joint (proposition 6.34). O

Proposition A.20. — Soient K et L deux complezes dirigés augmentés. Les appli-
cations

(K®L), = (L®K),
rTRQyY—=yr
pour p = 0, définissent des isomorphismes

(KRL)P ~LP®K® et (K®L)®~L°®K®.

En particulier, les applications identité de (K ® L),, pour p > 0, définissent un
isomorphisme

(K®L)° ~ K°® L°.
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Démonstration. — Commengons par démontrer le résultat pour le dual impair. La
compatibilité aux augmentations, aux sous-monoides de positivité et la bijectivité
sont évidentes. Il s’agit donc de vérifier la compatibilité aux différentielles. Notons
s:r®y— y®x application de ’énoncé. Pour tout élément homogene de K ® L
de la forme z ® y et de degré au moins 1, on a, en notant d’ les différentielles dual
impair,
sd'(z@y) = (—1)*HWsd(z @ y)
= (-1l s(dr @ y + (—1)lz @ dy)
= (=D)l#H Wy @ de + (=) dy @ =
et
ds(z@y) =dyoz)=dyez+(-1)"yodz
= (-)¥dy @ = + (-1)VHlely @ d
= (=)= ly @ de + (—1)¥dy ® =,

d’ou le premier isomorphisme. Le résultat pour le dual pair se démontre de maniere
analogue : en notant d’ les différentielles dual pair, on a

sd (z@y) = (1) sd(z @ )
= (D)l g(dr @ y 4+ (—1)*lz @ dy)
= (=)l @ dp + (—1)H gy @ o
et
ds(z@y)=dyez)=dyoz+(-)yedz
= (_1)Iy\+1dy Q1+ (_1)\y|+\x|+1y ® da
= (_1)|w\+|y\+1y ® dz + (_1)\y|+1dy ®z,

et on obtient ainsi le deuxiéme isomorphisme. Le troisieme se déduit des deux pre-
miers : I'application s o s, qui n’est autre que 'identité, définit un isomorphisme

(A ® B)o — ((A ® B)op)co ~ (Bop ® Aop)co ~ (Aop)co ® (Bop)co =A°®B°. O

Remarque A.21. — Outre la dualité triviale, les dualités considérées dans 1’énoncé
précédent sont les seules pour lesquelles on a des isomorphismes de ce type.

Proposition A.22. — Soient A et B deux oo-catégories. On a des isomorphismes
naturels canoniques

(A B)P ~ B’ @ A’ et (A® B)® ~ B ® A®.
En particulier, on a un isomorphisme naturel canonique

(A® B)° ~ A°  B°.
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Démonstration. — La preuve est une adaptation immédiate de la preuve de ’asser-
tion analogue pour le joint (proposition 6.35) en remplagant 'usage de la proposi-
tion 6.10 par celui de la proposition A.20. O

Proposition A.23. — Soient A et B deux oo-catégories. On a des isomorphismes
naturels canoniques

Hom 10 (A, B)°P =~ Hom,, (A", B°P),
(A, B)*® ~ Hom,,, (A°°, B®),

(A,B)° ~ Hom (A°, B°).

—oplax
Hom 1«

Hom

oplax oplax

Démonstration. — Notons D la dualité paire ou impaire. Pour toute oo-catégorie C,
on a

Hom - cat (C, D(Hom (A, B))

oplax

(4, B))) ~ Homoo-cat (D(C), Hom 1,
~ Homuo-cat(D(C) ® A, B)
(par adjonction)
~ Homo-cat(D(D(C) ® A), D(B))
~ Homeo-cat(D(A) ® C, D(B))
(en vertu de la proposition précédente)

=~ Hom - cat(C, Hom,, (D(A), D(B))),

d’ou les deux premiers isomorphismes. Le troisieme en résulte :

HO7mop1ax(A'7 B)O = (moplax(Aﬂ B)Op)co
= 7Hom1ax (Aop’ Bop)co
= HO7rnoplax((Iqop)cov (Bop)CO)
=~ Hom, (A%, B°). O
Proposition A.24. — Soient p,q > 0 deux entiers. Si A est une p-catégorie et B

une q-catégorie, alors on a un isomorphisme canonique
A® B ~ hgq S®T.
(8,8—A)€O, /4
(T,T—>B)€@q/3

En particulier, le produit tensoriel de A et B est une (p + q)-catégorie.

Démonstration. — La preuve est une adaptation immédiate de la preuve de ’asser-
tion analogue pour le joint (proposition 8.5). O
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Dans la suite du chapitre on fize un entier n > 0.

A.25. — Soient A et B deux n-catégories. On appelle produit tensoriel n-catégorique
de A et B la n-catégorie

A®, B=r1L,(A®B).
Cette opération définit un foncteur
n-Cat x n-Cat — n-Cat
(A, B) — A®, B.

Lemme A.26. — Soient K et L deux complezes dirigés augmentés. Les morphismes
canoniques K — Tign(K) et L — 7L, (L) induisent un isomorphisme

Ten(K ® L) = 74, (15, (K) ® 74, (L)).

Démonstration. — La preuve est une adaptation facile de la preuve de l’assertion
analogue pour le joint (lemme 8.7). O

Proposition A.27. — Soient A et B deux oo-catégories. Les oo-foncteurs cano-
niques A — 7L, (A) et B — 7L, (B) induisent un isomorphisme

Ten(A® B) = 74, (16, (A) @ 7¢,,(B)).

Démonstration. — La preuve est une adaptation immédiate de la preuve de ’asser-
tion analogue pour le joint (proposition 8.8). O

Proposition A.28. — La structure de catégorie monoidale sur co-Cat définie par le
produit tensoriel induit une structure de catégorie monoidale sur n-Cat pour le produit
tensoriel n-catégorique.

Démonstration. — La preuve est une adaptation immédiate de la preuve de l’asser-
tion analogue pour le joint (proposition 8.9). O
Proposition A.29. — Soit B une n-catégorie. Pour toute oco-catégorie A, les
oo-catégories Hom 1. (A, B) et Hom,, (A, B) sont des n-catégories.

Démonstration. — La preuve est une adaptation immédiate de la preuve de ’asser-
tion analogue pour le joint (proposition 8.11). O
Proposition A.30. — La structure de catégorie monoidale sur n-Cat définie par le

produit tensoriel n-catégorique est bifermée, ses Hom internes étant donnés par les

restrictions de Hom,, . et Homy, d n-Cat.

Démonstration. — La preuve est une adaptation immédiate de la preuve de ’asser-
tion analogue pour le joint (corollaire 8.13). O
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A.31. — Pour n = 1, le produit tensoriel 1-catégorique n’est autre que le produit
cartésien. En effet, le produit tensoriel 1-catégorique comme le produit cartésien com-
mutant aux limites inductives en chaque variable, il suffit de démontrer que ces deux
foncteurs coincident sur une sous-catégorie dense de Cat. On peut le vérifier pour la
sous-catégorie pleine de Cat formée des Ay x - --x Ay, ou A; apparait n fois avec n > 0.
Il s’agit alors de montrer qu’on a Tigl(Al ®---®A1) = Ay x -+ x Ay, ce qu’on vérifie
sans difficulté en utilisant les complexes dirigés augmentés.

De méme, si n = 2, on peut démontrer que le produit tensoriel 2-catégorique est le
produit tensoriel introduit par Gray dans [22]. Comme ci-dessus, il suffit de démontrer
qu'on a TiQ(Al ® - QA) ~A Qg Qg A1, ol ®g désigne le produit tensoriel
de [22], ce qu’on peut également faire en utilisant les complexes dirigés augmentés.






APPENDICE B

COMPLEMENTS SUR LES
TRANSFORMATIONS OPLAX

Dans cet appendice, on montre que les transformations oplax entre oco-foncteurs
de C vers D, définies par des formules explicites au paragraphe 1.9, sont en corres-
pondance canonique avec les co-foncteurs de D; ® C' vers D. On étudie par ailleurs
le lien entre D; ® C, Dy x C' et une suspension XC' de C.

B.1. Description de la co-catégorie des cylindres

Si C est une oo-catégorie, le paragraphe A.18 permet de définir une oo-catégorie
Hom,,. (D1, C). Le but de cette section est de décrire explicitement cette co-catégorie.

B.1.1. — Fixons ¢ > 0. Nous allons commencer par décrire la (i + 1)-caté-
gorie D7 ® D;. On notera a la cellule principale de D; et = celle de D;. En vertu de
la proposition 4.13 et du paragraphe A.16, on a

Par ailleurs, les paragraphes 4.10 et A.1 montrent que le complexe A(D;) ® A(D;) a
pour base I’ensemble formé des

@, ay®r, a® g,
ot k varie entre 0 et i, et € = 0,1 (en se souvenant que z? = z}).
Proposition B.1.2. — Pour tout k tel que 0 <k <i,e=0,1ete’'=0,1, ona
s((af ®27)) = (a§ ®@af_y) et t((af ® 7)) = (0§ ®wi_y).

Démonstration. — Cela résulte immédiatement de ’égalité

d(af ®af) = af ®d(z}) = af ®x}_; —af ®a)_;. O
Lemme B.1.3. — Pour tout k tel que 0 < k <1, =0,1, toutl tel que 0 <1 < k+1
ete’ =0,1, on a

(a@af)i =af @] +a@z ],



168 APPENDICE B. COMPLEMENTS SUR LES TRANSFORMATIONS OPLAX

oun vaut € si k =1 et &' sinon, en convenant que 2°, = 0 = x' . En particulier,
on a
ene’ _ & n
(a® %)y =af @x].
Démonstration. — En vertu du lemme A.2 et de la convention de I’énoncé pour le

casl =0, o0n a
(a@aR)i = (@)f ® @i + (@ ® @) =af ®af +a®a7

ce qu’on voulait démontrer. O
Proposition B.1.4. — Pour tout k tel que 0 < k<iete=0,1,0na

s((a®af)) = (@ ah_y) kamr - %1 (2 ® ab) ¥ (a) @ )
et

t{a®5)) = (ah ® 5) 0 (0 @ 2Q) w1 -yt (@@ a_,).
Démonstration. — C’est le cas | = k du lemme plus général suivant. O
Lemme B.1.5. — Pour tous k,l tels que 0 <1< k<iete=0,1, ona

si{a®@af)) = (a@aj_y) i1+ +1 (a @ x5) %o (ap ® 1)
et

ti((a @ 25)) = {ag @ 2]") %0 (@ ® xg) *1 -+ x—1 {a @ 2]_y),
ou ny et ny valent e stk =1 et 0 et 1 respectivement sinon.
Démonstration. — On va démontrer les deux égalités simultanément par récurrence
sur [. Pour [ = 0, en vertu du lemme B.1.3, pour ¢’ = 0,1, 0ona (a ® zi)ﬁl = agl Ry
et donc

so{a®a})) = (g ®ag°) et to({a®xf)) = (ag @ ag).
Supposons maintenant I’égalité démontrée au rang [ — 1 et montrons-la au rang [ < k.
Par la proposition B.1.2 et I’hypothése de récurrence, on a

i ((a®@aj_y) xi—g - %1 (a® x5) *o (ag ® 2]°))
= (a@ay_y) %12 -+ %1 (a @ xp) %o (a) @ x]_y)
=si-1({a @ 2_y))
et
si—1((ag © &) %0 (a @ x) #1 -~ %12 (a @ 27_,))
= (ap @ 2]_1) %o (a @) %1 -~ %12 (a @ z]_y)
=ti-1((a @ a7_y))
et les cellules
u=(a®@xj_y)x1 ((a@a_s) %21 (a®xp) %o (ag © 2]°)),

v=({ad ®@a]") %o (a @) *1 - x_2 (a®@a] 5)) %1 (a @] ;)
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sont donc bien définies. Par ailleurs, en utilisant le lemme B.1.3, on obtient
w=a®rj_y+ag @) = si({a®af)),
et de méme
y=a@z" +a®a] =t((a®ap)).
Pour conclure, il suffit donc de montrer qu’on a, d’une part,
s(si({a®@x))) = s(u) et t(si((a®@af))) = t(u)
et, d’autre part,
s(ti({(a®xp))) = s(v) et t(ti((a ®x))) = t(v).
Or, en utilisant 'hypothése de récurrence, on a
s(si{a @ ay))) = si-1({a @ x7))
= (a@@_y) 51—z -+ %1 (a @ xg) %o (ag @ x]_y)
=sic1((a®z]_1) xm1 (@@ x]_o) :1—2 -+ %1 (a @ xh) *o (a) ® 2]°))
= s(u),
— ti1((a @ af))
= (ap ® 27_1) %o (a @ xg) *1 -+ ¥z (a @ 7]_y)
=ti1((a®a;_y))
=ti1({a@zi_y) xio1 (@ @ ay_y) %10 - %1 {a © ap) %0 (ag ® 2]°))
— t(u),
s(ti(a®@ap))) = si-1((a © z3))
= (a®@xj_y) 12+ %1 {a ® ag) %o (ag @ x]_y)
si-1((a@ai_y))
si—1({ag @ 2") %0 (a @ 2g) *1 -+ %12 (a @ 2]_o) %11 (a @ 2]_4))

= s(v)

t(si1((a @ x}))

~—

et
tti((a®ay))) = ti-1({a ® 2f))
= (ap ® x7_1) %o (a @ ag) *1 -+ ¥z (a @ x]_y)
= ti-1({ag ® 2]") %0 (@ @ ag) ¥1 -+ %12 (A @ ]_5) ¥1-1 (@ @ 2]_y))
= t(v),
d’ou le résultat. O
Proposition B.1.6. — Soit C une co-catégorie. Fizons

— ¢ et d deux i-fleches de C ;
— pour tout k tel que 0 < k < i ete = 0,1, o une (k+1)-fléche de C, avec o = o,
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vérifiant les égalités
ey 1 1 & t t £\ ds 0 0
s(af,) = ap_q *k—1 - k1 og*ocr, et tlaf) =dj ko o) k1 kp—1 Qp_q,

o, pour e = c¢,d, on a posé

. {sk(e) sie =0,
€L =

tr(e) sie=1.
Alors il existe un et un seul co-foncteur h: D1 ® D; — C' tel que
c=h({ag@w;), d=h((gg®@a;) et af=h({a®af)),
pour tout k tel que 0 < k <iete=0,1.

Démonstration. — En vertu du théoréme 2.12, la co-catégorie v(A(D1) ® A(D;)), iso-
morphe a la co-catégorie D1 ® D;, est engendrée librement par ses atomes au sens des
polygraphes. On conclut alors comme dans la preuve de la proposition 9.6 en utilisant
les propositions B.1.2 et B.1.4. O

B.1.7. — Soit C' une oo-catégorie. Par définition (voir le paragraphe A.18), les
i-fleches de Hom,,, (D1, C)) correspondent aux oco-foncteurs h : D; ® D; — C. En vertu
de la proposition précédente, un tel co-foncteur est déterminé par un triplet (¢, d, a),
ou c et d sont des i-fleches de C et o est une famille de cellules af de C, pour 0 < k < ¢
0 1

et ¢ =0,1, avec o = o5,

1 1 0 0 ;
QF 1y kg1 k1 Qg Ko Cp —> df ko Qg *1 - *xg—1 0y, (k+ 1)-fleche,
ol, pour ¢ = ¢,d, on a posé
o sp(e) sie=0,
kT .
tr(e) sie=1.

Dans la suite de cette section, on identifiera les i-fleches de Hom,, (D1, C) avec de
tels triplets (c, d, ). On notera a; pour af = a.
Voici une représentation graphique des objets, des 1-fleches et des 2-fleches

de Mlax(Dl5 C) .

o
¢
(=)
Jﬁ
[¢)
o
¢
(=)
(e}

[e3] YV &
o0 o8| e o8| VN, ab
Dot

g - A
’ dy ———dy do _dv . do

Le but de la suite de cette section est de décrire la structure de oo-catégorie
de Hom,,. (Dy,C) en termes des (¢, d, o).
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B.1.8. — En vertu de l'adjonction définissant la oco-catégorie Hom;,, (D1, C), les
sources, buts, identités et compositions de cette oo-catégorie sont induits par les

oo-foncteurs

Di®o;:D1®D;_1 D1 ®D; pour ¢ > 1,
Di®7m:Di®D;—1 —D; ®D; pour ¢ > 1,
Di®k; : D1 ®Djy1 =+ D1 ®D;y pour ¢ > 0,
D, ®V§1D1 ®D; — (D1 ® D) lIp, @b, (D1 ® D;) pour ¢ > j >0,

ol oy, T;, K; et V; désignent les co-foncteurs des paragraphes 4.1 et 4.3, et ol on a
identifié (D1 ® Dl) HD1®Dj (D1 X Dl) et D1 X (Dz HD]. Dl)

Nous allons commencer par décrire concretement les morphismes Dy ® 0;, D1 ® 7;
et D1 ® ;. On note toujours a la cellule principale de D;.

Proposition B.1.9. — Fixons i > 1 et notons x la cellule principale de D;_1 et y
celle de D;. Alors le co-foncteur D1 ® 0; : D1 ® D;_1 — D1 ® D; est donné par

af{@yi) pour0<k<i—1,e=0,1ete =0,1,

=

o
b2
8
>0

(

<Cl8, ® yio—1> pour 6/ = Oa 1)

(a ®yp) pour0 < k<i—1ete=0,1,
(

De méme, le co-foncteur D1 @ 7, : D1 ® D;_1 — D1 ® D; est donné par

(ao ®z>r—><a0 ® Yi) pour0 <k<i—1,e=0,1ete =0,1,
(af @ zi1) — (af @yl ;) pour e’ =0,1,
(a®zf) — (a®y) pour 0 < k<i—1ete=0,1,
< a® x;— 1> = <a’®yz 1>
Démonstration. — Cela résulte immédiatement de la proposition A.7 et des formules

. (y5) si0<k<i—1, . (y5) si0<k<i—1,
oi(zi) =1 % L et 7i((z) =1 "} L
(yg_1) sik=1i-1, (yj_y) sik=1i—1,

pour € =0, 1. O
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Proposition B.1.10. — Fizons i > 0 et notons x la cellule principale de D;y1 ety
celle de D;. Alors le co-foncteur D1 @ k; : D1 ® Djp1 — D1 ® Dy est donné par

<a6l®xz>l—><a8/®y,§> pour 0 < k<i,e=0,1ete =0,1,

(af @ a5) v (af @ 1) poure =0,1 et =0,1,
<a0 ® Tiy1) > 1<a Qi) pour e’ =0,1,
(a®xf) — (a@yL) pour 0 <k <iete=0,1,
< f> < ® yl> pour e =0, 1,

(a ®xiq1) — Lagy:)-
Démonstration. — Cela résulte immédiatement de la proposition A.7 et de la formule
(ye) si0<k<i,
ri((@h)) = § (wa) stk =1,
Ly sik=i+1,
pour € =0, 1. O]

B.1.11. — Fixons maintenant j tel que 0 < j < 4. Nous allons décrire explicitement
le oo-foncteur

D ® V; :Di®D; - Dy ®D; HD1®Dj D; ® D;.
Nous noterons z la cellule principale de 1'objet D; apparaissant dans la source
de D; ® Vé-, et y et z les cellules principales des objets D; apparaissant de gauche a
droite dans le but de D; ® V;

En vertu du paragraphe 4.11 et avec ses notations, une base du complexe dirigé
augmenté
)\(Dl & Dz HD1®Dj D]_ ® Dz) ~ )\(D1> & )\(Dz HDJ- Dz)
est donnée par les
(0§ ®45), (af ©20), (@), (a®2),

pour 0 < k <i,e=0,1et & =0,1, modulo les identifications

Y; :Zjl, yp=2z2; pour0<k<jete=0,1,

ainsi que les identifications triviales ¢ = y} et 2¥ = z}.

Lemme B.1.12. — Pour tout k tel que j <k <i ete=0,1, la (k+ 1)-fleche
((ag @ y}i1) *o (a @ 20) %1+ j-1 (a @ 27_1) %; {a ® 27))
w1 ((a®YE) #5 (a®yj 1) -1 %1 (a ® yp) *o {ag @ 2]%,))

de D1 ® D; HD1®DJ, Dy ®Dy, ot ng et 1 valent e sik=j+1 et 0 et 1 respectivement
sinon, est bien définie.
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Démonstration. — En vertu de la proposition B.1.4, la j-fleche
(a@yj_1) %511 (a @ yg) %o (ag @ YY)
est bien définie. Puisque, pour [ < j— 1, on a
t1({ag ® 2j00)) = <a0 ®z) = (ag ®@y;) = ti({a) @ y?)),

on en déduit que la cellule

<a®y]1'71> *j—1° <a®y0) *0 <a0®zj+1>
est également bien définie. De plus, on a
tj(<a®ygl‘f1> *j-1 - %1 (@ @ yg) *o <ao®zg+1>)

= <a®yg1'71> *j_1 %1 (a®yg) *o (ag ® Zjl>
= (@®@yj_1)*j-1--- %1 (a@yg) %o (ag @ y5)

= s;((a ® i),
la derniere égalité résultant du lemme B.1.5, ce qui montre que la cellule
(a@yg)*j (a®yj_q) %j-1 %1 (a @ yp) *o (ag © 2]7,)

est bien définie. On montre de méme que la cellule
(a5 @ Y1) 0 (@@ 20) %1+ %1 (a® 25_1) %5 (a ® 2)

est bien définie. Enfin, on a

si1((ag @ yiy) o (@ ® 29) %1 - %51 (@@ 2] > *j (a® 25))
= (ag ® y]'1) *o <a®28> #1000 %1 (@ ® 27_q) x5 5511 ((a ® 21)
=(ag ®yJi1) %0 (a®20) *1 -~ %51 (a® 25_y)
i (0@ zj) % (a@zj_y) %j1 - % < ® 25) *o (ag ® 2]%1),

la derniere égalité résultant du lemme B.1.5, et
tit1((a@yR) %5 (a®yj_1) %51 %1 (a ® ) %o {ag @ 2]14))
=ti1((a®@yp) 5 (@@ yj_1) *j-1 -+ %1 (a @ yg) %o (ag ® 2]%4)
= (a(lJ ®?Jj+1> *0 <a®y0> O <a®yj>
*; (a® yjl‘_1> i1 x1 (@ ®@yg) o (ag @ Z?iﬁ
(en vertu du lemme B.1.5)

= {ap ® Y1) %0 (a ®y8>*1---*> (a ®y? 1)

x5 (a®y}) *; (a@yj_ 1> “1-x (@ @ yg) %o (ag © 2%)
= <a0®yj+1> (a ®ZO> *1 - ~1{a ®z 1)
*j (a® zj> *; (a® Zj71> *jo1 1 (A ® 25) %o (ag ® 2{%1),

ce qui achéve de montrer que la cellule de ’énoncé est bien définie. O
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Lemme B.1.13. — Pour tout k tel que j < k < v, € = 0,1 et tout | tel que
0<I<k+1,0na

(D1 ® Vi) ({a®a}))] =

@ +axy 510 <1 <7,
Ay +ad®2" +axy sil=j+1,
ARy +ad @2 ta®yl  ta®zl, sij+l<li<k+1,
a@y;_,ta®z sil=Fk+1,

ot My vaut € st l =k et 0 sinon, et

(D1 ® Vi) ({a®a}))i =

@yl +a®z, si0< 1<y,
@y +ay @t a2l | sil=j+1,
oy +ay @t tay)  +ta®zl, sij+l<li<k+1,
a@y;_,ta®z sil=Fk+1,

ot M1 vaut € sil =k et 1 sinon.

Démonstration. — Soit ¢’ € {0,1}. Pour I < k + 1, en utilisant le lemme B.1.3, on a
(D1 ® V§)({a®@25))] = A(D1® V§)({a @ a5)i)
=\D; ® Vi)(a§ @] +a®z])
= a§ @ A(V5)(@]") +a® A(V5) (@} )

et on obtient le résultat en utilisant la description de )\(V;) donnée au paragraphe 4.11.
Pour | = k + 1, en utilisant de nouveau le lemme B.1.3, on a

(D1 @ VH)((a®@25))i = AD1® Vi) (a®af) = a® \(V})(a5),
et on conclut en invoquant de nouveau le paragraphe 4.11. O

Proposition B.1.14. — Le co-foncteur Dy ®V§- :D1®D; — Dy ®D1HD1®DJ.D1 ®D;
est donné par

(ag @ 23) — (0§ © 20) pour 0 < k<jete =0,1,
<a0®xk>»—><a§® ) pour 0 < k< jete =0,1,

(ao ®zi>+—><a Q@ YL) *; (a8/®z}z> pour j < k<i,e=0,1ete’ =0,1,
(a®zd) — (a®2)) pour 0 < k < 7,

(a®@zt) — (a®y}) pour 0 < k < 7,

(a ® xf) — uj, pour j <k <iete=0,1,
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ou
uj, = ({ap @ yin) #0 (@@ 20) #1 - %j-1 (a® 2 1) % (0 ® 25))
*j01 ((@ @ y5) %5 (@@ yjq) xjm1 -+ *1 (a®@yg) %o (ad ® 2]44)),
avec ng et m valant € sik=j+1 et 0 et 1 respectivement sinon.

7 . 4 7
Démonstration. — Le cas des atomes de la forme (af ® ) résulte de la commuta-
tivité des carrés

D1 ®V}
D1 X Di _— D] ® (Dz HDj Dz)

8®Di1\ T&X)(DiUDj D;)

Dp®@D; ——— Do ® (Di ]:[D]‘ Di) )

ou 0 vaut oy : Dg — Dy ou 7y : Dg — Dy, ainsi que de la description explicite du
oo-foncteur V% : D; — D; Ip, D; (voir le paragraphe 4.3).

Le cas des atomes de la forme (a ® %) avec 0 < k < j est conséquence de la
proposition A.7 et des formules

Vi(zh) = (20) et Vi({r)) = (un),
pour 0 < k < .

Enfin, traitons le cas des atomes de la forme (a ® z7,) avec k > j. Soient [ tel que
0<I<k+1ete =0,1. 1l sagit de montrer égalité (D ® Vi) ((a ® 2))5 = (ug)s .
Le membre de gauche a été calculé dans le lemme B.1.13. Calculons celui de droite.

Sil<j,ona

si(ug) = s1((a®@yi_q) xi-1 -+ *1 (e @ yp) %o (ag ® 275 ,))
et donc
(up)! = (e @yl 1)} + (a) ® ZJ+1>1 =a®y_,+a)® 2.
De méme, on a
(up)i = (@ @yl )l + (@@ 2y) =ap @y +a®@ 2.
Sil=j4+1,ona
si(ug) = si((a®@yi) %5 (@@ yj_1) #j-1 - - %1 (a®@yp) *o (ag @ 2]5,))
et donc, en utilisant le lemme B.1.3,
(u)i = (a@yp)] +{ag @ 274,)] = ag @ y* +a@yi_y +ag @ 2.
De méme, on a
(up)i = (@ ®@yji)l +{a®@ ) =ag@y" +ag@ 2" +a® 2.
Sij+1<I<k+1,ona
(Wi)i = (a@2)f +(a@yp)i
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et donc, pour j + 1 <! < k+ 1, toujours en vertu du lemme B.1.3,
(R =af @4 +a® 2y +af @y +avy
et, pour | = k+1,
(WR)§ =a® 2 +a®y.

On a bien retrouvé dans tous les cas la valeur de (D1 ® V%)({a ® 25)); obtenue dans

le lemme B.1.13, ce qui acheve la démonstration. O

Proposition B.1.15. — Soit C' une oo-catégorie. Fizons une i-fleche (c,d, )
de Mlax(Dl’ C)
(a) Sii>=1, onas(e,d,a) = (s(c),s(d),y), ot

Vi = o, pour 0 < k<i—1ete=0,1,
Yi-1 =a?,1.
(b) Sii>=1, onat(c,d,a)=(t(c),t(d),v), ot
Vi = of, pour 0 < k<i—1ete=0,1,
Yi—1 :0%1—1-

(¢) Sii>0, onalega) = (1c1a,7), 0t

Vi = aof, pour 0 <k <iete=0,1,
v =y pour e =0,1,
Yi+1 = la,-

Soit (e, f, B) une seconde i-fléeche de Hom,,, (D1, C).
(d) Si(c,d,a) et (e, f,B) sont j-composables pour un j tel que 0 < j < 4, alors on a
(c,d, ) *j (e, f,B) = (cx;j e,d*; f,7), ot
v =730 pour 0
7 = o pour 0
et
Vi = (d;il *Q 58 IR . | »3?71 *j Bli)
i1 (af, *; ajl-fl *j_1 k1 QKo e;’j)_l)
pourj <k<iete=0,1,0ung etn valente sik = j+1 et0 et 1 respectivement

stnon.

Démonstration. — Ces formules sont la traduction, a travers la bijection de la propo-
sition B.1.6 et du paragraphe B.1.7, des formules obtenues dans les propositions B.1.9,
B.1.10 et B.1.14. O
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Remarque B.1.16. — 1l résulte de la description de Hom,,, (D1, C) obtenue dans
la proposition précédente que cette oco-catégorie est isomorphe a la oco-catégorie HC
des cylindres dans C' introduite par Métayer dans [30] (voir également [27] pour une
description alternative de cette co-catégorie).

B.2. Transformations oplax et produit tensoriel

B.2.1. — Fixons deux oo-foncteurs u,v : C — D. Le but de cette section est de mon-
trer que les transformations oplax de u vers v, telles que définies au paragraphe 1.9,
sont en bijection avec les oco-foncteurs H : D; ® C' — D rendant commutatif le dia-
gramme

C

o] S

D,eC - _3p

]

¢ )
ol, d’une part, on a identifié C' et Dy ® C' et, d’autre part, o1, : Dy — Dy désignent
les oco-foncteurs du paragraphe 4.1.

B.2.2. — Par adjonction, un oo-foncteur H : D; ® C' — D, comme dans le pa-
ragraphe précédent, correspond & un oo-foncteur K : C — Hom,, (Dq, D) rendant
commutatif le diagramme de oco-foncteurs

ol on a posé

= Homy,, (01, D) : Homy,, (D, D) — Homy,, (Do, D),

= Homy,, (11, D) : Homy,, (D1, D) — Homy,, (Do, D)
et identifié Hom, (Do, D) & D (ce qui est licite puisque Dy est I'unité du produit
tensoriel).

L’action du oco-foncteur 70 sur les i-fleches, pour i > 0, est par définition induite par
le co-foncteur o1 ®D; : Dg®D; — D1 ®D,. On en déduit qu’en utilisant la description
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des i-fleches de Hom,, (D1, D) donnée au paragraphe B.1.7, on a 7%(c,d, o) = ¢. De
méme, on a 7' (c,d,a) = d.

B.2.3. — Considérons un morphisme de co-graphes K : C' — Hom,,, (D1, D) (c’est-
a~dire une application des cellules de C vers les cellules de Hom,, . (D1, D) qui préserve
la dimension des cellules et leurs sources et buts) rendant commutatif le diagramme
du paragraphe précédent. La commutativité de ce diagramme signifie exactement que
si  est une cellule de C, les deux premieres composantes de K (z) sont u(z) et v(x).
Notons a(z) la troisiéme composante et a, la (i+1)-fleche a(z);, ot 4 est la dimension
de z. Par définition, on a

g ox) g xig -#p a(@)h o u(z) = v(E) ko a(@)§ *1 %1 alz)) .
Or, en vertu de la proposition B.1.15 et de la compatibilité de K aux sources, on a

a(z); = si(a(z)) = alsi()) = Qg ()
et, de méme,
04(33)11 = Oy (z),

et donc
Qg * Qi () *i—1 " *1 Qg (z) *0 u(z) — v(x) *o Qso(z) ¥1 77 *i—1 Qg (a)-

Autrement dit, 'application x — «, est une prétransformation oplax de u vers v au
sens du paragraphe 1.9.

Proposition B.2.4. — Les morphismes de co-graphes K : C — Hom,, . (D1, D)
comme dans le paragraphe précédent sont en bijection avec les prétransformations
oplax de u vers v via Uapplication définie au paragraphe précédent.

Démonstration. — 11 suffit de construire une application inverse a 'application dé-
finie au paragraphe précédent. On vérifie facilement qu’on obtient un tel inverse en
envoyant une prétransformation oplax « de u vers v sur le morphisme de oco-graphes
K : C — Hom,,.(Dy, D) défini par, pour z une i-fleche de C, pour ¢ > 0,

K(z) = (u(z),v(2), a(z)),
ou, pour 0 <[/ < 4, on a posé
O‘(x)? = Qg (z) €t a(x)ll = Oy (a)- U
Proposition B.2.5. — Les co-foncteurs K : C — Hom,, (D1, D) comme dans le
paragraphe B.2.2 sont en bijection avec les transformations oplaz de u vers v via
Uapplication définie au paragraphe B.2.3.
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Démonstration. — Soient K : C' — Hom,,, (D1, D) un tel co-foncteur, a(z) la troi-
sitme composante de K (z) pour z une cellule de C et « la prétransformation oplax
associée. Commencons par vérifier que a est une transformation oplax. Si z est une
i-fleche de C, pour un i > 0, on a, par fonctorialité de K,

(u(12),v(12), a(12)) = Liu(a)v(@).a(z)

et donc, en vertu de la proposition B.1.15,

(*1) a(lz)irr = laga),s
ou encore

a1, = 10&1 .

Si maintenant x et y sont deux i-fleches j-composables de C, pour i > j > 0, alors
on a, toujours par fonctorialité de K,

(u(@ #j ), v(z x5 y), oz *; y)) = (u(@), v(z), () %5 (uly), v(y), a(y))-
En vertu de la proposition B.1.15, on a donc

a(z ;)i = (t1(v(@)) w0 a(y)g #1 - x1 a(y)I_y 5 a(y)i)

w1 (a(@)ixg @) g *jo1 %1 (@) ko sj1(u(y))),

(*2)

ou encore

Ay = (V(Ej1(2)) %0 Qs y) %17+ %1 Qs () *5 )

41 (0 %5 0, (@) %51 - F1 Qg () %0 u(s41(Y)))

ce qui montre que « est bien une transformation oplax.

Pour conclure, en vertu de la proposition précédente, il nous suffit de montrer
que si K : C — Hom,,. (D1, D) est un morphisme de co-graphes comme dans le para-
graphe B.2.3 qui satisfait de plus aux relations (1) et (x2), alors K est un co-foncteur.
Si x est une i-fleche, pour un ¢ > 0, on a, pour k tel que 0 < k < ¢,

a(1,)) = a(sk(12))k = alsk(@)r = a(z))

et de méme, on a «a(l;)r = a(z)i, ce qui, en vertu de la relation (x1), montre la

compatibilité aux identités (voir la proposition B.1.15). Vérifions maintenant la com-
patibilité aux compositions. Soient donc x et y deux i-fleches j-composables de C,
pour ¢ > j > 0. Un calcul similaire a celui qu’on vient de mener montre que si
0<k<j,ona

alwxyh =aly)y et alr*y) = al@).
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Soit maintenant k tel que j < k < i. En utilisant la relation (x2), on obtient

alz 5 )y
= a(sk(z 5 v))k = alsk(@) 5 sk(y))x
= (tjr1(v(sk(@)) %0 sk ()0 *1 -+ 51 sk (y))]—1 %5 alsk(y))k)
w1 ((sk (@) %5 asp(2)j oy %51 -+ 1 sk () 0 sj41(ulsk(y))))
= (tjprsk(v(®)) %0 ay)g =1 -+ %51 ay))_y %5 a(y)y)
*j41 (04(55)2 *j Oé(x)}ﬂ Kj_q ek Oé(x)cl) *0 8j+1(“(y)))'
Or, tjt1s6(v(z)) vaut sj4q1(v(z)) sik =j+ 1 et t;41(v(z)) sinon, et on obtient donc
bien la valeur de a(z *; y)? attendue (voir la proposition B.1.15). Un calcul similaire

montre I’assertion analogue pour a(x *; y)]l, ce qui acheve de montrer que K est un
oo-foncteur. O

Corollaire B.2.6. — Les co-foncteurs H : D1 ® C' — D rendant commutatif le
diagramme

C

] S

D,eC-—2 _3p
T]®CT /
C

sont en bijection canonique avec les transformations oplax de u vers v.

Démonstration. — Cela résulte immédiatement de la proposition précédente et du
paragraphe B.2.2. O

Corollaire B.2.7. — Les co-foncteurs H : C ® Dy — D rendant commutatif le
diagramme

C

] S

Ceob —2 3D

]

C

sont en bijection canonique avec les transformations lax de u vers v.



B.2. TRANSFORMATIONS OPLAX ET PRODUIT TENSORIEL 181

Démonstration. — En vertu de la proposition A.22, en appliquant la dualité paire au
diagramme de 1’énoncé on obtient le diagramme

CCO
(Ul)co®ccol u®
(Dl)CO ® OCO HCO DCO
ree]
v
CCO

et, puisque (D7) =Dy, (1) = 071 et (11)°° = 71, ce diagramme n’est autre que

CCO

uc®

1RO

D1 ® CCO H* 3 DCO

1 ®Cco/[ /

CCO

Le oo-foncteur H définit donc, en vertu du corollaire précédent, une transforma-
tion oplax de u® vers v, c’est-a-dire une transformation lax de w vers v (voir le
paragraphe 1.9). O

Remarque B.2.8. — Les deux corollaires précédents justifient les notations
Hom 1. (C, D) et Hom,, (C, D). En effet, les 1-fleches de ces oo-catégories sont
respectivement les co-foncteurs D1 @ C' — D et les co-foncteurs C @ D1 — D (voir le
paragraphe A.18) et correspondent donc respectivement, en vertu de ces corollaires,
aux transformations oplax et aux transformations lax entre co-foncteurs de C' vers D
(voir le paragraphe B.3.1 pour plus de détails).

Remarque B.2.9. — On peut facilement déduire la remarque 1.14 des corollaires
précédents en utilisant les dualités de co-Cat (et notamment la proposition A.22).

Proposition B.2.10. — Soit « une transformation oplax de u wvers v. Notons
H:Dy®C — D le co-foncteur correspondant. Pour toute i-fleche x de C, pour
un i =0, la (i + 1)-fleche a, est l’image par le co-foncteur

DD, 225D ec L D
de lunique (i + 1)-fléche non triviale de D1 ® D;.

Démonstration. — Notons K : C — Hom,, (D1, D) le co-foncteur correspondant
a H par adjonction. En vertu de la proposition B.2.5, en notant a(z) la troisiéme
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composante de K(z) (voir le paragraphe B.1.7), on a a, = a(x);. Or, par adjonction,
la i-fleche K (x)

D; & ¢ £ Hom,, (D1, D)
correspond au composé
Di®D; 225D wc L D

et, en vertu de la proposition B.1.6, la (i+1)-fleche a(x); est I'image par ce oo-foncteur
de 'unique (¢ + 1)-fleche non triviale de D1 ® D;, d’ou le résultat. O

Proposition B.2.11. — Soient vy,v1 : C — D deux co-foncteurs et « une trans-
formation oplax de vy vers vi. Notons H : D1 ® C — D le co-foncteur correspondant
a o.
(a) Pour tout co-foncteur u : B — C, la transformation oplax o * u (voir le para-
graphe 1.16) correspond au oco-foncteur

D, ®B 2% D wc D,

(b) Pour tout co-foncteur w : D — E, la transformation oplaz w*a (voir également
le paragraphe 1.16) correspond au co-foncteur

D,oC LD E

Démonstration. — Commencons par démontrer la premiere assertion. Par adjonc-
tion, en notant K : C' — Hom,,. (D1, C) le transposé de H, cela revient & montrer que
la transformation oplax a * u correspond, dans la bijection de la proposition B.2.5,
au oo-foncteur
B % ¢ £ Hom,,, (D, D).

Or, par définition (voir le paragraphe B.2.3), si  est une cellule de B, la transforma-
tion oplax 3 correspondant a Ku vérifie 8, = () et on a donc bien 8 = a * u.

De méme, établir la seconde assertion revient & montrer que la transformation
oplax w * o correspond, dans la bijection de la proposition B.2.5, au oo-foncteur

Hom,  (D1,w)

¢ % Hom,,(Dy, D) Homy,, (D1, E),

ce qui se vérifie comme ci-dessus en utilisant de nouveau le paragraphe B.2.3. O

B.3. Composition verticale des transformations oplax
Dans cette section, on fize deux oco-catégories C et D.

B.3.1. — Considérons la co-catégorie Hom,, .. (C, D) (voir le paragraphe A.18). Par
définition, pour i > 0, ses i-fleches sont les co-foncteurs D; ® C' — D. En particulier,
modulo l'identification C' ~ Dy ® C, ses objets sont les co-foncteurs C' — D et ses

1-fleches les oo-foncteurs D; ® C' — D, les objets source et but étant obtenus par
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précomposition par 01 @ C : C' - D1 ® C et 11 ® C : C — D1 ® C respectivement,
en identifiant toujours C' et Dy ® C. Ainsi, en vertu du corollaire B.2.6, les 1-fleches
de Hom C,D) d'un oo-foncteur u : C — D vers un oo-foncteur v : C — D
correspondent aux transformations oplax de u vers v.

oplax(

B.3.2. — En vertu du paragraphe précédent, la composition des 1-fleches de la
C, D) définit une composition des transformations oplax. Plus
précisément, fixons u, v et w trois co-foncteurs de C vers D. Si « est une transforma-

oo-catégorie Hom, ;.. (
tion oplax de u vers v et o une transformation oplax de v vers w, alors on dispose
d’une transformation oplax de u vers w qu’on notera o’ o .

Cette composition peut se décrire de la maniére suivante. Les transformations
oplax « et o correspondent & des oco-foncteurs H : D1 ®C — Det H : D; ® C — D.
Par ailleurs, le oo-foncteur V§ : Dy — Dj Ilp, D; du paragraphe 4.3 induit un
oo-foncteur

VieC:D;®C — (Dy1Ip, D) ®C ~ (D, @ C) g (D ® C).
La transformation oplax o’ o a correspond alors au oo-foncteur composé

1 ’
D, ©C %% (D, @ 0) e (D, © ¢) 2 p

B.3.3. — Soit v : C — D un oo-foncteur. On peut voir u comme un objet
de Hom, ... (C, D) et on dispose donc d'une 1-fleche 1, de Hom C,D) qu'on
verra comme une transformation oplax de u vers u. Explicitement, la transformation

oplax(

oplax 1, correspond au oco-foncteur
D, ® C 22% ¢ 4 D,

induit par le oco-foncteur kg : Dy — D¢ du paragraphe 4.1, ot on a encore identi-
fié Dy ® C et C. Par adjonction, elle correspond également, dans la bijection de la
proposition B.2.5, au co-foncteur

Hom,  (D1,u)

lax

HoJlax (k0,C)
_—

C |-|07m1aX<D17C) |-|07m]ax(D17D)7

ou cette fois on a identifié Hom,,, (Do, C) et C.

On a déja défini, au paragraphe 1.15, une transformation oplax 1,. Dans la suite de
cette section, sauf mention du contraire, 1,, fera toujours référence a la transformation
oplax introduite dans ce paragraphe. On va montrer que les deux définitions sont
équivalentes.

Proposition B.3.4. — Fizons i > 0 et notons a la cellule principale de Dy, b celle
de Dy et x celle de D;. Alors le co-foncteur kg @ D; : D1 ® D; — Do ® D; est donné
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par
(af @ z5) > (b®@ z5) pour 0 < k<i,e=0,1ete =0,1,
(a®z}) = 1pgas) pour 0 < k<iete=0,1.
Démonstration. — Le cas des atomes de la forme <a8l ® x§,) résulte, par fonctorialité,

des égalités Kooy = 1p, = ko7i. Par ailleurs, puisque A(ko)(a) = 0, 'image d’un
atome de la forme (a ® 27) est une identité. De plus, en utilisant le lemme B.1.3, on a

s((ko @ Dy)({a ® 7)), = (ko ® Dy)(s((a ® 7))y,
(1i0) ® A(D))({a ® 25)%)
(ri0) ® A(Dy))(ag ® 7 +a @ zj_y)

®

p =
= (A
= (A
=b

olt la derniere égalité résulte des relations A\(kg)(ad) = b et A(kg)(a) = 0. Or, la seule
k-fleche y de Dy ® D; >~ D; telle que yr, = b ® x5, est (b® x%,), d’ou le résultat. O

Proposition B.3.5. — Soit u: C — D un co-foncteur. Pour toute cellule x de C,
on a

Démonstration. — En vertu de la proposition B.2.11, on peut supposer que u est un
oo-foncteur identité. Si x est une i-fleche de C, pour un i > 0, 'image de z par le
oo-foncteur

Hom,,  (k0,C) : C — Hom,, (D1, C)
est obtenue en composant
D; ® D; 2224 Dy @D, ~ D, & C.

En vertu de la proposition précédente, cette image est 1,. On a donc (1), = 1., ce
qu’on voulait démontrer. O

Remarque B.3.6. — La proposition précédente affirme que la transformation
oplax 1, définie dans cette section coincide avec la transformation oplax 1, définie
au paragraphe 1.15.

B.4. Homotopies et transformations oplax

B.4.1. — Soient f,g : K — L deux morphismes de complexes dirigés augmentés.
La donnée d’une homotopie h de f vers g est équivalente & celle d’'un morphisme de
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complexes dirigés augmentés H : A\(D;) ® K — L rendant le diagramme

commutatif. En effet, I'assertion analogue pour les complexes de chaines est bien
connue et on vérifie immédiatement qu’elle s’étend aux complexes dirigés augmentés.
Explicitement, en notant a la cellule principale de D1, I’homotopie h associée a H est
définie par h(z) = H(a ® z) pour tout élément homogene = de K.

Remarque B.j.2. — On déduit du paragraphe précédent, par dualité (en utilisant
notamment la proposition A.20), comme dans la preuve du corollaire B.2.7, qu'une
antihomotopie h de f vers g correspond a un morphisme de complexes dirigés aug-
mentés H : K ® A(D1) — L rendant le diagramme

K
K®M\(o1 )l !
K ® (D) 2 L
K®)\(7‘1 )T f
K
commutatif.
Remarque B.4.3. — Plus généralement, pour n > 1, on peut vérifier que la donnée

d’une n-homotopie (voir le paragraphe 2.28) de K vers L correspond & la donnée d’'un
morphisme

AD,) ® K — L,
les (n — 1)-homotopies source et but correspondant aux morphismes obtenus en pré-
composant par

AMon) @ K, (1) @ K : A(Dy—1) @ K — A(D,,) @ K.
On vérifie de méme qu’on obtient I’assertion analogue pour les n-antihomotopies (voir

également le paragraphe 2.28) en inversant les facteurs du produit tensoriel.

B.4.4. — Soient fy, fi : K — L deux morphismes de complexes dirigés augmen-
tés et h une homotopie de fy vers fi. Notons H : A(D;) ® K — L le morphisme
correspondant.
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(a) Pour tout morphisme g : J — K, ’homotopie hg (voir le paragraphe 2.31)
correspond au morphisme

A(D1)®g

ADy) @ J AD) @ K L.

En effet, par naturalité, un tel morphisme correspond bien & une homotopie
de fog vers fi1g et, en notant a la cellule principale de Dy, pour x un élément
homogene de J, on a H(A(D1) ® g)(a ®@ ) = H(a ® g(z)) = h(g(x)).

(b) Pour tout morphisme g : L — M, 'homotopie gh (voir également le para-
graphe 2.31) correspond au morphisme

AD)® K L L% M

En effet, un tel morphisme correspond bien a une homotopie de gfy vers gfi
et, en notant a la cellule principale de Dy, pour = un élément homogene de K,
on a gH(a,z) = g(h(z)).
Par ailleurs, pour tout morphisme de complexes dirigés augmentés f : K — L,
I’homotopie 1; (voir le paragraphe 2.30) correspond au morphisme

ADy) @ K 20CE e Lo
induit par le oo-foncteur kg : D; — Dy du paragraphe 4.1. En effet, par na-
turalité, un tel morphisme correspond bien & une homotopie de f vers f et,
en notant a la cellule principale de Di, pour & un élément homogene de K,
ona f(Aky) @ K)(a®z) = f(0®x) =0.

B.4.5. — Soient fy, f1,fo : K — L trois morphismes de complexes dirigés aug-
mentés, h une homotopie de fy vers f; et A’ une homotopie de f; vers fo. D’apres le
paragraphe B.4.1, ces homotopies correspondent & des morphismes H : A(D1)®K — L
et H : \(D1)® K — L respectivement. Par ailleurs, comme dans le paragraphe B.3.2,
on peut définir un morphisme H” en composant

ANVHRK (H',H)
ey R

ADy) ® K (A(D1) ® K) LIk (A(D1) ® K) L.

Le morphisme H” correspond & une homotopie de fy vers fo qui n’est autre que
I’homotopie b’ + h (voir le paragraphe 2.32). En effet, en notant a, b et ¢ les cellules
principales des copies de A\(D;) apparaissant, dans I'ordre, dans la source de A\(V})® K,
puis de gauche a droite dans son but, on a, pour tout élément homogene x de K,

H'(a@z)=(H H)(b@z+coz)=H (b®z)+ H(c®x)="h(z)+ h(x),
d’ou l'assertion.

B.4.6. — Soient f,g : K — L deux morphismes de complexes dirigés augmen-
tés. A toute homotopie h de f vers g, on associe une transformation oplax v(h)
de v(f) vers v(g) de la maniere suivante. L’homotopie h correspond, en vertu du
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paragraphe B.4.1, & un morphisme H : A(D;) ® K — L. On obtient un co-foncteur
D; ® v(K) — v(L) en composant

D, ® v(K) ~ v(A(D1)) © v(K) — v(A(Dy) ® K) 2 u(L),

ou la fleche du milieu est la contrainte du foncteur monoidal lax v (voir la proposi-
tion A.19). Ce oo-foncteur correspond a son tour, cette fois en vertu du corollaire B.2.6,
a une transformation oplax qui, par naturalité des fleches en jeu, va de v(f) vers v(g).

Proposition B.4.7. — Soient f,g: K — L deux morphismes de complexes dirigés
augmentés avec K un complexe de Steiner fort. Le foncteur v induit une bijection
entre les homotopies de f vers g et les transformations oplaz de v(f) vers v(g).

Démonstration. — Par adjonction, la correspondance h — v(h) du paragraphe pré-
cédent peut se décrire comme le composé

Hom¢,, (A(D1) ® K, L) — Home,, (Av(A(D1) ® K), L)
~ Homuo- cat (V(A(D1) ® K),v(L))
— Homo-cat(V(A(D1)) ® v(K), v(L))
~ Homuo-cat (D1 ® v(K),v(L)),
ou la premiere application est induite par la coiinité du couple de foncteurs ad-
joints (A, v) et la troisiéme par la contrainte du foncteur monoidal lax v. Mais, puisque
K est un complexe de Steiner fort, il en est de méme de A(D;) ® K (voir la proposi-

tion A.3) et les théorémes 2.11 et A.15 entrainent que ces deux applications sont des
bijections, d’ou le résultat. O

Montrons maintenant la compatibilité aux compositions et identités de I'extension
de v aux homotopies.

Proposition B.4.8. — Soient K et L deuxr complexes dirigés augmentés et h une
homotopie entre morphismes de K vers L.
(a) Pour tout morphisme de complexes dirigés augmentés g : J — K, on a

v(hg) = v(h) xv(g).

(b) Pour tout morphisme de complexes dirigés augmentés g : L — M, on a
v(gh) = v(g) xv(h).

Démonstration. — Notons H : A\(D;) ® K — L le morphisme correspondant & h. En
vertu de la proposition B.2.11 et du paragraphe B.4.4, les transformations oplax de
la premiere assertion correspondent aux deux oo-foncteurs Dy ® v(J) — v(L) qu'on
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peut définir a partir du diagramme

Dy @ v(J) — v(A(Dy) ® J)
D1®V(Q)J/ J(u(/\(D1)®g)

Dy ® v(K) —— v(ADy) ® ) % (1) |

ou les fleches non nommeées sont la contrainte du foncteur monoidal lax v. Or, le carré
de ce diagramme est commutatif par naturalité, d’ou la premiére assertion.

D’apres les mémes résultats, les transformations oplax de la seconde assertion cor-
respondent aux deux manieres de composer les trois co-foncteurs

Dy @ v(K) = v(A(D1) ® K) 225 w(L) 292 (),

ou, de nouveau, la flecche non nommeée est la contrainte du foncteur monoidal lax v,
d’ou le résultat. O

Proposition B.4.9. — Soit f : K — L un morphisme de complexes dirigés aug-
mentés. On a

V(lf) = 1y(f)-

Démonstration. — En vertu de la proposition B.3.5 et du paragraphe B.4.4, cela
résulte de la commutativité, par naturalité, du diagramme

D; ® v(K) — v(\(Dy) ® K)
N0®V(K)J( Juwm@m

Do ® v(K) —— v(A(Do) ® K) -5 (1) |

ou les fléches non nommeées sont la contrainte du foncteur monoidal lax v. O

Proposition B.4.10. — Soient fy, f1, fo : K — L trois morphismes de complexes
dirigés augmentés, h une homotopie de fy vers f1 et h' une homotopie de f1 vers fs.
On a

v(h' + h) =v(h')ouv(h).

Démonstration. — Notons H, H' : A(D1) ® K — L les morphismes correspondant
respectivement & h et A'. En vertu des paragraphes B.3.2 et B.4.5, il suffit de montrer
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la commutativité du diagramme

D, ® v(K) v(A\(Dy) ® K)
Vé@u(K)l lv(k(vé)wﬂ
(D1 @ v(K)) y(x) (D1 @ v(K)) —— v((A(D1) ® K) Ik (\(D1) ® K))
(w(h)w(R)) J”“H,’H))
v(L)

ou les fleches non nommeées sont induites par la contrainte du foncteur monoidal lax v
et, plus précisément, pour celle du bas, par le morphisme

(Dl HDO Dl) & V(K) — V()\(Dl HDO Dl) ® K)

Or, le rectangle de ce diagramme est commutatif par naturalité. Pour conclure, il nous
suffit donc de vérifier la commutativité du triangle. En précomposant ce triangle par
les deux morphismes canoniques

Dl & V(K) — (Dl ®V(K)) HV(K) (Dl & V(K))7

on obtient deux triangles qui commutent par définition de v(h) et v(h'), d’ou le
résultat. O

Remarque B.4.11. — Dualement, si h est une antihomotopie de complexes dirigés
augmentés, on peut lui associer une transformation lax v(h). Les propositions B.4.7,
B.4.8, B.4.9 et B.4.10 entrainent, par dualité, leurs analogues pour les antihomotopies
et les transformations lax.

B.5. Joint et transformations oplax

B.5.1. — Soient C' une oo-catégorie et ¢ un objet de C'. On définit un foncteur
d’inclusion ¢\C — Hom,,, (D1, C) de la maniere suivante. Pour tout i > 0, si (d, @)
est une i-fleche de \C (voir le paragraphe 9.7), on lui associe la i-fleche (1.,d, @)
dimension i. Le fait qu’on obtienne bien ainsi une i-fleche de Hom,, (D1, C) résulte
des paragraphes 9.7 et B.1.7, ainsi que de la formule

1 1 1
Q1 *k—1 - *¥1 0%l =aj_1.

Par ailleurs, la fonctorialité de cette correspondance découle des propositions 9.15
et B.1.15, ainsi que de la formule ci-dessus.



190 APPENDICE B. COMPLEMENTS SUR LES TRANSFORMATIONS OPLAX

Proposition B.5.2. — Pour toute co-catégorie C' et tout objet ¢ de C, le carré
c\C —— Hom,,, (D1, C)
| [
DO % C B

ot la fleche horizontale du haut est le co-foncteur défini au paragraphe précédent et
7V désigne le co-foncteur du paragraphe B.2.2, est cartésien.

Démonstration. — Cela résulte immédiatement de la description de linclusion
¢\C = Hom,,, (D1, C) donnée au paragraphe précédent. O
Corollaire B.5.3. — Soient C une oco-catégorie et ¢ un objet de C. Pour toute

co-catégorie A, on a une bijection naturelle entre les oco-foncteurs A — ¢\C' et les
transformations oplax entre co-foncteurs de A vers C' de source le co-foncteur constant
de valeur c. De plus, le but de la transformation oplaz associée a un tel oco-foncteur
est le composé de A — C\C’ R C, ou U désigne le co-foncteur d’oubli.

Démonstration. — La premiere assertion est conséquence immédiate de la proposition
précédente et de la description des transformations oplax en termes de Hom,, . (D1, C)
(proposition B.2.5). La seconde résulte de la commutativité du triangle

A\C ——————— Hom,, (D1, C)

Nt

ot U désigne le co-foncteur d’oubli et 7! le co-foncteur du paragraphe B.2.2. O
0

Corollaire B.5.4. — Soient C une co-catégorie et c un objet de C'. Pour tout i >
les i-fleches de C\C sont en correspondance bijective canonique avec les couples (d, «v),
ou d est une i-fleche de C' et o est une transformation oplax du co-foncteur D; — C'
constant de valeur ¢ vers le co-foncteur d : D; — C.

Démonstration. — Cela résulte du corollaire précédent appliqué a A = D;. O

B.5.5. — Soit C une oo-catégorie. On définit un oo-foncteur Dy ® C — Do x C
de la maniere suivante. Si A est une oo-catégorie, en utilisant les adjonctions des
paragraphes 6.31 et A.18, ainsi que le co-foncteur du paragraphe B.5.1, on obtient
une application
Hom - cat (Do * C, A) = H Homeo-cat(C, g\ A)
a€Ap l

Homuo- cat (C, Homy, (D1, A)) =5 Homgo-cat (D1 ® C, A),
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naturelle en A, et donc le co-foncteur recherché en vertu du lemme de Yoneda.

Corollaire B.5.6. — Pour toute co-catégorie C, le carré

c-2%%.p,wC

| ]

DOT>DO*C ,

ot la fleche verticale de droite est le co-foncteur défini au paragraphe précédent et oy
désigne le co-foncteur du paragraphe 4.1, est cocartésien.

Démonstration. — Si A est une oo-catégorie, en vertu des adjonctions utilisées dans
le paragraphe précédent et de la proposition B.5.2, on a

Homeo-cot (Do * C, A) ~ H Hom o cat(C, o\ A4)
a€Ap

~ H Homm—Cat(C7m1ax(DlaA)) ><Homm_cm(C,A) {a}
a€Ap

~ H Homoo_cat(D1 ® C, A) X Homo-cat (C,A) {a}

acAp
=~ Homqo_cat (D1 @ C, A) Xtom.._cu(c,4) HoMoo_cat(Do, A)
~ Homoo_cat((D1 @ C) 11 Dy, A),

d’ou le résultat. O

B.6. Suspension et transformations oplax

B.6.1. — Soit C une oo-catégorie et soient ¢ et d deux objets de C'. On notera
Hom (¢, d) la co-catégorie des cellules de C de 0-source ¢ et de O0-but d. On définit
un foncteur d’inclusion Hom (¢, d)° < Hom,,. (D1, C) de la maniére suivante. Pour
tout ¢ > 0, on associe a une i-fleche de Hom (¢, d)°, qui correspond par définition & une
(i+1)-fleche f de C de O-source c et de 0-but d, la i-fleche (1., 14, @) de Hom,, . (D1, C)
(voir le paragraphe B.1.7), ot 1. et 14 désignent les identités itérées respectives de ¢
et d en dimension %, et ou « est défini par

oap =t (f) et g =s,4(f),

pour 0 < k < i (en particulier, on a a; = f). Le fait qu’on obtienne bien ainsi une
i-fleche de Hom,,, (D1, C) résulte du paragraphe B.1.7, ainsi que des formules

1 1 1 0 0 0
Q1 *k—1 - ¥1 Qg %0 le =gy et laxoag*1 - *p1 Qg =y

Par ailleurs, la fonctorialité de cette correspondance découle de la proposition B.1.15,
ainsi que des formules ci-dessus.
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Proposition B.6.2. — Pour toute oo-catégorie C et tous objets ¢ et d de C, le
oo-foncteur d’inclusion Hom (¢, d)® < Hom,,. (D1, C) induit un isomorphisme

Hom(c,d)° ~ {c} x¢ Hom,,,.(D1,C) x¢ {d},

le membre de droite désignant la limite projective du diagramme

Dg Hom,,.(D1,C) Do
C C ;

ou ¥ et w' sont les co-foncteurs du paragraphe B.2.2.

Démonstration. — Cela résulte immédiatement de la description de linclusion
Hom (¢, d)° < Hom,,,.(D1,C) donnée au paragraphe précédent. O

Corollaire B.6.3. — Soit C' une oco-catégorie et soient ¢ et d deux objets de C'.
Pour toute oo-catégorie A, on a une bijection naturelle entre les oo-foncteurs
A — Hom(c,d)° et les transformations oplax entre oco-foncteurs de A vers C de
source le oco-foncteur constant de wvaleur c et de but le oco-foncteur constant de
valeur d.

Démonstration. — L’assertion est conséquence immédiate de la proposition précé-
dente et de la description des transformations oplax en termes de Hom,, (D1, C)
(proposition B.2.5). O

Corollaire B.6.4. — Soit C une oco-catégorie et soient c et d deux objets de C. Pour
tout i = 0, les transformations oplaz du co-foncteur D; — C' constant de valeur c
vers le co-foncteur D; — C' constant de valeur d sont en bijection naturelle avec les
(i+1)-fleches de C de 0-source c et de 0-but d. De plus, si une transformation oplaz o
et une (i + 1)-cellule f de C se correspondent dans cette bijection, alors, pouri > 1,
les i-cellules source et but de f correspondent auz transformations oplax ax7; et axoy,
ou o; et T; désignent les co-foncteurs du paragraphe 4.1.

Démonstration. — La premieére assertion résulte de la bijection du corollaire pré-
cédent dans le cas A = D; et la seconde de la naturalité de cette méme bijection
appliquée a o; et 7;. O

B.6.5. — Soit C' une oo-catégorie. La suspension de C' est la oo-catégorie XC' définie
de la maniére suivante :
— les objets de X.C sont 0 et 1;
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— si z et y sont deux objets de X.C, on a

C° siz=0ety=1,
Homso(z,y) = 4« siz=y,

& sinon;

— les compositions et les identités sont définies de la fagon évidente.

On définit un oco-foncteur Dy ® C' — X.C comme suit. Soit A une co-catégorie. On
vérifie immédiatement que la donnée d’un oo-foncteur de XC vers A correspond a
la donnée de deux objets a et b de A, images respectives des objets 0 et 1, et d’un
oo-foncteur de Homy,~(0,1) = C° vers Hom 4(a,b). Ainsi, on dispose de bijections
naturelles

Homoo_cat(ZC, A) ~ H Homoo—Cat<007 MA(av b))
a,beAg

H Hom - cat(C, Hom 4 (a,b)°).
a,beAg

1

En utilisant le co-foncteur du paragraphe B.6.1 et I’adjonction du paragraphe 6.31,
on obtient donc une application

Homoo-cat(3C, A) =[] Homoo-cat(C, Hom 4 (a, b)°)
a,beAg l

Homoo—Cat(CJ"OJmX(Dla A)) l> Homoo—Cat(Dl ® C7 A)7

naturelle en A, et donc un oco-foncteur D; ® C' — XC en vertu du lemme de Yoneda.

Corollaire B.6.6. — Pour toute co-catégorie C, le co-foncteur D1 @C — XC défini
au paragraphe précédent induit un isomorphisme

¥C ~ DO HC (D]_ & C) HC’ DQ,
le membre de droite désignant la limite inductive du diagramme

Do Di®C Dg
\ D'V 'X@)Cv /
C C ,

ou o1 et 11 sont les co-foncteurs du paragraphe 4.1.
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Démonstration. — Si A est une oco-catégorie, en vertu du paragraphe précédent et de
la proposition B.6.2, on a

Homuocat (2C, A)
~ ] Homuecat(C,Hom 4(a,b)°)

a,beAg

~ H {a} XHom . cor(c,4) HoMoo_cat (C, Homy, (D1, A)) XHom_cu(C,4) 10}
a,beAg

-~ H {a} XHomw-cur(C,4) HoMoo cat (D1 @ C) A) Xtom . _cu(c,4) {0}
a,beAg

~ Homuo.cat(Do, A) X Homeo cat (D1 ® C, A) x Homeo cat(Do, A)

Homo-cat (C,A) Homc-cat (C,A)
~ Homoo_cat(D() I (D1 X C) IIe Dy, A)7

d’ou le résultat. O



APPENDICE C

FONCTORIALITES DES TRANCHES : CONJECTURES

Le but de cet appendice est de dégager des conjectures de fonctorialité des tranches
généralisant les résultats obtenus dans le chapitre 11. Pour formuler ces conjec-
tures, on a besoin, entre autres, d’introduire les notions de oo-sesquicatégorie, de
oo-catégorie de Gray (catégorie enrichie dans oco-Cat muni du produit tensoriel de
Gray), de oo-catégorie de Gray gauche, et de montrer que la sesquicatégorie des
oo-catégories, oco-foncteurs et transformations oplax (resp. transformations lax) pro-
vient d'une co-catégorie de Gray oco-Cat, ., (
oo-Cat,,, ). On commence par développer les notions correspondantes dans un cadre
monoidal (non nécessairement symétrique) général.

resp. d'une oo-catégorie de Gray gauche

C.1. — Soit V une catégorie munie d’un foncteur P : V — &Ens a valeurs dans la
catégorie des ensembles qu’on appellera foncteur points. Une V-sesquicatégorie, ou
sesquicatégorie enrichie dans V, est une catégorie C munie d’un foncteur

Hom,:C° xC =V

et d’un isomorphisme de foncteurs

Hom,,
CoxC—YV

N

Ens ,

qui le plus souvent, pour simplifier, sera considéré comme étant I'identité. On dit que
C est la catégorie sous-jacente a une telle V-sesquicatégorie, que les objets de C sont
ses objets et que, pour z,y deux objets, Hom.(z,y) est son objet de morphismes de x
vers .

Si V est une catégorie monoidale d’objet unité I, on dispose d’un foncteur points
canonique

P =Homy(I,e):V — Ens,
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d’oll une notion de V-sesquicatégorie. Toutes les V-sesquicatégories considérées pour
V une catégorie monoidale seront relatives a ce foncteur points. On remarque que le
produit tensoriel de la catégorie monoidale ne joue aucun rdle dans cette définition.

Exemple C.2. — Si V est la catégorie des ensembles avec comme foncteur points
le foncteur identité, une V-sesquicatégorie n’est autre qu'une catégorie. Si V est la
catégorie Cat des petites catégories munie du foncteur points Ob : Cat — Ens, alors
on vérifie facilement qu’une V-sesquicatégorie est ce qu’on appelle habituellement une
sesquicatégorie (voir par exemple [39, section 2]).

C.3. — Une oo-sesquicatégorie est une sesquicatégorie enrichie dans la catégorie
0o-Cat des oo-catégories munie du foncteur points Ob : co-Cat — Ens, associant & une
oo-catégorie ’ensemble de ses objets ou, de facon équivalente, est une sesquicatégorie
enrichie dans la catégorie monoidale co-Cat munie du produit tensoriel défini, au choix,
par le produit cartésien ou par le produit tensoriel de Gray (voir le paragraphe A.16),
puisque dans ces deux cas ’objet unité est un objet final de oco-Cat.

Soit C une oo-sesquicatégorie. Pour ¢ > 1, une i-fléche de C est une (i — 1)-fleche de
la co-catégorie Hom(x,y), pour des objets x,y de C, et on dit que x est sa 0-source
et y son 0-but. Pour 0 < j < 4, sa j-source et son j-but sont respectivement sa
(j — 1)-source et son (j — 1)-but comme cellule de Hom,(z,y). La commutativité du
triangle du paragraphe C.1 montre que les 1-fleches de C sont les fleches de sa catégorie
sous-jacente. Pour 0 < k < 4,7, on dit qu'une i-fleche o de C et une j-fleche g de C
sont k-composables si la k-source de « est égale au k-but de §, et alors si k > 0, leur
k-composé « *i B est défini comme étant leur (k — 1)-composé dans la oo-catégorie
mc(m,y), ou z et y sont respectivement la O-source, nécessairement commune, et
le O-but, nécessairement commun, de « et B. Si k = 0, leur 0-composé « *q 3 n’est
défini que si ¢ = 1 ou 7 = 1. Dans ce cas, soient = la 0-source de 3, y son 0-but, qui
est alors égal a la O-source de «, et z le O-but de «. Si i = 1, le 0-composé a *q B est
défini comme étant I'image de la cellule 5 de Hom(x,y) par le co-foncteur

Hom(z, @) : Hom (z,y) — Hom(z, 2)
et, si j = 1, comme étant I'image de la cellule a de Hom(y, z) par le co-foncteur
Hom(8, 2) : Hom(y, ) — Hom (z, 2).

Si z est un objet de C, 'unité de x est I'unité 1, de x dans la catégorie sous-jacente
a C (qui est une 1-fleche de C) et si, pour i > 0, « est une i-fleche de C de 0-source z
et 0-but y, P'unité de « est son unité 1, comme cellule de Hom,(z,y) (qui est une
(i + 1)-fleche de C). Ces données satisfont aux mémes axiomes que les données cor-
respondantes d’une oo-catégorie, sauf la regle de Godement pour la 0-composition
(autrement dit, pour 7, j > 1, si a est une i-fleche de 1-source ag et 1-but a1 et 5 une
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j-fleche de 1-source by et 1-but by et si a et 5 sont 0-composables

bo ao
TN

\Z oo,
\b/ \/(

le composé (axgby)*1 (ap*o ) n’est pas en général égal au composé (a1 *o )1 (a*gbo),
ce qui empéche de définir le 0-composé de « et 3). Ces données soumises & ces axiomes
fournissent une définition équivalente des co-sesquicatégories.

C.4. — Soient C' une oco-catégorie et ¢ un objet de C'. Dans la description explicite de
la co-catégorie tranche C\C donnée dans le chapitre 9, les seules 0-compositions dans C'
figurant dans les formules définissant les cellules de C\C , ainsi que leurs compositions,
sont de la forme « *p 8, ol @ ou 8 est une 1-fleche de C' (voir le paragraphe 9.7 et
la proposition 9.15). De plus, si (z,f : ¢ = z) et (a/, f': ¢ = 2’) sont deux objet
de ¢\C et i > 1, toute i-fleche non triviale de C' qui est une composante d’une
cellule de la oco-catégorie MC\C((x7 ), (', ")) a comme 0-source ¢ ou = et comme
0-but z’. Ainsi, aucune utilisation de la régle de Godement pour la 0-composition de C'
n’intervient pour vérifier que les formules du paragraphe 9.7 et de la proposition 9.15
définissent une co-catégorie MC\C((x, ), @, M).

On en déduit que si C est une oo-sesquicatégorie, ¢ un objet de C et f:c— x,
f' ¢ = 2’ deux 1-fleches de C de source ¢, on peut définir une oo-catégorie notée
Mc\c((x, ), (@, f1)) par les mémes formules que dans le cas d’une co-catégorie C.

En revanche, il n’est pas possible en général d’assembler, pour (z, f) et (2, f/)
variables, les co-catégories mc\c((x, ), (@, f")) en une oco-sesquicatégorie. En effet,
étant donné une oo-catégorie C' et un objet ¢ de C', on observe que dans la vérification
du fait que, si a et 3 sont une 2-fleche et une 1-fleche O-composables de C\C’7 alors
les formules de la proposition 9.15 définissant le composé « *q 8 définissent bien une
2-fleche de ¢\C, on utilise la regle de Godement pour la O-composition de C.

De facon analogue, on peut définir une oo-catégorie mcoc((x,f), (@', f") et,
pour g : & — cet ¢ : 2/ — ¢ deux 1-fleches de C de buf ‘¢, des oo-catégories
MC/C((x,g), (', g") et Mcco ((x,9),(2',¢’)) mais, par contre, pas de co-sesqui-
catégories associées. Pour pouvoir le faire, on a besoin d’une structure plus forte, celle
de oco-catégorie de Gray ou de oo-catégorie de Gray gauche (voir le paragraphe C.16
et la conjecture C.24).

C.5. — Soit V une catégorie monoidale de produit tensoriel ® et d’objet unité I.
On rappelle qu'une catégorie enrichie dans V, ou plus simplement V-catégorie, C est
la donnée

— d’une classe Ob(C) dont les éléments sont appelés les objets de C;
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— pour tous z,y objets de C, d’un objet Homg(x,y) de V, appelé objet de mor-
phismes de x vers y;
— pour tous z,y, z objets de C, d’un morphisme

Ozy, Hinc(% Z) ® HoJC(%?J) - HOJ(C(L Z)

de V, appelé morphisme de composition ;
— pour tout z objet de C, d’un morphisme id, : I — Hom¢(z,2) de V, appelé
morphisme d’unité,
ces données satisfaisant aux conditions usuelles d’associativité et d’unité, autrement
dit rendant commutatifs les diagrammes

0¢,2,y®1
MC(Zat)®MC(yvz)®mC(z7y) mc(y7t)®mc(xvy)

1®0: 4, J{Ot,y,z

MC(Z’t)®mC(z7z) mc(x’t) ’

Ot,z,x

Hom(z,y) ® I ————— Homg(x,y) ¢+———— I ® Home(z, %)

1®|d |dy®1
Oy,z,x Oy,y,z

Hom¢(z,y) ® Home(z, x) Hom¢(y, y) ® Home(z,y)

pour z,y, z,t objets de C (o on omet pour simplifier les contraintes d’associativité
et d’unité de V).

Une V-catégorie gauche est une catégorie enrichie dans la catégorie monoidale trans-
posée de V, c’est-a-dire dans la catégorie monoidale ayant méme catégorie sous-jacente
et méme unité que V mais comme produit tensoriel le foncteur

R ZE Y
(X,Y)=»Y®X

)

obtenu a partir de ® en composant avec 'isomorphisme de symétrie du produit carté-
sien. Les notions de V-catégorie et V-catégorie gauche sont bien distinctes, sauf dans
le cas ou la catégorie monoidale V est symétrique, auquel cas ces deux notions sont
essentiellement équivalentes, la symétrie définissant une bijection entre V-catégories
et V-catégories gauches.

Ezxemple C.6. — Une catégorie enrichie dans la catégorie monoidale des ensembles,
avec comme produit tensoriel le produit cartésien, n’est autre qu'une catégorie ordi-
naire.

C.7. — Soient V et V' deux catégories monoidales de produits tensoriels et unités
®, I et @', I' respectivement, et F' : V — V' un foncteur monoidal lax. A toute
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V-catégorie C, le foncteur F associe une V'-catégorie C' = F,(C), appelée image
directe de C par F, définie comme suit :
— les objets de C’ sont les mémes que ceux de C;
— pour z,y objets de C’, I'objet de morphismes de z vers y est F(Home(z,v));
— pour z,¥, z objets de C’, le morphisme de composition est le composé

F(Home(y, 2)) @ F(Home(z,y)) — F(Home(y, =) © Home(z, ) — F(Home (z, 2)),

la fleche de gauche venant de la contrainte de composition du foncteur monoidal
lax F' et la fleche de droite étant F(o, 4 4);
— pour z objet de C’, le morphisme d’unité est le composé

I' — F(I) - F(Hom¢(z, 7)),

la fleche de gauche venant de la contrainte d’unité du foncteur monoidal lax F'
et la fleche de droite étant F'(id,).

Ezxemple C.8. — Soit V une catégorie monoidale de produit tensoriel ® et d’objet
unité I. Le foncteur

Homy(I,e):V — Ens

s’enrichit en un foncteur monoidal lax a valeurs dans la catégorie des ensembles munie
du produit cartésien en définissant pour X, Y objets de V la contrainte de composition

Homy, (1, X) x Homy(I,Y) = Homy(I, X ® Y)

par

(z:I—=>Xy:I=>Y)—zy:I~I®] XY

et la contrainte d’unité
{*} = Homy (I, I) par * = 17,

Pour toute V-catégorie C, 'image directe de C par ce foncteur monoidal lax est, en
vertu de l'exemple C.6, une catégorie ordinaire appelée catégorie sous-jacente a la
V-catégorie C.

La catégorie sous-jacente & une V-catégorie gauche C’ est la catégorie sous-jacente
a C', vue comme catégorie enrichie dans la catégorie monoidale transposée de V.

C.9. — Soient V une catégorie monoidale de produit tensoriel ® et d’objet unité I,
et C une V-catégorie de catégorie sous-jacente C. On peut munir la catégorie C d’une
structure canonique de V-sesquicatégorie, appelée V-sesquicatégorie sous-jacente a la
V-catégorie C, comme suit. Le foncteur Home : C° x C — V associe a un objet (x,y)
de C° x C l'objet Hom¢(z,y) de V. Si f : 2’ — x et g : y — v sont des morphismes
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de C, la fleche Hom;(f, g) de V est définie par le diagramme commutatif

Hom (f,9)

Homc (2, y) Ly

Hom(a',
IT To'y/,y,l‘/(l(@oy.m,w')

I'®Home(z,y) @ 1 STy Hom¢(y, y) ® Hom(z,y) ® Hom (2, z)
g
(ou la fleche verticale de gauche vient de la contrainte d’unité de V et ou on néglige
les contraintes d’associativité). Il est alors immédiat que le triangle

C°><C—>V
% A’]v I,e)

du paragraphe C.1 est strictement commutatif.

La V-sesquicatégorie sous-jacente & une V-catégorie gauche C' est la V-sesqui-
catégorie sous-jacente & C’, vue comme catégorie enrichie dans la catégorie monoidale
transposée de V (on rappelle que le produit tensoriel de V n’intervient pas dans la
définition d’une V-sesquicatégorie).

Exemple C.10. — Soit V une catégorie monoidale fermée & droite (voir le para-
graphe 5.2) de produit tensoriel ® et d’objet unité I, de sorte qu'il existe un foncteur
d

Hom), : V° x V — V et une bijection

Homy, (X ® Y, Z) ~ Homy (X, Hom$,(Y, Z)),

naturelle en X, Y et Z dans V. On définit une V-catégorie V9 ayant mémes objets
que V et telle que Homya(X,Y) = Hom‘\j,(X, Y) comme suit. La bijection ci-dessus,
appliquée a X = Homﬁl,(Y, Z), fournit un morphisme de V, dit d’évaluation,

evzy :Homb(V, 2) @Y — Z
correspondant par cette bijection & 1pomd (v, 7). Le composé evzy(l ®evy x)
Hom (Y, Z) ® Hom$ (X, Y) ® X — Hom$,(YV, 2) @Y — Z

définit par adjonction le morphisme de composition. De méme, l’isomorphisme
I ® X ~ X définit par adjonction le morphisme d’unité I — m%(X,X). Une
vérification simple mais fastidieuse prouve les propriétés d’associativité et d’unité
(voir par exemple [26]). La catégorie sous-jacente a la V-catégorie V¢ n’est autre
que la catégorie sous-jacente a la catégorie monoidale V et la V-sesquicatégorie
sous-jacente & V4 est définie par le foncteur Hoim% VXV =Y.
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Si la catégorie monoidale V, au lieu d’étre fermée a droite est fermée a gauche, de
sorte qu’il existe un foncteur Hom$, : V° x ¥V — V et une bijection

Homy (X ® Y, Z) ~ Homy (Y, Hom{,(X, Z)),

naturelle en X, Y et Z dans V, il faut se garder de croire qu’on puisse définir en général
une V-catégorie ayant mémes objets que V et dont ’objet de morphismes soit donné
par HomY,. En revanche, en appliquant ce qui précede a la catégorie monoidale V'
transposée de V, on déduit l'existence d’une V-catégorie gauche V& ayant mémes
objets que V et dont I'objet de morphismes est défini par Hom$,. En effet, la catégorie
monoidale V' est alors fermée & droite et, pour X,Y objets de V, on a

Hom?(X,Y) = Hom$, (X,Y).

La catégorie sous-jacente a cette V-catégorie gauche est la catégorie sous-jacente a la
catégorie monoidale V et sa V-sesquicatégorie sous-jacente est définie par le foncteur
Homf, : V° x V — V.

C.11. — Soient V une catégorie monoidale de produit tensoriel ® et d’objet unité I,
et C et C' deux catégories enrichies dans V (voir le paragraphe C.5). On rappelle
qu'un foncteur enrichi, ou plus simplement V-foncteur, F de C vers C’ est la donnée
— d’une application Fy : Ob(C) — Ob(C');
— pour tous x,y objets de C, d’'un morphisme de V

]Fy,z : @c(%y) - MC’(FO(x)aFO(y))a

ces données satisfaisant aux compatibilités usuelles aux compositions et aux unités,
autrement dit rendant commutatifs les diagrammes

Oz,y,x

Hom¢(y, 2) ® Hom (2, v) Hom(z

F.y®Fy,

Home, (Fo(y), Fo(2)) ® Homg, (Fo(x), Fo(y)) —="2" Home, (Fo () :

pour z,y, z objets de C.
Si C et C’ sont deux V-catégories gauches, un V-foncteur gauche de C vers C’ est
un foncteur enrichi dans la catégorie monoidale transposée de V de C vers C'.
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C.12. — Soient V une catégorie monoidale de produit tensoriel d’objet unité I,
C et C’' deux catégories enrichies dans V et F un foncteur enrichi de C vers C’. Le
foncteur enrichi F induit un foncteur ordinaire F' de la catégorie C sous-jacente a C vers
la catégorie C’ sous-jacente & C’, appelé foncteur sous-jacent a I, défini comme suit.
Sur les objets, le foncteur F' est défini par 'application Fy. Si f: 2 — y est un mor-
phisme de C, autrement dit une fleche f : I — Hom¢(z,y) de V, le morphisme F'(f)
de C’ est défini par le composé

f Fy,a
I —— Hom¢(,y) —— Home (Fo(x), Fo(y)).

Le foncteur sous-jacent & un V-foncteur gauche est son foncteur sous-jacent comme
foncteur enrichi dans la catégorie monoidale transposée de V.

C.13. — Soient V une catégorie monoidale et C une V-catégorie. Pour toute partie
de Ob(C), on définit une V-catégorie, appelée sous-V-catégorie pleine de C définie par
cette partie, dont la classe des objets est cette partie et dont les objets de morphismes,
les morphismes de composition et les morphismes d’unité sont induits par ceux de C.
L’inclusion de cette partie dans la classe des objets de C s’enrichit en un V-foncteur,
appelé V-foncteur d’inclusion. De méme, si C est une V-catégorie gauche, toute partie
de Ob(C) définit une sous-V-catégorie gauche pleine de C et un V-foncteur gauche
d’inclusion.

C.14. — Soit V une catégorie monoidale. A une V-catégorie C, on associe une
V-catégorie gauche 'C, transposée de C, ayant mémes objets que C et, pour z,y
objets de C, comme objet de morphismes de z vers y

Hom.¢(z,y) = Homc(y, 2).

De méme, a une V-catégorie gauche C, on associe de fagon analogue une V-catégorie
transposée *C. Pour C une V-catégorie ou une V-catégorie gauche, la catégorie sous-
jacente a ‘C est la catégorie opposée de la catégorie sous-jacente a C et on a **C = C.

Si C et C’ sont deux V-catégories (resp. deux V-catégories gauches) et F: C — C’
est un V-foncteur (resp. un V-foncteur gauche), on définit le V-foncteur gauche (resp.
le V-foncteur) transposé 'F : tC — ‘C’ de la fagon évidente.

Exzemple C.15. — Soit V une catégorie monoidale bifermée (voir le paragraphe 5.2)
de produit tensoriel ®, de sorte qu’il existe des foncteurs

Hom$, Hom® : V° x V — V
et des bijections

Homy (Y, Hom¥,(X, Z)) ~ Homy (X ® Y, Z) ~ Homy (X, Hom$,(Y, Z)),
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naturelles en X, Y et Z dans V, et soient V4 la V-catégorie et V& la V-catégorie gauche
associées (voir I’exemple C.10). Pour X un objet de V, les affirmations suivantes sont
purement formelles (voir [26]).
(a) Tl existe un V-foncteur canonique V¢ — V4 dont le foncteur sous-jacent est le
foncteur e @ X : V — V.
(b) 1l existe un V-foncteur gauche canonique V& — V& dont le foncteur sous-jacent
est le foncteur X @ @ : V — V.
(c) 1l existe un V-foncteur canonique V4 — V¢ dont le foncteur sous-jacent est le
foncteur Hom$ (X, e): V — V.
(d) Tl existe un V-foncteur gauche canonique *V¢ — V& dont le foncteur sous-jacent
est le foncteur Hom$, (e, X) : V° — V.
(e) 1l existe un V-foncteur gauche canonique V& — V& dont le foncteur sous-jacent
est le foncteur Hom$,(X,e) : V — V.
(f) T existe un V-foncteur canonique V& — V4 dont le foncteur sous-jacent est le
foncteur Hom$, (e, X) : V° — V.

C.16. — Une co-catégorie de Gray est une catégorie enrichie dans la catégorie mo-
noidale des oco-catégories avec comme produit tensoriel le produit tensoriel de Gray
(voir le paragraphe A.16). Une co-catégorie de Gray gauche est la variante gauche
de cette notion, autrement dit une catégorie enrichie dans la catégorie monoidale des
oo-catégories avec comme produit tensoriel le foncteur

(X,Y) =+ Y ® X ~ (XP @ YP)P ~ (X R Y©)

(voir la proposition A.22). Le produit tensoriel de Gray dans oo-Cat n’étant pas symé-
trique, les notions de oco-catégorie de Gray et oo-catégorie de Gray gauche ne sont pas
équivalentes. Si C est une oo-catégorie de Gray ou une oco-catégorie de Gray gauche
et x,y deux objets de C, alors par définition Hom(z,y) est une co-catégorie. On
vérifie immédiatement que les objets de Hom¢(x,y) sont les morphismes de source z
et but y dans la catégorie sous-jacente & C (voir 'exemple C.8). De plus, si C désigne
la co-sesquicatégorie sous-jacente & C, on a Home(z,y) = Home(z,y) (voir les para-
graphes C.3 et C.9). Pour i > 1, une i-fléche de C sera par définition une i-fleche de
sa oo-sesquicatégorie sous-jacente C et de méme pour les sources, buts, compositions
et unités.

Ezxzemple C.17. — Le foncteur identité de oo-Cat s’enrichit en un foncteur monoidal
lax de source co-Cat munie du produit tensoriel défini par le produit cartésien et de
but co-Cat munie du produit tensoriel de Gray. Pour X,Y deux oo-catégories, la
contrainte de composition est

(Ix ®py,px ®1ly) : X @Y — X x Y,

ou pour Z une oo-catégorie, p, désigne I'unique fleche de Z vers la oo-catégorie finale,
et la contrainte d’unité est I'identité (en vertu du paragraphe A.16, 'unité du produit
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tensoriel de Gray est la catégorie finale). Or, une catégorie enrichie dans la catégorie
monoidale des co-catégories avec comme produit tensoriel le produit cartésien est sim-
plement une oco-catégorie (non nécessairement petite mais localement petite). Ainsi,
a une telle co-catégorie C, on associe une oo-catégorie de Gray C, image directe de C
par ce foncteur monoidal lax, satisfaisant a 1’égalité

Homc(x,y) = Home(z,y).

Exemple C.18. — On rappelle que la catégorie monoidale co-Cat, munie du produit
tensoriel de Gray, est bifermée (voir le théoréme A.15), de sorte que dans les notations
du paragraphe A.18, on a des bijections

Homoo— Cat(37 MMX(A» C)) ~ Homoo—Cat(A@)Bv C) ~ Homoo—Cat (A7 moplax(Ba C))

naturelles en les oo-catégories A, B,C. En vertu de I’exemple C.10, on a donc une
oo-catégorie de Gray oo—(Catoplax, appelée co-catégorie de Gray des co-catégories, dont
les objets sont les co-catégories et telle que pour tout couple A, B de oco-catégories,
'objet de morphismes de A vers B soit Hom, .. (A, B). La catégorie sous-jacente
a oo-Cat,,, n’est autre que oco-Cat. En vertu de la remarque B.2.8, les 2-fleches
de oo-Cat,,,, sont les transformations oplax. Plus généralement, pour i > 0,
les (i + 1)-fleches de oo-Cat sont appelées des i-transformations oplax (une

O-transformation oplax est donc un oo-foncteur et une 1-transformation oplax

N

oplax

une transformation oplax ordinaire). De méme, on a une oo-catégorie de Gray
gauche oo-Cat,,, appelée oco-catégorie de Gray gauche des oco-catégories, dont les
objets sont les oco-catégories et telle que pour tout couple A, B de oo-catégories,
lobjet de morphismes de A vers B soit Hom,, (A, B). La catégorie sous-jacente
a oco-Caty,, est oo-Cat, et les 2-fléches de co-Caty,, sont les transformations lax (voir
la remarque B.2.8). Plus généralement, pour 7 > 0, les (i + 1)-fleches de oo-Cat, .
sont appelées des i-transformations lazx.

C.19. — Soient C et C' deux oo-catégories de Gray. Un oo-foncteur de Gray de C
vers C’ est un foncteur enrichi de C vers C’ (voir le paragraphe C.11). De méme, si C
et C’ sont deux co-catégories de Gray gauches, un oo-foncteur de Gray gauche de C
vers C’ est un foncteur enrichi de C vers C'.

C.20. — En vertu du paragraphe C.13, si C est une oco-catégorie de Gray, toute
partie de la classe des objets de C définit une sous-oo-catégorie de Gray pleine de C
et un oo-foncteur de Gray d’inclusion. De méme, si C est une oco-catégorie de Gray
gauche, toute partie de la classe des objets de C définit une sous-co-catégorie de Gray
gauche pleine de C et un oo-foncteur de Gray gauche d’inclusion.

C.21. — Soit C une oo-catégorie de Gray. On définit une oco-catégorie de Gray C°P,
ayant mémes objets que C, en posant

Homcop (2, y) = Home(y, 2)°,
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les morphismes de composition et d’unité étant définis de la maniere évidente (en
utilisant la proposition A.22), et deux co-catégories de Gray gauches C* et C°, ayant
également mémes objets que C, en posant

Hom¢eo (7, y) = Home(z,y)P,
Homc. (7, y) = Hom(y, )°

(voir la proposition A.22), les morphismes de composition et d’unité étant toujours
définis de la maniére évidente. En particulier, & une oco-catégorie de Gray C, on en
associe trois autres C°P, ‘{C et *C° (voir le paragraphe C.14). On définit de fagon ana-
logue, pour C une co-catégorie de Gray gauche, une oco-catégorie de Gray gauche C°P
et deux oo-catégories de Gray C et C°.

Pour C une co-catégorie de Gray ou une oo-catégorie de Gray gauche, de catégorie
sous-jacente C, la catégorie sous-jacente a CP et a C° est C°, la catégorie sous-jacente
a C est C et on a des égalités

COPOP — ([COCO — [°° —
CoPco — [eoor — (CO,

COoP° — (COOoP — (o

(o0 — (OO0 — (COP,

Si C et C’ sont deux oo-catégories de Gray et F : C — C’ est un oo-foncteur de
Gray, on définit de la fagon évidente un oco-foncteur de Gray F°P : C°P — C’°P et des
oo-foncteurs de Gray gauches F° : C® — C'* et F° : C° — C’°. De méme, si C et C’
sont deux oo-catégories de Gray gauches et F : C — C’ est un co-foncteur de Gray

gauche, on définit un oco-foncteur de Gray gauche F°P : C°P — C’°P et des oo-foncteurs
de Gray F : C® — C'®° et F° : C° — C'°.

Remarque C.22. — Les isomorphismes naturels
A, B)°? ~ Hom,, (A°P, B°P),

A, B)CO ~ FIOJIaX(ACO7 BCO),
(A, B)° ~ Hom, .. (A°, B°),

HOJOplax(

HoJoplax(

Hom

oplax oplax

pour A, B des oo-catégories (voir la proposition A.23), induisent des isomorphismes

de oo-catégories de Gray

(co-Caty,, ) 2, co-Cat

oplax

(OO—(CatoplaX)OP % t(oo_(catlax> )

(OO-(CQtlaX)O %} K (w'catlax)
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et des isomorphismes de oo-catégories de Gray gauches

op
(OO-(C3t co T> OO—(Catlax s

oplax)

(oo-(Catlax)Op 043) t(oo'(catoplax) ’

o

—— *(0co-Cat

oplax)o ~

(oo—(Cat oplax)

de foncteurs sous-jacents respectifs C' — C°P, C'+— C° et C' — C°.

Ezxzemple C.23. — En se souvenant que la catégorie monoidale co-Cat, munie du
produit tensoriel de Gray, est bifermée (voir le théoréme A.15), de sorte que dans les
notations du paragraphe A.18 on a des bijections

Homee-cat(B, Hom,, . (A, C)) ~ Homo-cat (AR B, C') ~ Homo-cq:(A, Hom

B,())

oplax(

naturelles en les oo-catégories A, B et C, on obtient comme cas particulier de

I’exemple C.15 les assertions suivantes pour C' une oco-catégorie.

(a)
(b)
(¢)
(d)
(e)
()

Il existe un co-foncteur de Gray canonique co-Cat, ), — oco-Cat dont le
foncteur sous-jacent est le foncteur ¢ ® C' : co-Cat — oo-Cat.

Il existe un oo-foncteur de Gray gauche canonique oo-Cat,,, — oo-Cat,,, dont
le foncteur sous-jacent est le foncteur C' ® o : 0co-Cat — oco-Cat.

Il existe un co-foncteur de Gray canonique oo-Cat, ), — oo-Cat, .,
(C,e) : co-Cat — oo-Cat.
oplax - Oo_Catlax
dont le foncteur sous-jacent est le foncteur Hom, .. (8, C') : 0o-Cat® — oo-Cat.
Il existe un oo-foncteur de Gray gauche canonique co-Cat;,, — oo-Cat,,, dont

le foncteur sous-jacent est le foncteur Hom,, (C, e) : co-Cat — oo-Cat.

oplax

dont le

foncteur sous-jacent est le foncteur Hom,, ),

1l existe un oco-foncteur de Gray gauche canonique ‘oco-Cat

Il existe un co-foncteur de Gray canonique ‘oo-Cat,,, — oo-Cat dont le

oplax
foncteur sous-jacent est le foncteur Hom,, (e, C) : co-Cat® — oo-Cat.

Conjecture C.24. — (a) Soient C une co-catégorie de Gray de co-sesquicatégorie

sous-jacente C et ¢ un objet de C.

(a.1) Il existe une oco-catégorie de Gray canonique (C/C dont les objets sont
les couples (x,g) formés d’un objet x de C et d’une 1-fleche g : x — ¢ de C, et
telle que si (x,qg) et (2',g") sont deux tels couples, on ait

MC/C((x7 9); (CL'/, g/)) = MC/C((‘%" 9); ($/7 gl))
(voir le paragraphe C.4).
(a.2) Il existe une co-catégorie de Gray canonique ?{(C dont les objets sont

les couples (x, f) formés d’un objet x de C et d’une 1-fleche f : ¢ — x de C, et
telle que si (x, f) et (2, f") sont deux tels couples, on ait

Hoimg\)c((x, N, @) = Hoim?\)c((x, ), @' )



APPENDICE C. FONCTORIALITES DES TRANCHES : CONJECTURES 207

(voir le paragraphe C.4).
(b) Soient C une oo-catégorie de Gray gauche de oo-sesquicatégorie sous-jacente C
et ¢ un objet de C.
(b.1) Il existe une co-catégorie de Gray gauche canonique (C;OC dont les objets
sont les couples (x, g) formés d’un objet x de C et d’une 1-fléche g : x — ¢ de C,
et telle que si (x,g) et (2',g") sont deux tels couples, on ait

Homcc/o((x ,9), (@',9") = Homc;o((x ,9), (',9"))

(voir le paragraphe C.4).

(b.2) Il existe une co-catégorie de Gray gauche canonique C\(C dont les objets
sont les couples (x, f) formés d’un objet x de C et d’une 1-fléche f : ¢ — x de C,
et telle que si (z, f) et (', ') sont deux tels couples, on ait

MC\C((xa f)» (1'/’ f/)) = MC\C((x’ f)v (xlv f,))

(voir le paragraphe C.4).
(c) Si C est une oco-catégorie de Gray et ¢ un objet de C, on a des isomorphismes
canoniques de oco-catégories de Gray

Cle= (\CP) = (€0 = (\C°)’,
CCCQ(C ~ (COP/C)OP ~ (C\Cco)co ~ (Co ;OC)O

et, si C est une oco-catégorie de Gray gauche et ¢ un objet de C, on a des
isomorphismes canoniques de co-catégories de Gray gauches

C;OC ~ (C\(Cop)op ~ (Cco/c)co ~ (2?@0)07
A\C = (TP 1) = ((\C)*° = (C°/c)°,

tous ces isomorphismes étant compatibles entre eux via les dualités e°P, e
et o°.

Remarque C.25. — On remarque que pour démontrer cette conjecture, il suffit de
démontrer une seule des assertions (a.1), (a.2), (b.1) ou (b.2). En effet, il suffit alors
de définir les autres « tranches » par les formules pertinentes de ’assertion (c).

Exemple C.26. — On va s’intéresser plus spécialement au cas particulier de la
conjecture appliquée a la oo-catégorie de Gray oo—(CatOplax et a la oo-catégorie de
Gray gauche oo-Cat,,, . Ainsi, conjecturalement, pour toute oo-catégorie C, on dispose
d’une oco-catégorie de Gray oo-Cat, 1, /C des oo-catégories au-dessus de C' et d'une
oo-catégorie de Gray C\oo Cat,jax
dispose d’une oco-catégorie de Gray gauche oo-Cat,,, / ¢ des oco-catégories au-dessus

des oo- categorles au- dessous de C. De méme, on
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de C et d’une oo-catégorie de Gray gauche C’\oo—(Catlax des oco-catégories au-dessous
de C. On note

co co
00-Calopiax/Cs  C\0O-Calgplay, 00-Catly / C €t C\0o-Catay

les catégories sous-jacentes a

co co
OO_CE]toplax/Ca C \w_catopla)m OO_(Catlax/ C et C\oo_(catlax

respectivement. Les objets de co-Cat . /C C%t de oo-Caty,, 700 sont les mémes que
ceux de oo-Cat/C'. De méme, les objets de O\ 00-Catypyay et de ¢\ 0o-Caty,, sont les
mémes que ceux de C\oo—Cat. Dans le tableau suivant, on indique les 2-diagrammes
définissant les morphismes d’un objet vers un objet « prime » dans ces quatre caté-
gories :

A—2 A A—2 A

N N SN YN

A—— N A—>A’

oo- Catoplax/o S Catlax ;OC C?O\OO_ Catoplax C\OO' Ca’tlax ’

« et v étant des transformations oplax et S et § des transformations lax. On vérifie
aussitot qu’on a des foncteurs d’inclusion canoniques

oo—Cat/C — oo—CatOplax/C, oo—Cat/C — 00-Caty,y ;OCH

C\oo-Cat — C?(ioo—CatoplaX . O\oo-Cat — '\ 0o-Catyay

(en admettant que les morphismes dans les catégories buts se composent de la maniére
évidente) induisant I'identité sur les objets et envoyant les triangles commutatifs sur
les 2-triangles de méme contour munis de la transformation oplax ou lax unité.

Conjecture C.27. — Soit C une oo-catégorie.

(a) Il existe un oo-foncteur de Gray canonique oo-Cat, ), — Cs(ioo-(CatoplaX dont

le foncteur sous-jacent est le composé

co-Cat — ¢\ oo-Cat — cs(ioo—Cat

oplax 7
ot la fleche de gauche est le foncteur
oxC: A= (AxC,iy: C = Ax(C)

et la fleche de droite le foncteur d’inclusion canonique.
(b) Il existe un oo-foncteur de Gray gauche canonique oo-Caty, — ('\oo-Caty,,
dont le foncteur sous-jacent est le composé

o0-Cat — ¢'\co-Cat — '\ 0o-Caty,y ,
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ot la fleche de gauche est le foncteur
Cxe: A (CxA i;:C—CxA)

et la fleche de droite le foncteur d’inclusion canonique.
co

(¢) Il existe un oco-foncteur de Gray canonique C\oo—(CatOplax dont

— oo—(CatOlDlaX
CcO

le foncteur sous-jacent composé avec Uinclusion ¢\ 0o-Cat — '\ 0o-Cat est

le foncteur

oplax

C\oo-Cat — oo-Cat
(A, f:C A ALy

(d) Il eziste un co-foncteur de Gray gauche canonique (0o-Cat, .. /C')° — oo-Cat,,
dont le foncteur sous-jacent composé avec l'inclusion

(00-Cat/)° — (00-Catypiax/C)°
est le foncteur
(c0-Cat/()° — oo-Cat
(A, f:A=C) Oy
(e) Il existe un oco-foncteur de Gray gauche canonique C’\oo—(Catlax — oo-Caty,,

dont le foncteur sous-jacent composé avec Uinclusion ¢'\oo-Cat — '\ 00-Caty,y
est le foncteur

C'\oo-Cat — co-Cat
(A, f:C—=A)— A
dont

le foncteur sous-jacent composé avec linclusion (00-Cat/C')° — (00-Caty,y ;Oc)o
est le foncteur

(f) Il existe un oco-foncteur de Gray canonique (co-Caty,, ;Oc)o — co-Cat 1.

(00-Cat/()° — co-Cat
(A,f:A—>C)»—>f\C

Remarque C.28. — Les assertions (a)—(f) de la conjecture ci-dessus sont les ana-
logues pour le joint des assertions formelles (a)—(f) de ’exemple C.23 relatives au pro-
duit tensoriel de Gray. Par ailleurs, en utilisant les isomorphismes de la remarque C.22
ainsi que ceux de l'assertion (¢) de la conjecture C.24, on remarque que pour prou-
ver l'assertion (b) (resp. (e), resp. (f)) de la conjecture C.27, il suffit de démontrer
lassertion (a) (resp. (c), resp. (d)) et réciproquement. De méme, la conjecture C.27
est Céoquivalente a la conjecture analogue pour le foncteur ' et les « tranches » C /f
et £\C (voir la remarque 6.37).
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Remarque C.29. — L’assertion (f) de la conjecture C.27 est une vaste généralisa-
tion des résultats du chapitre 11. Par exemple, si

A —> A’
\ 2 /
est un diagramme dans oo-Cat, avec « une transformation lax, autrement dit un
co
diagramme représentant une 1-fleche (f,a) : (A,¢) — (A’ ) de oo-Caty,, / C
(qui est une ﬂeche de sa catégorie sous-jacente oo-Caty,, / C) en appliquant le
foncteur (oo Caty,y / C) — 00-Cat sous-jacent au oo-foncteur de Gray canonique
(o0 (Catlax/ C) — oo-Cat, ., on obtient un oo-foncteur (f,a)* : \C = \C,
généralisant celui du théoreme 11.2.2. Par fonctorialité, on obtient une généralisation
des résultats de la section 11.3. De méme, si
f/

/’\
A5 18 Al
A

est un diagramme dans oo-Cat, avec «, o' et B des transformations lax et A
une 2-transformation lax, autrement dit un diagramme représentant une 2-fleche
(BN : (f,a) = (f’,ocz(')) de oo-Caty,, 700, en appliquant le oo-foncteur de Gray
canonique (oo-Caty,, / ¢)° — 0o-Cat, oplax:
trement dit une 2-transformation oplax de source (f’, h’')* et but (f, h)*, généralisant
ainsi le théoreme 11.4.2. Enfin, une description plus précise de la oo-sesquicatégorie

on obtient une 2-fleche de co-Cat, au-

co
sous-jacente a oo-Cat, /C fournirait une généralisation des résultats de fonctorialité
de la section 11.5.

C.30. — Les conjectures C.24 et C.27 sont étayées par le fait que des conjectures
analogues sont vraies pour les complexes dirigés augmentés. Plus précisément, on
rappelle que la catégorie monoidale Cq, des complexes dirigés augmentés, munie du
produit tensoriel, est bifermée (voir le paragraphe 6.2), de sorte qu’il existe des fonc-
teurs Homc ;Hom¢ :Cg, x Cy, — Cy, et des bijections

Home,, (L, Hom§ (K, M)) ~ Home,, (K ® L, M) ~ Homc,, (K,Hom¢ (L,M)),

naturelles en les complexes dirigés augmentés K, L, M. En vertu de I’exemple C.10,
on dispose donc d’une Cq,-catégorie ayant mémes objets que Cq, et dont l'objet de
morphismes est défini par @g 1. €t d’'une Cqa-catégorie gauche ayant également les
mémes objets que Cq, et dont I'objet de morphismes est défini par @%da. Comme
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le foncteur v : Cgo — 00-Cat s’enrichit en un foncteur monoidal lax (voir la proposi-
tion A.19), on peut appliquer la construction de 'image directe du paragraphe C.7
pour obtenir une co-catégorie de Gray C4, (resp. une oo-catégorie de Gray gauche C§,)
ayant comme objets les complexes dirigés augmentés et telle que pour tous objets K, L,

Hom% (K,L) = V(Homgda(K,L)) (resp. Hom e (K,L) =v(Hom§ (K,L))).

On remarque que, essentiellement par définition, pour ¢ > 0, les i-fleches de
Hoimcga (K, L) (resp. de Homs (K, L)) sont les i-homotopies (resp. les i-antihomo-
topies) de complexes dirigés augmentés de K vers L (voir le paragraphe 2.28). En
particulier, les objets de Hln@;ﬂ (K,L) ou de @Ci (K,L) sont les morphismes
de K vers L. De plus, il résulte facilement des théoremes 2.11 et A.15 ainsi que
des propriétés d’adjonction que si K est un complexe de Steiner fort, on a des
isomorphismes canoniques

MCSQ(K’ L) = Ho7moplax(y([()?l/(L)) et Hﬂ](cdga(K’ L) = Ho7mlax(y(I()7y(L))'

En particulier, la sous-oo-catégorie de Gray pleine de C4, définie par les complexes
de Steiner forts s’identifie a la sous-oo-catégorie de Gray pleine de co-Cat, ), définie
par les oo-catégories de Steiner fortes (voir le paragraphe 2.15), et de méme pour les
sous-oo-catégories de Gray gauches pleines de C§, et oo-Caty, correspondantes.

Par ailleurs, pour tout complexe dirigé augmenté L et tout couple de morphismes
g: K =L g:K — L (resp. f:L - K, f: L - K') de Cgy de but L (resp. de
source L), on sait définir des complexes dirigés augmentés explicites

Hom{ ((K,g),(K',¢')) et Hom%((K.g), (K", g'))
K ), (K f) et HomE((K, f), (K, '),

pouvant s’assembler pour former deux Cq,-catégories dont les objets sont les complexes
dirigés augmentés respectivement au-dessus et au-dessous de L et dont les objets de
morphismes sont définis par Hom¢ (K, g), (K’, ¢')) et Hom% ((K, f), (K', f')), et deux
Caa-catégories gauches dont les objets sont aussi respectivement les complexes dirigés
augmentés au-dessus et au-dessous de L et dont les objets de morphismes sont définis
par Hom?% ((K,g), (K, ¢')) et mg((K, £),(K’, ). En appliquant la construction
de 'image directe du paragraphe C.7 par le foncteur monoidal lax v, on obtient deux
oo—catégori(g(s) de Gray notées (Cgu /L et [fci(Cga et deux oo-catégories de Gray gauches
notées C§, / L et L\Cga. On peut démontrer que celles-ci satisfont les affirmations

(resp. Ho

de la conjecture C.24 relatives a la oo-catégorie de Gray (Cga et a la co-catégorie de
Gray gauche C§ . En particulier, cela implique le cas de la conjecture C.24 exposé
dans I'exemple C.26 pour la sous-oo-catégorie de Gray pleine de oo-Cat, ), et la
sous-oo-catégorie de Gray gauche pleine de co-Cat,,, définies par les oo-catégories de
Steiner fortes.
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De plus, si le complexe dirigé augmenté L est décent (voir le paragraphe 2.17), on
peut définir explicitement les morphismes de complexes dirigés augmentés pertinents
pour construire les co-foncteurs de Gray et oo-foncteurs de Gray gauches correspon-
dant a l’analogue de la conjecture C.27 pour les complexes dirigés augmentés. Ceci
permet comme ci-dessus d’établir la conjecture C.27 si on se restreint aux co-catégories
de Steiner fortes.

Ces résultats seront exposés plus en détails ailleurs. On espére pouvoir en déduire,
par un argument de densité et une version « enrichie » de la généralisation du théo-
réme de Day démontrée dans ce texte (théoréme 5.13), la conjecture C.27 en toute
généralité.
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prétransformation oplax, p. 17, § 1.9
produit tensoriel
oco-catégorique, p. 160, § A.16
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