ou dR est I'accroissement du quadrivecteur position et dr est I’accroissement
du temps propre.

Ecrivons la quantité U en fonction de la vitesse spatiale v de la particule
dans un référentiel R donné. Si le temps propre varie de dr, le temps dans R
varie de dt = ydr (dilatation des temps). La position de la particule variant

de dr = vdt, on a
dR c
pri ( @ > (2.27)

e ( J\C/ ) (2.28)

On remarque que la partie spatiale de la quadri-vitesse n’est autre que la
célérité (vitesse calculée dans l'espace du référentiel et dans le temps propre
de la particule). U étant un quadri-vecteur, il se transforme par la transfor-
mation de Lorentz dans un changement de référentiel. '
Calculons enfin le carré de la norme de U :

et

UrU, =¥ —v*® =2 (2.29)

En multipliant la quadrivitesse par la masse de la particule, on obtient le
quadrivecteur impulsion :

e ($)-(55)

Cette quantité jouera un role essentiel en dynamique.

La quadrivitesse U est une fonction du temps propre 7 de la particule. On
peut la dériver encore par rapport a ce temps, pour aboutir & une définition
de la quadri- accélération :

au au v
=22 822 = ki (2.31)
dr dt YYVvV+oyta
ou v = ?TZ est la dérivée temporelle du facteur v et a est l'accélération

tridimentionnelle de la particule. On remarque que la quadri-accélération est
perpendiculaire & la quadri-vitesse I'*U, = 0
Quadrivecteur d’onde. Effet Doppler

L’effet Doppler est la variation de la fréquence d'un signal lumineux
lorsque la source et le récepteur sont en mouvement relatif.
Considérons deux référentiels galiléens R et R, I'un lié & la source O et 'autre
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Remarque :
Si 'observateur s’éloigne de la source (u > 0), la fréquence recue est plus
faible que la fréquence émise, alors que s'il s’en rapproche (u < 0) cette
fréquence est plus grande.
Cet effet est utilisé en Astrophysique pour déterminer la vitesse des étoiles
et des galaxies. Lorsqu’une étoile explose, elle émet de la lumiére dans toutes
les directions. La différence de fréquence dv entre les ondes émises dans le
sens de I’éloignement et celles émises dans le sens du rapprochement est telle
e YA ) 2

0 ov U

PR (2.41)

Dans le cas o [0A| = 1nm pour A = 500nm, on trouve u = 3105ms~!. Clest
ainsi qu'on a observé le décalage vers le rouge (redshift) du rayonnement
lumineux émis par les galaxies, ce qui confirme les théories sur I’expansion
de l'univers.
v Effet Doppler transversal
Cet effet correspond & § = %

B = = % (2.42)

(1-p%)z

C’est l'effet Doppler transversal observé et étudié par Ives et Stilwell de 1938
a 1941. De nouvelles vérifications réalisées en 1962 ont confirmé avec une
excellente précision les prévisions de la relativité.
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En phase d’éloignement :
(0,E1) : (cA1)? = (cAt)? — Az?
Aty = Aty\/1-p28= i—j vitesse de J/M

cAt, = cAt+ Az

1
At, = At(1+8) = At, = Aty %
En phase d’approche ( vitesse de la lumiére dans le méme sens que la vitesse
de Jeannette) :

1-5

CAty = cAt — Az = At, = Atgy | —L
C T 0 l—f—ﬂ

1 Uy 1-p5
vV = — —= — =
At 140 1+B

(en récession la lumiére est en sens inverse de Jeannette)

(Effet Doppler en récession —s déplacement vérs les basses fréquences.)
(Effet Doppler en approche —» déplacement vérs les hautes fréquences.)

lim—- = 1-8=1- ¢ (effet Doppler non relativiste)
c

vr )2
1-(2)

vr\2
1+ (3)
= Mesure de v, si v connu (en reconnaissant une raie caractéristique d’un spectre)

:/‘3
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FIGURE 2.5 — Aberration des étoiles.

. Quelles sont les valeurs des modules des vitesses v et v/ ?

. Etablissez, au moyen de la loi de composition des vitesses, les expres-
sions des composantes v, et v, de la vitesse en fonction des composantes
Vs Uy €4 de B.

3. En déduire I'expression de cosf#’ en fonction de cosf et [3.

4. Suite a ces impressionnants calculs relativistes il est temps de redes-

cendre sur Terre dont le rayon d’orbite vaut r, =~ 1,50 .10''m. Calculez
la valeur de (.

. Etablissez une expression approchée de 1“aberration”, df = 6 — 6
(formule de Bradley, 1728), adaptée au cas de l'astronome terrestre.
(La constante de proportionnalité, caractéristique du mouvement de la
Terre, qui apparait dans cette formule s’appelle la “constante d’aberra-
tion”.)

. Quelle est la valeur en radians de la constante d’aberration de la Terre ?
Calculez cette valeur en secondes d’arc.

. Discussion :

— 1) Cette aberration a été observée par Bradley, deés le 18 eme siécle.
Ses observations pouvaient-elles manifester des effets “relativiste” ?

— 11 ) L’effet que nous avons étudié ici est 1“aberration annuell”. Nous
avons éludé le mouvement de rotation de la Terre sur elle-méme;
qu’en est-il de 1"aberration diurne” correspondante ?

— iii ) Nous avons aussi escamoté l'effet de la distance finie de 1'étoile
qui se traduit par une parallaxe J; lorsque l'astronome se déplace,
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lié au récepteur O'. La source émet une onde lumineuse monochromatique
plane, de fréquence v, se dirigeant dans la direction OX qui fait, dans le plan
Ozy, angle 6 avec Oz.

Suivant que le signal est émis dans la direction de la vitesse u de R’ ou
dans une direction normale & u, I'effet Doppler est qualifi¢ de longitudinal
ou transversal.

v'Quadrivecteur d’onde

L’onde lumineuse monochromatique plane est caractérisée, en notation com-
plexe, par la fonction d’onde ¥ :

U(r,t) = Aexp —i(wt — kr) = Aexpi(k,z + kyy + k.2 — wt), w=2mv

(2.32)
ks, ky, k. etant les composantes du vecteur d’onde k. La partie imaginaire de
I'argument de 'exponentielle peut étre considérée comme le produit scalaire
de deux qudrivecteurs : le quadrivecteur d’onde K = (k, 2 et le quadrivec-
teur position R = (r, ct)
v Formules de 'effet Doppler
Elles découlent de la transformation de Lorentz entre le référentiel de I’émet-
teur R et le référentiel du récepteur R’

w

ke = (k= 5=) (2.33)
ky, = ky (2.34)
E = E (2.35)
W' w
i = =8k 2.36
L= &) (236)
Il en résulte que, puisque k, = k cosf = 27"1/ cosf,
V' =~v(1 - Bcosb) (2.37)
v'Effet Doppler longitudinal
Il est définit par = 0. La formule précédente devient :
/o o o 1— B %
V=yw(l-0)=v <1+/3 (2.38)
Lorsque, comme c’est souvent le cas, 3 < 1, on obtient
Aol = fles BEER B (2.39)
14 1% (8

Retenons ce dernier résultat en fonction de la longueur d’onde (\ = < sous
la forme suivante, u étant la vitesse d’éloignement de I’observateur
A Av  u
—_— =~ — 2.40
A v e ( )
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v Effet Doppler par la géométrie

11

£,
Vo \
r_k- c
1
A1, ;
Y oju
)
° A,]
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A :\4;
]
] A
€ ffar-

FIGURE 2.4 — Effet Doppler dans le diagramme espace temps.
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Aberration des étoiles

v Aberration de I’émission lumineuse
Soit §" I'angle sous lequel l'observateur de R’ voit la direction du rayonne-

ment émis par O, on a, d’aprés les premiéres formules de transformation du
quadrivecteur d’onde :

k'cos® = ~(kcosf — ,BE) (2.43)
¢
k'sin® = ksinf (2.44)
Comme k = 22 et k' = 2 il en résulte que :
V' cos ' = yv(cosh — B) (2.45)
soit en tenant compte de 1'effet Doppler :
)
g = cs6-8) ,
cos = /3cos9) (2.46)
sin 6
inf/ = ——— 2.
sin S0 = Beost) (2.47)
Pour 6 = 0, on retrouve ' = 0.
Pour 6 = 7, on obtient cos§' = —f et sinf’ = %7
Par conséquent, tan§’ = —;% et tana = 78, a = ¢ — § Remarques : 1.
Le cas ou = —7 (émission de photons suivant I'axe —Oy) correspond au

phénomeéne de I'aberration des étoiles exploité, du point de vue newtonien,
par J. Bradley en 1725 pour évaluer la vitesse de la lumiére. Dans ce cas,
tan v = —vp0.

2. La formule de 'effet Doppler a été écrite en fonction de I’angle 6 défini
dans R. Cette formule peut étre donnée en fonction de 1’angle correspondant
8’ que fait la direction OX avec 'axe O'z’ de R'. 1l suffit de changer v en v/,
fend et 3 en —/A. On a donc :

v=n~y(1+ Bcosb) (2.48)

soit aussi,

S v (A-pY

¥(1 + B cos ) 1+ Bcost’

Exercice : Aberration des “étoiles” fixes
Dans un repére héliocentrique (le Soleil et autres étoiles y sont & peu prés
fixes) la lumiére d'une étoile parvient a la Terre avec une vitesse v. Dans un
repére géocentrique (Terre fixe) cette méme lumiere parvient a l’astronome
de service avec la vitesse v'. Pour analyser cette situation, vous choisissez
les axes des repéres en configuration standard, avec 1'axe des x du repére
héliocentrique suivant la vitesse 3 de la Terre.

(2.49)
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ne serait-ce qu’en attendant six mois. Estimez la valeur maximale de
60).

Solution

1. Lumiére (théorie de la relativité) = v = v/ = ¢

2.
V. = Uy — B
’ 1-— Bu,
vy = L o Y =, =1
71_/87).7: : ‘
3.
5 cosf — 3
s6 _
cos 1 — Bcosb
4.
/B = (.U'r%
= = x 1,50 x 10
365 x 24 x 3600 ~
Br10""« 1
B
. cosf — 3
COS(0+00) = m
cosf — dfsinf +- = (cosf — B)(1+ Bcosh +-)
—00sinf ~ —(1—cos?f)B
00 ~ Bsinf

B est une caractéristique de la terre < ; sinf est une caractéristique de
I’étoile par rapport a la terre @.
La constante d’aberration est K = (3
8 K=8=10%d=5,70x%x 10~° *= 0, 342
K =205

7. — 1) Théorie relativiste 60 ~ 3, 8 < 1; ca implique que l'analyse
classique donnait le méme résultat (effets relativistes en 52).
Effectivement , Galilée :

/

Uy
= tanf = —= =

v =v, —u

L Uy sin ¢
/
Uy

vl vz—uzcosﬁ—ﬁ

/
Uy
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