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 Le phénomène de propagation d'ondes est un phénomène très général. son importance pratique 
est considérable car il est à la base de nombreux cas de transmission d'informations (propagation 
du son, de la lumière, d'ondes radios, …). 

Ce premier chapitre présente l'équation de d'Alembert, équation classique qui régit les 
phénomènes de propagation sans dispersion ni absorption. 

Les exemples choisis seront d'ordre mécanique :  

* Propagation du son dans les solides 

* Vibration d'une corde vibrante 

 

I – Chaîne infinie d’oscillateurs et approximation des milieux continus :  

a) Equation d'onde de d'Alembert :  

Afin d’étudier la propagation d’ondes sonores dans les solides, on utilise le modèle suivant (voir 
figure) : le solide est constitué d’une chaîne infinie d’atomes ponctuels, de masse m, reliés entre 
eux par des ressorts de raideur k et de longueur à vide d (correspondant à la distance inter-atome 
à l’équilibre). 

La chaîne d'atomes couplés élastiquement (rappel linéaire) par des ressorts constitue une 
modélisation simple pour décrire la propagation de petits mouvements vibratoires dans un solide, 
c'est-à-dire la propagation du son dans un solide. Ce dernier est en effet constitué d'empilements 
réguliers d'atomes (ions ou molécules) ; les forces rappelant un atome vers sa position d'équilibre 
peuvent être modélisées, à l'ordre linéaire, par un rappel élastique, dans la mesure où les 
amplitudes des vibrations des atomes sont faibles (on suppose ici que le solide est homogène et 
isotrope).  

 

Le mouvement de l’ensemble se fait sans frottements le long de l’axe (Ox). Les atomes se 
déplacent légèrement autour de leurs positions d’équilibres respectives, que l’on peut repérer sous 
la forme xéq,n = nd. 

 

k k k 

m m m 

n-1 n n+1 

x  

On repère les positions des atomes hors équilibre par leurs abscisses :  

)()( tundtx nn +=  

où les déplacements un(t) restent faibles vis-à-vis de d. 

Le théorème du CI appliqué à l’atome de rang (n) donne, en projection :  

)2()()( 1111 +−+− −−−=−+−−= nnnnnnnn uuukuukuukxm &&  

La distance d inter-atome est de l’ordre de md 1010−≈ , distance très inférieure aux distances 
caractéristiques des phénomènes de propagation que l’on étudie, notamment vis-à-vis de la 
longueur d'onde de la vibration (de l’ordre de 25 cm à 20 kHz). Par conséquent, un(t) varie très 
peu sur la distance d. 

On va ainsi définir une fonction continue de la manière suivante : (approximation des milieux 
continus) 
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Il vient alors :  
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Et l’équation du mouvement devient alors :  
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C’est l’équation d’onde de d’Alembert, déjà obtenu en EM lors du chapitre sur les équations 
locales. On sait qu’elle est associée à un phénomène ondulatoire de célérité c. 

Cette vitesse ne doit pas être confondue avec la vitesse de déplacement longitudinal des atomes 
/u t∂ ∂ .  

Les ondes sont ici longitudinales car le mouvement des atomes se fait dans la direction de 
propagation. 

 

b) Lien avec le module de Young :  

Loi phénoménologique de Hooke  :  

La force dF qu'il faut exercer perpendiculairement à une surface dS d'un solide pour provoquer 
un déplacement u(x,t) est :  

dS
x

u
YdF

∂

∂
=  

où Y désigne le module de Young. 

On peut exprimer Y en fonction des grandeurs microscopiques définies dans la partie (a), soit k, 
m et d. 

Pour cela, on considère un modèle de solide tridimensionnel constitué de chaînes d'atomes 
associées en parallèle de telle sorte qu'à l'équilibre les atomes soient situés aux sommets d'un 
réseau cubique de pas d et d'axe (Ox), (Oy) et (Oz). Dans un tel réseau, chaque cube de côté d 
contient 8 atomes placés sur ses 8 sommets, chaque atome étant commun aux 8 cubes qui se 
touchent en ce point. Il y a donc 8 / 8 = 1 atome de masse m par cube de volume d 3, ce qui 
permet d'exprimer la masse volumique du solide :  

3d

m
=µ  

On considère une déformation du solide le long de (Ox) telle que les atomes situés en nd à 
l'équilibre soient en xn = nd + un en présence de la déformation. 
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Soit une surface dS de ce solide découpée dans le plan d'abscisse xn. La force exercée par l'atome 

n + 1 d'une chaîne  sur l'atome n vaut )( 1 dxxkf nn −−= + . La surface dS contient dS / d2 

chaînes d'atomes jouant le même rôle. Donc la force exercée par la partie de solide située à droite 
de dS sur la partie située à gauche s'écrit :  

dSuu
d

k
dxxk

d

dS
dF nnnn )()( 1212

−=−−

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Dans l'approximation des milieux continus :  
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On démontre ainsi la loi de Hooke, avec le module de Young égal à 
d

k
Y = . On remarque que Y 

est homogène à une force par une surface, soit une pression.  

La vitesse de propagation du son dans le solide peux s'exprimer en fonction de Y. Les relations : 

d

k
Y

d

m

m

kd
c === ;;

3
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µ  

donnent finalement :  

µ

Y
c =  

* Retour sur la définition du module de Young ( dS
x

u
YdF

∂

∂
= ) :  

Si la force F est constante, ainsi que Y et que S (règle de section constante, par exemple), alors :  


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où 0l  est la longueur de la règle en l'absence de contrainte. En effet, l'élongation vaut : 

00 )()( ll
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F
uainsix
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F
xu ==  

D'où le résultat, avec 00 )( lll −=u . 

 

* On peut obtenir l’équation de d’Alembert par une étude mésoscopique directe du matériau 
élastique étudié. Pour cela, on prend une tranche de matériau d’épaisseur au repos dx, de surface 

dS et donc de masse ρdSdx. Elle subit, d’après la loi de Hooke, une force dF(x +dx,t) en x + dx 
et, par action et réaction, une force – dF(x,t) en x (l’élément différentiel pour les forces n’est pas 
relatif à l’épaisseur élémentaire dx, mais à la surface élémentaire dS). Le PFD donne :  

2 2

2 2

( )
( , ) ( , )

u dF u
dSdx dF x dx t dF x t dx YdS dx

t x x
µ

∂ ∂ ∂
= + − = =

∂ ∂ ∂
 

d’où l’équation d’onde :  
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Pour Y = 10 11 N.m – 2 et 3 33 10.10 .à kg mµ −= , on a 13000 5000 .c à m s−≈ , ordre de grandeur 

des vitesses des ondes acoustiques des ondes dans un solide.  

 

II – Vibrations transversales d’une corde ; équation d’onde de d’Alembert : 

On considère une corde inextensible, de masse linéique µ, tendue horizontalement avec une force 
constante F.  

A l’équilibre, la corde est horizontale. On supposera dans la suite que la pesanteur n’intervient 
pas (sinon, la forme de la corde serait une chaînette).  

On se propose d’étudier les petits mouvements au voisinage de cet équilibre, avec le modèle 
suivant :  

• L’élément de corde situé au point de coordonnées (x,0) à l’équilibre se trouve au point de 
coordonnées (x,y(x,t)) hors équilibre ; autrement dit, on néglige son déplacement le long 
de (Ox).  

• L’angle α(x,t) que fait la tangente à la corde au point d’abscisse x à l’instant t est un 
infiniment petit ( αααα ≈≈≈ sintan;1cos ). 

• Si on considère une coupure fictive au point d’abscisse x, l’action exercée par la partie 

gauche de la corde sur la partie droite se réduit à une force )(xTg

r
 tangente à la corde ; de 

même, l’action exercée par la partie droite sur la partie gauche se réduit à une force 

)(xTd

r
. D’après le principe des actions réciproques, )()( xTxT gd

rr
−= . 

Le théorème du CI appliqué à un élément de corde situé entre les abscisses x et x + dx donne :  

 

x x x+dx 

y 
Brin de 
corde 

α(x) 

α(x+dx) 

)(xTg

r

)( dxxTd +
r

 

),(),(),(),(
2

2

tdxxTtxTtdxxTtxTu
t

y
dx dddgy ++−=++=

∂

∂ rrrrr
µ  

En projection et en notant dTT
r

=  :  

),(cos),(),(cos),(0 tdxxtdxxTtxtxT +++−= αα                     (1) 
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),(sin),(),(sin),(
2
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Si on se limite à l’ordre 1, l’équation (1) donne :  

FcstexTdxxT ===+ )()(  

L’équation (2) se réécrit :  
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Or, αα ≈
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On retrouve là encore l’équation d’ondes de d’Alembert. 

Dans le cas de la corde, l’onde est dite transversale (le déplacement a lieu selon Oy). 

Dans le cas de la chaîne infinie d’atomes, l’onde était longitudinale (le déplacement se faisait selon 
(Ox)).  

 

III – Familles de solutions de l’équation d’onde de d’Alembert : 

1 -  Ondes progressives : 

La résolution suivante est hors programme :  

On se propose de résoudre l’équation de d’Alembert unidimensionnelle :  
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De manière symbolique, cette équation peut s’écrire :  
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On pose :  
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et, en considérant x et t comme des fonctions de p et de q :  










∂

∂
−

∂

∂
=

∂

∂

∂

∂
+

∂

∂

∂

∂
=

∂

∂

qpvqx

q

px

p

x

1
 

qpqt

q

pt

p

t ∂

∂
+

∂

∂
=

∂

∂

∂

∂
+

∂

∂

∂

∂
=

∂

∂
 

On en déduit :  
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L’équation de d’Alembert prend alors la forme :  
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Par conséquent, )(q
q

s
ϕ=

∂

∂
 et, si f(q) désigne une primitive de ϕ(q), alors :  

)()()()(
v

x
tg

v

x
tfpgqfs ++−=+=  

Remarque :  

On peut vérifier explicitement que, par exemple, ( , ) ( )
x

s x t g t
v

= +  est bien solution de l’équation 

de d’Alembert. Pour cela, on pose 
x

p t
v

= + . En utilisant les propriétés des dérivées composées : 
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De même :  
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On en déduit facilement que :  
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On fait de même pour ( )
x

f t
v

− . 

 

Interprétation physique : on considère une fonction de la forme :  
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tftxs −=+  

On constate que :  

)()(
v
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v

x
tf

∆+
−∆+=−  

pour tout couple ∆x et ∆t vérifiant : tvx ∆=∆ . Ainsi, s+(x,t) représente un signal qui se propage 
sans déformation à la vitesse v le long de l’axe (Ox) dans le sens positif. Une fonction de la forme 

)(
v

x
tf −  est appelée onde plane progressive. C’est la solution à privilégier en espace « illimité », 

c’est-à-dire sans obstacles. 
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O Instant 
t 

Instant 

t+∆∆∆∆t 

)(),(
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x
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tvx ∆=∆

x  

 

La solution )(),(
v

x
tftxs +=−  représente un signal qui se propage sans déformation à la vitesse 

v le long de l’axe (Ox) dans le sens négatif. 

On se propose maintenant de résoudre l’équation de d’Alembert tridimensionnelle :  
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On vérifie que des fonctions de la forme :  

)(),,,(;)(),,,(;)(),,,( ,,,
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z
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v

x
tftzyxs zyx mmm === ±±±  

sont solution de l’équation tridimensionnelle (ces solutions sont appelées ondes planes de 

directions de propagations respectives zyx uetuu
rrr

, , dans le sens positif ou négatif). 

Remarque :  

Des ondes sphériques sont également solution de l’équation de d’Alembert tridimensionnelle : on 
cherche, par exemple, des solutions à symétrie sphérique s(r,t). En utilisant la forme du laplacien 
en coordonnées sphériques, il vient :  
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Soit encore :  
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On constate alors que la fonction rs(r,t) est solution de l’équation unidimensionnelle de 
d’Alembert. Par conséquent :  
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Soit :  
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x
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r
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Les deux termes de cette somme représentent des ondes sphériques respectivement divergente et 
convergente. On constate que le signal ne se propage pas sans déformation en raison de 
l’affaiblissement exprimé par le facteur 1 / r. 
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Ordres de grandeurs : 

On peut évaluer l’ordre de grandeur de la célérité des ondes dans le modèle de la chaîne d’atomes 
et la comparer avec l’ordre de grandeur de la célérité des ondes sonores dans les solides qui vaut 
typiquement quelques milliers de mètres par seconde.  

Pour estimer la raideur k, on suppose que l’ordre de grandeur de l’énergie de liaison par atome est 

l’ev et que cette énergie est de la forme élastique 2

2

1
kd  où md

1010−≈ . On trouve 

1.10 −≈ mNk . 

Avec kgm 2610−≈ , on obtient :  

13
2

.10.3 −≈= sm
m

kd
c  

Soit un ordre de grandeur tout à fait satisfaisant. 

Dans chacun des deux exemples (chaîne d’atomes et corde vibrante), on constate que la célérité 
est une fonction croissante de la raideur du milieu (k ou F) et décroissante de l’inertie du milieu 

(m ou µ). On peut retenir, plus généralement que :  

« Des ondes mécaniques se propagent d’autant plus mal que le milieu est plus mou et plus 
inerte. » 

 

2 - Ondes progressives harmoniques : 

On se limite ici à des solutions harmoniques de l’équation de d’Alembert, c’est-à-dire des 
solutions de la forme :  

( , ) cos ( )
x

s x t A t
c

ω
 

= − 
 

 

Ces solutions correspondent à des ondes planes progressives harmoniques (OPPH).  

Ces fonctions, de période temporelle 
ω

π2
=T  possèdent une période spatiale 

ω
πλ

c
cT 2==  

appelée longueur d’onde.  

On définit le vecteur d’onde k
r
 tel que :  

λ

πω 2
===

c
kavecukk x

rr
 

L’OPPH est alors de la forme :  

( ))cos),( kxtAtxs −= ω  

 

3 - Ondes stationnaires : 

On cherche des solutions de l’équation de d’Alembert de la forme (méthode de séparation des 
variables) :  

)()(),( tgxftxs =  
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En substituant dans l’équation de d’Alembert :  
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Il vient :  
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D’où :  
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On obtient ainsi deux équations différentielles :  

K
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Ou encore :  

0)()(0)()(" 2 =−=− tKgctgetxKfxf &&  

Si K > 0, la solution de la deuxième équation différentielle est de la forme :  

tKctKc
BeAetg

−+=)(  

Cette solution est à rejeter : en effet, elle correspond soit à une solution divergente soit à une 
solution transitoire.  

Dans la suite, on suppose K < 0 ; alors, en posant 22 ω=− Kc  :  

)cos()( ϕω −= tAtg  

La 1ère équation donne alors :  
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
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La solution globale de l’équation de d’Alembert est alors :  

( )ϕωψ
ω

−







−= tx

c
Ctxs coscos),(  

On pose dans la suite 
c

k
ω

= , alors :  

( ) ( )ϕωψ −−= tkxCtxs coscos),(  

Ce type de solutions, appelé onde plane stationnaire est très différent d’une onde plane 
progressive : les dépendances spatiale et temporelle interviennent séparément ; la dépendance 
spatiale intervient dans l’amplitude de l’oscillation temporelle et non plus dans la phase, de telle 
sorte que tous les points de la corde vibrent en phase ou en opposition de phase.  

L’allure de la corde à différents instants est représentée sur la figure suivante. Certains points de 
la corde sont fixes et sont appelés nœuds de vibrations ; d’autres ont une amplitude de vibration 
maximale et sont appelés ventres de vibrations.  
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Entre les nœuds se trouvent les ventres qui oscillent en faisant du « sur place ». 

 
Position des nœuds : elle s’obtient en écrivant que :  

( )
2

)12(0cos
π

ψψ +=−=− nkxsoitkx n  

Soit, avec 
λ

π2
=k  :  

k

n
xn

ψ
λ +

+
=

4

12
 

La distance entre deux nœuds successifs est égale à 
2

λ
. 

Position des ventres : elle s’obtient en écrivant que : 

( ) πψψ nkxsoitkx v =−±=− 1cos  

Soit :  

k

n
xv

ψ
λ +=

2
 

La distance entre deux ventres successifs est égale à 
2

λ
. 

La distance entre un nœud et un ventre successif est égale à 
4

λ
. 

 

IV – Applications : 

1 - Etude des petits mouvements libres d’une corde vibrante fixée à ses deux extrémités, 
modes propres :  

On considère une corde de longueur L fixée à ses extrémités d’abscisses x = 0 et x = L :  
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0),(),0( == tLyty        (à tout instant) 

Les CI sont les suivantes :  

A t = 0 : )()0,()()0,( xx
t

y
etxxy βα =

∂

∂
=  

La corde évolue ensuite librement (régime libre). 

On cherche des solutions de l’équation de d’Alembert sous la forme d’ondes stationnaires :  

( ) ( )ϕωψ −−= tkxCtxy coscos),(  

Les conditions aux limites entraînent :  

0)cos(0cos =−= ψψ kLet  

Par conséquent, 
2

π
ψ =  et 0sin =kL , soit πnkL =  : la norme du vecteur d’onde k est quantifiée. 

Les pulsations le sont également :  

L

c
noùd

c
k

π
ω

ω
== '  

En faisant intervenir la longueur d’onde 
ω

π
λ

2
ccT == , il vient :  

2

λ
nL =  

La longueur de la corde doit être égale à un nombre entier de fois la demi-longueur d’onde. Cette 
condition traduit la contrainte imposée par les extrémités fixes de la corde : on doit y avoir un 

nœud de vibration et l’on sait que deux nœuds de vibration successifs sont distants de 
2

λ
. 

Ces pulsations, quantifiées par l’entier n, sont appelées pulsations propres ; un mode propre sera 
caractérisé par la solution suivante de l’équation de d’Alembert :  

















−= x

L
nt

L

c
nCtxy nnn

π
ϕ

π
sincos),(  

La solution générale sera une superposition de ces modes propres :  

∑
∞

=

















−=

1

sincos),(
n

nn x
L

nt
L

c
nCtxy

π
ϕ

π
 

L’allure de la corde vibrante pour les premiers modes propres est donnée sur la figure :  
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n = 3 

n = 2 

n = 1 

s(x,t) 

s(x,t) 

s(x,t) 

x 

x 

x 

 

Trois premiers modes propres d’une corde fixée à ses extrémités. 

Les CI imposent :  

( )∑
∞

=









==

1

sincos)()0,(
n

nn x
L

nCxxy
π

ϕα  

et :  

( )∑
∞

=

















==

∂

∂

1

sinsin)()0,(
n

nn x
L

n
L

c
nCxx

t

y π
ϕ

π
β  

Etendus à l’intervalle ] [+∞−∞, , ces développements en série de Fourier sont ceux d’une fonction 
impaire (absence de termes en cosinus) de période 2L. 

Connaissant les fonctions α(x) et β(x) sur l’intervalle physique [0,L] correspondant à la corde, on 
peut définir des fonctions impaires et périodiques de période double 2L, puis développer ces 
fonctions en série de Fourier :  

∑∑
∞

=

∞

=









=








=

11

sin)(sin)(
n

n

n

n x
L

nxetx
L

nx
π

ββ
π

αα  

Avec :  

dxxx
L

n
L

L

L
n )(sin

1
α

π
α 








= ∫

+

−
 

et :  

dxxx
L

n
L

L

L
n )(sin

1
β

π
β 








= ∫

+

−
 

En identifiant les deux développements en séries de Fourier :  

( )nnnnnn
L

c
nCetC ϕ

π
βϕα sincos 








==  
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On peut ainsi en déduire les coefficients Cn et ϕn inconnus et déterminer ensuite la solution finale 
y(x,t).  

En conclusion, on peut construire la solution générale en régime libre de l’équation de 
d’Alembert pour une corde fixée à ses deux extrémités par superposition de modes propres, en 
utilisant les développements en séries de Fourier des conditions initiales. 

A x fixé, la dépendance temporelle de y(x,t) fait apparaître un fondamental de pulsation 
L

cπ
ω =1 . 

Le mouvement de la corde est donc périodique, de période 
c

L
T

22

1

1 ==
ω

π
. 

En pratique, une corde vibrante réagit avec l’air ambiant et émet une onde sonore. Ceci a pour 
effet de prélever de l’énergie sur la corde et d’amortir ses oscillations qui ne sont donc pas 
réellement périodiques.  

 

L'application suivante illustre cette méthode :  

 

 

4-1 

ci-dessous : 
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2 - Corde de Melde ; ondes stationnaires et résonances : 

Dans l’expérience de Melde, l’extrémité d’abscisse x = L d’une corde est fixée (y(L,t)=0) et un 

opérateur impose en x = 0 un déplacement harmonique taty ωcos),0( =  de pulsation ω.  

 

On s’intéresse au régime forcé, obtenu après disparition du régime transitoire. On cherche ainsi 
une solution de l’équation de d’Alembert correspondant à une onde stationnaire de même 
pulsation que l’excitation :  

( ) ( )ϕωψ −−= tkxCtxy coscos),(  
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Les conditions aux limites imposent :  

( ) ( ) ( ) ( )ϕωψωϕωψ −−===−= tkLCtLyettatCty coscos0),(coscoscos),0(

 

D’où :  

( )
2

;0;cos
π

ψϕψ =−== kLCa  

Soit :  

2
;0;

)sin(

π
ψϕ −=== kL

kL

a
C  

Par conséquent :  

( )
)(cos

)sin(

)(sin
),(

c
kavect

kL

xLk
atxy

ω
ω =

−
=  

 

L’amplitude des vibrations est maximale pour ( ) 1)(sin ±=− xLk  et vaut (en valeur absolue) : 

)sin(
max

kL

a
y =  

Cette amplitude maximale devient infinie (la corde est alors en résonance) pour des pulsations 
excitatrices telles que :  

L

c
nsoitnkL n

π
ωπ ==  

correspondant aux modes propres de la corde. Néanmoins, d’inévitables amortissements et la 
raideur de la corde font que l’amplitude maximale garde une valeur finie. 

Ainsi l’onde stationnaire devient résonante (en régime forcé) lorsque la pulsation d’excitation du 
vibreur coïncide avec une des pulsations propres (en régime libre) de vibration de la corde, 

exactement comme pour un circuit LC série où la pulsation 0 1/ LCω =  désigne à la fois la 

pulsation propre en régime libre et la pulsation de résonance en régime forcé. 
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Exercice d'application :  

Lors d'une manipulation avec la corde de Melde, on trouve les résultats ci-dessous : 

a) Pour une même longueur de la corde L et une même masse M accrochée à celle-ci, on obtient 
les résultats suivants :  

* Fréquence de résonance 19 Hz pour deux fuseaux. 

* Fréquence de résonance 28 Hz pour trois fuseaux. 

Ces valeurs numériques sont-elles compatibles entre elles ? Quelles seraient les fréquences de 
résonance suivantes ? 

b) La longueur de la corde est L = 117 cm. Quelle est la vitesse c de propagation d'une 
perturbation sur cette corde ? 

c) La masse M accrochée à cette corde est égale à M = 25 g. Quelle est la tension de la corde ? En 
déduire un ordre de grandeur de la masse linéique de la corde. 

 

V) Prise en compte des frottements, notions de dispersion et d'absorption :  

1) Nouvelle équation d'onde :  

On suppose que chaque atome est soumis à une force de frottement fluide (proportionnelle à sa 
vitesse). Par conséquent, le théorème du CI appliqué à l’atome de rang (n) donne maintenant, en 
projection :  

t

x
hmuukuukxm n

nnnnn
∂

∂
−−+−−= +− )()( 11

&&  

Ainsi, en utilisant l'approximation des milieux continus, on obtient :  

t

u
hmd

x

u
k

t

u
m

∂

∂
−








∂

∂
=

∂

∂ 2

2

2

2

2

 

Soit :  

2 2 2

2 2 2

1
0

u u u kd
h avec c

x t c t m

∂ ∂ ∂
− − = =

∂ ∂ ∂
 

C'est une nouvelle équation d'onde qui diffère de celle de d'Alembert.  

 

2) Résolution (analyse harmonique du système) :  

Cette dernière équation reste linéaire. On va chercher une solution comme superposition d'ondes 
harmoniques de la forme (analyse harmonique du système) :  

tj
exftxu

ω)(),( =  

L'équation d'onde devient alors une équation vérifiée par la fonction f(x) :  

2 2

2 2

( )
( ) 0

d f x
jh f x

dx c

ω
ω

 
+ − = 
 

 

Dont les solutions sont de la forme : 

xkjxkj
eBeAxf

−+=)(  
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où le vecteur d'onde complexe k vérifie :  

2
2

2
k jh

c

ω
ω= −  

Cette relation qui lie le vecteur d'onde complexe à la pulsation est la relation de dispersion. 

On pose 21 jkkk +=  :  

2
2 2

1 2 1 2 2
2k k jk k jh

c

ω
ω− + = −  

Soit :  

2
2 2

1 2 1 22
; 2k k k k h

c

ω
ω− = = −  

En supposant A réel, la 1ère solution conduit à une élongation complexe :  

)()( 1221),( xktjxktjxjkkj
eAeeAetxu

+−+ == ωω  

Soit, en notation réelle :  

)cos(),( 1
2 xktAetxu
xk += − ω  

On s'intéresse à une propagation selon les x > 0, par conséquent k1 < 0 : or le produit k1k2 < 0 

donne k2 > 0. Ainsi, l'exponentielle 
xk

e 2− traduit une atténuation de l'onde due aux frottements : 
l'onde s'amortit en se propageant. L'onde perd de l'énergie au profit du milieu de propagation.  

x 

u(x,t) 

 
(Elongation en fonction de x, à t fixé) 

On peut définir la longueur caractéristique de propagation de l'onde :  

2

1

k
=δ  

De telle sorte que l'élongation puisse s'écrire :  

)cos()cos(),( 11
2 xktAexktAetxu

x

xk +=+=
−

− ωω δ  

 

3) Vitesse de phase, dispersion :  

L'expression suivante : (ne pas oublier que k1 < 0) : 

)
)(

(cos)cos(),( 1
1

22 x
k

tAexktAetxu
xkxk

ω
ωω

−
−=+= −−  
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montre que la vitesse de phase de l'onde (c'est-à-dire la vitesse avec laquelle la phase de l'onde 
varie) est :  

)(1 kek
v

ℜ
==

ωω
ϕ  

Cette vitesse de phase dépend de la pulsation car ici l'expression de k1 en fonction de ω est 
compliquée.  

Par conséquent, le milieu de propagation sépare progressivement des ondes de pulsations 
différentes : c'est le phénomène de dispersion. On dit que la propagation de l'onde est dispersive. 

 

Dans le cas du prisme étudié en optique en PCSI, on parle couramment de dispersion de la 
lumière en observant le faisceau en sortie couleur "arc en ciel" lorsque le prisme est éclairé en 
lumière blanche. 

 

4) Un 2ème exemple ; une chaîne de pendules couplés : 

a) Equation de propagation : 

On considère la chaîne de pendules couplés représentée sur la figure suivante :  

 Fil de torsion 

On On + 1 On - 1 

θn - 1 

θn  

θn + 1 

x 

y 

 

Chaque pendule est une barre homogène de masse m et de longueur l . Il oscille dans le plan 
(Onyz) autour de l’axe horizontal (Onx), où On est la point d’abscisse ndxn =  (d représente la 

distance constante entre deux pendules successifs).  

On note θn l’angle de déviation du pendule n par rapport à la verticale. 

Chaque pendule est relié à ses voisins par un fil de torsion de constante K (confondu avec l’axe 
horizontal). 

On suppose de plus que l’air exerce une force de frottements fluides sur chaque pendule, de la 

forme nf θ&− . 

On note 
3

2
lm

J =  le moment d’inertie de chaque pendule par rapport à son axe de rotation. 

Le théorème scalaire du moment cinétique, appliqué au pendule n, donne :  

nnnnnnn f
mg

KK
m

θθθθθθθ &l&&l
−−−−−−= −+ sin

2
)()(

3
11

2
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nnnnnn f
mg

K
m

θθθθθθ &l&&l
−−−−−= −+ sin

2
)2(

3
11

2

 

Approximation des milieux continus : on suppose que d est très inférieure aux distances 
caractéristiques des phénomènes de propagation étudiés. On pose alors :  

),()( tndxtn == θθ  

L’équation différentielle du mouvement devient alors :  

t
ftx

mg
tdxtdxtxK

t

m

∂

∂
−−−−+−−=

∂

∂ θ
θθθθ

θ
),(sin

2
)),(),(),(2(

3 2

22
ll

 

Soit :  

t
ftx

mg

x
Kd

t

m

∂

∂
−−

∂

∂
=

∂

∂ θ
θ

θθ
),(sin

23 2

2
2

2

22
ll

 

Dans l’hypothèse où les angles demeurent petits, l’équation du mouvement se linéarise :  

t
f

mg

x
Kd

t

m

∂

∂
−−

∂

∂
=

∂

∂ θ
θ

θθ

23 2

2
2

2

22
ll

 

 

b) Pseudo ondes planes progressives harmoniques : 

On cherche une solution complexe de l’équation de propagation précédente de la forme :  

[ ])(exp),( kxtjAtx −= ωθ  

avec ω  réel et k a priori complexe.  

Ce type d’onde généralise la notion d’onde plane progressive harmonique dans le cas où le 
vecteur d’onde est complexe. 

 

c) Relation de dispersion :  

En reportant dans l’équation de propagation :  

)(
2

)()(
3

222
2

θωθθθω jf
mg

kKd
m

−−−=−
ll

 

Soit :  

0
23

22
22

=











−−− θω

ω
jf

mg
kKd

m ll
 

D’où l’expression du vecteur d’onde :  












−−= ω

ω
jf

mgm

Kd
k

23

1
22

2

2 ll
 

Soit :  

222

22
2

23 Kd

f
j

Kd

mg

Kd

m
k

ωω
−












−=

ll
 

Cette relation qui lie ω   et k est appelée relation de dispersion. 
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d) Dispersion et absorption :  

Le vecteur d’onde est complexe et peut s’écrire :  

)(")(')( ωωω jkkk +=  

La solution complexe devient alors :  

[ ] )'(")(exp),( xktjxk eeAkxtjAtx −=−= ωωθ  

Et la solution réelle vaut :  

)'cos(),( " xkteAtx xk −= ωθ  

Le terme )'cos( xkt −ω  est identique à celui d’une onde plane progressive qui se propagerait à la 

vitesse 
'k

v
ω

ϕ =  appelée vitesse de phase. La vitesse de phase va dépendre, a priori, de la pulsation 

ω de l’onde : on dit que le milieu est dispersif. 

D’autre part, le terme exp(k’’x) décrit un amortissement ou une amplification de l’amplitude selon 
le signe de k’’ et selon le signe de x ; la situation la plus fréquente est celle de l’amortissement (k’’ 
négatif et l’onde se propage selon les x positifs croissants). On dit alors que le milieu est 

absorbant. On peut définir alors une distance caractéristique δ d’amortissement par :  

"

1

k
=δ  

Etude de deux cas particuliers :  

• Limite des hautes fréquences : on ne conserve alors dans l’expression de k2 que les termes 
les plus importants :  









−=−=

ω

ωωω
22

22

22

22
2 3

1
33 l

ll

m

f
j

Kd

m

Kd

f
j

Kd

m
k  

2/1

22

22 3
1

3








−±=

ω

ω

l

l

m

f
j

Kd

m
k  

Par conséquent, en faisant un DVL au 1er ordre :  









−±≈

ω

ω
22

22

2

3
1

3 l

l

m

f
j

Kd

m
k  

On en déduit :  

2222

22

2

2

4

3

2

3

3
"

3
'

Km
f

m

f

Kd

m
ket

Kd

m
k

l
m

l

l
m

l
==±=

ω

ω
ω  

Dans le cas d’une onde se propageant dans le sens des x > 0, on doit avoir k’ > 0 et par 
conséquent k’’ < 0 :  

222

2

4

3
"

3
'

Km
fket

Kd

m
k

l

l
−== ω  

La vitesse de phase vaut :  

2

2
3

' lm

Kd

k
v ==

ω
ϕ  
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Elle est constante : le milieu est non dispersif. 

Comme k’’ < 0, le milieu est absorbant et l’onde est amortie sur une distance caractéristique :  

3

41

"

1
22

Km

fk

l
=−=δ  

• Cas où les frottements sont négligeables : l’équation d’onde prend la forme dite de 
« Klein-Gordon » :  

θ
θθ

ll 2

33
2

2

2

2

2

2 g

xm

Kd

t
−

∂

∂
=

∂

∂
 

La relation de dispersion devient alors :  

θθθω
ll 2

3
)(

3 2

2

2
2 g

k
m

Kd
−−=−  

Soit :  

2

2

2
2 3

2

3
k

m

Kdg

ll
=−ω  

On note :  

2

2
3

2

3

ll m

Kd
cet

g
c ==ω  

La relation de dispersion devient alors :  

2222 kcc =−ωω  

Si cωω > , le vecteur d’onde est réel et vaut :  

c
kk

c
22

'
ωω −

==  

et le milieu n’est pas absorbant. Il est par contre dispersif puisque la vitesse de phase dépend 

de ω :  

c
k

v

c
22 ωω

ωω
ϕ

−
==  

Si cωω < , le vecteur d’onde est imaginaire pur et vaut :  
c

jjkk
c

22

"
ωω −

−==  

L’onde résultante devient :  tAetx
x

c

c

ωθ

ωω

cos),(

22 −
−

=  

La phase ωt de l’onde ne dépend plus de la variable x qui en revanche influe sur l’amplitude : 
l’onde obtenue est une onde stationnaire. Mais l’amplitude décroît exponentiellement avec x 
alors que les ondes stationnaires, solutions de l’équation de d’Alembert, varient de manière 
sinusoïdale avec x.  

C’est pourquoi on qualifie souvent l’onde ainsi obtenue d’onde évanescente. 
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LES ONDES DANS LA NATURE 
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