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A mi familia



Caminante, son tus huellas
el camino, y nada mds;
caminante, no hay camino,
se hace camino al andar.
Al andar se hace camino,

y al volver la vista atrds

se ve la senda que nunca

se ha de volver a pisar.
Caminante, no hay camino,
sino estelas en la mar.

Antonio Machado, Proverbios y cantares (XXIX)
Cantado por Joan Manuel Serrat
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Résumé

Dans cette theése, on s’intéresse a la construction et a la déformation de structures
CR-sphériques sur des variétés de dimension 3. Pour le faire, on étudie en détail I'es-
pace hyperbolique complexe, son groupe d’isométries et des objets géométriques liés a
cet espace. On montre un théoreme de chirurgie qui permet de construire des structures
CR-sphériques sur des chirurgies de Dehn d’une variété a pointe portant une structure CR-
sphérique : il s’applique aux structures de Deraux-Falbel sur le complémentaire du noeud
de huit et a celles de Schwartz et de Parker-Will sur le complémentaire de I'entrelacs de
Whitehead.

On définit aussi les variétés de caracteres de groupes de type fini pour les formes réelles
de SL,(C) comme des sous-ensembles de la variété des caracteéres SLy,(C) fixes par des
involutions anti-holomorphes. Ces variétés de caracteres, dont on étudie en détail ’exemple
du groupe Z/3Z x 7./3Z, fournissent des espaces de déformation pour des représentations
d’holonomie de structures CR-sphériques.

A Taide de ces espaces de déformations, et des outils liés aux sphéres visuelles dans
CP?, on construit une déformation explicite du domaine de Ford construit par Parker et
Will et qui donne une uniformisation CR-sphérique sur le complémentaire de ’entrelacs
de Whitehead. Cette déformation fournit une infinité d’uniformisations CR-sphériques sur
une chirurgie de Dehn particuliere de cette variété, et des uniformisations CR-sphériques

sur une infinité de chirurgies de Dehn sur le complémentaire de ’entrelacs de Whitehead.

Mots-clés

Chirurgie de Dehn, structures géométriques, géométrie CR-sphérique, géométrie hyperbo-

lique complexe, variétés de caracteres, domaine de Ford.
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Dehn surgeries on spherical-CR manifolds and
character varieties for the real forms of SL(n,C)

Abstract

In this thesis, we study the construction and deformation of spherical-CR structures
on three dimensional manifolds. In order to do it, we give a detailed description of the
complex hyperbolic plane, its group of isometries and some geometric objects attached
to this space such as bisectors and extors. We show a surgery theorem which allows to
construct spherical-CR on Dehn surgeries of a cusped spherical-CR manifold : this theorem
can be applied for the Deraux-Falbel structure on the figure eight knot complement and
for Schwartz’s and Parker-Will structures on the Whitehead link complement.

We also define the character varieties for a real form of SL,(C) for finitely gene-
rated groups as some subsets of the SL,(C)-character variety invariant under an anti-
holomorphic involution. We study in detail the example of the group Z/3Z * Z/3Z. These
character varieties give deformation spaces for the holonomy representations of spherical-
CR structures.

With these deformation spaces and tools related to the visual spheres of a point in
CP?, we construct an explicit deformation of the Ford domain constructed by Parker
and Will, which gives a spherical-CR, uniformisation of the Whitehead link complement.
This deformation provides infinitely many spherical-CR uniformisations of a particular
Dehn surgery of the manifold, and spherical-CR unifomisations for infinitely many Dehn

surgeries of the Whitehead link complement.

Keywords

Dehn surgery, geometric structures, spherical-CR geometry, complex hyperbolic geometry,

character varieties, Ford domain.
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Introduction

Structures géométriques

Cette these s’inscrit dans 1’étude de la topologie des variétés de dimension trois, et plus
précisément du lien entre la topologie et une structure géométrique particuliére. Pour nous,
les structures géométriques sont a considérer dans le langage établi par Klein dans son
programme d’Erlangen, qui est celui des (G, X)-structures. On considére est une variété
lisse X et un sous-groupe d’automorphismes G de X agissant transitivement et analyti-
quement sur X. Une (G, X)-structure sur une variété lisse M est alors un atlas de M a

valeurs dans X et changements de cartes donnés par des éléments de G.

Avec cette définition, on peut mettre sur le méme plan plusieurs géométries, en englo-
bant les variétés riemanniennes a courbure constante : la géométrie euclidienne (courbure
0; (O(n) x R™),R™)), la sphérique (courbure 1; (O(n+1),S™)) et hyperbolique (courbure
-1; (SO(n,1),H™)). On y trouve aussi les structures affines plates ((GL,(R) x R™),R™)),
projectives plates ((PGLy4+1(R), RP™)) et conformes plates ((SO(n, 1), S™)). La géométrie
CR-sphérique, que l'on définira plus loin, et sur laquelle se concentre cette these, vient

également s’ajouter a cette liste.

Lorsqu’on s’intéresse aux variétés de dimension 2, cette approche géométrique aide en
grande mesure a classifier et a comprendre les variétés compactes. En effet, les variétés
compactes orientables de dimension 2 sont classifiés par le genre, et le théoréme d’unifor-
misation de Riemann établit un lien étroit entre la topologie et les structures géométriques
portées par ces variétés. Ainsi, une variété est sphérique si elle est de genre 0, euclidienne

si elle est de genre 1 et hyperbolique si elle est de genre > 2.

L’étude des variétés de dimension 3 s’avere beaucoup plus compliquée, mais les struc-
tures géométriques restent un outil fondamental 1ié a la topologie de ces variétés. La célebre
conjecture de géométrisation de Thurston, dont la preuve a été conclue par Perelman dans
les années 2000, assure qu’'une variété compacte et orientable de dimension 3 peut étre
découpée en plusieurs morceaux, chacun portant une des 8 géométries de dimension 3 de
Thurston. La question générale de déterminer une condition nécessaire et suffisante pour
qu’une variété donnée porte une structure géométrique particuliere reste néanmoins d’un

grand intérét.
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16 INTRODUCTION

La donnée d’une (G, X)-structure sur une variété M est équivalente a la donnée d’un
difféomorphisme local Dev : M — X et d'une représentation d’holonomie p : m (M) — G,
qui sont compatibles au sens ot pour tout z € M et tout v € w1 (M), on a Dev(y - z) =
p(7) - Dev(z). En particulier, ’étude des représentations de 71 (M) a valeurs dans G est
liée profondément a ’étude des (G, X)-structures sur M.

En général, la développante n’est ni injective ni surjective, et I'image de ’holonomie
peut ne pas étre discrete et méme avoir comme ensemble limite sur X l’espace tout en-
tier. On s’intéresse donc plutot aux structures complétes ou uniformisables, sur lesquelles

I'information se lit sur un sous-groupe de G.

Définition. On dit qu'une (G, X)-structure sur une variété M est uniformisable si, en
tant que (G, X)-structure, M =~ p(m(M))\2, ou © C X est le domaine de discontinuité
de p(m1(M)). On dit qu’elle est compléte si elle est uniformisable avec = X. Dans ce

dernier cas, 'application développante est un difféomorphisme entre M et X.

Lorsque X possede une métrique riemannienne G-invariante, cette notion de complé-
tude est équivalente a la complétude géodésique et a la complétude métrique de la variété
(cette derniere équivalence étant donnée par le théoreme de Hopf-Rinow). Par exemple,
une métrique riemannienne a courbure constante sur une variété compacte donne lieu a

une structure complete (sphérique, euclidienne ou hyperbolique, suivant le cas).

Variétés de caractéeres

Pour étudier les (G, X)-structures sur une variété M, il est tres utile de comprendre
I'ensemble des représentations de 71 (M) a valeurs dans G a conjugaison prés, puisque deux
structures d’holonomies conjuguées sont obtenues simplement en translatant 1’atlas dans
X. Cependant, en général, pour un groupe de type fini I' le quotient naif Hom(T', G)/G,
ol G agit par conjugaison, n’est pas séparé. Lorsque G est un groupe algébrique complexe
réductif, la théorie géométrique des invariants (GIT) nous permet de construire un ob-
jet algébrique pour étudier les représentations & conjugaison pres. En effet, dans ce cas,
Hom(T', G) est une variété algébrique, et le quotient algébrique Hom(I',G)//G est une
variété algébrique bien définie : c’est la variété de caracteres pour G du groupe I'.

Par exemple, pour les structures hyperboliques réelles de dimension 3, le groupe G est
SO(2,1), et il est isomorphe & PSLs(C) : on peut alors mettre en ceuvre cette construction.

Pour les structures CR-sphériques, le groupe PU(2, 1) ne vérifie pas les hypotheéses pour
la construction du quotient GIT, et une des motivations de cette thése est de déterminer
un espace de déformations de représentations pour un groupe de type fini. Nous proposons
une définition de variété de caractéres pour une forme réelle de SLy,(C) comme les points
de la variété des caracteres pour SL, (C) qui proviennent de représentations a valeurs dans

cette forme réelle. Nous discuterons cette définition dans le chapitre [3]
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Structures hyperboliques et chirurgies de Dehn

Dans cette these, on s’inspire des travaux de Thurston sur les variétés hyperboliques, et
notamment de son théoréme de chirurgie de Dehn hyperbolique, qu’on peut trouver dans
ses notes [Thu02]. Ce résultat donne un moyen de construire un grand nombre de variétés
hyperboliques de dimension 3 & partir d’une variété a pointe, en «bouchant» la pointe par
le recollement d’un tore plein. Ce recollement, a priori simplement topologique, et qui est
paramétré par la donnée d’un couple d’entiers (p,q) premiers entre eux, est appelé une
chirurgie de Dehn. Le théoreme de chirurgie de Dehn de Thurston peut s’énoncer de la

fagon suivante :

Théoréme (de chirurgie de Dehn hyperbolique de Thurston). Soit M wune variété hy-
perbolique compléte avec une pointe. Alors toutes les chirurgies de Dehn sur M, sauf un

nombre fini, portent une structure hyperbolique compléte.

Ce dernier résultat permet de construire explicitement une infinité de variétés hyper-
boliques compactes a partir d’une variété hyperbolique a pointe, comme par exemple le
complémentaire du nceud de 8, tel que décrit par Thurston dans ses notes [Thu02]. Dans les
années 1980, Thurston a montré par ailleurs que beaucoup de complémentaires de nceuds
et d’entrelacs admettent des structures hyperboliques. Une derniere motivation pour in-
sister sur les chirurgies de Dehn sur les compléments de noeuds pour I’étude générale des
variétés de dimension 3 est le théoréme suivant, qui assure qu’on peut obtenir n’importe

quelle variété compacte uniquement a l'aide de ce procédé.

Théoréme (Lickorish-Wallace). Toute variété compacte de dimension 3 peut étre obtenue

a partir du complémentaire d’un entrelacs dans S® par des chirurgies de Dehn.

Variétés CR-sphériques

En gardant en téte les résultats du monde hyperbolique réel, nous allons nous intéresser
dans cette theése a une autre géométrie en dimension 3, mais qui n’est pas dans la liste des
huit géométries de Thurston, puisqu’elle n’est pas une géométrie métrique. Il s’agit de la
géométrie CR-sphérique, ol I'espace modeéle X est la sphere S3, que nous considérerons
comme le bord a I'infini du plan hyperbolique complexe H%, et le groupe d’automorphismes
G est le groupe PU(2,1), qui est le groupe d’isométries holomorphes de HZ.

On connait actuellement relativement peu de choses sur les structures CR-sphériques
en général, sans ajouter d’hypothése supplémentaire. Dans [Min90], Miner explicite les do-
maines de discontinuité possibles pour I'image de I’holonomie d’une variété CR-sphérique
compacte, lorsque ce groupe est moyennable. D’autre part, Kamishima et Tsuboi prouvent
dans [KT91] qu'une variété sans bord qui admet une structure CR-sphérique S!-invariante

appartient & une liste explicite de fibrés de Seifert. Dans [FG94], Falbel et Gusevskii
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montrent que, dans le cas CR-sphérique pour une variété sans bord de groupe fondamen-
tal infini, si la développante n’est pas surjective alors elle est un revétement sur son image,
et que dans ce cas l'action de I’holonomie est propre et discontinue sur ce domaine. Par
la suite, ils construisent des structures CR-sphériques sur des fibrés en cercles sur des
surfaces hyperboliques, avec des nombres d’Euler arbitraires.

Par ailleurs, on sait aussi qu’il existe des variétés qu’on ne peut pas munir de struc-
tures CR-sphériques : dans [Gol83] Goldman montre que le tore T3 n’admet pas de telle
structure.

En dehors de ceux cités précédemment, on dispose de quelques exemples de struc-
tures CR-sphériques uniformisables sur des variétés a pointe. Le premier, construit par
R. Schwartz dans [Sch07], est sur le complémentaire de ’entrelacs de Whitehead, et il est
obtenu en considérant un groupe de réflexions dans H(% et en constatant qu’au bord on ob-
tient comme variété quotient le complémentaire de I’entrelacs en question. Sur cette méme
variété, Parker et Will construisent une autre structure uniformisable dans [PW15], en étu-
diant une famille de représentations du produit libre Z/3Z % Z/3Z & valeurs dans PU(2, 1)
et en construisant un domaine de Ford dans H% pour une représentation particuliere.

Un autre exemple est le complémentaire du nceud de 8, pour lequel Falbel et Deraux
donnent une uniformisation CR-sphérique dans [DF15], en partant d’une représentation
de son groupe fondamental & valeurs dans PU(2,1) et en construisant des domaines fon-
damentaux pour cette action, dans H(% et dans OOOH%, pour vérifier enfin que ’on obtient
une structure CR-sphérique uniformisable sur la bonne variété. Finalement, dans [Der15],
Deraux montre que la variété m009 du recensement de Falbel, Koseleff et Rouillier de
[FKR13] admet une uniformisation CR-sphérique.

Pour ces variétés a pointe, on peut espérer des résultats de chirurgie de Dehn ana-
logues au cas hyperbolique. En effet, Schwartz démontre dans [Sch07] un théoréme de
chirurgie de Dehn CR-sphérique qui donne des uniformisations sur des chirurgies de Dehn
sur le complémentaire de 'entrelacs de Whitehead proches de la structure qu’il construit
dans le méme livre. Cependant, ce théoreme ne s’applique pas immédiatement aux autres
structures uniformisables; une des motivations de cette thése est d’aboutir a un résultat
similaire, plus simple a utiliser, quitte a avoir des conclusions plus faibles, notamment en

rapport avec I'uniformisabilité.

Plan de la these

Cette theése est composée de quatre chapitres. Le premier présente la géométrie sur
le plan hyperbolique complexe et divers outils qui serviront dans les chapitres suivants.
La premiere partie est plutdt standard, mais la deuxiéme aborde des points plus tech-
niques. Les trois autres chapitres sont congus pour se suivre, mais ils peuvent étre lus de

facon indépendante. On établit un théoréme de chirurgie CR-sphérique similaire & celui de
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Schwartz, qu’on applique a quelques exemples. On s’intéresse ensuite aux espaces de défor-
mations de représentations d’holonomie, qui seront donnés par certains poins de variétés
de caracteres pour SL3(C), correspondant au groupe SU(2,1) : nous définirons la notion
de «variété de caracteres pour une forme réelle» pour avoir cet espace de déformations de
fagon précise. Finalement, nous donnerons une déformation explicite d’'un domaine de Ford
pour une variété CR-sphérique uniformisable pour obtenir des structures CR-sphérique sur
des chirurgies de Dehn explicites. Nous donnons, ci-dessous, une description plus précise

de chaque chapitre.

Chapitre [1|: Dans ce premier chapitre, nous exposons des généralités sur I’espace mo-
dele HZ et son groupe d’isométries PU(2,1), ainsi que du bord & linfini HZ, qui nous
servira d’espace modele pour ’étude des variétés de dimension 3 dans la géométrie CR-
sphérique. Nous étudierons le groupe PU(2,1) a l'aide de la dynamique de ses éléments
dans 8OO]HI%. Nous aborderons ensuite des objets plus techniques, qui nous servirons pour
déformer un domaine de Ford au chapitre [l Ces objets, qui interviennent naturellement,
sont les bissecteurs métriques, les bissecteurs en général, et les exteurs. On les étudiera en
détail et on s’intéressera a leurs intersections; on s’en servira plus loin pour la construc-
tion de domaines de Dirichlet ou des domaines de Ford afin d’obtenir des structures CR-
sphériques sur des variétés de dimension 3 ou hyperboliques complexes, sur des variétés

de dimension 4.

Chapitre 2| : Dans le deuxiéme chapitre, nous établissons un théoreme de chirurgie
de Dehn CR-sphérique analogue a celui de Thurston pour les structures hyperboliques
réelles. Ce théoréme de chirurgie est similaire a celui de Schwartz dans [Sch07], mais a des
hypotheses et des conclusions plus faibles. Le point clé dans la preuve du théoreme est le
principe d’Ehresmann-Thusrton, mais il est aussi crucial d’avoir compris la géométrie de
80011-]1(2@ et la dynamique des sous-groupes a un parametre de PU(2,1). On voit apparaitre
des chirurgies de Dehn mais aussi des recollements avec d’autres variétés a bord torique,
que nous décrivons aussi dans le chapitre, ainsi que dans I’annexe [A]

On applique ensuite le théoreme de chirurgie a la structure de Deraux-Falbel sur le
complémentaire du nceud de huit. On décrit cette structure particuliére, et on montre d’une
part qu’'une infinité de chirurgies du nceud de huit portent des structures CR-sphériques,
et d’autre part qu’une chirurgie particuliere porte une infinité de structures CR-sphérique.

Plus précisément, on obtient le résultat suivant :
Théoreme. Soit M le complémentaire du neud de huit. Pour le marquage usuellﬂ du tore
périphérique de M :

1. 1l existe une infinité de structures CR-sphériques sur la chirurgie de Dehn de M

de pente —3.

1. Pour nous, le marquage usuel est celui donné par Thurston dans [Thu02].
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2. 1l existe § > 0 tel que pour tout r € QN (0,0), il existe une structure CR-sphérique
sur la chirurgie de Dehn de M de pente —3 + 7.

Ce chapitre a donné lieu a l'article [Acol6b].

Chapitre (3| : Dans le troisieme chapitre, on propose une définition de variété de carac-
téres pour une forme réelle de SL,(C). La motivation de cette notion est de déterminer
des espaces de déformations de représentations d’holonomie pour pouvoir applique le théo-
réme de chirurgie du chapitre 2 Etant donné un groupe de type fini I, on s’intéresse aux
représentations du groupe a valeurs dans SU(2,1) a conjugaison pres, en étudiant les re-
présentations a valeurs dans SL3(C) a conjugaison pres, ou des outils algébriques sont a
disposition. Il s’avere que ce cadre s’étend sans probleme a celui des représentations a
valeurs dans une forme réelle de SL, (C), et nous le traitons dans cette généralité.

On exposera les définitions et quelques propriétés générales des variétés de carac-
teres pour SL,(C), qui est une variété algébrique obtenue comme le quotient algébrique
Hom(T', SL,,(C))//SL,(C) ou SL,(C) agit par conjugaison. Ce quotient est bien défini
grice a la théorie géométrique des invariants (GIT). Puisque cet outil ne s’applique pas
aux formes réelles, nous proposons comme définition de de variété de caractéres pour une
forme réelle de SLy,(C) I'ensemble des points de la variété des caracteres pour SL,,(C) qui
proviennent de représentations & valeurs dans cette forme réelle. Nous introduirons deux
involutions anti-holomorphes ®; et ®, de la variété des caracteéres pour SL,(C) de I in-
duites respectivement par les involutions A + A et A A7 de SLy,(C). Nous montrons

le résultat suivant :

Théoréme. Soit x un point de la variété de caractéres de I' pour SL,(C) correspondant
a une représentation irréductible p de I'. Si x est fize par ®1, alors p est conjuguée a
une représentation a valeurs dans SLy(R) ou SL,, o(H). Si x est fize par @9, alors p est

conjuguée a une représentation a valeurs dans un groupe unitaire SU(p, q) avec p+q = n.

Nous étudierons ensuite 1’exemple détaillé des variétés de caracteres pour SU(2,1) et
SU(3) du produit libre Z/3Z x Z/3Z. La variété des caractéres pour SU(2, 1) contient des
composantes qui correspondent aux structures CR-sphérique sur le complémentaire du
nceud de 8 et le complémentaire de ’entrelacs de Whitehead.

Ce chapitre a donné lieu & l'article [Acol6al.

Chapitre |4 : Dans le dernier chapitre de cette thése, nous essaierons d’améliorer les
conclusions de 'application du théoreme de chirurgie du chapitre 2] dans un cas particu-
lier. Le théoreme de chirurgie donne des résultats uniquement sur un ouvert, mais ne donne
aucune facon de le déterminer. De plus, on n’a pas d’information sur le caractére unifor-

misable pour une telle structure. On rendra donc effective une déformation d’un domaine
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de Ford dans H(QC dans un exemple particulier, pour obtenir des structures CR-sphériques
uniformisables sur des chirurgies de Dehn explicites.

On étudiera le cas du complémentaire de ’entrelacs de Whitehead, en partant de
la structure donnée par Parker et Will dans [PW15]. Nous exposerons rapidement une
partie de leurs résultats, et notamment la paramétrisation d’une tranche de la variété
des caracteres pour SU(2,1) du groupe fondamental du complémentaire de I’entrelacs de
Whitehead. Cette paramétrisation, a deux parametres réels, nous servira comme espace
de déformation. Nous considérerons des déformations dans une des deux directions réelles
pour ces parametres, pour parvenir a faire aboutir les calculs.

Nous donnerons un intervalle explicite qui parametre des structures CR-sphériques sur
la chirurgie de Dehn de pente —% sur une des pointes du complémentaire de 'entrelacs
de Whitehead ; et nous montrerons que les chirurgies de Dehn de pente %, oum > 1 sur
la méme pointe admettent des structures CR-sphérique. En appliquant le théoreme du
polyedre de Poincaré, nous montrons que ces structures sont uniformisables, a part pour
un intervalle explicite de structures sur la chirurgie de pente —%. Nous conjecturons que
ces structures sont elles aussi unuformisables, si un énoncé plus général du théoreme du
polyedre de Poincaré reste vrai. Nous discutons ce théoreme dans I’annexe

On identifie ainsi I'uniformisation de Deraux-Falbel du complémentaire du noeud de
huit comme une chirurgie CR-sphérique du complémentaire de I’entrelacs de Whitehead.
Pour montrer ces résultats, nous allons considérer une déformation du domaine de Ford
de Parker et Will pour avoir un domaine de Dirichlet d’'un c6te, et un domaine centré a
extérieur de HZ pour autre. Ces domaines sont bordés par des bissecteurs généraux, et
nous étudierons leurs intersections grace aux outils exposés dans le chapitre [T} en faisant

des considérations sur des spheres visuelles.
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INTRODUCTION



Chapitre 1

Le plan hyperbolique complexe et

ses isomeétries

1.1 Introduction

Pour mieux comprendre la topologie des variétés, il est souvent utile d’étudier des
géométries et des structures géométriques. Le théoréme d’uniformisation de Riemann pour
les surfaces, et le plus récent théoreme de géométrisation de Thurston-Perelman pour les
variétés de dimension trois sont deux exemples aboutis de cette idée. Dans cette these, nous
allons étudier des structures pour une géométrie particuliere, appelée CR-sphérique, qui
a comme espace modele une spheére S? vue comme le bord a 'infini du plan hyperbolique
complexe H(% et comme groupe d’automorphismes le groupe d’isométrie holomorphes de
cet espace, qui est naturellement isomorphe & PU(2,1). Cette géométrie particuliere, qui
est non métrique, n’est pas dans la liste des géométries de Thurston, mais elle peut tout
de méme donner des informations sur les variétés.

Dans ce chapitre nous exposerons des notions sur le plan hyperbolique et son bord
a l'infini ainsi qu’une étude détaillée de son groupe d’isométries. Nous partirons de de la
construction de cet espace et nous décririons des objets géométriques et des outils qui nous
serviront dans les chapitres suivants. La plupart des constructions et des résultats énoncés
dans les premieres sections du chapitre sont en grande partie tirés du livre de Goldman
[Gol99] et de la these de Genzmer [Genl0)].

Les deux premiéres sections de ce chapitre sont plutét introductives : dans la section
on donne une construction du plan hyperbolique complexe et on décrit ses isométries,
alors que dans la section [1.3| on étudie la convergence d’éléments réguliers du groupe
d’isométries. La section suit la méme ligne et on y étudie les flots de sous-groupes
a un parametre dans le groupe PU(2,1). Cette section sera particulierement utile dans
le chapitre [2] Les sections [1.5] et sont plus techniques et seront les outils pour la

déformation effective d’'un domaine de Ford du chapitre [} Dans la section [I.5] on définit
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la spheére visuelle d'un point de CP? et on donne des cartes pour I’étudier. Dans la section
[1.6] on étudie les bissecteurs et les exteurs, ainsi que certaines de leurs intersections. Ce
sont des objets intervenant dans la construction de domaines de Dirichlet ou de Ford, et
sont décrits par exemple par Goldman dans [Gol99]. On appellera tout de méme bissecteur

une classe un peu plus générale d’hypersurfaces par rapport a celle décrite par Goldman.

1.2 HZ et ses isométries

Dans cette section, nous allons construire le plan hyperbolique complexe H(ZC et son
bord a l'infini GOOH?C. Nous allons, par ailleurs, nous intéresser au groupe d’isométries ho-
lomorphes de H%, que 'on identifiera au groupe PU(2,1). La grande majorité des résultats
énoncés ici est tirée de la these de Genzmer [Genl0] et du livre de Goldman [Gol99]. La
construction que nous donnons est en fait une construction générale ; on construit de cette

fagon les espaces hyperboliques réels et complexes Hp et H.

1.2.1 L’espace HZ et son bord a linfini.

Commencons d’abord en donnant une construction du plan hyperbolique complexe.
Soit V' un C-espace vectoriel de dimension 3 muni d’un produit hermitien (-,-). Notons @
la forme hermitienne associée. On supposera dans toute la suite que ® est de signature
(2,1). On remarquera aussi que toutes les formes hermitiennes de signature (2,1) sur V
sont conjuguées.

Dans la suite, nous utiliserons deux modeles différents, en passant de I'un a ’autre par

une conjugaison. Dans les deux cas, I’espace vectoriel ambiant est C3.

Notation 1.2.1. On note

10 0 01
le 0 1 0 etJ2: 01 0
0 0 -1 1 00
w1
Ce sont les matrices des produits hermitiens (-,-); et (-,-)o donnés, pour W = | wq | et
w3

21
Z = | 25 | dans C3?, par :
Z3
(W, Z)y = '"WhZ = Wiz +Waze — W323
W, Z)y = '"WJaZ = Wizs+ Waz+ W321
Ces deux formes sont conjuguées par la matrice de Cayley, que nous noterons dans la
suite C.



1.2. H2 ET SES ISOMETRIES 25

Définition 1.2.2. On définit la matrice de Cayley C' comme

0 1
V2 0
0 -1

1

“=5

—_ O =

Elle vérifie C~1 = C* = C. De plus, elle conjugue J; et Jy de sorte que CJ;C = Jy et
CJy,C = Ji.

Notation 1.2.3. Nous serons amenés, a plusieurs reprises, & utiliser des projectivisés
d’espaces vectoriels et de groupes de matrices. Lorsque c’est le cas, nous noterons sans
parentheéses ou avec des parentheéses usuelles ”(” et ”)” les objets avant projectivisation et
avec des crochets ”[” et ”]” la classe d’un objet dans le projectivisé. Ainsi, si Z € C3, alors
[Z] € CP? est la projection de Z.

Dans le but de définir HZ, on sépare les vecteurs de V — {0} suivant s’ils sont positifs,

négatifs ou nuls pour la forme .

Notation 1.2.4. On notera

Vo = {veV —{0}]®(v) <0}
Ve = {veV —-{0}]|®(w) >0}
Vo {veV —{0}]2(v) =0}

Remarque 1.2.5. Il convient maintenant de faire deux remarques :
1. Les sous-ensembles V_, V et V{ sont stables par homothétie et forment une parti-
tion de V — {0} ; leurs projectivisés forment alors une partition de CP?.
2. Si v € V_, on peut identifier I'espace tangent a [v] dans la variété PV_ avec l'or-
thogonal de v pour (-, -); le produit hermitien restreint a cet espace est alors défini

positif.

Définition 1.2.6. On définit le plan hyperbolique complexe ]HI% comme étant PV_, muni

de la métrique hermitienne A induite par ®.

Remarque 1.2.7. On peut calculer explicitement la distance entre deux points de H(ZC

pour cette métrique :

cosh? (d([u; [v])) _ ézziiz Z;

Pour une explication détaillée, on pourra voir par exemple le chapitre 3 du livre de

Goldman [Gol99].

On définit aussi le bord a l'infini de ]H[(QC, qui sera notre espace modele au moment de

considérer des structures CR-sphériques.
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Définition 1.2.8. Le bord a linfini de H% est défini comme étant OOOH% = Pl%.

Nous nous servirons par la suite de quelques objets remarquables du plan hyperbolique
complexe. Les plus importants seront les géodésiques complexes, dont nous donnons une
définition ci-dessous.

Définition 1.2.9. Soit W C V un sous-espace vectoriel de dimension 2 qui intersecte V_.
PW est alors une droite complexe de CP? ; on appelle géodésique complexe le sous-ensemble
PW NHZ de H2.

Remarque 1.2.10. Les remarques suivantes découlent presque immédiatement de la dé-
finition :

1. Une géodésique complexe est homéomorphe a un disque. Son adhérence intersecte

GOOH(% en un cercle, appelé C-cercle.
2. Par deux points distincts de H(% u 8OO]HI% passe une unique géodésique complexe.

3. Une géodésique complexe est un sous espace totalement géodésique de HZ, isomé-

trique au plan hyperbolique réel.

Ayant défini le plan hyperbolique complexe sur un espace vectoriel abstrait V', nous
pouvons regarder de plus prés ce que nous pouvons obtenir a l'aide des deux formes
hermitiennes sur C3 données par J; et Jo. Nous aurons alors deux modeles de H(QC, chacun
adapté a des situations différentes. Nous passerons de I'un a 'autre suivant ce que nous
aurons besoin de démontrer. Rappelons tout de méme que ces deux modeles sont conjugués,

et que I'on passe de I'un a I'autre en appliquant la matrice de Cayley.

Définition 1.2.11. En identifiant V' & C3 et (-,-) & (-,-)1, on obtient le modéle de la boule.

On a alors :

21
H%: 29 ECPQ | |Zl|2+’22|2<1
1_
-
et DoHZ = { 20| € CP? | |z1)* + |22 =1
1

A Tlaide de ce modele, on constate que H% est homéomorphe & la boule B* et que
8OOH(2C est homéomorphe & la sphere S2. Voyons I'autre modéle que nous considérerons,
dit de Siegel.

Définition 1.2.12. En identifiant V & C3 et (-,-) & (-,-)2, on obtient le modéle de Siegel.

Il est donné par :

21
HZ = { | 25| € CP? | 2Re(2) + |22]* < 0 p C CP?
1
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—3(|2* +it) 1
et O HE = z | (2,t) eC xR UL |0
1 0

A T’aide de ce modele, on peut identifier BOOH% a C x RU{oco}. En enlevant le point a
I’infini, on retrouve le groupe de Heisenberg, défini comme C x R muni de la multiplication
(w, 8)*(z,t) — (w+z, s+t+2Im(wz)). Nous verrons le lien avec cette structure en étudiant

les isométries de H(QC

1.2.2 Isométries (holomorphes) de HZ

Nous venons de définir le plan hyperbolique complexe et nous avons vu deux de ses

modeles. Nous allons maintenant nous intéresser au groupe d’isométries de cet espace.

Groupe d’isométries
Commencons par faire deux remarques :

Remarque 1.2.13. Le groupe unitaire U(®) C GL(V) agit sur V en préservant V_, V
et Vp. Il a donc une action sur H(%. Puisque le groupe préserve la forme hermitienne &, il

agit par des isométries.

Remarque 1.2.14. Le noyau de cette action est donné par les homothéties de U(®). On

a donc une action fidele de PU(®) par isométries sur HZ, qui s’étend a PV.

Lorsque nous nous placerons dans les modeles de la boule et de Siegel, nous aurons
des groupes de matrices que nous noterons de la méme maniere. En cas d’ambiguité, nous

préciserons dans quel modele on se place. Nous prenons donc la notation suivante.

Notation 1.2.15. On note U(2, 1) le groupe de matrices U de GL3(C) telles que U*JU =
J pour J = J; ou Ja, suivant le modeéle qu’on considére. On note SU(2,1) le sous-groupe

des matrices de déterminant 1 de U(2,1) et PU(2,1) son projectivisé.

Remarque 1.2.16. Etant donné [U] € PU(2, 1), il existe exactement trois relevés de [U]

dans SU(2, 1), & savoir U, wU et w?U, oll w est une racine cubique de 1'unité.

Nous rappelons que le groupe PU(2,1) est le groupe des isométries holomorphes de
H%; le groupe d’isométries de H(QC est engendré par PU(2,1) et la conjugaison complexe.
Ceci nous assure que ’étude de PU(2,1) suffit pour comprendre toutes les isométries de
H%. Nous énoncons finalement le résultat suivant, qui peut se trouver dans le chapitre 3
du livre de Goldman [Gol99] :

Proposition 1.2.17. Le groupe PU(2,1) agit transitivement sur le fibré unitaire tangent
de ]HI(%.
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Quelques isométries

On cherche a regarder d’un peu plus pres le groupe PU(2, 1) des isométries de H% et
son action sur CP2. Pour commencer, nous allons considérer quelques isométries et tirer
de l'information a partir d’elles. Nous commencons par considérer des stabilisateurs de

certains points.

Stabilisateur d’un point de H(QC. On s’intéresse d’abord au stabilisateur d’un point.
0

Plagons-nous dans le modele de la boule. Dans U(2,1), le stabilisateur de | 0 | est ’en-
1

M 0
semble des matrices de la forme ( 0 1) ou M € U(2). On en déduit que U(2,1) a une

0
action transitive sur chaque sphere de H(QC centrée en [0Q| ainsi que sur 8OOH(2C. En outre,
1
0
dans PU(2, 1), un élément du stabilisateur de |0| est conjugué & une matrice du type
1
e 0 0
0 €9 0
0 e

_ 2
avec a + 3+~ =0 mod .

Stabilisateur d’un point a ’infini. Voyons ensuite ce que nous pouvons obtenir en

regardant le stabilisateur d’un point de 800}1-]1(%. Plagons-nous dans le modele de Siegel et

1
considérons le stabilisateur de |0|. Nous allons démontrer la proposition suivante :
0
1 1
Proposition 1.2.18. Soit U € SU(2,1) telle que [U] [0| = |0]. Alors U est de la forme :
0 0
A gz L(=1(2 +it)) 1 -z —3(lP+i)) (A 0 0
X 1 _ By
1 1
0 0 3 0 0 1 0 0 =

avec \,z € C ett € R.
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Démonstration. Notons (e1, e, e3) la base canonique de C3. On sait que U stabilise Ce ;
A
sa premiere colonne est alors de la forme | 0 | avec A € C. Rappelons ensuite que, dans le
0
modele de Siegel, (e1,e2)2 = (e2,e3)2 = (e3,e3)2 = 0 et (e1,e3)a = 2. Comme (e, e2)2 =0,
on déduit que Usy = 0. Ensuite, puisque (e1,e3)2 = 2, on a Usz = % Or, detU =1, d’ou
Uy = %
Notons z = AUss € C. Comme (e3, e3)s = 0, on a Ms; = £(—3(|z|*> +it)) avec t € R.

A
Finalement, on conclut en utilisant que (eg, e3)2 = 0 pour calculer Us;. ]

Faisons deux remarques de cas particuliers d’éléments de ce stabilisateur.

0
Remarque 1.2.19. Lorsque z = t = 0 et A = ez € R, la distance entre C' |0| et son

1
image par U est égale a 7.

Remarque 1.2.20. Lorsque A = 1, nous avons une famille d’isométries P, ;) paramétrées
par (z,t) € C x R. Il s’agit d’un sous-groupe isomorphe au groupe de Heisenberg : on a
Pl yPuw,s) = Plzt)e(w,s)> 00 (2,1) % (w, ) = (2 +w, 2Im(2W) + ¢ + 5) est le produit dans le
groupe de Heisenberg.

Ayant fait ces remarques, et a l'aide de la transitivité sur les spheres et le bord du
stabilisateur d’un point de H(QC que nous avons discuté dans le paragraphe précédent, nous

pouvons établir le résultat suivant :

Proposition 1.2.21. L’action de PU(2,1) est d’une part 2-transitive sur 8OO]HI%, et d’autre

part transitive sur les couples de points de H% a distance d, pour tout d > 0.

1.2.3 Classification des isométries

En connaissant les isométries que nous venons de voir, nous pouvons entreprendre la
classification des éléments de PU(2,1). Nous reprenons ici les résultats et notations du
chapitre 1 de la these de Genzmer [Genl0]. Chaque isométrie de HZ s’étend de fagon
continue a ]HI% U@ooH%, qui est compact. D’apres le théoreme de Brouwer, elle admet donc

des points fixes. On classifie alors les isométries en termes de ces points fixes.

Définition 1.2.22. Une isométrie g # id de HZ est dite :
— elliptique si elle admet au moins un point fixe dans ]HI%.
— parabolique si elle n’est pas elliptique et a exactement un point fixe dans 800}1-]1(%

— loxodromique si elle n’est pas elliptique et a exactement deux points fixes dans
DsoH2.
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Remarque 1.2.23. Cette classification est tout a fait générale : elle est valable pour les

isométries de n’importe quel espace d-hyperbolique.

Nous pouvons traduire cette classification en termes de valeurs propres. Les valeurs
propres d'un élément de PU(2,1) ne sont définies qu’a multiplication par w prés; nous
donnons une condition sur celles des relevés a SU(2,1).

Proposition 1.2.24. Soit U € SU(2,1)—{Id}. Alors U est dans un des trois cas suivants :

1. La matrice U a une valeur propre A de module différent de 1. Alors [U] est loxo-

dromique.

2. La matrice U admet un vecteur propre v € V_. Alors [U] est elliptique et ses valeurs

propres sont de module 1 mais pas toutes égales.

8. La matrice U a toutes ses valeurs propres de module 1 et a un vecteur propre v € V.

Alors [U] est parabolique.

Pour raffiner cette classification, nous allons considérer séparément les cas des valeurs

propres doubles. Nous donnons donc la définition suivante :
Définition 1.2.25. Soit U € SU(2,1) — {Id}. On dira que U est
1. régulier si ses trois valeurs propres sont distinctes.
2. unipotent si ses trois valeurs propres sont égales (et donc égales a une racine cubique
de I'unité)
3. spécial si U n’est pas dans un des deux cas précédents.
La définition s’étend & PU(2, 1) ; nous parlerons donc d’éléments réguliers de PU(2,1).

Dans ce cas, les valeurs propres seront bien définies a multiplication par w pres. Grace a la

remarque suivante, nous savons que les éléments réguliers sont plus simples a manipuler :

Remarque 1.2.26. Soit [U] € PU(2,1) un élément régulier. Alors : [U] est déterminé par

ses trois valeurs propres a, 3, € C et ses trois points fixes [u], [v], [w] dans CP2.

Il est possible de déterminer si un élément est régulier uniquement a 1’aide de sa trace.
En effet, un élément de SU(2, 1) est régulier si et seulement si son polynéme caractéristique
n’a pas de racine double. Or, si U € SU(2,1) et z = tr(U), alors le polynéme caractéristique
de U est xpy = X3 — 2X? +zX — 1. 1l suffit alors de considérer le résultant de i et XU -

On résume tout dans la proposition suivante, qui correspond au théoreme 6.2.4 du livre
de Goldman [Gol99].

Proposition 1.2.27. Pour z € C, posons f(z) = |z|* — 8Re(23) + 18]2|? — 27. Soit
U € SU(2,1). Alors U est régulier si et seulement si f(tr(U)) # 0. De plus, si f(tr(U)) <0
alors [G] est elliptique et si f(tr(U)) > 0 alors [U] est lozodromique.
Remarque 1.2.28. Il convient de faire deux remarques sur cette proposition :

1. On a f(2) = f(wz). On peut donc définir la fonction f o tr sur PU(2,1).

2. Tout élément parabolique [U] vérifie f(tr(U)) = 0.
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1.2.4 Dualité - Polaires

Pour mieux comprendre ’actions des isométries de H(QC, nous utiliserons le langage des
poles et des polaires. Ce langage correspond a un point de vue géométrique de I’orthogo-
nalité pour la forme hermitienne ®. Nous allons définir les droites polaires de points de
CP?, et les poles de droites complexes, ce qui nous aidera par la suite & mieux voir les

isométries de H(%.

Définition 1.2.29. Etant donné [u] € PV, on note
[u]t =P{v eV —{0}| (u,v) =0}.

C’est le projectivisé de 'orthogonal de u pour le produit hermitien (-, -). Il s’agit donc

une droite complexe de PV, appelée droite polaire de [u].

Il convient maintenant d’énoncer quelques résultats qui découlent immédiatement de
considérations d’algebre linéaire et du fait que la forme hermitienne ® est non dégénérée,

et de poser les notations que nous utiliserons par la suite.

Notation 1.2.30. Si [u] et [v] sont des points distincts de PV, nous noterons ) [, la

droite complexe passant par [u] et [v].

Définition 1.2.31. Etant donné une droite complexe [ de PV, il existe un unique point

[v] € PV tel que I = [v]*. On dit alors que [v] est le péle de I, et on le notera [v] = I+

Remarque 1.2.32. Si [u], [v] € PV, alors :
1. [u] € ]t <= [v] € [u]*

2. [u] € OcHZ = [u] € [u]*

3. [WtrNHZ #£0 < [u] e PV*

La notion suivante de triangle autopolaire, est reliée aux éléments réguliers de PU(2,1),

et nous 'utiliserons a plusieurs reprises.

Définition 1.2.33. Soient [u], [v], [w] € PV trois points non alignés. On dit qu’ils forment
un triangle autopolaire si les poles des droites I[y) (], l[v],[w] €t l[w],[] SONt les points [u], [v]
et [w].

Finalement, nous énoncons quelques remarques générales en rapport avec les termes
que nous venons de définir.

Remarque 1.2.34. Soit [U] € PU(2,1).

1. Le groupe PU(2,1) est le sous-groupe de PGL3(C) qui stabilise H2 (et donc aussi
OooHZ, ainsi que PV T).
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2. Un point [Z] € CP? est fixe par [U] si et seulement si Z est un vecteur propre de
U.

3. Les éléments de PU(2,1) préservent la polarité : si [u] € CP?, alors [U]([u]*) =
([U][ul)*-

4. Si I est une droite complexe de CP2, alors [ est stable par [U] si et seulement si
o]t =1+

5. Si [u], [v] € CP? sont fixes par [U], alors la droite lf,) ] passant par [u] et [v] est
stable par [U]; l[t]’[v] est alors fixe par [U].

6. Si [U] € PU(2,1) a exactement trois points fixes non alignés [u], [v], [w] € CP?,

alors ils sont sur un triangle autopolaire.

1.2.5 Le produit vectoriel hermitien

On peut exprimer la polarité de fagon algébrique a ’aide du produit vectoriel her-
mitien, que nous allons définir dans cette sous-section. Il s’agit d’un analogue au produit
vectoriel usuel dans R?. 1l est décrit rapidement par Goldman dans le chapitre 2 de [Gol99)].

Commencgons par faire une remarque, qui nous sera utile pour la définition.

Remarque 1.2.35. Soient p,q € C3. Soit 1) la forme linéaire

c —» C
P .
r +— det(p,q,r)
Puisque la forme hermitienne ® est non dégénérée, il existe un unique vecteur s € C3 tel

que (r) = (s,r) pour tout r € C3.

Avec cette remarque, nous définissons le produit vectoriel hermitien de la facon sui-

vante :

Définition 1.2.36. Soient p,q € C3. On définit le produit vectoriel hermitien de p et q,
noté p X g, comme 'unique vecteur s € C? tel que (s,r) = det(p, ¢,r) pour tout r € C3.

La remarque suivante fait le lien entre la définition du produit vectoriel hermitien et

la polarité.

Remarque 1.2.37. Soient p,q € C3. Si p et ¢ sont alignés, alors p X ¢ = 0. Sinon, alors
[pXgq] = lfl;} - En effet, il s’agit d’un vecteur non nul et tel que (p,pX¢q) = (¢,pX¢q) = 0.

Pour les calculs explicites que nous ferons dans le chapitre [l nous aurons besoin de
I’expression du produit vectoriel hermitien en coordonnées. Nous donnons cette expression
dans le modele de la boule et dans le modele de Siegel dans les deux lemmes suivants,
qu’on obtient immédiatement en vérifiant la condition (pXq,r) = det(p, ¢, ) pour r dans

la base canonique de C3.
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Lemme 1.2.38. Dans le modéle de la boule, on a :

Z1 w1 ZoW3 — 23W2
z9 X w9 = | R3W1 — 21W3
z3 w3 Z2W1 — Z1W2

<1 w1 Z1W2 — z2W1
Z9 X w9 = | Z3w1 — 21W3
z3 w3 Z2o2W3 — Z23W2

1.2.6 Description des isométries

A T’aide des considérations sur la polarité que nous venons de faire, nous allons décrire
les éléments de SU(2, 1) en les classifiant par leur type et leur action sur CP2. Nous essayons
de donner une description imagée a l'aide de figures. Les dessins sont en dimension 2
réelle, mais donnent une idée assez précise de la nature des isométries. Pour chaque type
d’isométrie, nous dessinons :

— En bleu, 6OOH%, qui est homéomorphe & S3 mais représenté par un cercle.

— En rouge, les points fixes, avec les valeurs propres associées indiquées sur la figure.

— En vert, les droites complexes stables, qui sont exactement les droites polaires des

points fixes. Encore une fois, nous ne pouvons dessiner que des objets réels de
dimension 1.

Commencons par les isométries régulieres.

Isométries réguliéres

Soit U € SU(2,1) un élément régulier. Il a trois valeurs propres distinctes, et donc
exactement trois points fixes [u], [v], [w] dans CP2. D’aprés la remarque [1.2.34} [u], [v], [w]
sont sur un triangle autopolaire. Il y a donc deux cas (quitte & réordonner les trois points
fixes) :

1. [u] et [v] sont sur doHZ ; [w] est & extérieur de OooHE.

2. [w] est dans HZ ; [u] et [v] sont & 'extérieur de OoHE.

Isométries loxodromiques Dans le premier cas, [U]
est un élément loxodromique. Il stabilise la géodésique
complexe reliant [u] et [v] dans HZ. En se plagant dans e\
le modele de Siegel, quitte & conjuguer, on peut supposer

que u = ey, v = ez, w = eg. L’élément U est alors conjugué e,

.
>
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a:
A0 O
Th=10 % 0
1
0 0 <
Isométries elliptiques réguliéres Dans le deuxieme
cas, [U] est un élément elliptique régulier. Il a un point fixe
e e [w] dans HZ et deux géodésiques complexes stables ([u]-

et [v]*) sur lesquelles [U] agit comme une rotation. En se
placant dans le modele de la boule, quitte a conjuguer, on
peut supposer que u = e, v = eg et w = e3. L’élément U

est alors conjugué a :

e 0 0
ey, e Ea’ﬁyfy — 0 eiﬂ 0
0 0 ev

ota+f+~vy=0 mod(2m).

Isométries unipotentes

Soit U € SU(2,1) un élément unipotent différent de I'identité. L’élément U est alors
parabolique et fixe un point sur le bord. Quitte a conjuguer, on peut supposer que ce point

est [e1] dans le modele de Siegel. L’élément [U] est alors conjugué a :

1 -z —3(]]*+1it)
[P(z,t)]: 0 1 z
0 0 1

avec z € C et t € R. On a alors deux cas, suivant si z = 0 ou si z # 0.

Isométries unipotentes horizontales On dit que [U]
est un élément parabolique horizontal s’il est conjugué a el
[P(,1)] avec z # 0. Il a alors exactement un point fixe dans

(90011-11(% et aucun autre dans CP?. Ces éléments sont tous
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conjugués a

1 -1 —3
[Pagl=10 1 1
0 0 1

Isométries unipotentes verticales On dit que [U] est
un élément parabolique vertical il est conjugué a [P )]

avec t # 0. Il est alors conjugué a

+
0
1

[VIES

[Po,+1)] =

o O =
o = O

Il a alors exactement un point fixe dans 8OOH% et aucun
autre dans CP2. Quitte & conjuguer, on supposer qu’il
s’agit de [e1]. De plus, la droite complexe [e]* est fixe
point par point par l'action de [U], donc chaque géodé-

sique complexe passant par [e1] est stable par [U].

Isométries spéciales

Il nous reste & décrire les isométries spéciales. Elles peuvent étre soit elliptiques, soit

paraboliques, et parmi les elliptiques on distingue deux cas différents.

Isométries elliptiques spéciales Dans le modele de
la boule, une isométrie elliptique a au moins trois points
fixes dans CP? : un dans H(% et deux a 'extérieur, et elle

est conjuguée a

e 0 0
[Eap-l=10 €? 0
0 0 ev7

Elle est spéciale des que deux des valeurs propres sont
égales. On distingue deux cas, suivant si les deux valeurs

propres égales correspondent a un point fixe de H% et a
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un point fixe a 'extérieur ou bien a deux points fixes de
PV,.

On dira qu’une isométrie elliptique spéciale [U] est
une réflexion complere dans le premier cas. Elle fixe alors

une géodésique complexe de H% et U est conjuguée dans

SU(2,1) &
1 0 0
e? 10 e39
0 0 1

Dans le deuxiéme cas, on dira que [U] est une réflexion
sur un point. Elle fixe alors point par point une droite
ere’ complexe incluse dans PV,. En passant aux polaires de
ces points fixes, on sait que [U] stabilise les géodésiques
complexes passant par son point fixe dans ]HI%. L’élément
U est conjugué dans SU(2,1) a

619

—3i6

o O =

Isométries ellipto-paraboliques Il nous reste a consi-
dérer les isométries ellipto-paraboliques. Si [U] est ellipto-
parabolique, alors U est conjuguée dans SU(2,1) (pour le

modele de Siegel) a

1 0 -4
e?lo 39 o
0 0 1

Elle a alors exactement deux points fixes : un sur
8OOH(% et un autre dans PV,. Son action sur H(% stabilise

alors une unique géodésique complexe.
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1.3 Convergence d’éléments réguliers

Dans cette section, nous allons nous intéresser a la topologie de PU(2, 1) et a la conver-
gence de suites d’éléments réguliers en termes de leurs points fixes dans CP? et de leurs

valeurs propres.

1.3.1 Eléments réguliers de GL;(C)

Nous avons vu, a la définition [1.2.25] la définition d’un élément régulier de SU(2,1).
Cette définition est un cas particulier de celle des groupes de Lie. Nous l'utiliserons dans

cette section pour GL3(C).

Définition 1.3.1. Soit U € GL3(C). On dira que U est régulier si ses trois valeurs propres

sont distinctes.

Nous allons essayer de paramétrer les éléments réguliers de SU(2, 1) par leurs éléments
propres. Il sera plus simple de le faire dans GL3(C) puis ensuite de se restreindre & SU(2, 1).
Fixons d’abord une notation pour I’ensemble par lequel nous voulons paramétrer les élé-
ments réguliers. Il s’agit des valeurs propres ainsi que des vecteurs propres associés ; nous

prendrons les droites propres comme des points dans CP2.

Notation 1.3.2. Nous noterons Ry ’ensemble suivant :

Ro = {(([u], @), ([o], B), ([w}, ) € (CP x ©)° | [u] # [o] # [w] # [u], 0 # B # 7 # o}

Remarque 1.3.3. Ry est un ouvert Zariski-dense de (CP? x C*)3, et donc une variété C.

Un choix de relevés et des cartes affines de CP? permettent de le paramétrer localement.

Le groupe G3 des permutations agit sans points fixes sur Ry en permutant les facteurs.

Nous pouvons alors considérer ’application suivante :

Notation 1.3.4.

Ro/G3 — GL3(C)
do : a 0 0
“ (), @), (1), B), ([w],v)] — Plo B 0P
0 0 v

Ou P est la matrice de passage de la base (u,v,w) de C? vers la base canonique (e, 2, €3).

L’application ¢g est bien définie. En effet, 'ordre de (([u], ), ([v], B), ([w],)) et le choix
des relevés u, v, w ne changent pas la matrice obtenue. L’application ¢g est clairement de
classe C*, et son image est exactement ’ensemble des éléments réguliers. De plus, elle

est injective; sa réciproque consiste & associer & une matrice réguliere de GL3(C) ses
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éléments propres. On obtient ainsi une paramétrisation des éléments réguliers de GL3(C)
par Ry/S3. Pour paramétrer les éléments de SU(2,1), il suffit de restreindre I’application

¢o aux bons sous-ensembles de Ry/&3. Nous posons donc :

Ry = {((ful, @), ([v], B), ([w],7)) € Ro | afy = 1}

et

Ry = {(([u], @), ([v], B), ([w],7)) € Ry | [u], [v], [w] sont sur un triangle autopolaire}

Il suffit alors de remarquer que le méme argument que celui évoqué ci-dessus permet

de faire la paramétrisation pour SL3(C) et SU(2,1) :

Remarque 1.3.5. Les restrictions de ¢q
¢1 : R1/63 — SLg(C) et ¢2 : R2/63 — SU(Q, 1)

sont des applications C*°, et leur image est I'ensemble des éléments réguliers de SL3(C) et

SU(2, 1) respectivement.

Regardons maintenant de plus pres cette paramétrisation des éléments réguliers de
SU(2,1). Il y a deux cas : les elliptiques et les loxodromiques. Pour chacun d’entre eux

une condition particuliere s’impose.

1.3.2 Paramétrisation des elliptiques réguliers

Nous reprenons la paramétrisation donnée par Ry/&3. Chaque elliptique régulier U
est paramétré par ses trois points fixes dans [u], [v], [w] € CP2, et leurs valeurs propres

associées a, 3, a permutation pres. Nous avons vu que dans ce cas, on a, quitte a réor-

donner :
1. [u] € HZ
2. [v] € [u]t

3. {[w]} = [ul* N [o]*
4 |a| =Bl =|y=1
5 afy=1
Nous pouvons alors paramétrer les éléments elliptiques réguliers par £/S&2, ou

€ = {([u] o). B) € (CPP x | [u] € BE. o] € [l £ 8 # == # )

et Gy agit en échangeant ([v], 8) et ([w],7).
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1.3.3 Paramétrisation des loxodromiques

A nouveau, nous reprenons la paramétrisation donnée par Ry/S3. Chaque élément
loxodromique U est paramétré par ses trois points fixes dans [u], [v], [w] € CP?, et leurs
valeurs propres associées «, 3, & permutation pres. Dans ce cas, quitte a réordonner, on

a:
L. [ul, [v] € OocHE
2. a= X est de module > 1
3. b=
4. v =

> >l

Nous pouvons alors paramétrer les éléments loxodromiques de SU(2, 1) par
L= {([u],[v],}) € (OxHE)? x C | [u] # [v], [A] > 1}.

1.3.4 Quelques remarques sur la convergence

Essayons maintenant de comprendre la convergence dans PU(2,1). La projection de
SU(2,1) sur PU(2,1) est un revétement d’ordre 3; nous pouvons donc nous concentrer
sur la convergence dans SU(2,1). Considérons une suite (U, )nen d’éléments réguliers de
SU(2,1) qui converge vers U € SU(2,1) — CId.

Remarque 1.3.6. Si U est régulier, alors la convergence est donnée par la convergence
de ¢5 1 (Uy,) vers ¢y ' (U) dans Ry/G3. Nous nous concentrerons sur le cas ott U n’est pas

régulier et ce qu’on pourra dire des ¢5* (Uy,).

Soit (([und, ), ([0n)s B, ([tn], 7)) € Ra tels que Un = do(([ttn], o), ([tn], B (1], 70))-
On sait alors que la suite (cu, B, Yn)nen est bornée dans C3. Quitte & extraire, on peut
supposer qu’elle converge vers (a, 3,7) € C3. Comme CP? est compact, quitte & extraire,
on peut supposer que ([un], [vn], [Wn])nen converge vers ([u], [v], [w]) € (CP?)3. Puisque
Qn, BnyYn sont des valeurs propres de U, et uy,,v,,w, sont des vecteurs propres de U,
associés & ay,, Bn, Yn respectivement, et grace a la continuité de ’action des matrices sur

des vecteurs, nous pouvons faire la remarque suivante :

Remarque 1.3.7. Les nombres complexes «, 3, sont des valeurs propres de U et u, v, w

sont des vecteurs propres de U associés a «, 3,y respectivement.

Regardons maintenant le cas ot U est unipotent horizontal. Dans ce cas, U a un unique
point fixe [p] € CP?, qui se trouve dans GOOH% et ses valeurs propres sont toutes égales
a 1. On déduit alors que (au, Bn,vn) — (1,1,1) et ([un], [vn], [wn]) = ([p], [p], [p])- D’un
point de vue géométrique sur H% U 8OOH(% nous pouvons alors faire les deux remarques

suivantes :
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Remarque 1.3.8. Si les U,, sont loxodromiques d’axes respectifs [,, alors les géodésiques

complexes [, sortent de tout compact de HZ U d,HZ — {[p]}.

Remarque 1.3.9. Si les U, sont elliptiques, chacun a deux géodésiques complexes inva-
riantes IS et 1 (les polaires de [v,] et [wy,]). Les géodésiques complexes 1) sortent alors

de tout compact de HZ U 0,,HZ — {[p]}.

Ces deux remarques seront cruciales au moment de comprendre la géométrie des dé-

formations de structures CR-sphériques en considérant une développante.

1.4 Flots invariants

Pour étudier les structures CR-sphériques et leurs chirurgies, nous utiliserons des flots
de champs de vecteurs associés a certains éléments de PU(2,1). Nous utiliserons les ré-
sultats de cette section dans le chapitre [2| Faisons d’abord quelques rappels sur les sous-
groupes & un parameétre et l'algebre de Lie de SU(2,1). Nous reprendrons la plupart des
résultats généraux du livre de R. Mneimné et F. Testard [MTS86].

1.4.1 Exponentielle, sous-groupes a un parameétre de SU(2,1)

Rappelons que l'algebre de Lie de SU(2, 1), ou J dénote J; ou Jy, est donnée par :
su(2,1) = {X € Ma(R) [ tr(X) = 0,'XJ + JX = 0}.

Remarque 1.4.1. Puisque PU(2, 1) est le quotient de SU(2,1) par un groupe fini, ils ont
la méme algebre de Lie. Nous travaillerons plutot avec les notations dans SU(2,1) pour

avoir a faire & des matrices.

Rappelons aussi la définition de la fonction exponentielle, ainsi que quelques unes de

ses propriétés.

Définition 1.4.2. Nous disposons de la fonction exponentielle exp : su(2,1) — SU(2,1)
définie par
MTL

n>0
Proposition 1.4.3. La fonction exp est une fonction de classe C*°, car analytique, sa
différentielle en lidentité est l’identité et, en un point M € su(2,1), Uapplication dexp

vérifie :
Id — e—2d(M)
eXp(—M)deXpM(X) = W(X) S 5u(2, 1)

ol
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La remarque suivante, sur les valeurs propres de la différentielle de I’exponentielle,
nous sera utile pour vérifier que, dans un certain ouvert, il s’agit d’'un difféomorphisme

local.

Remarque 1.4.4. On vérifie que, si M admet comme valeurs propres A1, Ao, Az, alors les

_—ad(M) _oMij

valeurs propres de ad(M) sont les p;; = A; — Aj et celles de == a0 e si

pij 70 et 1sip; = 0.

Finalement, rappelons la correspondance entre l'algebre de Lie et les sous-groupes a

un parametre d’un groupe de Lie.

Proposition 1.4.5. Les sous-groupes a un paramétre de SU(2,1) sont en bijection avec
les éléments de su(2,1). Si X € su(2,1), on lui associe le sous-groupe d un paramétre
¢t exp(tX).

1.4.2 Le logarithme et une étoile pour PU(2,1)

Nous allons nous pencher sur un domaine ou l’exponentielle est un difféomorphisme

sur son image. Dans ce contexte, la fonction Log nous servira le plus souvent d’inverse.
Définition 1.4.6. On définit la série du logarithme par

n+1 (M B Id)n )

n

Log(M) = ) (~1)

n>1
Cette série est, au moins sur un ouvert, un inverse de l’exponentielle. En effet, si
Log(M) converge, alors exp(Log(M)) = M. De plus elle fait correspondre nilpotents et

unipotents :

Remarque 1.4.7. La fonction exp réalise un difféomorphisme entre les éléments nilpo-
tents de su(2,1) et les éléments unipotents de SU(2, 1).

Proposition 1.4.8. La série Log(Id + A) converge dans M3(C) dés que ||A]| < 1 pour
une norme sous-multiplicative de M3(C). En particulier, elle converge dés que toutes les

valeurs propres de A sont de module strictement inférieur d 1.

Nous définissons alors 1’étoile de SU(2,1) comme un domaine ot exp sera un difféo-
morphisme sur son image. Cette définition est tout a fait générale; on s’y prend de la

meme fagon pour tout groupe linéaire réel.

Définition 1.4.9. On définit I’étoile de SU(2, 1), que nous noterons £(SU(2,1)), comme
Iensemble des M € su(2,1) dont la partie imaginaire des valeurs propres est, en valeur

absolue, strictement inférieure a .

Il convient de faire alors les remarques suivantes :
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Remarque 1.4.10. Le domaine £(SU(2, 1)) est ouvert, contient les matrices nilpotentes,

est il est étoilé par rapport a 0.

Remarque 1.4.11. Gréace & la remarque nous savons que exp : £(SU(2,1)) —
SU(2,1) réalise un difféomorphisme sur son image, car elle est injective et que, en regardant

ses valeurs propres, on vérifie que la différentielle est de rang maximal en tout point.

Définissons maintenant 1’analogue pour PU(2,1). L’injectivité de la différentielle ne
pose aucun probléme, mais, puisque nous avons un quotient de SU(2, 1), l'injectivité de la
fonction exp : £(SU(2,1)) — PU(2,1) n’est plus garantie.

Définition 1.4.12. On définit [’étoile de PU(2,1), que nous noterons £(PU(2,1)), comme
Iensemble des M € su(2,1) dont la partie imaginaire des valeurs propres est, en valeur

absolue, strictement inférieure a 3.

Remarque 1.4.13. On déduit immédiatement les faits suivants :
1. L’ensemble £(PU(2, 1)) contient les matrices nilpotentes, est il est étoilé par rapport
a 0.
2. L’application exp : £(PU(2,1)) — PU(2,1) est un difféomorphisme sur son image.
3. Si U € SU(2,1) a toutes ses valeurs propres & distance < § de 1, alors Log(U)
est bien défini et appartient a exp(£(PU(2,1))). De plus, [U] = exp(Log(U)) €
PU(2,1).

1.4.3 Champs de vecteurs invariants

Les éléments géométriques que nous allons considérer sont des champs de vecteurs
induits par des éléments de PU(2,1). Commencons par regarder au niveau infinitésimal :
un élément de lalgebre de Lie su(2,1) définit un champ de vecteurs sur doHZ invariant
par son exponentielle. Nous utiliserons ensuite la remarque [1.4.13| pour nous ramener a

l’algebre de Lie depuis un élément de SU(2, 1) assez proche d’un unipotent.

Notation 1.4.14. Soit X € su(2,1). Il définit alors un champ de vecteurs sur 9ooHZ

invariant par exp(X) donné au point z par :

d
— exp(tX) - x.
a|,_, PX)
Nous noterons le flot de ce champ de vecteurs ¢;%, de sorte que ¢;* (z) = exp(tX) - x.

S’il n’y a pas d’ambiguité sur X, nous noterons le flot tout simplement ¢;.

Remarque 1.4.15. Si [U] € PU(2,1) est assez proche d’un unipotent, alors il définit
un champ de vecteurs invariant sur GOOH?C. En effet, quitte a changer de relevé, on peut
supposer que les valeurs propres de U sont proches de 1, et considérer le champ de vecteurs

associé a Log(U). gb]fog(U) coincide alors avec 'action de [U].
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1.4.4 Description des flots

Nous allons étudier maintenant la dynamique de quelques flots de la forme qﬁ% Og(U), ol

Log(U) € £(PU(2,1)). L’étude de ces flots nous aidera a comprendre la dynamique des
éléments de PU(2,1) dans dxH?Z, et sera cruciale pour établir le résultat de chirurgie du
chapitre

Flots elliptiques réguliers

Plagons-nous dans un premier temps dans le modele de la boule et considérons un

élément elliptique régulier de SU(2,1). Quitte a conjuguer, nous pouvons supposer qu’il

s’agit de
e 0 0
Eapr=10 €% 0
0 0 €7

Nous supposerons aussi que «, [ et y sont assez petits et non tous nuls. Dans ce cas,

vy=—a—[et

we 0 O
Log(Eapy) =10 i8 0
0 0 i

Le flot du champ de vecteurs associé agit alors sur 800]1-11% par :

2 eftla=v) eit(2a+8)
¢tLog(Ea,/a,w) zo| = |t Bz | = |cit@8+a) 4,
1 1 1
Remarque 1.4.16. Le flot laisse invariants les deux C-cercles C; = [e1]*+ N OOOH?C =
0 ei@
e [0 ER} et Oy = [eg]t N O HE = 0| |0 €R, sur lesquels il agit par des
1 1

rotations d’angles 23 + « et 2a. 4+ (3 respectivement.

Remarque 1.4.17. Le centralisateur de E, g est C(Eqg~) = {E91,927_(91+92) | (01,02) € RQ}.

Les orbites de ce sous-groupe dans GOOH(% sont C7, Cs et les sous-ensembles de la forme

21
T, =1 | 29| € 0scHE | |22| = 1, |21| = V1 — 72
1

pour r €]0,1[. Les orbites T, sont alors des tores plongés dans 8OOH% d’ames C1 et

Og(Ea,ﬂ,v)

. . . L .
(. 1ls sont tous invariants par 'action de ¢, . On peut voir une exemple dans la
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figure

sl

(a) C-cercles invariants par un flot el- (b) Le tore invariant Tj,5 par un flot
liptique dans le modele de Siegel. elliptique dans le modele de Siegel.

FIGURE 1.1 — Ensembles invariants par un flot elliptique dans le modele de Siegel

Voyons maintenant les orbites sous le flot qﬁ? 08(Fap.y), Remarquons tout d’abord que

I’orbite d’un point est incluse dans un unique tore 7T;., et que toutes les orbites incluses dans
T sont les images par les Fy, g, _(9,14,) d'une orbite fixée. Le tore 7). est alors feuilleté

pas ces orbites. Fixons dans la suite r €]0, 1[. Nous avons deux cas & considérer :

Cas 1: 5 ¢ Q Dans ce cas, les angles de rotation dans T, pour ¢ sont (2o + )t et
(28 + «v)t. Leur rapport est irrationnel ; une orbite est alors une immersion injective d’une

droite, et elle est dense dans 7.

Cas 2 : 2 € Q Dans ce cas, les angles de rotation dans T, pour ¢; sont (2a + B)t et
B

(28+ «)t. Leur rapport est alors rationnel ; notons-le % sous forme irréductible. Les orbites

sont alors périodiques et de pente £ dans T} : il s’agit donc de noeuds toriques de type

q
(p, q), noués autour de Cy et Cy. On peut voir un exemple dans la figure

Remarque 1.4.18. Si p et ¢ sont différents de 1, 'orbite d’un point de 7. est un neud
torique de type (p,q) et il s’agit d’un noeud dans d,HZ. Si p ou ¢ est égal a 1, alors la
trajectoire par le flot n’est pas nouée; elle est isotope a un cercle de 60011-]1%. Cette remarque
sera cruciale au moment d’identifier des chirurgies de Dehn lors d’une déformation d’une

structure CR-sphérique. On peut voir un exemple dans la figure [1.2b

Définition 1.4.19. Soient n, p et ¢ des entiers deux a deux premiers entre eux avec

> |g|. Nous dirons qu’'un élément elliptique U € PU(2,1) est de type (£, 1) si U est
pl > g q ptig , ype (£, 4
conjugué & E, g avec o = 27;—;‘1, B = 2%—;1’ et v = —a —f = =£-1 Dans ce cas ggig = %

et les orbites du flot qbl“ °8(%) sont ses deux C-cercles invariants et des nceuds de type (p, q).

On peut faire deux remarques importantes a propos de cette définition :
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(a) Une orbite pour ggig = & :un (b) Une orbite pour

neeud de type (7,11). n’est pas nouée.

248 _ 1 .
Fta — 3¢ elle

FI1GURE 1.2 — Orbites pour des sous-groupes elliptiques & un parametre

Remarque 1.4.20. 1. Seulement certains éléments elliptiques sont de type (%, %)
Nous verrons plus tard que ce sont les éléments pour lesquels notre construction de

structures CR-sphériques aboutit.

2. La trace d’un élément elliptique est suffisante pour connaitre ses trois valeurs
propres, mais elle ne suffit pas pour connaitre son type. En effet, un élément de

A b . . p q A .
méme trace quun elliptique de type (£, 1) aura les mémes valeurs propres mais
pas nécessairement la méme associée a son point fixe dans ]HI%. Ainsi, des éléments

de type (2, 1), (52, TP) et (-4, =) ont méme trace.

Flots loxodromiques

Regardons maintenant les éléments loxodromiques. Pour cela, plagons-nous dans le
modele de Siegel et considérons un élément loxodromique de SU(2, 1). Quitte a conjuguer,

nous pouvons supposer qu’il s’agit de

A0 0
Th=10 % 0

1
00 1

pour A € C de module > 1. Il s’écrit alors A = re'®, avec o € R et 7 > 1. Nous supposerons
dans la suite que « est assez petit, de sorte que Ty € exp(E(PU(2,1))). Dans ce cas, la
série Log(T)) converge et on a

log(r) +ia 0 0
Log(Ty) = 0 —2ix 0
0 0 —log(r)+ia
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Le flot du champ de vecteurs associé agit alors sur OOOH% par :

—3(|2* + is) —5(r?|z|? +ir?s)
¢%Og(T>\) 5 _ rte—3ita
1 1
Dans les coordonnés (z,s) € C x R il agit par (z,8) — (uez, |pe]?s) ot py = rte=311,
0 1
Remarque 1.4.21. Le flot ¢; fixe globalement les points |0| et |0|, et laisse stable le
1 0

C-cercle qui les relie ainsi que les deux arcs C'y et C_ de ce C-cercle, donnés par

1-

—%is —51$
cy = 0 | €E0HA|s>0p et C- = 0 | €9 HA|[s<0
1 1

De plus, pour tout u € GOOH%, on a

lim ¢ (u) = [0 et tiiljloo@(u) =

t——+o0

- o O

De méme que dans le cas elliptique, nous avons des objets invariants par le flot, reliés

au centralisateur de Ty. Nous pouvons faire la remarque suivante :

Remarque 1.4.22. Le centralisateur de T est C'(T) = {1}, | p € C*}. Les orbites de ce
sous-groupe dans GOOH?C sont les deux points fixes de Ty, C'y, C_ et les sous-ensembles de
la forme
—3(|2[*> + is)
P = z € 0, HZ
1

’ S
—— =17
Elk

pour 7 € R. Les orbites P, sont des paraboloides privés du point (0,0). Topologique-

1 0
ment, ce sont des cylindres plongés dans 80011-]1(23 — 0|, [0| p,tous invariants par ’action
0 1

de ¢;. On peut voir une exemple dans la figure [1.3b

Flots unipotents

Considérons maintenant les éléments unipotents. Nous nous placerons ici dans le mo-

dele de Siegel. Considérons un élément unipotent de SU(2, 1). Quitte & conjuguer, on peut
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(a) Une trajectoire d'un flot loxodro- (b) Un cylindre invariant par un flot
mique dans le modele de Siegel. loxodromique dans le modeéle de Siegel.

FIGURE 1.3 — Ensembles invariants par un flot loxodromique dans le modele de Siegel

supposer qu’il s’agit de

1 —z —1(|2]* +1is)
Pew =10 1 z
0 0 1

La série Log (P )) converge et on a
0

Log(P(z,s)) =10 0 z
0

Le flot du champ de vecteurs associé agit alors sur 8OOIHI% par :

O] [R5 2z
lI;Og(Pz,s) o — 24tz
1 1

Dans les coordonnés (z,s) € C x R il agit par (2/,s') — (2 +tz,s + ts — 2tIm(z2')),

et les orbites du flot sont donc des droites, comme celle de la figure

Remarque 1.4.23. Si z = 0, toutes les orbites sont des droites verticales. Sinon, aucune

droite n’est verticale, mais elles ont des pentes distinctes.

Remarque 1.4.24. Si z # 0, le centralisateur de P, o) est C(P; ) = {P(mys/) | (r,s') € RQ}.
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Les orbites de ce sous-groupe dans OOOH(QC sont le point fixe de P, ,) et les sous-ensembles
de la forme
—2(Jw* +is)
S, = w € O H2 | Im(%) —r
1

pour r € R. Les orbites S, sont des plans verticaux dans le modele de Siegel, tous

invariants par 'action de ¢;. On peut voir une exemple dans la figure [1.4b

(a) Une trajectoire d’un flot unipotent

\ X (b) Une nappe invariante par un flot
dans le modele de Siegel.

unipotent horizontal dans le modeéle de
Siegel.

FIGURE 1.4 — Ensembles invariants par un flot unipotent dans le modele de Siegel

Flots ellipto-paraboliques

Finalement, regardons les éléments ellipto-paraboliques. Dans le modele de Siegel,

quitte & conjuguer, on peut considérer I’élément :

1 0 -3
E=¢%|0 310 o
0 0 1

Si 6 est assez proche de 0, la série Log(E) converge et on a

9 0 -4
Log(E)=10 -2 0
0 0 0

Dans les coordonnées (z,s) € C x R, le flot du champ de vecteurs associé agit par
(2,8) — (e739z s + t). Les orbites du flot sont donc le C-cercle invariant de G et des

spirales autour de ce cercle, comme dans la figure [.5a]
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Remarque 1.4.25. Le centralisateur C'(E) de E dans SU(2, 1) est 'ensemble des éléments

de la forme :

(0 -3
e’ 10 e 3% 0
0 0 1

pour (t,¢) € R2. Les orbites de ce sous-groupe sont le C-cercle invariant de [E] et des

cylindres autour de ce C-cercle. On peut voir un exemple dans la figure [1.5b

(b) Une nappe invariante par un flot
ellipto-parabolique dans le modele de
Siegel.

(a) Une trajectoire d’un flot ellipto-
parabolique dans le modele de Siegel.

FI1GURE 1.5 — Ensembles invariants par un flot ellipto-parabolique dans le modele de Siegel

1.5 La sphére visuelle d’un point de CP?

Dans cette section, nous allons définir la sphére visuelle d’'un point de CP? et donner
des coordonnées pour certaines cartes de cet objet. Nous utiliserons la sphére visuelle d'un
point de CPP? pour mieux comprendre les bissecteurs et leur topologie, dans la section
et pour paramétrer leurs intersections. Nous utiliserons aussi cet outil pour controler les

intersections des faces du domaine de Ford déformé que nous construirons au chapitre [4

1.5.1 Définition

Définition 1.5.1. Soit [p] € CP2. On appellera sphere visuelle de [p] I’ensemble des droites

complexes de CP? passant par [p], qu'on notera Ly,. Ainsi
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Ly = {lpa | la) € CP* = {[p]}} .

Remarque 1.5.2. L’espace Ly, est isomorphe a CP!. On peut l'identifier de deux autres
facons. Nous ferons souvent ’abus de notation correspondant aux identifications suivantes.
D’une part, 'ensemble des droites passant par [p| est le projectivisé de 'espace tangent a
CP? en [p], donc

Ly = P(T},;CP?).

D’autre part, en considérant le dual, on a aussi :

Ly = {l¢] € P(C*)*) | ¢(p) = 0}.

Finalement, si on a & disposition un produit hermitien, C3 s’identifie canoniquement &

son dual, et on a :

Ly = [p]*

1.5.2 Coordonnées pour la sphéere visuelle

Dans cette sous-section, nous allons donner des coordonnées pour la spheére visuelle
d’un point [p]. Ces coordonnées nous seront utiles lorsque nous aurons besoin de faire un
calcul explicite dans cet espace. La proposition suivante donne une facon de construire

une carte.

Proposition 1.5.3. Soient 1,2 € (C3)* deux formes linéaires indépendantes et telles

que p1(p) = pa(p) = 0. Alors Uapplication

— CP!

(a)
Ild — o

Ly

f:

est bien définie et un isomorphisme.
En traduisant en termes d’orthogonalité, on obtient la proposition suivante :

Proposition 1.5.4. Soit [p] € CP2. Soient [p'],[p"] € [p]* deux points distincts. Alors

Uapplication

lpg

est bien définie et un isomorphisme.
Notation 1.5.5. Nous noterons désormais cette application v, : Ly, — CP'.

La remarque suivante nous indique que si on choisit comme repére un triangle auto-

polaire, les coordonnées sont plus agréables dans la carte correspondante.
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Remarque 1.5.6. Dans la proposition précédente, on remarque que si de plus [p], [p'] et

[p"] forment un triangle auto-polaire, alors f([p”]) = 0 et f([p']) = oc.

Finalement, remarquons rapidement le lien entre ces cartes et les birapports de CP! :

Remarque 1.5.7. Si [¢],[¢'] € CP? — {p}, alors f(([[qq,]])) est le birapport de [p], [p'],[q] et
A

1.6 Exteurs, bissecteurs et surfaces spinales

Nous allons étudier ici des objets qui apparaissent naturellement lors de la construction
de domaines de Dirichlet ou de Ford dans HZ, & savoir les hypersurfaces équidistantes de
deux points, que nous appellerons des bissecteurs métriques, ainsi que des généralisations
naturelles de ces objets, que nous appellerons tout simplement bissecteurs. Pour les étudier,
nous allons aussi étudier leur prolongement analytique dans CP?, appelé exteur, et leur
intersection avec 80011-11(%, qui seront les surfaces spinales. Dans son livre [Gol99], Goldman
consacre le chapitre 5 a ’étude topologique des bissecteurs métriques, le chapitre 8 aux
exteurs, qui prolongent les bissecteurs dans CP?, et le chapitre 9 & certaines intersections
de bissecteurs. Nous utiliserons en grande partie cette étude des bissecteurs et des exteurs,

méme si nous prendrons un point de vue plus proche de la géométrie projective.

1.6.1 Définition

Commencons par définir les objets sur lesquels nous allons travailler, et tout d’abord

les bissecteurs métriques, qui sont les hypersurfaces équidistantes de deux points de H?C.

Définition 1.6.1. Soient [p], [q] € HZ deux points distincts. Le bissecteur métrique|l| de
[p] et [g] est 'ensemble

B = {[=] € B¢ | d((z].[p]) = d((z]. la)) }.

Si p,q € C? sont des relevés de [p] et [g] tels que (p,p) = (g, q), alors le bissecteur peut
s’écrire

B = {[z] € HZ | [(,p)] = |(z,0)|} .

Son bord a l'infini est une sphére spinale.

Remarque 1.6.2. Dans le chapitre 5 de son livre, Goldman montre que, topologique-
ment, les bissecteurs sont des boules de dimension trois, et que les sphéres spinales sont
bien des spheres lisses dans 8OOH(2C. Ce sont des objets analytiques, mais ils ne sont pas
totalement géodésiques, puisqu’il n’existe pas de sous-espace totalement géodésique de H(QC

de dimension 3.

1. Dans la littérature, il est tout simplement appelé bissecteur. Nous prendrons ce terme pour un objet
un peu plus général, que nous définirons dans la définition



092 CHAPITRE 1

Nous définissons ci-dessous les exteurs, sont des objets de CP? qui prolongent les bis-
secteurs métriques. Nous reprenons la terminologie de Goldman dans [Gol99] pour cet
objet.

Définition 1.6.3. Soit [f] € CP?. Soit C un cercle réel de Liy. L’ exteur issu de [f] donné
par C est ’ensemble
¢ = {[2] € CP? | l[f]’[z} S C}.

Dans ce cadre, [f] est le foyer de €.

On peut remarquer deés a présent que tous les exteurs sont projectivement équivalents.
La remarque suivante explicite le lien entre les exteurs et les bissecteurs métriques, ce
qui justifie ’étude des exteurs dans CP? et de leurs intersections pour étudier aussi les

bissecteurs et leurs intersections.

Remarque 1.6.4. Tout bissecteur métrique se prolonge en un exteur. Si B est le bis-
secteur métrique de [p] et de [¢], alors il se prolonge en un exteur issu de [p X ¢], donné

par

¢ = {[z] € CP* | (z.p)] = I(z.9)]}

si p et g sont des relevés de [p] et [¢] tels que (p,p) = (q,q). Le cercle correspondant
C C Lprg =[PpKX q]* est donné par

C':{[p—aq]\aeSl}.

Remarque 1.6.5. Les exteurs sont exactement les surfaces équidistantes de deux points
de CP? lorsqu’on le munit de la métrique de Fubini-Study. On peut trouver une preuve
détaillée dans le chapitre 8 de [Gol99).

Nous allons considérer, en déformant un certain domaine de Ford dans le chapitre
[ des objets définis de la méme maniére, mais avec moins de restrictions sur les points
[p], [q] € CP2. Nous définissons donc la généralisation suivante de la notion de bissecteur

métrique, que nous étudierons par la suite.

Définition 1.6.6. Soient p,q € C3 — {0}. On définit :

— 1" exteur de p et ¢ comme

&(p,q) = {[2] € CP* | [(z,p)| = [(z,q)|}.

— le bissecteur de p et ¢ comme son intersection avec H% :

B(p,q) = {[z] € HZ | [{z,p)] = [(2,9)]}-
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— la surface spinale de p et ¢ comme le bord a l'infini du bissecteur :

S(p,q) = {[2] € 0cHE | [(2,p)] = (2, 9)]}-

Nous nous restreindrons tout de méme au cas ou les points p et ¢ définissant un exteur,
bisecteur ou sopheére spinale sont de méme norme. C’est automatiquement le cas lorsqu’ils
sont dans la méme orbite d’un sous-groupe de SU(2,1). On peut retrouver les droites

complexes de l'exteur &(p,q) de la fagon suivante :

Proposition 1.6.7. Soient p,q € C3—{0}. L’exteur &(p, q) s’écrit comme union de droites

complezes de la facon suivante :

¢p,q)= | lg—apl™.

aeSt

Démonstration. Un point [2] € CP? appartient & €(p, q) si et seulement si |(z,p)| = |(z, ¢)|.
Ceci a lieu si et seulement s’il existe a € S* tel que a(z,p) = (z,q), c’est-a-dire tel que
(z,q — ap) = 0. On a donc que [z] € &(p,q) si et seulement s’il existe a € St tel que
[2] € [q — ap] " O

Remarque 1.6.8. D’apres la proposition I'exteur de p et ¢ est un exteur au sens
de la définition Il est clair, grace a la définition qu’un bissecteur métrique est

un bissecteur et qu'une spheére spinale est une surface spinale.

Remarque 1.6.9. Si on veut définir ces objets pour [p], [¢] € CP?, des choix des relevés
différents définissent des objets différents. On se placera ici uniquement dans le cas ou les
relevés vérifient (p,p) = (g, q).
— Si(p,p) = (g,q) < 0, alors B(p, q) et &(p, ¢) sont le bissecteur métrique et la sphere
spinale de p, ¢ dans OOOH% comme dans la définition m
— Si (p,p) = (q,q) = 0 et qu'il existe un élément privilégié G de SU(2,1) tel que
[G][p] = [q], on choisira des relevés p et ¢ tels que Gp = q. Dans ce cas, B(p, q) et
S(p, q), sont un bissecteur métrique et une sphere spinale.
— Si (p,p) = {q,q) > 0, alors B(p,q) et &(p, q), sont parfois un bissecteur métrique

et une sphere spinale. Nous le prouvons dans la proposition [1.6.30]

Proposition 1.6.10. Soit ¢ un exteur de foyer [f] et soit p € f+ — {0} tel que [p|* ¢ €.
Alors il existe un unique g € C3—{0}, a multiplication par un nombre complexe de module

un pres, tel que € = €(p,q).
Corollaire 1.6.11. Tout exteur € est de la forme €(p,q).

Pour faire la preuve de cette proposition, nous avons besoin du lemme suivant :
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Lemme 1.6.12. Soit p € C2 — {0} et C C CP! un cercle qui ne contient pas [p]. Alors
il existe un unique ¢ € C? — {0}, a multiplication par un nombre compleze de module un
pres, tel que C = {[p — aq] | a € S*}.

Démonstration. Puisque [p] ¢ C, on peut compléter p en une base (p,q) de C? de sorte
que, dans la carte ¢* de CP', le cercle C soit le cercle de centre 0 et rayon 1. Ce vecteur
q est unique & multiplication par un unitaire prés; tout changement de base induit une
similitude non triviale de la carte. Ce cercle s’écrit alors {¢*(p — aq) | « € S'}. On déduit
que C = {[p—aq] | a € S1}. O

Démonstration. (de la proposition |1.6.10)
On sait que € s’écrit comme (J,eg1 la, OU les droites complexes I, forment un cercle

dans Liy. Identifions L a | f]*+ ~ CP'. On dispose donc d’un cercle C' qui définit & et
du point [p] qui n’appartient pas a C. D’apres le lemme il existe ¢ € f+ C C3, a
multiplication par un nombre complexe de module un pres, tel que C' = {[p—aq] | « € S*}.
On en déduit que € = J,eg1 lo = Ugegt[p — ag]t. Or un point [2] de CP? appartient a
Uaest[p — ag]t si et seulement s'il existe a € ST tel que a{z,p) = (z,q), i.e. si [(z,p)| =
|(z,q)|. On en déduit que € = €E(p, q). O

1.6.2 Topologie des bissecteurs et des surfaces spinales.

Nous allons étudier en détail la topologie des objets que nous venons de définir, et nous
allons voir qu’il y a trois possibilités pour les bissecteurs, et que cette topologie dépend
de la position de certains points par rapport a GOOH%. Commengons par définir 1’échine
complexe et I’échine réelle d’un bissecteur ou d’un exteur, qui sont une droite complexe et

une droite réelle de CP? et qui nous aideront & comprendre ces objets.

Définition 1.6.13. Soit € un exteur de foyer [f] et donné par le cercle C' C L. L’échine
compleze 3 («complex spine» en anglais) de € est la droite complexe [ f]J-. En identifiant
Ly al fI*, on définit I’échine réelle («real spine» en anglais) de & comme le cercle réel

o C X correspondant a C'.
Faisons maintenant une série de remarques autour de cette définition.
Remarque 1.6.14. Si [f] ¢ 0cHZ, alors son échine réelle o est égale & €N X.

Remarque 1.6.15. Dans le cas des bissecteurs métriques, comme décrits par Goldman
dans [Gol99], I'échine complexe et I’échine réelle sont les intersections avec HZ de celles

que nous venons de définir.

Remarque 1.6.16. Un exteur & est déterminé par son échine réelle o. En effet, il y a
une seule droite complexe . qui la contient : elle doit étre son échine complexe. Le foyer

de & est donc X et le cercle qui détermine € est alors donné par o.
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Remarque 1.6.17. Soient p,q € C?> — {0} deux points distincts. L’échine complexe de
lexteur &(p, q) est la droite complexe Lipl (]

Dans le cas auquel nous nous restreignons, I’échine réelle d’un exteur ne peut pas étre
n’importe quel cercle réel de CP2. Le lemme suivant donne une condition nécessaire pour

qu’un cercle réel soit I’échine réelle d’'un des exteurs que nous considérons.

Lemme 1.6.18. Soient p,q € C>—{0} deuz points distincts tels que (p,p) = (q,q). Notons
Y l’échine complexe de €(p,q) et o son échine réelle. Alors
— 51 X intersecte H(ch alors o est un cercle orthogonal a 8OOH% dans CP?.

— i X est tangente a BOOH%, alors o est un cercle contenant [p X q|

Démonstration. Commencons par le premier cas. Si a € C est de module 1, on sait que

[(p.p+aq)) = [(p,p) + a(p,q)]
= [¢,q) +a(q,p)]
= g, p+ aq)l

On peut donc paramétrer I’échine réelle comme o = XN &(p,q) = {[p+aq] | a € S'}. Or,
dans la carte A — [p + Aq] de X, les points de 800]1-]1(% sont donnés par ’équation

(IA? + 1)(p, p) + 2Re(A(p, q)) = 0

Il s’agit de I’équation d’'un cercle (ou d’une droite passant par 0 si (p,p) = 0) qui est
1

‘est, aussi.

orthogonal au cercle unité, puisque si A est solution de ’équation, alors %

Pour le deuxi¢me point, il suffit de vérifier que si ¥ est tangente & dH?Z, alors au
moins un point de I, g différent de [p X ¢] appartient a l'exteur €(p,q). Or, comme
lp),[q €st tangente a DsoHZ, la restriction de la forme hermitienne a lp),[q €St dégénérée.
Son déterminant dans la base (p, q) est égal a (p,p)(q,q) — (p,q){q,p); on en déduit que

[(p,p)| = [{p, q)| et que [p] € &(p,q). O

Deux décompositions des exteurs

En suivant la description donnée par Goldman dans les chapitres 5 et 8 de son livre
[Gol99], nous donnerons ici deux décompositions des exteurs qui nous seront utiles ulté-
rieurement. Il s’agit de la décomposition en tranches, qui sont des droites complexes, et la

décomposition méridionale, en plans réels.

Proposition 1.6.19. (Décomposition en tranches) Soit € un exteur de foyer [f]. Alors les
droites complexes contenues dans € passant par [f] forment un feuilletage de € — {[f]} et
ce sont les seules droites complezes contenues dans €. Si de plus [f] ¢ OsoHZ et € admet
comme échine complexe ¥ et échine réelle o, ce sont exactement les droites complezes

orthogonales a X en les points de o.
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Démonstration. Soit [ une droite complexe contenue dans €. Soit [p] € [ un point différent
de [f]. On sait alors que les droites [ et Iz ,) sont contenues dans €. Or, un exteur est une
sous-variété lisse de dimension 3 de CP? en dehors de son foyer : I'espace tangent en [p] &
€ est alors de dimension réelle 3. Il contient donc un sous-espace holomorphe maximal de
dimension complexe 1, qui doit étre a la fois I'espace tangent de [ et celui de [jf] [, en [p].

On en déduit que I = [y} ,, ce qui prouve la premiere assertion.

Pl
D’apres le remarque [1.6.14] on sait que les droites contenues dans € sont exactement
les droites passant par [f] et un point de o. Comme les droites passant par [f] = X1 sont

exactement les droites orthogonales a 32, ceci montre la deuxiéme assertion. O

Définition 1.6.20. Une telle droite complexe est appelee tranche de €. Cette décomposi-
tion est appelée la décomposition en tranches de l’exteur. On peut aussi la considérer sur

le bissecteur correspondant.

L’autre décomposition donnée par Goldman est la décomposition méridionale, qui est
donnée par la proposition suivante. Pour une preuve, nous renvoyons a la section 8.2.3 de
[Gol99], ou au Théoreme 5.1.10 de [Gol99]

Proposition 1.6.21. (Décomposition méridionale) Soit o un cercle réel dans CP2. Alors
l'union des plans réels de CP? contenant o forment un feuilletage singulier de l'exteur

d’échine reelle o.

Définition 1.6.22. Un tel plan réel est appelé méridien de € ; la décomposition associée
est la décomposition méridionale de €, que 'on peut aussi considérer sur le bissecteur

correspondant.

Nous allons maintenant décrire la topologie des bissecteurs et des surfaces spinales,
mais uniquement dans le cas que nous considérons, a savoir lorsqu’il s’agit d’un bissecteur
de la forme B(p, q) avec p et ¢ de méme norme. Une description générale n’est pas beaucoup
plus difficile, mais il faudrait considérer quelques cas supplémentaires en fonction de la

position relative de 1’échine réelle et de 8OOH(2C.

Bissecteurs métriques et sphéres spinales.

Commencons par décrire les bissecteurs métriques, qui sont les bissecteurs usuels étu-
diés en détail par Goldman dans [Gol99]. On peut commencer par les caractériser par leur

échine réelle, grace a la proposition suivante.

Proposition 1.6.23. Un bissecteur est un bissecteur métrique si et seulement si son foyer
est dans CP? — (HZ U OocH2) et son échine réelle est orthogonale d OnoHZ.

Démonstration. Considérons un bissecteur métrique B(pg, qo), ol po,qo € C> vérifient
(po, Po) = {40, qo) < 0. D’apres le lemme|1.6.18] nous savons que I’échine réelle de B (py, qo)
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est un cercle orthogonal & O HZ, et que son foyer [fo] = [po M qo] est dans CP? — ]HT%. Ceci
montre le premier sens de ’équivalence. Considérons maintenant un bissecteur 5 de foyer
[f] € CP? — ]HT(% et dont D’échine réelle o est orthogonale a OHZ. Puisque PU(2,1) agit
transitivement sur CP2 — H2, on peut supposer que [f] = [fol-

De plus, remarquons que le stabilisateur de [f] est isomorphe a PU(1,1), et agit 2-
transitivement sur le cercle d,HZ N [p]*. 1 agit donc aussi de maniére transitive sur les
cercles orthogonaux a J,HZ N [p]+. 11 existe donc un élément [G] de PU(2,1) tel que
[G]o est 1’échine réelle de B(po, qo); on en déduit que [G]B = B(po,qo) et que B =
B(G~po, G~1qo) est un bissecteur métrique. O

Avec la preuve précédente, nous pouvons faire la remarque suivante :

Remarque 1.6.24. Un bissecteur métrique est déterminé par les deux points de 'in-
tersection de son échine réelle avec QOOH(%. Ces deux points sont appelés les sommets du
bissecteur par Goldman dans [Gol99]. De plus, comme PU(2,1) agit 2-transitivement sur

800}1-]1(%, il agit transitivement sur les bissecteurs métriques.

Finalement, nous pouvons montrer qu’un bissecteur est homéomorphe a une boule de

dimension 3, et que son bord a l'infini est une sphere lisse dans 8OOH%.

Proposition 1.6.25. Un bissecteur métrique est homéomorphe a une boule de de dimen-

ston 8. Une sphére spinale est une sphére lisse dans GOOH%.

Démonstration. Soit B un bissecteur métrique de foyer [f] et échine réelle o. D’apres
la proposition on sait que o N H(% est un intervalle ouvert. De plus, on a B =
U[S]EUQH% Ups N H%, qui est le produit d’un intervalle ouvert et d’un disque, et donc
homéomorphe a une boule de dimension 3. D’apres la remarque on sait que PU(2,1)
agit transitivement sur les bissecteurs métriques. On peut donc étudier le bord a l'infini
d’un bissecteur métrique particulier pour finir la preuve. Considérons le bissecteur dont

les sommets sont

et
0 1

dans le modele de Siegel. La surface spinale correspondante est alors donnée par :

—%|z[2 1
6= z |zeCruU< (0] ¢,
1 0

qui est une sphere lisse dans 6OO]HI%. ]
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Eventails

Nous allons décrire maintenant d’autres types de bissecteurs, qui ne sont pas des bis-
secteurs métriques mais qui nous seront utiles dans la suite pour construire des domaines
fondamentaux dans H% pour des actions de certains sous-groupes de PU(2,1). On verra

les éventails et les cones de Clifford. Commencons par définir et décrire un éventail.

Définition 1.6.26. On appelle éventail («fan», en anglais) un bissecteur dont le foyer [f]
est dans O HZ et qui ne contient pas | f]*+ comme tranche. On appellera éventail spinal

son bord & l'infini.

Proposition 1.6.27. Un éventail est homéomorphe a une boule de dimension 3. Un éven-

tail spinal est une sphére lisse avec un point singulier dans OOOH(%.

Démonstration. Soit € un exteur de foyer [f] € OxH%. Plagons-nous dans le modele de
1
Siegel et supposons, sans perte de généralité, que [f] = [0|. Sans perte de généralité, nous

0
pouvons supposer que le R-plan des points de coordonnées réelles est un méridien de €.

Les tranches du bissecteurs sont alors de la forme 7T, pour r € R, ou

T, ={[fl}ul |r| |zeC
1

Le bissecteur ¢ N HZ est alors difféomorphe & I'ensemble {(z,7) € C x R | 2Re(z) < 72},
qui est & son tour difféomorphe a une boule de dimension 3.
Son bord a l'infini est ’ensemble suivant, qui est une sphere lisse en dehors du point

[f], ou elle est singuliere :

1 —1(r? +it)
0| pU r | (r,t) € R?
0

Cones et tores de Clifford

Pour le dernier type de bissecteurs, qui sont les cones de Clifford, nous reprenons en
partie la terminologie donnée par Goldman dans son livre [Gol99]. Cependant, ils nous
semble plus judicieux d’appeler tore de Clifford le bord a l'infini d’un céne de Clifford,

bien que Goldman garde ce terme pour décrire les intersections d’exteurs.

Définition 1.6.28. On appelle cone de Clifford un bissecteur dont le foyer est dans H(%.
On appellera tore de Clifford son bord a I'infini.



1.6. EXTEURS, BISSECTEURS ET SURFACES SPINALES 99

Proposition 1.6.29. Un cone de Clifford est homéomorphe a (S* x D?)/(S* x {0}). Un
tore de Clifford est un tore lisse dans OoHZ.

Démonstration. Soit € un exteur de foyer [f] € HZ. Chaque droite complexe de CP?
passant par [f] intersecte H% en une géodésique complexe, qui est homéomorphe & un
disque D?, et qui a comme bord & I'infini un C-cercle. Grace & la décomposition en tranches
de €, on sait alors que € — {[f]} N HZ est homéomorphe a S* x (D? — {[f]}), et son bord

a I'infini est homéomorphe & S x S1. O

En regroupant ces définitions et en considérant la position relative de deux points [p]

et [q] et du pole [pX q] de la droite If| [, on a la proposition suivante :

J[al»

Proposition 1.6.30. Soient p,q € C*—{0} non colinéaires et tels que (p,p) = {(q,q). Soit
r = (p,p){q,q) — (P, 2){q,p). On suppose que B(p,q) # 0.

— Sir <0, alors B(p,q) est un bissecteur et S(p,q) est une sphére spinale.

— Sir =0, alors B(p,q) est un éventail et S(p,q) est un éventail spinal.

— Sir >0, alors B(p,q) est un cone de Clifford et S(p,q) est un tore de Clifford.

Démonstration. Notons @ la restriction de la forme hermitienne a Vect(p, ¢). Dans la base
(p,q), son déterminant est égal a r.

Sir < 0, la forme hermitienne ® est de signature (1,1). Le foyer de B(p, q), [pX ¢], se
trouve dans CP? — (HZUO,,H2). L'intersection d'un exteur de foyer dans CP?— (HZ UG HZ)
est un bissecteur.

Si r =0, la forme hermitienne ®’ est dégénérée . Le foyer de B(p, q), [pX ¢, se trouve
dans OOOH%. L’intersection d’un exteur de foyer dans GOOH(% est un éventail.

Si r > 0, la forme hermitienne ® est de signature (2,0). Le foyer de B(p,q), [p X ¢,
se trouve dans H%. L’intersection d’un exteur de foyer dans H(% est un coéne sur son bord

a 'infini, qui est un tore de Clifford. O

1.6.3 Depuis la spheére visuelle

Nous allons énoncer deux faits a propos des bissecteurs en rapport avec les spheres
visuelles bien choisies. Nous prendrons la notation suivante pour la projection naturelle

sur la sphere visuelle :
Notation 1.6.31. Soit [p] € CPP2. Nous noterons

CP* —{[pl} — Ly

Tp)
la] = Uyl
la projection naturelle sur la spheére visuelle L.

La premiere remarque découle de la définition d’un exteur par un foyer et un cercle

dans sa sphere visuelle :



60 CHAPITRE 1

Remarque 1.6.32. Soient p,q € C?> — {0} des points distincts tels que (p,p) = (g, q).
Alors 7,4 (€(p, ¢)) est un cercle dans Liygg). De plus, m,zq (B(p, g)) est un arc de cercle
ou un cercle dans Ly,x,, suivant si [pKq] € OsoHZ UHZ ou pas; ensemble g (S (5 7))

est son adhérence.

La proposition suivante décrit la projection d’un bissecteur défini comme B(p, q) ou

de sa surface spinale correspondante dans la sphere visuelle Ly, .

Proposition 1.6.33. Soient p,q € C3 —{0} non colinéaires et tels que (p,p) = {(q,q). Soit
r=(p,p){a, @) — (p.0){a, D).

— Sir #0, alors ﬂ[p](G(p, q)) est un disque fermé de centres Upl.a €t Lp),pRq]-

— Sir =0, alors mp, (S(p, q)) est un disque fermé dont le bord contient ljy q-
Dans les deuz cas mp, (B(p,q)) est lintérieur de my,)(S(p, q)).

Démonstration. Remarquons d’abord que toute droite complexe qui intersecte B(p,q)
intersecte aussi &(p, q), et que les droites complexes qui intersectent &(p, q) intersectent
aussi B(p, q) sauf si elles sont tangentes a S(p, ¢). Ceci montera le dernier point.
Supposons dans un premier temps que r # 0. Dans ce cas, (p,q,pX ¢q) est une base de
C3. Le fixateur de ([p], [q]) dans PU(2, 1) est alors isomorphe & S* et ses éléments s’écrivent

dans la base (p,q,p X ¢q) sous la forme

Ces éléments laissent stable le bissecteur B(p, q) et, puisqu’ils fixent [p], agissent naturelle-
ment sur L. Dans la carte ¢ px,, 'action est donnée par une rotation de centre 0. Dans
la carte qui envoie [ g sur 0 et I, g sur oo, la projection 7, (&(p, q)) est alors un
compact, connexe, invariant par rotation de CU{co}. Il nous reste a vérifier qu’exactement

un des points 0 et oo est dans I'image de ), ce qui correspond a vérifier qu'une seule

p)
ligne parmi lf] [ €t I (g intersecte B(p,q).

1¢" cas : * < 0 Soit @« € C de module 1 tel que (p,aq) € R™. D’une part, on sait
que (p + aq,p+ aq) = 2({p,p) + (p,aq)) < 0 puisque r < 0. D’autre part, |(p,p + aq)| =
[(p,p) —[{p, DI = (@, @) — [{p. @) || = [{¢; p+g)|. On sait alors que I, [ intersecte B(p, q).

Montrons que I, pxq n'intersecte pas &(p, ¢). On sait que [pXq] ¢ H2 U O HZ. Soit
AeC.Ona:

(p+ApXaq,p)| = [(p,p)
p+wXq,q) = [(pq)

Comme r < 0, ces deux quantités sont différentes, donc I

g N'intersecte pas &(p, q).
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2¢ cas : 7 > 0 Dans ce cas, on sait que [[ ;] n'intersecte pas H% u &X,H(%, et donc pas

la
&(p, q). De plus, [pXRq] € HZ et (p,pXq) = (p,pRg) = 0, donc l[p],[pmq) intersecte B(p, q).

3¢ cas : ¥ = 0 Supposons maintenant que r = 0. Dans ce cas, [p X q] € dHZ et
[p], [q] et [p X q] sont alignés. Le fixateur de I, |4 est alors un sous-groupe unipotent
vertical isomorphe a R, qui agit sur L, comme une translation. De plus, comme [, g
est tangente a O HZ en [p X g, T (B (P, @) — {ljp)jq} est connexe et invariant selon une

direction de translation.

Prenons des coordonnées dans le modele de Siegel. Quitte a multiplier par un élément

de SU(2,1), on peut supposer que

0 1
p=11 et pXg=10
0 0

Dans ce cas, ¢ s’écrit sous la forme suivante, ou 6 € R.

z1
Nous prenons % pour coordonnée dans L, de la droite complexe passant par [p] et | 1
Z3

Avec ces coordonnées, le fixateur de I, g agit sur Ly, par des translations de la forme

la

z + z+it, ou t € R. Pour connaitre 'image de B(p, q) par ), il suffit alors de déterminer

Pl
SZ3
les s € R tels qu'un point de la forme [wg] = | 1 | soit dans B(p,q). On calcule alors :
23

9 — 23. Pour que [ws] € B(p,q), il est alors nécessaire que 23

<p7w8> = let <Q7ws> = ei
s’écrive sous la forme z3(¢) = € + €' ot ¢ € R.

Or (ws, ws) = 1+ 2s|23]%, et 0 < |23]2 < 4, ot les deux égalités sont atteintes lorsque
¢ = m+0 et ¢ = 0 respectivement. On en déduit qu’il existe ¢ € R tel que 142s|23(¢)|2 <0

si et seulement si s < —%. L’image de image de B(p, q) par [y est alors égale a
{s+it]|(s,t) e R s <8} U {o0}.

C’est donc un disque fermé dont le bord contient oo, qui est la coordonnée de Ipy ;. U
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1.6.4 Diameétre visuel (réel) d’un bissecteur métrique

Nous allons nous intéresser ici au diametre visuel (réel) d’'un bissecteur de la forme
B(p,q) depuis [p]. Comprendre ce diametre angulaire nous sera utile pour controler 'in-
tersection de certains bissecteurs lors de la construction d’un domaine de Dirichlet, ce que

nous ferons au chapitre

Proposition 1.6.34. Soit [p], [q] € H(QC Soit Omax le diamétre angulaire (réel) de B(p, q)
depuis [p]. Alors
o <9max> — tanh <d([p], [QJ)) _
2 2

Démonstration. Plagons-nous dans le modele de la boule, et notons r = d([p], [¢]). Quitte

a translater par un élément de SU(2, 1), on peut supposer que

sinh(r) 0
[p] = [0 et [q = 0 . Danscecas, pKg = |[sinh(r)
1 cosh(r) 0

Notons gg la géodésique réelle passant par [p] et [¢]. On cherche une géodésique réelle
g passant par [p| et un point [z] de B(p, q¢) qui forme un angle maximal avec go. On peut
supposer alors que [z] € &(p, ). Les points de B(p, q) s’écrivent sous la forme [p + e'®q +
MpXg], ott ¢ € Ret A € C. Les points de cette forme sont dans d,H2 si et seulement si
N2 = sinh22(7')(1 + cos(¢) cosh(r)). En particulier, cos(¢) > ﬁhl(r) Les points [z] € &(p, q)
s’écrivent donc sous la forme

e'® sinh(r)
(2] = |e™\/2 + 2 cos(¢) cosh(r)
1 + €' cosh(r)

ou ¢ € R. Cherchons maintenant le vecteur tangent a la géodésique réelle passant par [p]
et [z]. Pour ¢a, commengons par paramétrer cette géodésique. Normalisons d’abord p et

g, pour avoir (p,q) et (z,p) € R. Nous choisirons désormais pour relevé de [p] et [g] les

vecteurs
0 sinh(r)
p = 0 et q = (1+ecosh(r)) 0
1 + €' cosh(r) cosh(r)

Avec cette normalisation, le vecteur unitaire tangent a gy en [p] est égal a :

, 1 + €' cosh(r)
Uy = 0
\/1 + 2 cos(¢) cosh(r) + COShQ(T')) 0
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Remarquons que, si t € R, on a (p+tz, p+tz) = —(2t+1)(142 cos(#) cosh(r)+cosh?(r)).
1

—(p+tz,pt+tz)

de la géodésique réelle, avec les vecteurs normalisés de norme —1. On calcule

Posons maintenant, pour t € R, v; = (p+tz). Il s’agit d’une paramétrisation

5 ) sinh(r)e'®
uy = ot leeo= V/2(1 + cos() cosh(r))e?
ot \/1 + 2 cos(¢) cosh(r) + cosh?(r)) 0

On a, dans ce cas, (uj,u;) = 1. Si ¢ est 'angle entre ug et uy, il vérifie cos(%) =

2
Re({(ug, u1)). Or

1 + €' cosh(r)

b ot )Pe%mh(r)) sinh(r)(cosh(r) 4 cos(¢))
+ e*? cosh(r

T 142 cos() cosh(r) + cosh?(r))

Re({ug,u1)) = Re (

—1

Cette partie réelle est minimale lorsque cos(¢) est minimal. Or, comme cos(¢) < ()

on en déduit que

sinh(r)(cosh(r) — m)
cosh?(r) — 1

Re((ug, u1)) < = tanh(r)

On remarque que cette borne est atteinte lorsque [z] est 'une des deux extrémités de
I’échine réelle de B(p, q). L’angle maximal entre deux géodésiques réelles passant par [p] et
des points de B(p, q) est alors 'angle Oy,.x entre les géodésiques passant par les extrémités

de I’échine réelle. Comme gg est la bissectrice de ces deux géodésiques réelles, on bien

cos <9n;ax> = tanh (d([p]Q, [q])) .

O

Nous utiliserons de fagon plus précise le corollaire suivant, qui majore le diameétre

angulaire par une quantité simple a calculer.

Corollaire 1.6.35. Soient p,q € C — {0} sont des points distincts qui vérifient (p,p) =

(q,q9) < 0. Si % > 4, alors le diamétre angulaire réel de B(p,q) depuis [p] est < %.

Démonstration. En notant r = d([p%’[q]), on a LLLL) — cosh?(r). Si cosh®(r) > 4, alors

(p.p){9,9)
tanh?(r) = 1 — W% > %. En notant . le diametre angulaire réel de B(p, q) depuis
[p], on a cos((’m%) > @, et donc Opax < G- O

1.6.5 Paires d’exteurs

Nous allons considérer des intersections de bissecteurs pour étudier des domaines de

Ford et leurs déformations. On considérera ici, comme le fait Goldman dans le chapitre
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8 de son livre [Gol99], les intersections des exteurs correspondants avant de se concentrer

sur les intersections des bissecteurs. Commencgons par classifier les paires d’exteurs.

Définition 1.6.36. Soient €; et € deux exteurs de foyers respectifs [fi] et [f2]. On dit
que la paire (€, €;) est :
— Confocale si [f1] = [fa]-
— Equilibrée («balanced» en anglais) si [f1] # [f] et Up e C €1 N €.
— Semi-équilibrée («semi-balanced» en anglais) si [fi] # [f2] et [, [s,) est incluse
exactement dans un des deux exteurs.
— Déséquilibrée («unbalanced» en anglais) si [f1] # [f2] et lf,)[s,) nest incluse dans

aucun des deux exteurs.

Définition 1.6.37. On dira qu'une paire d’exteurs (&1, €2) est coéquidistante s’il existe
des points distincts p, g, € C> — {0} tels que &; = &(p, q) et E = &(p, 7).

Remarque 1.6.38. Une paire d’exteurs coéquidistants est soit confocale, soit déséquili-

brée.

Démonstration. Soit p,q,r € C> — {0} trois points distincts. Soit &; = &(p,q) et ¢ =
E(p,r). Si [p], [q] et [r] sont alignés, alors €; et € ont la méme échine complexe et donc
le méme foyer. Sinon, notons [fi] = [p X q] et [fo] = [p K r] les foyers de &; et &
respectivement. On a d’une part trivialement que (f1,p) = 0, et d’autre part que (f1,r) =
(p X q,r) # 0 puisque p, g et r ne sont pas alignés. On en déduit que [fi] ¢ 2. De méme,
[f2] ¢ €1, ce qui suffit pour conclure. O

En s’intéressant aux domaines de Ford et a leurs déformations, nous allons considérer

uniquement des bissecteurs coéquidistants par rapport a des relevés normalisés.
Remarque 1.6.39. Toute paire de bissecteurs déséquilibrée est coéquidistante.

Démonstration. Soit (€1, €2) une paire d’exteurs déséquilibrée. Soient [f1] le foyer de &;
et [fo] le foyer de €3. Comme [f1] et [f2] sont distincts, alors [fi]= N [f2]* est réduit & un
point dans CP2. Soit [p] ce point et p € C* — {0} un relevé. D’apres la proposition
il existe g, € C3 — {0} tels que &; = &(p, q) et € = &(p, 7). O

Proposition 1.6.40. Soit (€1, y) une paire d’exteurs distincts confocale de foyer [f].
Alors €1 N &y est soit {[f]}, soit une une droite complexe passant par [f], soit deuz droites

complexes passant par [f].

Démonstration. Les exteurs €; et €3 sont donnés par des cercles réels Cy et Co de Lyy.
L’intersection est alors réduite a {[f]} si C1 N C2 = 0, elle est une droite complexe si Cy
et C9 sont tangents, et elle consiste en deux droites complexes si C7 et Cy s’intersectent

en deux points. ]
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Les deux résultats suivants décrivent 'intersection d’une paire d’exteurs équilibrée ou

semi-équilibrée. Nous renvoyons au chapitre 8 de [Gol99] pour des preuves.

Théoréme 1.6.41. (Théoréme 8.3.1 de [Gol99]) Soit (€1, E2) une paire d’exteurs équili-

brée. Alors il existe une droite complexe l et un plan réel P de CP? tels que &, NEy = PUL.

Proposition 1.6.42. (Section 8.3.3 de [Gol99]) Soit (€1, E2) une paire d’exteurs équili-
brée, ou € contient [fa] et €3 ne contient pas [fi]. Alors €1 N Ey — {[f2]} est un cylindre

réel dans CP?, qui peut étre compactifié en ajoutant [f).

La proposition suivante décrit I'intersection dans CP? de deux exteurs dans une paire
déséquilibrée. Goldman appelle cette intersection un «tore de Clifford», mais nous avons

choisi d’employer ce terme pour le bord a Iinfini d’un céne de Clifford.

Proposition 1.6.43. Soit (€1, €3) une paire d’exteurs déséquilibrée. Alors € N Eq est

un tore dans CP?. Si & = &(p,q) et & = &(p,r), alors lintersection est paramétrée par

[(q — ap) & (r — Bp)] ot (@, B) € S* x S™.

Démonstration. Soient [f1] et [f2] les foyers respectifs de €; et ;. On sait que €; s’écrit
comme une union de droites complexes passant par [fi] et paramétrée par S'. On peut
donc écrire
¢1= J laet, de méme, & = [ J Ij.
aeSt Best
Comme la paire d’exteurs est déséquilibrée, on sait que chaque [, intersecte chaque lb

exactement en un point. On a donc :

eneg=J U lanis
aeS! pest

qui est un tore. Si de plus €; = €&(p,q) et &, = &(p,r), alors, d’apres la proposition m

les droites complexes I, peuvent s’écrire comme [q—ap]* et les droites l’ﬂ comme [r— Bp]*.

Dans ce cas, [, N l,ﬁ =g~ Oép]L N[r— 510]L ={[(qg — ap) X (r — Bp)]}. u

1.6.6 Paires de bissecteurs coéquidistants

On considérera désormais des paires déséquilibrées de bissecteurs coéquidistants par

des relevés normalisés, et nous nous intéresserons a leurs intersections.

Lemme 1.6.44 (Théoreme 9.1.2 de |[Gol99]). Soient €, et €y deux exteurs de foyers [f1]
et [fa] respectivement. On suppose qu’ils s’intersectent en un point [xo] # [fi], [f2]. Alors
soit lintersection €, N €y est transverse en [xg], soit €1 et € ont une tranche commune

qui passe par [xo].
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Démonstration. L’exteur &; est une sous-variété lisse de CP? en dehors de son foyer. Son
espace tangent en [zg] est un espace réel de dimension 3. Il admet donc un sous-espace
holomorphe maximal de dimension complexe 1. Ce sous-espace est ’espace tangent de la

droite l[ £l . Il en est de méme pour €,. On en déduit que soit 'intersection &; N &y est

7[10}
transverse en [xg], soit l[f1],[zo] = l[fQMQCO] et &1 et €, ont une tranche commune qui passe

par [zg]. O

Lemme 1.6.45. Soit [p| un point de CP! et Cy, Cy deuz cercles dans CP! passant par
[p]. Soit [q] un point de CP! qui n’est pas dans C1 U Cs. Alors il existe un chemin continu
de cercles (Ct)iepo,1) de Co vers Cy tels que, pour tout t € [0,1] le cercle Cy passe par [p]

et ne passe pas par [q].

Proposition 1.6.46. Soit [xg] € H% L’ensemble des paires d’exteurs déséquilibrées qui

s’intersectent en [xo] est connexe par arcs.

Démonstration. Soient €1, €y et €3 trois exteurs passant par [xg] et définis par des foyers
et cercles respectifs ([f1], C1), ([f2], C2) et ([f3],C3). On suppose que les paires (€1, €2) et
(€1, €3) sont déséquilibrées. Nous allons construire un chemin qui déforme continiiment
(€1, E2) en (&, €3) a lintérieur des paires déséquilibrées, ce qui suffit pour conclure.
Nous allons le faire en quatre étapes; le lemme [I.6.45 nous assure qu’on peut effectuer les

déformations des cercles.
1. Déformer le cercle C1 dans Lig) vers C] par un chemin C1(t) de sorte de sorte que
(a) Ci(t) passe toujours par l(f,(z,] €t évite lf,(1,]-
(b) Les points I[#,115,] et lj,)[fs] de Lig,) sont du méme coté de C7 dans Ly,

2. Déformer le foyer [fo] de €, vers [f3] et le cercle Cy vers C) par un chemin
([f2(t)], Ca(t)) tel que :

(a) Le cercle C(t) contient toujours Iz, () o) €t évite Iz, ), 11]-

(b) La droite U[£1],[f2(1)] e passe pas par (. Ceci est possible car Upiifa) b L) iss)

sont du méme coté de C7 dans L.
3. Déformer le cercle C] de liy,) vers C1 en passant par l[y, ;1 et en évitant I[;,) r,-
4. Déformer le cercle C4 vers C3 en passant par Uf,,20) €6 €n évitant Ijz) 7.1

Ainsi, on a bien déformé (€&;, &;) en (&1, €3). Au cours de la déformation, les conditions
imposées montrent que les deux exteurs contiennent toujours [xg] et que la paire est

toujours déséquilibrée. O

Remarque 1.6.47. Les paires de deux bissecteurs métriques, de deux éventails et de deux

cones de Clifford sont connexes par arcs.
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Intersections de Goldman

Dans le chapitre 9 de [Gol99], Goldman consideére les paires de bissecteurs coéquidis-
tants de points de H% ou de O,,HZ, et montre que leur intersection est connexe et qu’il
s’agit d’un disque. Nous rappelons ici certains de ses résultats, obtenus par une étude fine

des tangences de spheres spinales.

Proposition 1.6.48 (Lemme 9.1.5 de [Gol99]). Soient B et By deux bissecteurs mé-
triques, de bords a linfini &1 et So. Alors chaque composante connexe de SN Sy est un

point ou un cercle, et chaque composante connezxe de By N By est un disque.

On donne un nom particulier a ces disques, qui interviendront systématiquement lors

de constructions de domaines de Ford ou de Dirichlet.

Définition 1.6.49. Un tel disque de l’intersection est appelée disque de Giraud. Nous

appellerons son bord un cercle de Giraud.

Finalement, le théoréme suivant assure que l'intersection de deux bissecteurs métriques
coéquidistants est soit un disque de Giraud, soit vide, et que 'intersection des spheéres

spinales correspondantes est soit un point, soit un cercle de Giraud.

Théoréme 1.6.50 (Théoreme 9.2.6 de [Gol99]). Soient p,q,r € C— {0} tels que (p,p) =
(q,q) = (r,r) <0. Alors S(p,q) N S(p,r) est connexe.

Autres intersections

Nous aurons besoin de considérer des intersections un peu plus générales pour déformer
un domaine de Ford. Nous allons considérer un exemple explicite, qui nous servira par la
suite. Il s’agit d’un cas tres symétrique, ou les bissecteurs sont équidistants de points dans
un méme plan réel, et qui ont une symétrie d’ordre 3. Nous aurons besoin du lemme suivant
pour un point technique concernant un signe dans la proposition que nous nous proposons

de montrer par la suite.

Lemme 1.6.51. Soient p,q,r € C*> — {0}. On suppose qu’ils sont dans le méme R-plan
et qu’il existe S € SU(2,1) d’ordre 3 tel que Sp = q et Sq = r. Alors (pXR q,q X r) =
(qWr,rWp) = (rWp,pKq) eR™.

Démonstration. Puisque p, g, r sont dans le méme R-plan, les points pX g, ¢Xr et r X p
sont aussi dans le méme R-plan. Gréice a la symétrie d’ordre 3, on sait que (pXq,pXq) =
(qR7r,q®r) = (rKp,rXp). Notons [ € R cette quantité. D’autre part, on sait aussi que
(pXRq,qXry=(qRrrXp) = (rKppXq) € R. Notons k cette quantité.

Plagons nous dans le cas générique, ou k # 0 et (pX ¢q,q X r,r K p) est une base de

C3, le résultat sera vrai en général par densité. Dans cette base, la matrice de la forme
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hermitienne s’écrit :

T~
o~
~ = -

Elle admet une valeur propre double égale & | — k et une valeur propre simple égale a
[+ 2k. Comme la forme hermitienne est de signature (2,1), on en déduit que [ —k > 0 et

[+ 2k < 0, ce qui implique que k < 0. O

Proposition 1.6.52. Soient p,q,r € C> — {0}. On suppose qu’ils sont dans le méme
R-plan et qu’il existe S € SU(2,1) d’ordre 3 tel que Sp = q et Sq = r. On sait alors que
pXq, ¢Xr et rRp sont aussi de méme norme et dans le méme R-plan. Grace au lemme

1.6.51, on sait que (pRq,qXr) = (¢Rr,rXp) = (rXp,pXq) € R™. Posons u = %.
Alors

— Siu< %, alors B(p,q) N B(p,r) est un disque, et son bord a l'infini est un cercle

lisse.

— Siu = %, alors B(p,q) N B(p,r) est un disque, et son bord da l'infini est composé

de trois C-cercles.
— Siu> %, alors B(p,q) N B(p,r) est un tore privé d’un disque, et son bord da l'infini

est formé par deux cercles lisses.

Démonstration. L’intersection des exteurs &(p, q) et &(p,r) est le tore paramétré par :

{(g+e“p) B (r +€“p) | (0,0) € [7,7]*}

Les points de I'intersection B (p, ¢)NB(p, r) sont exactement les points de ce tore admettant

une norme négative. Calculons la norme de (g 4 ¢?p) X (r + €*®p) :

((g+ep) B (r +€p). (g + ) B (r + €p))
= (qRr+epRr+e?qRp,qRr+epRr + g X p)
= (qXrq®r) + (pRrpRr) +(¢Rp,qXp)
+2Re(e(qRr,pR 1) + e (qR 7, qRp) 4+ @D (pRr,q¢Xp))
=3(qXr,qX®r)+2(¢Xr,pXr)(cos(h) + cos(¢) + cos(¢ — 0))

=2(qXr,pX r)(gu + cos(0) + cos(¢) + cos(¢p — 0))

Puisque (¢ W r,p X r) < 0, le signe de l'expression précédente est donné par le signe
opposé & celui de Su + cos(d) + cos(¢) + cos(¢ — 0). Les lignes de niveau de la fonction
(0, ®) — cos(0) + cos(¢) + cos(¢ — ) sont données dans la figure L’ensemble décrivant
B(p,q) N B(p,r) est alors donné par les lignes de niveau > —%u, qui est donc

— un disque a bord lisse si u < %
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— un disque avec pour bord les cercles d’équations 8 =0, ¢ =0et ¢—0 =7 mod 27

lorsque u = %

— Le tore privé de deux disques si u > %

125

100/

-1.10

L I I I I I L
3 2 -1 0 1 2 3

FIGURE 1.6 — Lignes de niveau de la fonction (0, ¢) — cos(8) + cos(¢) + cos(¢ — 0) pour
(07 ¢) S [_Wa 7T]2‘
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Chapitre 2

Chirugies de Dehn CR-sphériques

2.1 Introduction

Le célebre théoréme de chirurgie de Dehn de Thurston, énoncé dans ses notes [Thu02],
dit que toutes les chirurgies de Dehn, sauf un nombre fini, sur une variété hyperbolique a
pointe M admettent des structures hyperboliques completes avec des développantes et des
représentations d’holonomie proches de celles de M. On peut se poser la méme question
pour d’autres structures géométriques. Dans ce chapitre, comme dans cette these, nous
nous concentrerons sur les structures CR-sphériques, qui ont comme espace modele GOOH(%
et comme groupe d’automorphismes PU(2,1). Dans son livre [Sch07], Schwartz montre un
théoréme de chirurgie de Dehn CR-sphérique qui donne, sous certaines hypotheses, des
structures CR-sphériques uniformisables sur certaines chirurgies de Dehn sur des variétés
CR-sphériques a pointe. Dans ce chapitre, nous allons montrer un résultat similaire en
utilisant des techniques venant des (G, X)-structures et de la géométrie de I, HZ au lieu
de I'approche de la discrétude de représentations et d’actions sur H(%. Le théoreme a
des hypotheses plus faibles que le théoréme de Schwartz, mais nous obtenons des structures
géométriques sur des chirurgies pour lesquelles nous ne savons pas déterminer si elles sont

uniformisables ou pas.

Pour le lecteur, 'exemple a garder en téte est celui de la structure de Deraux-Falbel
sur le complémentaire du nceud de huit, construite dans [DF15], et que nous traitons en
détail dans la section Pour cet exemple, Deraux montre dans [Derl4] qu’il existe une
famille & un parametre d’uniformisations CR-sphériques du complémentaire du noceud de
huit avec holonomie périphérique parabolique contenant cette structure. Dans [FGK™16],
Falbel, Guilloux, Koseleff, Rouillier et Thistlethwaite décrivent la variété des caracteéres
du groupe fondamental du complémentaire du nceud de huit sur SL3(C). Il donnent une
paramétrisation explicite pour la composante qui contient la représentation d’holonomie de
la structure de Deraux-Falbel. En considérant les représentations a valeurs dans SU(2, 1),

cette composante donne des structures CR-sphériques proches de celle de Deraux et Falbel.
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Avec cette paramétrisation et le théoréme nous obtiendrons le théoréme suivant :

Théoreme. Soit M le complémentaire du neud de huit. Pour le marquage usuellﬂ du tore

périphérique de M :

1. Il existe une infinité de structures CR-sphériques sur la chirurgie de Dehn de M

de pente —3.

2. 1l existe § > 0 tel que pour tout r € QN (0,0), il existe une structure CR-sphérique
sur la chirurgie de Dehn de M de pente —3 + 7.

La section est consacrée a énoncer et prouver le théoreme de chirurgie qui
est le résultat central de ce chapitre. Nous mettrons a l'ceuvre les outils données dans
la premiere partie du chapitre [I Ensuite, nous détaillons un exemple d’application du
théoréme dans la section [2.3] pour la structure de Deraux-Falbel sur complémentaire du
neud de huit. Finalement, dans la section [2.4] nous décrivons rapidement les variétés
V(p,q,n) qui apparaissent naturellement dans le théoréme de chirurgie ; nous reviendrons

sur ces variétés avec plus de détails dans 'annexe [A]

2.2 Chirurgies régulieres

2.2.1 Le principe d’Ehresmann-Thurston

Nous allons nous intéresser aux structures CR-sphériques sur une variété M de dimen-
sion 3. Commengons par rappeler le formalisme des (G, X)-structures, qui nous donnera
le langage a utiliser. Dans les définitions générales, X sera une variété lisse connexe, et G
un sous-groupe de difféomorphismes de X qui agit de fagon transitive et analytique. Nous

nous concentrerons trés rapidement au cas ot X = o HZ et G = PU(2,1).

Définition 2.2.1. Une (G, X)-structure sur une variété M est la donnée, a isotopie pres,
d’un difféomorphisme local Dev : M — X et d'un morphisme de groupes p: m (M) —» G
tels que pour tout z € M et tout g € (M) on ait Dev(g - z) = p(g) - Dev(z) pour les
actions de m (M) sur M et de G sur X. On appelle Dev la développante de la structure

et p son holonomie.

Remarque 2.2.2. Nous identifierons deux structures si elles sont G-équivalentes, c’est a
dire s’il existe g € G tel que les développantes Dev; et Devg vérifient Deve = g o Devy.
Dans ce cas les holonomies sont conjuguées et vérifient py = gp1g~!.

La définition que nous venons de donner n’est pas la définition usuelle, c’est pourquoi

nous faisons la remarque suivante :

1. Pour nous, le marquage usuel est celui donné par Thurston dans [Thu02].
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Remarque 2.2.3. Cette définition est équivalente & la définition habituelle d'une (G, X)-
structure par un atlas de M a valeurs dans X dont les changements de cartes sont donnés
par des éléments de G. La donnée d’un couple (Dev,p) donne immédiatement un tel
atlas, mais la construction du couple (Dev, p) & partir d’'un atlas demande un peu plus
de travail. On pourra voir par exemple [Thu02] pour plus de détails. Nous utiliserons
cependant les deux définitions : la premiere pour déformer une structure, et la deuxiéme

pour en construire une autre.

Nous utiliserons aussi a quelques reprises des variétés a bord ; la définition de (G, X)-
structure s’étend aux variétés a bord sans probleme.

Désormais, nous allons considérer une variété M de dimension 3, compacte et & bords
toriques. Nous allons étudier quelques structures géométriques sur M , ou l'espace mo-
dele X est OoHZ et le groupe G est PU(2,1). Nous définissons donc une structure CR-

sphérique.
Définition 2.2.4. On appelle structure CR-sphérique une (PU(2,1), 05HZ%)-structure.

L’objet essentiel pour déformer une structure, au vu du principe d’Ehresmann-Thurston
que nous verrons ci-dessous, sont les représentations de 71 (M) a valeurs dans PU(2,1).

Prenons donc une notation pour cet espace :

Notation 2.2.5. Nous noterons R (w1 (M), G) I'ensemble des représentations de m1 (M) a

valeurs dans GG, muni de la topologie de la convergence simple.

Nous allons travailler avec des déformations de structures. Pour énoncer des résultats
sur une déformation, nous aurons & nous placer «loin du bord» ou «pres su bord». Nous
allons donc considérer 'union de M avec un épaississement de son bord pour pouvoir

donner un sens précis a ces termes :

Notation 2.2.6. Pour s € R™, nous noterons Mip s I'union de M avec un épaississement
de son bord. Ainsi, Mjg 4, = (M UIM x [0, 5[)/ ~ ou l'on identifie 0M & M x {0}. Nous
considérerons ces variétés incluses les unes dans les autres, de sorte que si s; < s9, alors
M[0751[ C M[O,SQ['

Remarque 2.2.7. Les variétés Mg 4 sont toutes homéomorphes a l'intérieur de M. Nous
utilisons ce découpage pour avoir une convergence convenable «assez loin» du bord de M

pour des structures géométriques.

Enoncons maintenant le principe d’Ehresmann-Thurston, qui nous dit qu’il suffit de
déformer I’holonomie d’une structure dans R(mi(M),G) pour avoir une déformation de
cette structure. Le lecteur pourra trouver une preuve dans ’article de Bergeron et Gelander
[BGO4] ou bien dans l'article de survol de Goldman [Gol10)].
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Théoréme 2.2.8 (Principe d’Ehresmann-Thurston). On suppose que Mg 1| est munie
d’une (G, X)-structure d’holonomie py. Pour tout € > 0, si p € R(mi(M),G) est une dé-
formation assez proche de pg, alors il existe une (G, X)-structure sur Mip,1—¢[ d’holonomie

p et proche de la structure de départ sur Mg 1 pour la topologie ct.
Le résultat est un peu plus précis. En effet, on a un paramétrage local :

Remarque 2.2.9. L'ensemble R(7m1(M), ) parametre les (G, X )-structures sur Mg ;|
au voisinage de pg. Pour une preuve de ce résultat, on peut voir par exemple I'article de
Canary, Epstein et Green [CEGO6] ou la these de Lok [Lok84].

Nous allons considérer des déformations d’une structure (Devg, pg) ou pg est d’holo-
nomie périphérique unipotente de rang 1. Comme dans ’exemple que nous traiterons, on
s’attend a avoir un espace de déformations de dimension réelle > 2m, ou m est le nombre
de bords toriques de M.

2.2.2 Un théoréeme de chirurgie CR-sphérique

Comme dans le cas hyperbolique réel, nous allons nous intéresser aux chirurgies de
Dehn de M, qui consistent, d’un point de vue topologique, a recoller un tore plein sur un
des bords toriques de M. Nous essaierons de étendre une certaine structure sur M & une
de ses chirurgies. Nous démontrons un résultat tres semblable a celui de Schwartz dans
[Sch07], mais il y a cependant quelques différences : nos hypothéses sont plus faibles que
celles de Schwartz et nous obtenons une structure géométrique, mais nous ne savons pas
si elle est ou non obtenue comme un quotient d’un ouvert de &X,H(% par un sous-groupe
de PU(2,1).

Epaississements et relevés

Prenons tout d’abord des notations pour le bord torique & considérer, un de ses relevés

et I’holonomie périphérique associée.

Notation 2.2.10. Fixons un bord torique T'de M. Pour s € [0, 1[, notons Ts = T x {s} C
M 1], puis, pour un intervalle I C [0, 1] notons 77 = UgeTs =T X I C Mjg,1[- Choisissons
maintenant une composante connexe de w‘l(T[O,l[) C M[O,l[- Nous la noterons T[O,l[ : Clest
un revétement universel de Tjg ;| plongé dans M[0,1[~ Finalement, pour s € [0, 1], posons
T, = 7 H(Ts) N T[O,l[ et pour un intervalle I C [0, 1], T = Usejj:’s.

Faisons quelques remarques sur les choix faits dans ces notations :

Remarque 2.2.11. Pour tout s € [0,1], T, est homéomorphe & R2. De plus, T} est

homéomorphe a R? x I.
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Remarque 2.2.12. Le choix de 7| 0,1] fixe une injection du groupe fondamental de 7" dans
celui de M, en identifiant 71 (7") au stabilisateur de T[O,l[ pour Paction de 71 (M) sur M, 0,1[
Dans le reste du chapitre, nous utiliserons une notation additive pour m(T) ~ Z2, afin
d’utiliser les notations et outils standard pour un groupe isomorphe & Z?2. L’identification
de 71 (T") avec un sous-groupe de m1 (M) nous ameénera a faire un léger abus de notation :
nous garderons une notation multiplicative pour 71 (M), mais lorsque nous considérerons

des éléments de 71 (7T") nous utiliserons une notation additive.

Notation 2.2.13. Avec U'injection fixée de 1 (7") dans m1 (M), en restreignant ’holonomie

p d'une (G, X)-structure nous disposons d’une holonomie périphérique h, : 7 (T) — G.

Nous allons nous intéresser aux représentations dont I'image de ’holonomie périphé-

rique est monogene. Nous fixons donc une notation pour celles-ci.

Notation 2.2.14. Nous noterons Ri(mi(M),G) C R(m(M),G) lensemble des repré-
sentations p de 7 (M) a valeurs dans G telles que I'image de h, soit monogene. Lorsque
p € Ri(m(M),PU(2,1)) et que I'image de h, est engendrée par [U] € PU(2,1), nous

(b%Og ([U]

noterons ¢} = ) le flot associé & [U].

Horotubes

Les horotubes sont un des objets clé de la construction de structures CR-sphériques que
nous allons donner. Ils nous permettront de comprendre la topologie d’'une «pointe» dans
le monde CR-sphérique, qui est I'objet a déformer et remplir pour obtenir des chirurgies

de Dehn. Nous allons reprendre les définitions données par Schwartz dans [Sch07].

Définition 2.2.15. Soit [P] € PU(2,1) un élément parabolique de point fixe [p] € O HA.
Un [P]-horotube est un ouvert H de OocHZ — {[p]}, invariant par 'action de [P] et tel que
le complémentaire de H/{[P]) dans (9-cHZ — {[p]})/{[P]) soit compact.

Pour pouvoir travailler avec des objets plus réguliers, nous demanderons souvent a un
horotube d’étre gentil :

Définition 2.2.16. Un [P]-horotube H est dit gentil («nice» en anglais) si H est un

cylindre lisse invariant par le flot gb]{“ os([Pl),

Remarque 2.2.17. Si H est un [P]-horotube gentil, alors 0H est l'orbite par qS{“Og([PD

d’un cercle plongé dans OHZ — {[p]}. On peut voir un exemple dans la figure

La remarque suivante nous assure que, quitte a restreindre un horotube, I’hypothese

supplémentaire d’étre gentil n’est pas tres forte.

Lemme 2.2.18 (2.7 de [Sch07]). Soit H un [P]-horotube. Alors il existe un [P]-horotube
gentil H' tel que H' C H et que (H — H')/{[P]) soit d’adhérence compacte dans (OocHZ —

{p1)/{[P))-
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FI1GURE 2.1 — Le bord d’un horotube gentil dans le modele de Siegel. L’horotube se trouve
a l'extérieur de la nappe rouge.

Dans toute la suite, nous supposerons que Mg 1| est munie d’une structure CR-sphérique
de développante Devg et d’holonomie pg. Nous ferons de plus les deux hypotheses sui-

vantes :

1. L’image de I’holonomie périphérique h,, est unipotente de rang 1 et engendrée par
un élément [Up] € PU(2,1).
2. Il existe s € [0, 1] tel que Devo(f[sjl[) est un [Upl-horotube.

Marquage de m1(T")

En partant de la structure donnée par Devg et pg, nous allons fixer un marquage
de 71(T), qui nous sera utile pour identifier les chirurgies de Dehn obtenues lors des
déformations de la structure. Ce marquage est essentiellement le méme que celui donné
dans le chapitre 8 de [Sch07], et utilise fortement les deux hypotheses.

Notation 2.2.19. Fixons s’ € [s,1[ et z9 € Devy(Ts). On note ! le lacet donné par
la projection de t — ¢7°(zp). Comme h,,(I) = [U] engendre I'image de h,, et quun

sous-groupe unipotent de PU(2,1) n’a pas de torsion, [ est un élément primitif de m (7).

Notation 2.2.20. Puisque h,, est unipotente de rang un et qu'un sous-groupe unipotent
de PU(2,1) n’a pas de torsion, son noyau est engendré par un élément primitif m. Nous
ferons le choix d’orientation de m pour que (m,!l) soit une base directe de 71(T") (pour

lorientation donnée par la normale entrante dans ’horotube).

Remarque 2.2.21. La définition de m et [ ne dépend pas du choix de s’ ni de zg.
Cependant, nous avons fait un choix pour les orientations. Celui pour m est explicite,
tandis que celui de [ est donné par le choix de [Up] ou [Up]~! comme générateur de I'image
de hy,.

Remarque 2.2.22. Dans [Sch07], Schwartz donne un choix «canonique» pour les orien-
tations de m et [ (notés v et ). C’est pratiquement le méme choix que celui fait ci-dessus,

sauf qu’il donne un choix préféré pour [Up]|. Par ailleurs, si on a un autre marquage de
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71(T), par exemple lorsque M est un complémentaire de noeud, passer d’'un marquage a

I’autre revient a comprendre la développante sur '—f[o,l[-

FIGURE 2.2 — La courbe m (en vert) et la courbe I (en jaune) dans 'image de Devo(Ty).

A P’aide du marquage que nous venons de décrire, nous pouvons définir sans ambiguité
les chirurgies de Dehn de M sur le bord T'.

Définition 2.2.23. Pour une paire (p,q) d’entiers premiers entre eux, nous noterons
M@ 1a chirurgie de Dehn de type (p,q), ou de pente g, de M. La variété MP9) est la
variété obtenue en recollant un tore plein D? x S! sur le bord T de M, de sorte & ce que

le lacet pl + gm de T devienne homotopiquement trivial dans D? x S*.

Enoncé du théoréme de chirurgie

Nous sommes maintenant en mesure d’énoncer un théoréme de chirurgie CR-sphérique.
I1 dit qu’au voisinage de la structure (Devg, pp), sous des conditions de discrétude, les

structures CR-sphériques proviennent de structures portées par des chirurgies de Dehn de
M.

Théoréme 2.2.24. Soit M une variété compacte de dimension 3 a bords toriques. Soit T
un bord torique de M. On suppose qu’il eziste une structure CR-sphérique (Devg, pg) sur
Mg 1| telle que :

1. L’holonomie périphérique h,, soit unipotente horizontale de rang 1 et engendrée

par un élément [Up] € PU(2,1).

2. Il existe s € [0,1] tel que Devo(ﬁs,l[) soit un [Up]-horotube.
Alors il existe un ouvert Q de Rqi(m (M), PU(2,1)) tel que, pour tout p € Q tel que l’image
de h, soit engendrée par un élément [U] € PU(2,1), il existe une structure CR-sphérique

sur M d’holonomie p. De plus, pour le marquage (I,m) de 71 (T) décrit ci-dessus,

1. Si [U] est loxodromique, cette structure s’étend en une structure CR-sphérique sur
la chirurgie de Dehn de type (0,1) de M.

2. Si [U] est elliptique de type (2,1), cette structure s’étend en une structure CR-

n’n

sphérique sur la chirurgie de Dehn de type (p,n) de M.
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3. Si [U] est elliptique de type (B, 1) avec |p|,|q| > 1, cette structure s’étend en une
structure CR-sphérique sur un recollement de M & une variété compacte a bord
torique V(p,q,n) le long de leur bord. De plus, V(p,q,n) est le complémentaire

d’un neeud torique dans lespace lenticulaire L(n,a) ot o = p~tq mod n.

Nous allons consacrer toute la suite de cette section & démontrer le théoreme

mais avant de commencer la preuve, faisons quelques remarques.

Remarque 2.2.25. Les cas 2 est un cas particulier du cas 3. Nous le séparons car il est

plus simple de comprendre 'idée de la preuve et l'identification de V(p,1,n) dans ce cas.

Remarque 2.2.26. Si U est elliptique, en connaissant la trace de U, on connait les trois
valeurs propres de U, mais on ne peut pas déterminer la valeur propre associée au point
fixe de U dans H%. Uniquement a l'aide de la trace, on peut déterminer qu’on est dans un

des cas 2 ou 3, mais il n’est pas possible de savoir dans lequel.

Remarque 2.2.27. Si [U] est parabolique, le théoréme est encore vrai, mais la structure
CR-sphérique obtenue s’étend a un épaississement de M, qui est homéomorphe a M. On
ne traite pas, non plus, le cas ou [U] est elliptique d’angles irrationnels, ou il n’y a pas de
fagon raisonnable de remplir la pointe torique, ni le cas ou [U] est elliptique spécial, ou les

techniques utilisées dans la preuve du théoréme [2.2.24] ne permettent pas de conclure.

Réécriture des hypothéses

Tout d’abord, nous allons réécrire la deuxiéme hypothese du théoréme de sorte a mieux
pouvoir la manipuler. Fixons un difféomorphisme 1 : R? x [0, 1[— T[O,l[a de sorte que :

1. Pour tout s € [0, 1] ¢(R? x {s}) = Ts.

2. ¢ induit un diffSomorphisme, entre R x S* x [0,1] et f[o,l[/ ker(hp, ).

Pour alléger les notations, nous allons faire un abus de langage et identifier R? x [0, 1]
et T[O,l[ , ainsi que R x S' x [0,1] et fj[()’l[/ ker(h,,). Dans ce cas, la développante Devg
induit elle aussi un difféomorphisme entre T[o,l[ / ker(h,,) et Devo(f[oyl[), que nous noterons

encore Devy. Nous traduisons 'hypothese (2) du théoréme par les hypotheses (27) et (3)

que nous décrivons ci-dessous :

Hypothese (2°) : Il existe 0 < 51 < s2 < 1 tels que
1. Pour tout s € [s1, s2], Devo({0} x St x {s}) est un cercle transverse au flot.

2. Pour tout (¢,(,s) € R x S x [s1, s2], Devo(t, ¢, 5) = ¢{° (Devy(0,¢, s)).

Remarque 2.2.28. Grace a la remarque [2.2.18] il est clair que ’hypothése 2 implique
la 2. En effet, quitte & considérer une isotopie et & augmenter s, on peut supposer que

I’horotube Devy (T[S,l[) est gentil. Il suffit ensuite de se restreindre & un segment IN’[ShSQ].
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FI1GURE 2.3 — Deux vues des nappes bornant un ensemble de la forme Devg (1:[31,82])

L’hypothese (27) nous donne, en particulier, que Devo(Ts,) sépare dooHZ — {[p]} en
deux composantes connexes : un cylindre plein Cy, et 'extérieur de ce cylindre, qui est
homéomorphe & S* x Rx]0, +oc[. L’hypothése (3) nous assurera que la structure de M se

trouve du bon co6té du tube :

Hypotheése (3) : Devo(Ts,) est inclus dans Cs,.

Remarque 2.2.29. L’hypothese (2) est équivalente aux hypotheses (2°) et (3). En effet,
I'implication de (2) vers (2’) et (3) est claire, et, si on suppose (2’) et (3), la structure
peut étre étendue sans probléme de sorte a ce que Devo(f[sﬂ[) soit ’horotube de bord
Devo(Ts,).

Démonstration du théoréme

Nous allons démontrer le théoréme Placons-nous dans les hypotheses données
dans la section[2.2.2] Soit p une déformation assez proche de py dans Ry (w1 (M), PU(2,1))
telle que h,(m) = Id. L’image de h, est alors engendrée par [U] = p(l). On supposera que
U est régulier.

Soit € > 0. D’apres le principe d’Ehresmann-Thurston, si p est assez proche de po,
il existe une structure CR-sphérique sur Mg, d’holonomie p. On dispose donc d'une
développante Dev,, : M[0,52+e[ — OooHZ proche de Devg pour la topologie C'. Ainsi, on
peut supposer que Dev, réalise encore un difféomorphisme entre le compact [—¢,1 + €] x

St x [s1,82] et son image.

Remarque 2.2.30. Nous disposons alors d'un atlas de cartes de T} a valeurs dans

$1,82]
dsHZ en choisissant des relevés de Tj, o1 dans [—e, 1+ €] x S X [s1, 5] C Tjg, 5, Les

changements de cartes sont alors donnés par [U] = p(I).
Fixons s; < s} < s5 < sa.

Lemme 2.2.31 (Redressement par rapport au flot). Si p est assez proche de pg, quitte

a considérer une isotopie de Dev,, on a, pour tout (t,(,s) € R x S* x [s},sh], que
Dev,(t,¢, s) = ¢} (Dev,(0,(, 5)).
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Démonstration. Les flots ¢f et ¢}° sont proches pour la topologie C' en fonction de pq et
p. On déduit que la déformation de pg & p induit une déformation C! de ¢/° o Dev vers
¢} o Dev,. On se restreint d’abord au compact [0,1] x ST x [s], s5], qui est inclus dans
Vintérieur de [—¢,1+ €] x St x [s1, s2].

Puisque

Devo([0,1] x S x [s1,85]) = |J 47°({0} x S* x [s1, 83)),
te(0,1]

si p est assez proche de pg alors

U ¢7({0} x 8" x [}, s3])

t€[0,1]

est inclus dans l'intérieur de Dev,([0,1] x St x [s], s5]).

Puisque [U] - ¢ = ¢}, et [U]-Dev,(t,(,s) = Dev,(t+1,¢,s), on peut redresser Dev,
par une isotopie [U]-équivariante de sorte & ce que pour tout (¢,¢,s) € R x St x [s}, s5] on
ait Dev,(t, ¢, s) = ¢ (Dev,(0,¢, s)). O

On suppose désormais que pour tout (¢,¢,s) € R x S x [s}, 5] on a Dev,(t,(,s) =
¢5(D6Vp(0, C) S))

Lemme 2.2.32. Soit C' un C-cercle invariant par [U]. Alors C et lanneau Dev,({0} x

St x [s],sh]) ne sont pas enlacés.

Démonstration. L’élément [U] est un élément régulier proche de I'unipotent [Up] de point
fixe [po] € OsoHZ. Grace aux remarques et on sait que C sort de tout compact
de OocHZ — {[po]} lorsque [U] se rapproche de [U]. Comme Dev,({0} x S x [s],s])
reste dans un méme compact fixé lorsqu’on déforme pg en p, on déduit que C' et 'anneau

Dev,({0} x St x [s], s5]) ne sont pas enlacés. O

Il ne nous reste maintenant qu’a établir un résultat de chirurgie locale. C’est essentiel-
lement ce que fait Schwartz dans le chapitre 8 de [Sch07].

Grace au lemme[2.2.31} nous savons que Devp(f[s/l’sg,e]) est Porbite par ¢} de 'anneau
A = Dev,({0} x S* x [s], sh —¢]). Cette orbite sépare O HZ (si [U] est elliptique) ou Ooc HZ
privé de deux points (si [U] est loxodromique), en deux composantes connexes C et Ca,
de bords respectifs Devp(fsx1 ) et Devp(f s,)- On dispose alors d'une action propre de ([U])
sur Co, et nous pouvons considérer la variété quotient N = Cy/([U]). C’est une variété
compacte & bord torique, portant une structure CR-sphérique qui coincide avec celle de
Mg o1 sur Tig, o[- Le recollement M, 0,55 UV, / ~ porte alors une structure CR-sphérique
qui étend la structure (Dev,, p) de M.

p 1

Nous allons montrer que si [U] est loxodromique ou elliptique de type (Z, ), N est

un tore plein et que nous avons une structure CR-sphérique sur une chirurgie de Dehn de
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M de pente a déterminer. Si [U] est elliptique de type (£, 1), nous montrerons que N est

homéomorphe au complémentaire d’un nceud torique dans un certain espace lenticulaire.

Cas 1 : [U] est loxodromique Plagons-nous dans le modele de Siegel, et identifions

8OOH(% a C x RU{oo}. Quitte a conjuguer, nous pouvons supposer que

A0 0
G=Tr=|[0 3 0
1
00 1

L’élément [U] a alors deux points fixes : (0,0) et oo. Notons S la sphere de centre
(0,0) et rayon 1 dans C x R. Cette sphere est un domaine fondamental pour l'action du
flot ¢. L’élément [U] agit proprement sur C x R — (0,0), et le domaine ;o 1) 47 (S), de
bords S et [U] - S est alors un domaine fondamental pour cette action. L’orbite de A par
@7 intersecte S en un anneau qui sépare S en deux disques D et Ds, de sorte que leurs
orbites sous ¢; sont les composantes Cy et Cy respectivement. La figure illustre cette

situation.

FIGURE 2.4 — L’orbite de A par ¢; (en rouge) et les spheres S et [U] - S (en vert).

La variété quotient N = C3/([U]) est obtenue en identifiant Dy et [U] - Dy dans
Utelo,1) @7 (D9). Tl S’agit donc d’un tore solide. Or, la courbe de 7 (T') qui devient triviale
dans Cs est celle homotope au bord de Ds : il s’agit donc de [. On en déduit que la chirurgie
est de type (1,0).

Cas 2 : [U] est elliptique de type (2,1). Nous allons raisonner de la méme fagon
que dans le cas loxodromique. Grace au lemme nous savons que Devp(f s, ,3'2—6])
est 'orbite par ¢; de 'anneau A = Dev,({0} x S* x [s], s]), qui n’est enlacé & aucun des
C-cercles invariants de [U].

L'orbite de A par le flot ¢} est alors homéomorphe & S' x S' x [s], s5]. Son com-

plémentaire dans 80011-]1(% a deux composantes connexes. Notons Cy la composante qui a
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pour bord Devp(fgé) Or, d’apres la remarque les trajectoires du flot ne sont pas
nouées : les deux composantes connexes sont donc des tores pleins, et [U] agit proprement
sur chacune d’entre elles. Or, le quotient d’un tore plein par une action propre est encore
un tore plein. La variété quotient N = Cq/([U]) est donc encore un tore plein, est nous
sommes en présence d’une structure CR-sphérique sur une chirurgie de Dehn de M. Il ne
nous reste plus qu’a l'identifier.

Quitte a conjuguer, nous pouvons supposer que

2imp
en 0
—2im(p+1) 2in
U = e 3n 0 e% 0
0 0 1

dans le modele de la boule. Dans le modele de Siegel, en identifiant d5HZ & C x RU {oo},
on a que [CUC™!| stabilise deux C-cercles : le cercle C; de centre 0 et rayon /2 dans
C x {0} et Cq, l'axe {0} x R. Une orbite du flot tourne une fois autour de C; et p fois
autour de Co. On peut voir un exemple pour p = 4 dans la figure

Notons 7 le lacet qui suit le C-cercle Cy et qui est orienté de sorte a ce que le méridien
de m soit homotope a v dans la composante Cs. Dans ce cas, nl est homotope, aussi
dans Co, & —py. Donc nl 4+ pm est un lacet homotopiquement trivial dans Cs, qui est un
revétement du tore plein N que nous recollons & M. C’est donc aussi un lacet trivial dans

N. On en déduit que la chirurgie est de type (n,p).

FIGURE 2.5 — L’orbite de A par ¢; (en rouge), la longitude [ (en jaune) et le méridien m
(en bleu).

p 4y,

i Nous raisonnons de la méme fagon que

Cas 3 : [U] est elliptique de type (
dans le cas précédent. Nous savons que Devp(T[Sll 7512_61) est l'orbite par ¢; de I'anneau
A =Dev,({0} x ST x [s],5]), qui n’est enlacé & aucun des C-cercles invariants de [U].
L’orbite de A par le flot ¢f est alors homéomorphe a S! x S x [s], s4]. Son complé-
mentaire dans OOOH% a deux composantes connexes. Notons encore Co la composante de

bord Devp(fs ) et Cy celle de bord Devp(f’s/l). D’apres la remarque |1.4.18] les trajectoires

/
2
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du flot sont des nceuds toriques de type (p,q) : Cy est alors le voisinage tubulaire d’une
des trajectoires et (o est homéomorphe au complémentaire d’un nceud torique de type
(p,q). Or [U] agit proprement sur O H2 et stabilise C; et Cy ; leurs quotients par 'action
de [U] sont donc des variétés.

Remarquons que, dans le modele de la boule, I'action du groupe engendré par U
2im 2%

est la méme que celle du groupe engendré par (z1,22) +— (eTzl,e%azz) ol a=plg
mod n. Le quotient d,.H%/([U]) est alors homéomorphe & 'espace lenticulaire L(n, ). De
plus, C1/([U]) est un tore solide noué¢ dans doHZ/([U]). La variété quotient V(p,q,n) =
C2/([U]) est donc le complémentaire d’un neeud torique dans docHZ/([U]) ~ L(n, ). La
structure CR-sphérique de M s’étend donc au recollement de M et V(p,q,n) le long de

leurs bords toriques.

Remarque 2.2.33. A titre de remarque, nous précisons que les arguments de la preuve
sont encore valables dans le cas d’'une déformation p de pg ot I’holonomie périphérique
est ellipto-parabolique. Dans ce cas, le bord du [Up]-horotube se déforme en un bord de
[U]-horotube H, et la structure s’étend vers l'intérieur H. Dans ce cas, on obtient une

structure sur M, car la variété recollée est un épaississement du bord torique T'.

2.3 Application : le complémentaire du nceud de 8

Nous allons vérifier les hypothéses du théoreme de chirurgie dans le cas de la
structure CR-sphérique sur le complémentaire du noeud de huit donnée par Deraux et
Falbel dans [DF15]. Nous allons nous appuyer sur les articles [Derl4], ot Deraux décrit un
domaine de Ford pour la structure, ainsi que sur [FGK™'16|, ot ’'on décrit les composantes

irréductibles de la variété des caracteres du complémentaire du nceud de huit dans SL3(C).

Notation 2.3.1. Dans la suite de cette section, nous noterons M le complémentaire du
neeud de 8.

2.3.1 La structure de Deraux-Falbel

Commencons par résumer rapidement les résultats de l'article de Deraux et Falbel
[DF15]. Dans I'article, on considére comme variété M le complémentaire du nceud de 8.

Son groupe fondamental est donné par

(M) = (91,92, 93 | 92 = 93,97 ), 9192 = 9293)-

On y construit une structure CR-sphérique, uniformisable et d’holonomie périphérique

unipotente sur M. La représentation d’holonomie py est donnée par
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11 00
po(g1) =[G1] = |0 1 -1 ,po(g3) = [Gs] = -1 10

00 1 LyvTio11
Remarque 2.3.2. Cette représentation se trouve dans la composante Rp de la variété
des caracteres décrite dans [FGKT16]. Pour les notations de la section 5.2 de cet article
ona A = gs et B = g;. Avec ces notations, le couple standard (lp, mg) longitude-méridien

du complémentaire du noeud vérifie

mo = g3 et lo = g7 ' 939195 “919397 -

De plus, on vérifie que pg(m)? = po(1), d’ott pg(3m — 1) = Id.

Notation 2.3.3. Dans la suite, pour étre plus proches des notations de l'article [Der14],
nous considérerons le couple (l1,m1) obtenu par conjugaison par gs, de sorte a ce que
mi = 929392_1 = ¢g1. Notons aussi [ = mj et m = 3my — ;. Ainsi, m engendre ker(pg) et

p(l) engendre Im(pg) : nous avons donc un marquage comme celui de la section [2.2.2]

2.3.2 Vérification des hypothéses du théoréme de chirurgie

Rappelons maintenant les hypotheses du théoréme de chirurgie [2.2.24] :

1. L’holonomie périphérique h,, est unipotente de rang 1 et engendrée par un élément
[Uo] € PU(2,1).
2. Il existe s € [0, 1] tel que Devo(f[&l[) soit un [Up]-horotube.

La premiere hypothese est vérifiée par la structure de Deraux-Falbel : I’holonomie
périphérique est unipotente de rang 1 et engendrée par [G1] = po(l).

Pour vérifier la deuxiéme, nous utiliserons les résultats donnés par Deraux dans [Der14].
Dans cet article, Deraux retrouve la structure de Deraux-Falbel, donnée dans [DE15], en
considérant un domaine de Ford F dans HZ pour le groupe I' = po(m1(M)) (théoréme 5.1)
puis en étudiant son bord a I'infini dans 9o HZ (section 8). Il obtient M comme un quotient
du domaine [G4]-invariant E = 05 F, qui est, dans d,,HZ ~ C x RU{oo}, Pextérieur d'un
cylindre [G4]-invariant C' plongé dans C x R (proposition 8.1). L’ensemble E est alors un
[G1]-horotube ; il existe donc s € [0, 1] tel que 'image par la développante de T[SJ[ soit un
[G1]-horotube inclus dans E. La deuxiéme hypothese est alors vérifiée.

La conclusion du théoréme de chirurgie 2:2.24] est donc vraie. En changeant de coor-
données pour avoir le marquage usuel du groupe fondamental du bord du complémentaire

du neeud de 8, nous obtenons la proposition suivante :

Proposition 2.3.4. Il existe un ouvert Q@ de Ry (m1(M),PU(2,1)) tel que, pour tout p € Q
tel que l'tmage de h, soit engendrée par un élément [U] € PU(2,1), il existe une structure

CR-sphérique sur M d’holonomie p. De plus, pour le marquage usuel (lo,mq) de w1 (T,
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1. Si [U] est loxodromique, cette structure s’étend en une structure CR-sphérique sur
la chirurgie de Dehn de type (—1,3) de M.

2. Si [U] est elliptique de type (2,1), cette structure s’étend en une structure CR-

n’n

sphérique sur la chirurgie de Dehn de type (—n,p + 3n) de M.

3. Si [U] est elliptique de type (B, 1) avec |p|,|q| > 1, cette structure s’étend en une
structure CR-sphérique sur un recollement de M & une variété compacte a bord
torique V(p,q,n) le long de leur bord. De plus, V(p,q,n) est le complémentaire

d’un neeud torique dans l’espace lenticulaire L(n,a) ot o = p~tq mod n.

Remarque 2.3.5. Si [U] est parabolique, alors le théoréme est encore vrai, mais la struc-
ture CR~sphérique s’étend & un épaississement de M. Ces structures sont les structures

données par Deraux dans [Derl4].

Remarque 2.3.6. On peut se demander si le théoréeme de chirurgie HST de Schwartz
(Théoreme 1.2 de [Sch07]) peut s’appliquer dans ce cas. Pour I' = pgo(71(M)), la construc-
tion de Deraux et Falbel dans [DE15] nous dit que I’ensemble de discontinuité Qr est non
vide et que le quotient I'\Qp est homéomorphe a M, mais nous n’avons pas plus d’in-
formation sur Qr ni sur 'ensemble limite Ap = 800]1-]1(% — Qp. Pour appliquer le théoréme
de Schwartz, on doit vérifier plusieurs hypotheses non triviales. En particulier, nous ne
savons pas montrer que I’ensemble limite Ar est poreuz. Une des motivations de ce travail
est d’avoir un résultat avec des hypothéses plus simples, méme si les conclusions sont plus

faibles lorsque les deux théorémes s’appliquent.

2.3.3 Déformations de la structure

Il nous reste & voir que louvert Q@ C Rqi(m(M)) n’est pas réduit & un point pour
tirer des conclusions intéressantes. Nous étudierons cet espace avec plus de détail dans le
chapitre 3} mais une approche en reprenant les résultats de [FGK™16| suffira pour nous
dans cette section. La représentation pg se trouve dans la composante Ry de la variété des
caracteres a valeurs dans SL3(C) décrite dans [FGKT16] par Falbel, Guilloux, Koseleff,
Rouillier et Thistlethwaite. Dans la section 5 de cet article, les représentations dans Ry a
valeurs dans SU(2,1) sont paramétrées, au voisinage de pg, par un parametre complexe
u = tr(p(mo)). Nous noterons G(u) = p(mg) la matrice correspondante.

En posant v =7 et A = 4u® + 403 — v?0v? — 16uv + 16, la paramétrisation est donnée

explicitement par :

v 1 ~ (1=0)(—16+8uv—203—4VA)
1 2 Su2 —6uvZ4v?
(G (W] =pla) = | 1+ (—2u+0?) 11+ 1

%(8—41“)—1—1}3—2\/5) 2(—4u +v?) 1(1— i)
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(144) (= 16+8uv—2v> —4VA)

1 % i S8u2—6uv+ovt
(G (W] =p0)=| —L(1+14)(—2u+1?) 11— i
— (8 —duv + 0% — 2VA)  —L(—du+0?) (1 +i)w

Rappelons que, pour ce choix de générateurs, le méridien usuel mg est donné par

mo = a~!. La forme hermitienne préservée par cette représentation est donnée par la

matricef’
(A —16)(VA +|ul? —4) 0 0
H= 0 16 — A 0
0 0  8(VA+4)

De plus, dans toute la composante, la relation p(l) = p(m)? est vérifiée. En projetant
sur PU(2,1), nous pouvons donc appliquer le théoréeme de chirurgie sur un ouvert
autour de 3 = tr(pog(mp)) dans ce paramétrage.

La figure tirée de [FGK™16] montre un ouvert de C ott 'on a des représentations. En
notant tr(po(mg)) = = +1y, la composante de la variété des caracteéres contenant py admet
comme paramétrage les régions ayant pour bord la courbe A(z,y) = 0 et qui contiennent
les points 3, 3w et 3w?, ou A(z,y) = —a* — y* — 22%y? — 24292 + 82% — 1622 — 16y> + 16.

4 -2 o 2 4

FIGURE 2.6 — Domaine paramétrant une composante de la variété des déformations autour
de Po-

Tragons maintenant la courbe C des traces des éléments spéciaux de SU(2,1). Elle est
donnée par le lieu d’annulation de la fonction f(z) = |z|* — 8Re(2?) + 18]z|? — 27, que
nous avons étudiée dans la proposition [I.2.27] Cette courbe sépare les éléments elliptiques

réguliers des loxodromiques. Elle a un point de rebroussement en 3 : un voisinage de

2. Nous donnons l'opposée de la matrice H de |[FGK'16| pour avoir une signature (2,1) et pas (1,2).
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ce point contient donc des points correspondant a des représentations ou 1’holonomie

périphérique est loxodromique et des points ot elle est elliptique réguliere.

-4 -2 0 2 4

F1GURE 2.7 — Courbe des éléments spéciaux dans une composante de la variété des défor-
mations autour de pg.

Remarque 2.3.7. Les déformations paraboliques de la structure de Deraux-Falbel donnée

par Deraux dans [Derl4] correspondent aux points de C.
A laide de ce paramétrage, on déduit la proposition suivante :

Proposition 2.3.8. [l existe une infinité de structures CR-sphériques sur la chirurgie de
Dehn de M de type (—1,3).

Remarque 2.3.9. Cette chirurgie est le fibré unitaire tangent de I'orbifold hyperbolique
(3,3,4). C’est un fibré de Seifert de type S%(3,3,4). Pour une preuve, on pourra voir
par exemple le chapitre 5 du livre de Cooper, Hodgson et Kerckhoff [CHKO00| ou l'article
de Deraux [Derl5]. Deraux remarque aussi dans [Derl4] (section 4) et [Derl5] (théoréme
4.2), que 'image de py donne une représentation fidele des mots de longueur paire du
groupe de triangle (3, 3, 4), engendré par les involutions I3, I5, Is. Cette identification vérifie
G1 = L3l Iy, Go = 115, G3 = IsI11513 ainsi que les relation du groupe de triangle :
(G2)* = (L1 I)* = 1d, (G1G2)? = (I213)% = 1d et (G2G1G2)? = (I113)? = Id. Par ailleurs,
I'image du méridien usuel mg est Gj.

Ce groupe est le groupe fondamental d’un fibré de Seifert de type S?(3,3,4). Puisque
la relation Iy = m% est vérifiée dans toute la composante Ro, les images des représentations
dans Ro sont des représentations de ce sous-groupe d’indice deux du groupe de triangle
(3,3,4). De plus, Parker, Wang et Xie montrent dans [PWX16] qu’une représentation a
valeurs dans PU(2, 1) du groupe de triangle (3,3, 4) est fidele et discrete si et seulement si
I'image de I1I31513 n’est pas elliptique. Remarquons que G1I1131213 = (I313)% = 1d, donc
la représentation du groupe de triangle est fidele et discrete si et seulement si 1’holono-

mie périphérique correspondante n’est pas elliptique. Ils donnent aussi une famille a un
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parametre de telles représentations, correspondant aux parametres u € R. Il existe donc
6 > 0 telles que toues les structures CR-sphériques sur la chirurgie de Dehn de M de type

(—1,3) de parametre u dans I'intervalle 3,3 + ] ont une holonomie fidele et discréte.

Puisque le paramétrage est donné a I'aide d’une trace, on sait que les cas 2 et 3 ont
lieu une infinité de fois, mais nous ne pouvons pas distinguer pour une trace donnée, a
priori, s’il s’agit d’une chirurgie de Dehn ou d’un recollement avec une variété V(p, ¢, n).
Cependant, en faisant un calcul explicite avec la paramétrisation de [FGK™16| et en uti-
lisant la continuité des vecteurs propres et des valeurs propres, on montre la proposition

suivante :

Proposition 2.3.10. [l existe 6 > 0 tel que, si p,n € N sont des entiers premiers entre
eux tels que % < 4, alors la chirurgie de Dehn sur M de type (—n,—p + 3n) admet une
structure CR-sphérique.

. . . . . . _ —2p—1 _ 24p
Démonstration. Soient p,n € N des entiers premiers entre eux. Soient a = —5—, = 55,
v = p 1 et u = €' 4 ¢ + ¢, 1l suffit de montrer que si ﬁ est assez petit, alors la valeur

propre de p(m) = G3'(u) associée & un vecteur propre négatif est €7, et donc que G3(u)
sera de type (2, =1).

Puisque les vecteurs propres et les valeurs propres sont des fonctions continues de u
dans la composante connexe des elliptiques réguliers dans Rg, comme dans la figure 2.7]
l’assertion est vraie pour tous (p,n) si et seulement si elle est vraie pour un choix particulier
pour (p,n). Pour le choix arbitraire (p,n) = (3,23) un calcul explicite montre que Gs(u)

est de type (35, 33). O

Corollaire 2.3.11. Il existe une infinité de chirurgies de Dehn sur M qui portent une

structure CR-sphérique.

2.4 Les variétés V(p,q,n)

Nous décrivons ici brievement les variétés V(p, ¢,n) obtenues dans la preuve du théo-
réme de chirurgie [2.2.24] Nous les décrirons en détail et de fagon indépendante du reste du
chapitre dans Pannexe [A] Fixons donc des entiers p, q,n deux & deux premiers entre eux,

[U] € PU(2,1) un élément elliptique de type (2 et ¢; le flot associé. Nous identifierons

n’ n>
ici OxHZ et S3. Prenons quelques notations :

Notation 2.4.1. 1. Choisissons a € N tel que ap = ¢ mod n. Ainsi, le quotient
S$3/{[U]) est homéomorphe & 'espace lenticulaire L(n, ). On dispose donc d'une

application quotient 7 : S3 — L(n, a)

2. Considérons un point zy € GOOH% qui n’est pas sur un des C-cercles invariants par

[U]. Notons K, ; l'orbite de zo par ¢. Il s’agit d’un neeud torique de type (p, q).
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3. Le tore invariant par ¢; décrit dans la remarque|1.4.17| sépare &X,H(% en deux tores
pleins fermés T} et T, stables par ¢, de sorte que 0T = 975 est un tore contenant
vaq'

Rappelons que V(p, ¢, n) est un quotient cyclique d’ordre n du complémentaire dans

S3 d’un voisinage tubulaire K (p, q).

Remarque 2.4.2. La variété V(p,q,n) est le complémentaire d’un nceud torique dans

L(n,a). En effet, c’est le complémentaire d'une orbite de 7 o ¢; dans S3/([U]).
De plus, on a la proposition suivante, qui nous donne le type d’homotopie de V' (p, ¢, n) :
Proposition 2.4.3. V(p,q,n) est homotopiquement équivalent a S — Kpgq.

Démonstration. Ecrivons S = Ty U Ty. On sait que V(p,q,n) est homotopiquement équi-
valent & (S% — K, 4)/{[U]), que nous pouvons écrire (T1/({[U]) UT2/{[U])) — m(Kpq)-
Notons 177 = T1/{[U]) — n(Kpq) et Ty = To/{[U]) — w(Kpq). Ainsi, V(p,q,n) est
homotopiquement équivalent a 77 U T4, qui se rétractent sur des cercles, et I'intersection
T{NT} est un anneau qui se rétracte sur une courbe paralléle a (K 4). Or, au revétement
Ty UT, — K, 4, une courbe parallele a K, , dans 0T = 015 est homologue a p fois le coeur
de T7 dans T7 et a ¢ fois le coeur de T dans T5. Comme le revétement est d’ordre n sur

les tores et sur la courbe, cette relation est encore vraie au quotient. ]

Corollaire 2.4.4. Le groupe fondamental 71(V (p,q,n)) admet la présentation (a,b | aP =
b7).

Le résultat suivant, que nous énongons simplement ici, sera démontré dans I’annexe [A]

Proposition 2.4.5. La variété V(p,q,n) est homéomorphe a S — K, 4 si et seulement si

n =41 mod pq.
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Chapitre 3

Variétés de caracteres pour les

formes réelles

3.1 Introduction

Les variétés de caractéres de groupes de type fini sont des objets amplement étudiés et
utilisés, que ce soit du point de vue de la géométrie algébrique ou de celui des structures
géométriques et de la topologie. A I'aide de la théorie géométrique des invariants (GIT
pour ses initiales en anglais) on associe & un groupe de type fini I et & un groupe algébrique
complexe réductif G, une variété algébrique X (T"). Elle tient compte des représentations
de I' a valeurs dans G a conjugaison par un élément de G pres. Les articles de Sikora
[Sik12] et Heusener [Heul6] reviennent en détail sur la construction.

Lorsque I' a un sens géométrique, comme lorsqu’il s’agit du groupe fondamental d’une
variété, la variété des caracteres reflete des propriétés géométriques. Pour les variétés de
caracteres pour SLo(C), on peut citer par exemple la construction du A-polyndéme pour
les complémentaires de nceuds, comme détaillé dans 'article de Cooper et Long [CLI§|, ou
les considérations liées au volume et nombre de pointes d’une variété hyperbolique, ainsi
qu’aux points idéaux de variétés de caracteres traités par Morgan et Shalen dant [MS84],
Culler et Shalen dans [CS83] et le livre de Shalen [Sha02]. D’autre part, les variétés de
caracteéres des groupes de surfaces compactes pour SLy(C) sont munies de la structure
symplectique d’Atiyah-Bott-Goldman (voir par exemple l'article de Goldman [Gol04al).

La construction de la variété des caracteres, lorsque G est un groupe réductif com-
plexe, fait intervenir un quotient algébrique Hom(T', G)//G ou l'action de G est donnée
par conjugaison. L’existence de ce quotient comme variété algébrique est assurée par la
théorie géométrique des invariants (GIT) (comme détaillé par exemple dans larticle de
Sikora [Sik12]), et il n’est pas bien défini pour un groupe algébrique en général, ou si on
considére un groupe sur un corps qui n’est pas algébriquement clos. Par ailleurs, pour la

forme compacte SU(n), le quotient Hom(I', SU(n))/SU(n) pris au sens des espaces topolo-

91



92 CHAPITRE 3

giques, est bien défini et séparé. Il a été étudié par exemple par Florentino et Lawton dans
[FL09]. Cet espace, qui est un ensemble semi-algébrique, comme démontré dans l’article
de Procesi et Schwartz [PS85] , se plonge dans la variété des caractéres pour SL,(C) .
Nous donnerons une preuve de ce dernier fait dans la section [3.3:2] Des quotients simi-
laires pour d’autres groupes ont été étudiés par Parreau dans [Parll], ou elle étudie des
représentations complétement réductibles, et dans [Par12], ou elle compactifie ’espace des
classes de conjugaison de représentations semi-simples a valeurs dans des groupes de Lie
connexes semi-simples et de centre fini.

Il est alors naturel de s’intéresser a une construction d’un objet semblable a une variété
de caracteres dans des cas ou GG ne vérifie pas les hypotheses, par exemple lorsqu’il s’agit
d’une forme réelle de SL,,(C). Pour les formes réelles de SL2(C), Goldman traite, dans
son article [Gol88|, les points réels de la variété des caracteéres du groupe libre a deux
générateurs Fy et montre qu’ils correspondent & des représentations a valeurs soit dans
SU(2), soit dans SLao(R), qui sont les formes réelles de SL2(C). En s’inspirant de cette
derniére approche, nous nous concentrerons sur les variétés de caractéres pour SL,,(C) et
nous essaierons d’identifier les points qui proviennent d’une représentation a valeurs dans
une forme réelle de SL,,(C).

Pour un groupe de type fini I', nous introduirons deux involutions anti-holomorphes
®; et Py de la variété des caracteres pour SL,(C) de I' induites respectivement par les

involutions A+ A et A4 " de SL,(C). Nous montrons le résultat suivant :

Théoréme 3.1.1. Soit x un point de la variété de caractéres de I' pour SLy,(C) corres-
pondant d une représentation irréductible p de I'. Si x est fize par ®1, alors p est conjuguée
a une représentation a valeurs dans SLy,(R) ou SLy, jo(H). Si x est five par ®q, alors p est

conjuguée a une représentation a valeurs dans un groupe unitaire SU(p, q) avec p+q = n.

Dans la deuxieme section de ce chapitre, nous définirons les variétés des caracteres
pour SL,(C) en donnant quelques généralités et des exemples que nous reprendrons par
la suite. Dans la troisieme section, apres avoir rappelé la définition des formes réelles de
SL,(C), nous proposons une définition de «variétés de caractéres pour une forme réelle»
comme sous-ensemble de la variété des caractéres pour SL, (C). Nous montrerons le théo-
réme [3.1.1] en combinant les propositions [3.3.13 et [3.3.15] afin de les identifier parmi les

points fixes d’involutions de la variété des caracteres usuelle. On traite finalement, dans la

section 4, un exemple tres détaillé : les variétés de caracteéres du produit libre Z/3Z 7 /37
pour les groupes SL,,(C), SU(2,1) et SU(3). Elles sont particulierement intéressantes d’un
point de vue géométrique car on y retrouve des représentations d’holonomie de structures
CR-sphériques : 'uniformisation complémentaire du noeud de huit donnée par Deraux et
Falbel dans [DEF15] et celle du complémentaire de I'entrelacs de Whitehead donnée dans
[PW15]. La variété de caractéres du groupe fondamental du complémentaire de 1’entre-
lacs de Whitehead pour SU(2, 1) nous servira d’espace de déformation pour des structures

CR-sphériques dans le chapitre [4]
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3.2 Variété des caractéres pour SL,(C)

Soit I' un groupe de type fini et n € N*. Nous allons nous intéresser aux représentations
de T', & conjugaison pres, a valeurs dans SL,(C) et dans ses formes réelles. Nous nous
attarderons sur le cas qui concerne les structures CR-sphériques, & savoir n = 3 et la
forme réelle SU(2,1). Pour étudier ces représentations, le bon objet a considérer est la

variété des caracteres pour SL,,(C), que nous définissons dans la suite.

3.2.1 Définition des variétés de caracteéres

Nous allons donner une définition de la variété des caracteéres pour SL,(C) et quelques
propriétés qui nous seront utiles. Les variétés de caracteres de groupes de type fini ont été
beaucoup étudiées, par exemple dans le cas SLa(C) par Culler et Shalen dans [CS83]. On
pourra retrouver les résultats généraux que nous énoncerons par exemple dans ’article de

Sikora [Sik12] ou dans les premieres parties de 'article de Heusener [Heul6].

Définition 3.2.1. On appelle variété des représentations de T' pour SL,(C) I'ensemble
Hom(T', SL,,(C)).

Remarque 3.2.2. L’ensemble Hom(T", SL,, (C)) a une structure de variété algébrique, pas
nécessairement irréductible. En effet, si s1, ..., s; est un systéme de générateurs de I', un
élément de Hom(T', SL,(C)) correspond a la donnée de (Sy,...,Sk) € (My(C))k ~ C*
vérifiant les équations det(S;) = 1 pour 1 < i < k et, pour chaque relation du groupe,
les n? équations en les coefficients associées a une égalité de la forme Sfil SZO; t=1d.
Puisque toutes ces équations sont polynomiales, on définit bien une variété algébrique,
peut-étre avec plusieurs composantes irréductibles. Finalement, si on change de systéme

de générateurs, on obtient un isomorphisme de variétés algébriques.

Définition 3.2.3. Le groupe SL,(C) agit par conjugaison sur Hom(I', SL,(C)). La va-
riété des caracteres pour SL,,(C) est le quotient algébrique Hom(T", SL,(C))//SL,(C) de
Hom(T', SL,,(C)) par cette action. On notera cette variété Xgr,, (c)(T).

Remarque 3.2.4. L’existence de ce quotient releve de la théorie géométrique des inva-
riants, et elle est due au fait que le groupe SL, (C) est réductif. La construction est faite
de sorte que, dans la variété algébrique XSLH(C)(F), I’anneau des fonctions est exactement
I'anneau des fonctions de Hom(I', SL,,(C)) a valeurs dans C invariantes par conjugaison.
De plus, 'application quotient est fonctorielle. En particulier, si on dispose d’une ap-
plication surjective I' — T', on a une injection Hom(T',SL,(C)) < Hom(I', SL,(C)) qui
induit & son tour une injection Xsr,, (c)(I') = Asr, (c) (T'). On pourra se référer a larticle

de Heusener [Heul6] pour une explication plus détaillée.

Le résultat suivant, di a Procesi (Théoreme 1.3 dans [Pro76] ), nous dit qu’il suffit
de comprendre les fonctions trace pour connaitre ’anneau des fonctions invariantes par

conjugaison.
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Théoréme 3.2.5. L’anneau des fonctions de Hom(I',SL,(C)) d valeurs dans C inva-

riantes par conjugaison est engendré par les fonctions trace T, : p — tr(p(7)), ou vy € I

De fagon plus précise, Procesi montre encore (Théoreme 3.3 de [Pro76]) que cet anneau
de fonctions est engendré par un nombre fini de fonctions trace. On peut traduire ce

résultat en termes de variétés de caracteres de la fagon suivante :

Théoréme 3.2.6. Il existe un nombre fini d’éléments y1,...,7 de ' tels que Xy, (c)(T)

est isomorphe, en tant que variété algébrique, da limage de application
(Tyys -+, Ty ) 2 Hom(T, SL,,(C)) — CF.

Les variétés des caracteéres ont un lien étroit avec les caractéres des représentations.

Rappelons rapidement leur définition :

Définition 3.2.7. Soit p € Hom(I',SL,(C)). On appelle caractére de p la fonction x,, :
I' = C donnée par x,(g) = tr(p(g)).

Remarque 3.2.8. On dispose d'une application Hom(I', SL,,(C)) — &g, (c) (). Deux re-
présentations p, p’ € Hom(T', SL,,(C)) ont méme image par cette projection si et seulement
si xp = Xxp- Ceci justifie le nom «variété des caracteéres» pour Xgp,, (c)(I'). Nous ferons
parfois un abus de langage en identifiant 'image d’une représentation p dans une variété

de caracteres au caractere x,.

Finalement nous donnons I’énoncé du résultat suivant, qu’on peut trouver dans le
livre de Lubotzki et Magid [LMS85]. Il concerne les représentations semi-simples, c’est-
a~dire celles qui s’écrivent comme somme directe de représentations irréductibles. Nous

I'utiliserons tout particulierement dans le cas ou les représentations sont irréductibles.

Théoréme 3.2.9. (Théoréme 1.28 de [LMS85)]) Soient p,p’ € Hom(T', SL,,(C)) des repré-

sentations semi-simples. Alors X, = X si et seulement si p et p' sont conjuguées.

3.2.2 Quelques variétés de caractéres pour SLy(C) et SL3(C)

Nous considérons ici deux variétés de caracteéres pour SL3(C), sur lesquelles on s’at-
tardera ultérieurement : la variété des caracteres du groupe libre a deux générateurs Fs et
celle du groupe fondamental du complémentaire du nceud de 8. Nous verrons aussi un ré-
sultat décrivant la variété des caracteres de F» pour SLo(C). Ces variétés nous permettront
de comprendre certaines représentations des groupes fondamentaux du complémentaire du
neeud de huit et du complémentaire de I'entrelacs de Whitehead & valeurs dans SU(2,1)

et liées a des structures CR-sphériques.
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Le groupe libre a deux générateurs

On notera ici s et t deux générateurs du groupe libre a deux générateurs Fs, de sorte
que Fy = (s,t). Nous allons utiliser les variétés de caracteres Xgp,(c)(F2) et Xsp,c)(F2)-

Considérons d’abord le théoréme suivant, qui décrit la variété des caracteres du groupe
libre & deux générateurs pour SLy(C). On peut trouver une preuve détaillée et élémentaire
dans l'article de Goldman [Gol04b].

Théoréme 3.2.10 (Fricke-Klein-Vogt). La variété des caractéres Xgp,(c)(F2) est iso-
morphe a C3, qui est I’image de Hom(Fy,SL,(C)) par les applications trace des éléments
s,t et st.

Remarque 3.2.11. Grace au théoreme ci-dessus, on sait qu’il est possible d’exprimer
la trace de 'image de st™!' en fonction des traces des images de s,t et st pour toute
représentation p : Fy — SLy(C). En notant S et T les images de s et t respectivement, les

traces des images des quatre éléments sont reliées par [’équation des traces :
tr(S)tr(T) = tr(ST) + tr(ST™1)

D’autre part, dans son article [Law07], Lawton décrit la variété des caractéres du

groupe libre a deux générateurs Fs pour SL3(C). Il obtient le résultat suivant :

Théoreme 3.2.12. La variété algébrique Xsp,c)(F2) est isomorphe a la sous-variété
algébrique V de C°, image de Hom(T,SL,(C)) par les applications trace des éléments
s,t,st,st™1, de leurs inverses s~',t=1, t71s71 ts71, et du commutateur [s,t]. De plus, il
existe des polynomes P,Q € C[Xy,...,Xg| tels que (x1,...,29) € V si et seulement si
3 — Q(x1,...,78)79 + P(x1,...78) = 0.

Remarque 3.2.13. Les polynémes P et ) sont explicites : on peut les trouver dans
larticle de Lawton [Law07] ou dans l'article de survol de Will [Will5]. En notant A =
Q? — 4P, la variété V est un revétement double de C® ramifié au-dessus de la ligne de
niveau A = 0. De plus, les deux racines de X3 — Q(x1,...,78) X9 + P(z1,...2s), en tant

que polyndéme en Xg, sont donnés par les traces des commutateurs [s,¢] et [t, s] = [s,¢] 7L

Le complémentaire du noeud de 8

Nous présentons ici, succinctement, les résultats sur la variété des caractéres pour
SL3(C) du groupe fondamental du complémentaire du nceud de 8. Il s’agit d’une des
trés rares variétés des caracteres pour SL3(C) de groupes fondamentaux de variétés de
dimension 3 qui ont été étudiées exhaustivement. Nous reviendrons par la suite sur cette
variété, dans la sous-section Ces résultats on été obtenus indépendamment d’une
part par Falbel, Guilloux, Koseleff, Rouiller et Thistlethwaite dans [FGK™16], et d’autre
part par Heusener, Muifioz et Porti dans [HMP15]. En notant I's le groupe fondamental
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du complémentaire du noeud de 8, ils décrivent la variété des caracteres XSLg(C)(Fg). Le

théoreme 1.2 de [HMP15] peut étre énoncé de la fagon suivante :

Théoréme 3.2.14. La variété des caractéres XSL3(C)(F8) a cing composantes : XTr, XpPR,
R1, R, R3. De plus :

1. La composante X1gr contient uniquement les caractéres de représentations totale-

ment réductibles.

2. La composante Xpr contient uniquement des caractéres de représentations réduc-
tibles.

3. Les composantes Ri, Ro, R3 correspondent aux représentations irréductibles.

Remarque 3.2.15. On reprend ici la notation Ry, Rz, Rs donnée dans [FGK™16|. Ces

composantes sont notées respectivement Vy, Vi et Vo dans [HMP15].

Remarque 3.2.16. — La composante R; contient la classe de la représentation dite
géométrique, obtenue a partir de la représentation d’holonomie I's — PSLy(C)
de la structure hyperbolique complete de Mg en composant par la représentation
irréductible PSLy(C) — SL3(C).

— La composante R3 s’obtient a partir de Rs par pré-composition par un automor-
phisme extérieur de I's. Ces composantes contiennent les caracteres des représen-
tations p2 et ps & valeurs dans SU(2, 1) données par Falbel dans [Fal08]. Rappelons
que po est la représentation d’holonomie de la structure de Deraux-Falbel sur Mg

donnée dans [DF15], qui est d’holonomie périphérique unipotente.

En plus de déterminer les composantes irréductibles Ry, Ry et Rg, Falbel, Guilloux, Ko-
seleff, Rouillier et Thistlethwaite parameétrent, dans la section 5 de leur article [FGK™16],

des représentations explicites correspondant aux points de la variété des caracteres

3.3 Variété des caracteres pour une forme réelle

Nous allons nous intéresser aux représentations d'un groupe de type fini I' a valeurs
dans certaines formes réelles de SL,,(C) a conjugaison pres, et tout particulierement pour
les formes réelles SU(3) et SU(2,1) de SL3(C). Pour le faire, nous allons considérer la
variété des caracteres pour SL,(C) et nous essaierons de repérer les caractéres provenant
de représentations & valeurs dans des formes réelles. Lorsque n = 2 cette question a été

traitée par Morgan et Shalen dans [MS84] et par Goldman dans son article [GoI8§].

3.3.1 Formes réelles et définition

Commencons par rappeler la définition des formes réelles et par fixer des notations. On

peut retrouver les résultats de classification présentés ici dans le livre de Helgason [Hel08].
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La définition suivante, que nous utiliserons particulierement dans le cas de SL,(C), est

celle de forme réelle :

Définition 3.3.1. Soit G¢ un groupe de Lie complexe. Une forme réelle de G¢ est un
groupe de Lie réel Gg tel que G¢ = C ®pr Gg.

On peut classifier les formes réelles de SL,, (C). Elles sont dans trois familles : les groupes
réels SLy,(R), les groupes unitaires SU(p, ) et les groupes quaternioniques SL,, /o(H). Re-

venons sur la définitions des deux derniéres familles.

Définition 3.3.2. Soient n € N et p,q € N tels que n = p + ¢. Notons I, ; la matrice par

I, 0
L,=17"
e (0 _IQ>

On définit le groupe SU(p, q) de la fagon suivante :

blocs :

SU(p,q) = {M € SL,(C) | Wlp,qM = Ipq}-

Il s’agit d’un groupe de Lie réel, qui est une forme réelle de SL,,(C).

Définition 3.3.3. Soit n € N. Notons .Jo,, la matrice par blocs :

0 T
Jon = < n)
I, O
On définit le groupe SL, (H), noté encore SU*(n) de la fagon suivante :

SL,,(H) = {M € SLgy(C) | M~ ' Jon M = Jo, }.

Il s’agit d’un groupe de Lie réel, qui est une forme réelle de SLo, (C).

Pour étudier les représentations & valeurs dans des formes réelles, nous considérerons

la définition suivante de «variété de caracteres pour une forme réelley :

Définition 3.3.4. Soit G une forme réelle de SL,(C). Soit I' un groupe de type fini.
On appellera variété des caractéres de T' pour G I'image de 'application Hom(T', G) —
XSLn((C) (F) Ainsi,

X(T') = {x € Xsr,,(¢) | 3p € Hom(I',G), x = X, }-

Remarque 3.3.5. Cette définition donne un sous-ensemble d’une variété algébrique com-
plexe, mais qui n’est pas a priori une variété algébrique réelle ni complexe : elle donne un
ensemble qui est image d’une variété algébrique réelle par une application polynomiale, et

donc un ensemble semi-algébrique. La définition peut sembler étrange si on la compare a
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celle de la variété des caracteres pour SL, (C). Ceci est dii au fait que les formes réelles de
SL,,(C) sont des groupes algébriques réels et non pas complexes ; la construction algébrique
de la variété des caractéres ne s’adapte pas bien au cas ou le corps n’est pas algébrique-
ment clos. Cependant, lorsqu’on considere la forme réelle compacte G, il est possible de
définir une variété des caractéres pour GG, en considérant un quotient topologique. Nous
montrerons, dans la prochaine sous-section, que ce quotient topologique est homéomorphe

a la variété des caracteres pour SU(n) comme définie ci-dessus.

3.3.2 La variété des caracteres X5y, (I') comme quotient topologique

Fixons n € N*. Nous allons montrer que le quotient topologique Hom(T", SU(n))/SU(n),
ou SU(n) agit par conjugaison, est homéomorphe a la variété des caractéres Xgun)(L).
Commencons par remarquer qu’une application naturelle entre ces deux ensembles est bien
définie. En effet, puisque deux représentations a valeurs dans SU(n) qui sont conjuguées
dans SU(n) sont aussi conjuguées dans SL, (C), 'application naturelle Hom(I", SU(n)) —
Xsr, (o) (') se factorise par le quotient Hom(T', SU(n))/SU(n). On se propose de montrer
que cette application est injective, et qu’il s’agit en fait d’'un homéomorphisme entre le

quotient topologique Hom(I",SU(n))/SU(n) et la variété des caracteres Xsy(n)(I').

Proposition 3.3.6. L application Hom(I', SU(n))/SU(n) — Xsy(,) (') est un homéomor-

phisme.

Démonstration. Par définition, on sait que I'application Hom(I', SU(n))/SU(n) — Xgr,, (c)(I')
est continue et surjective. Puisqu'une bijection continue entre un compact et un espace
séparé est un homéomorphisme, il suffit de montrer que I'application est injective. On veut
donc montrer que si p1, po € Hom(I',SU(n)) sont des représentations telles que x,, = Xps,
alors pj et p2 sont conjuguées dans SU(n). C’est 'objet du lemme que nous montrons

ci-dessous. O

Afin de terminer la preuve de la proposition [3.3.6) nous allons donc montrer le lemme

suivant, qui semble standard malgré le manque de références.

Lemme 3.3.7. Soient p1,p2 € Hom(I',SU(n)). Si elles sont conjuguées dans SL,(C),

alors elles sont conjuguées dans SU(n).

Démonstration. Considérons d’abord le cas des représentations irréductibles, pour traiter
ensuite le cas général.

Premier cas : Les représentations py et pa sont irréductibles. Soit G € SLy,(C) telle que
p2 = Gp1G~L. Soit J la forme hermitienne préservée par les images de p; et po. On sait
alors que I'image de p; préserve aussi la forme!GJG. Or p; agit de facon irréductible : son
image préserve alors une unique forme hermitienne a multiplication par un scalaire prés.
On en déduit que J = XGJG avec X € R. Comme J est définie positive, on a A > 0 puis,
quitte & multiplier G par VA, on a J =GJG, i.e. que G € SU(n).
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Cas général. Rappelons d’abord que toute représentation p € Hom(I', SU(n)) est semi-
simple, et que ses sous-espaces stables sont en somme orthogonale.

Soit G € SL,(C) telle que p2 = Gp1G~1. Puisque p; est & valeurs dans SU(n), on sait
qu’elle est semi-simple. Elle s’écrit alors comme somme de représentations irréductibles
p1 = pgl) G- P pgm) sur des sous-espaces stables E1, ..., E,;, de C", de sorte que I'image
de p; agit de facon irréductible sur F; et que les F; sont en somme directe orthogonale.
Il en est de méme pour py, qui admet comme sous-espaces stables GFq,...,GE,,. La
somme directe GE1 @ --- @& GE,, est donc orthogonale. Il existe alors Uy € SU(n) tel
que, pour tout i € [|1,m|] on ait UyGE; = E;. Quitte a conjuguer ps par Uy, on peut
alors supposer que pour tout ¢ € [|1,m|] on a GE; = E;. L’endomorphisme G s’écrit
alors G1 @ - -+ ® Gy, agissant sur Ey & --- @ E,,. Pour chaque i € [|1,m|], puisque pgi)
et Gl-pgi)GZ-_ ! sont unitaires et agissent de facon irréductible sur E;, elles sont conjuguées
dans SU(E;) d’apres le premier cas. On peut donc remplacer G; par G, € SU(E;). En

posant G' =G| @ --- @ G, ona G’ € SU(n) et pp = G'p1G'L. O

A Taide du lemme nous allons montrer la proposition suivante, qui conclut
la preuve de la proposition et assure que la variété des caractéres Xgy(,)(I') est
homéomorphe au quotient topologique Hom(I', SU(n))/SU(n).

Lemme 3.3.8. Soient pi, po € Hom(I',SU(n)) telles que x,, = Xp,. Alors p1 et pa sont

conjuguées dans SU(n).

Démonstration. Comme elles sont & valeurs dans SU(n), on sait que p; et py sont semi-
simples. D’apres le théoréeme comme X,, = Xp, €t que p1 et ps sont semi-simples, on
sait que p;1 et pa sont conjuguées dans SL,(C). On en déduit, grace au lemme m que
p1 et p2 sont conjuguées dans SU(n). O

3.3.3 Involutions anti-holomorphes et représentations irréductibles

Dans cette section, nous allons situer les variétés de caracteéres pour les formes réelles
de SL,,(C) au sein de la variété des caracteres Xgr,, (c)(I'). Avant de nous restreindre aux
représentations irréductibles, considérons la proposition suivante, qui est plutét de 'ordre
de la remarque, et qui nous assure que deux variétés de caractéres a valeurs dans des formes
réelles unitaires et différentes s’intersectent uniquement en des points correspondant a des

représentations réductibles.

Proposition 3.3.9. Soitn € N, et p,p’,q,¢ €N tels quep+q=p' +q¢ =netp#p.q.
Soit p € Hom(I', SL,,(C)) telle que x, € Xsu(p,q) N Xsu(p,q)- Alors p est une représentation

réductible.

Démonstration. Supposons, par 'absurde, que p est irréductible. 1l s’agit donc, a conjugai-

son pres, de la seule représentation de caractere y,. Comme x, € Xsy(p,q), on peut supposer
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que p est a valeurs dans SU(p, ¢). Donc, pour tout g € T', on a ‘p(g)Jp 4p(g) = Jp 4. D’autre
part, p est conjuguée & une représentation a valeurs dans SU(p',¢’); il existe alors une

matrice J}, ., conjuguée a Jy o, telle que, pour tout g € T, on ait tp(g)JIg,g,p(g) = Jy g

On en déduit que, pour tout g € I,

_ —1 _
T P (T ) =0(0) " = Jpap(9)(Tpg) "

La matrice JI’), q,(J;,,,q)*1 commute donc a toute 'image de I'. Comme p est irréductible, il
s’agit d’'une homothétie. On en déduit que J, 4 a soit la méme signature que J, 4, soit la
signature opposée, ce qui est absurde.

O

Désormais, nous allons nous restreindre aux représentations irréductibles et nous allons
considérer deux involutions anti-holomorphes de SL,(C), qui induisent des involutions

anti-holomorphes dans les variétés de caracteres.

Notation 3.3.10. Nous noterons dans cette section ¢ et ¢o deux automorphismes anti-
holomorphes du groupe SL,(C), donnés par ¢1(A4) = A et ¢o(A) = tA~1. Ces deux invo-
lutions induisent des involutions anti-holomorphes ®; et ®5 de la variété des représenta-

tions Hom(T", SL,,(C)), de sorte que, pour une représentation p, on a ®1(p) = ¢1 0 p et
P2(p) = P20 p.

Notation 3.3.11. Les involutions ®; et ®, induisent & leur tour des involutions anti-
holomorphes de la variété des caracteres Xgp,, () (T"), que nous noterons encore ®; et Ps.
Nous noterons Fix(®1) et Fix(®2) les points de Xgy,, (c)(I') fixes par @1 et ®2 respective-

ment.

La remarque suivante assure que les variétés des caracteres pour des formes réelles sont

contenues dans les points fixes de ®; et ®3 dans g, (¢)(I) :

Remarque 3.3.12. Si p € Hom(I', SL,,(C)) est conjuguée a une représentation a valeurs
dans SL,(R), alors x, € Fix(®1). De plus, si elle est a valeurs dans SL,, /»(H), alors
Xp € Fix(®1), puisqu'une matrice A € SL,, »(H) est conjuguée a A. D’autre part, si p est

conjuguée a une représentation a valeurs dans SU(p, q), alors x, € Fix(®2). En effet, si A

est une matrice unitaire, alors elle est conjuguée a tA—L.
Ainsi, XSLH(R)(F) C FiX(‘I’l), XSLn/z(H) (F) C FIX((I’I) et XSU(p,q) (F) C FlX(q)Q)

Nous travaillerons désormais dans la direction du sens réciproque. Nous allons démon-
trer qu’'une représentation irréductible de caractére inclus dans Fix(®1) ou Fix(®2) est
conjuguée a une représentation & valeurs dans une forme réelle de SL,,(C). Commencons
par le cas de Fix(®3), qui correspond aux groupes unitaires. Le résultat est donné par la

proposition suivante :
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Proposition 3.3.13. Soit p € Hom(I', SL,(C)) une représentation irréductible telle que
Xp € Fix(®q). Alors il existe p,q € N avec n = p + q tels que p soit conjuguée d une

représentation a valeurs dans SU(p, q).

Démonstration. On sait que x, € Fix(®3), donc les représentations p et ®2(p) ont le
méme caractére. Comme p est irréductible, p et ®5(p) sont conjuguées. Il existe donc

P € GL,(C) telle que, pour tout g € ', on ait Pp(g)P~! = !(g)~!. En passant a I'inverse,

en conjuguant et en transposant, on obtient, pour tout g € I,

P Tig TP = ().

En remplagant #(g)~! dans Pexpression, on déduit que

(P~1P) " p(g)(P~'P) = p(g).

La matrice P~1P commute donc & toute 'image de p. Or p est irréductible, donc il
existe A € C tel que P~'P = Md. En considérant le déterminant, on sait que [A\| = 1.
Quitte a multiplier P par une racine carrée de A, on peut supposer que A = 1. On a
alors P = P, ce qui veut dire que P est une matrice hermitienne. On dispose donc d’une

matrice hermitienne P telle que, pour tout g € T', ®(g) Pp(g) = P. La représentation p est

donc & valeurs dans le groupe unitaire de P. Si P est de signature (p, q), la représentation

p est alors conjuguée & une représentation a valeurs dans SU(p, q). O
Remarque 3.3.14. 1. Lorsque n = 3, on a comme seules alternatives SU(3) et
SU(2,1).

2. Lorsque n = 2, les involutions ®; et ®5 sont égales : on retrouve ici le résultat
montré par Morgan et Shalen dans [MS84] (proposition II1.1.1) ou par Goldman
dans |Gol88| (théoreme 4.3), a savoir qu’une représentation irréductible a caractere
réel est conjuguée soit & une représentation a valeurs dans SU(2), soit & une repré-
sentation a valeurs dans SU(1,1) (sous les traits de SLa(R) pour Morgan et Shalen
et de SO(2,1) pour Goldman).

Regardons maintenant le cas de Fix(®;), qui correspond aux représentations a valeurs

dans SL,(R) ou SL,, »(H). Le résultat est donné par la proposition suivante :

Proposition 3.3.15. Soit p € Hom(I',SL,,(C)) une représentation irréductible telle que
X, € Fix(®1). Alors p est soit conjuguée a une représentation d valeurs dans SLy(R), soit

a une représentation a valeurs dans SLy, jo(H) (lorsque n est pair).

Nous allons donner deux preuves de ce résultat, de natures différentes. La premiere
s’inspire de la démonstration de la proposition [3.3.13] et la deuxiéme reprend la preuve
donnée par Morgan et Shalen dans [MS84] de ce fait lorsque n = 2. Pour la premiére

démonstration, nous aurons besoin des deux lemmes suivants :
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Lemme 3.3.16. Soit P € SL,(C) telle que PP = 1d. Alors il existe Q € GL,(C) telle
que P =QQ~".

Ce résultat est une conséquence immédiate du théoreme 90 de Hilbert, qui assure que
H!(Gal(C/R),SLy,(C)) est trivial. On donne ici une preuve élémentaire.

Démonstration. On cherche Q sous la forme @, = ald + aP. Les matrices de cette forme
vérifient immédiatement Q,P = Q. 1l suffit donc de trouver a € C tel que det(Q,) # 0.
Or det(Q,) = @™ det(P + £1Id), donc tout a tel que —% ne soit par valeur propre de P

convient. n

Lemme 3.3.17. Soit P € SLy,,(C) telle que PP = —Id. Alors il existe Q € GLay,(C)
telle que P = QJ2n Q1.

Démonstration. On cherche Q sous la forme Q, = —ald — @Js,,, P. Les matrices de cette
forme vérifient immédiatement Qo P = oP + aJoy, = JonQa. 1l suffit donc de trouver
a € C tel que det(Qq) # 0. Or det(Qq) = @?™ det(Jom P — 21d), donc tout « tel que &

ne soit par valeur propre de Ja,, P convient. 0

Démonstration de la proposition[3.3.15 On sait que x, € Fix(®;), donc les représenta-
tions p et ®1(p) ont le méme caractére. Comme p est irréductible, p et ®1(p) sont conju-

guées. 11 existe alors P € SL,,(C) telle que, pour tout g € T, on ait Pp(g)P~! = p(g). En

considérant la conjugaison complexe, on obtient Pp(g)P~1 = p(g). En remplacant p(g)

dans ’expression, on déduit que pour tour g € I :

La matrice PP commute alors & toute I'image de p. Or p est irréductible, donc il existe
A € C tel que PP = \Id. En particulier, P et P commutent, d’otl, en conjuguant I’égalité
précédente, on a A € R. De plus, en prenant le déterminant, on a A" =1, d’ou A = %1 et
PP = +1Id. On a alors deux cas :
Premier cas : PP =1d
D’apres le lemme il existe Q € SL,(C) telle que P = Q~1Q.
On en déduit que, pour tout g € I' :

Q'Qr(9)Q71Q = p(g)

Qp(9)Q =Q 'p(9)Q

C’est-a-dire que la représentation Q—1pQ est & valeurs dans SL, (R).

Deuxiéme cas : PP = —Id
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En prenant le déterminant, on remarque que ce cas ne peut avoir lieu que si n est
pair. Posons m = 5. D’apres le lemme il existe @ € GLgy,(C) telle que
P =QJy,Q .

On en déduit que, pour tout g € I :

QJ2mQ ' p(9)QmQ@ L = —p(g)

Q@ 1p(9)Q)  omQ  p(9)Q o = —1d
Q7 1p(9)Q) " omQ 'p(9)Q = Jom.

C’est-a-dire que la représentation Q~1pQ est a valeurs dans SL,, (H).
O

Preuve alternative. (D’aprés Morgan-Shalen, proposition I11.1.1 de [MS84]) On reprend
ici la preuve donnée par Morgan et Shalen dans la troisieme partie de l'article [MS84]
pour le cas de SL2(C). 11 suffit de la retranscrire pour le cas de SL,(C), et de modifier
légerement le dernier argument.

Le sous-groupe p(I') agit de maniére irréductible sur l'espace vectoriel C". D’apres
le «lemme de Burnside» (voir par exemple le lemme 1.2 de [Bas80]), on sait d’une part
que p(T") engendre M,,(C) comme espace vectoriel et, d’autre part, qu'il existe une base
(e1,...,e,2) de M, (C) telle que tout élément de p(I') s’écrit sous la forme aje; + -+ +
ap2e,2 ol chaque oy est la trace d'un élément de p(I'). Puisque x, € Fix(®1), les o; sont
réels, et p(I') est contenu dans le R-espace vectoriel engendré par (ep,...,e,2). On en
déduit que (eq,...,e,2) est une R-base pour le R-espace vectoriel A engendré par p(I),
qui est une R-algebre. On a alors que M,,(C) = C®g A. Puisque M,,(C) est une C-algebre
simple, A est une R-algebre simple. D’apres la classification de Wedderburn des algebres
simples (voir le théoreme 26.4 de [CR62]), A est isomorphe a une algebre de matrices
sur une algebre a division sur R. On en déduit que A est soit isomorphe a M, (R), soit
isomorphe a M,, »(H) (ce dernier cas n’ayant lieu que si n est pair). Pour conclure, il
nous reste a montrer que cet isomorphisme est donné par la conjugaison par une matrice
de GL,(C). Détaillons le cas ot A est isomorphe a M,,(R); autre cas est completement
analogue.

On a un isomorphisme de R-algebres ¢ : A — M, (R). En étendant les scalaires aux
complexes, on a un isomorphisme de C-algebres Id ®g ¢ : C @r A — C ®@r M, (R). Or
CorA = CRrM,(R) = M, (C), donc Id®ry est un automorphisme d’algebres de M, (C).
D’apres le théoreme de Skolem-Noether, comme tous les automorphismes d’algebre de
M, (C) sont intérieurs, il existe P € GL,,(C) telle que Id ®g ¢ soit la conjugaison par P.
En particulier, PAP~! = M, (R). O

En regroupant les propositions que nous avons montré ci-dessus, on obtient que toute
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représentation irréductible dont le caractere est dans Fix(®1) ou Fix(®P3) est conjuguée a
une représentation a valeurs dans une forme réelle de SL,,(C). En regroupant les proposi-
tions [3.3.13] et [3.3.15], on obtient immédiatement une preuve du Théoréme [3.1.1

3.4 Un exemple détaillé : le produit libre Z/3Z x Z/37Z

Dans cette section, nous allons étudier en détail les variétés de caracteéres Xgy(2,1)(Z/3Z*
Z/3Z) et Xsy(3)(Z/3Z+Z/3Z), qui nous fourniront des espaces de déformations des repré-
sentations d’holonomie des uniformisations CR-sphériques du complémentaire du nceud
de 8 et du complémentaire de I'entrelacs de Whitehead. Nous commencerons par étudier
en détail la variété des caracteres Xsp,,(c)(Z/3Z x Z/3Z) a partir de la variété Xy, (c)(F2)
donnée par Lawton dans [Law07]. Nous nous intéresserons ensuite aux points fixes de
I'involution Fix(®2), qui nous donneront les deux variétés de caracteres, pour finalement
les décrire en détail et reconnaitre des tranches qui ont été paramétrées auparavant par
Parker et Will dans [PW15] et par Falbel, Guilloux, Koseleff, Rouillier et Thistlethwaite
dans [FGK™16].

3.4.1 La variété des caracteres X, (c)(Z/37% + Z/37)

Nous allons nous intéresser a la variété des caracteres Xy, (c)(Z/3Z * Z/37Z). Remar-
quons d’abord que Z/37Z x 7Z/3Z est un quotient du groupe libre & deux générateurs Fb.
Gréce a la remarque nous allons identifier Xgp,,(c)(Z/37% * Z/3Z) comme une sous-
variété de Xgr,,c)(F2) C C?. Commencons par faire quelques remarques élémentaires sur
les éléments de SL3(C) d’ordre 3.

Remarque 3.4.1. — Si S € SL3(C), alors le polynéme caractéristique de S est xs =
X3 —tr(S)X?% +tr(S7HX — 1.

— Si S € SL3(C) est d’ordre 3, alors elle annule le polynome X2 — 1, qui est scindé a

racines simples. La matrice S est donc diagonalisable et admet pour valeurs propres

des racines cubiques de I'unité.

Le lemme suivant, élémentaire lui aussi, nous servira a séparer les composantes irré-

ductibles de Xsy,,(c)(Z/3Z x Z/3Z).

Lemme 3.4.2. Soit S € SL3(C). On a équivalence entre les propositions suivantes :
1. $3=1d
2. On se trouve dans l'un des deuzx cas suivants :
(a) Il existe i € {0,1,2} tel que S = w'ld.
(b) tr(S) =tr(S71) =0.

Démonstration.
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(a) = (1) : Evident

(b) = (1) : Dans ce cas, xs = X3 — 1. D’apres le théoréme de Cayley-Hamilton, on a
53 —1d=0.

(1) = (2) : Si 83 =1d, alors S est diagonalisable et a pour valeurs propres des racines
cubiques de l'unité. Si S a une valeur propre triple, on se trouve dans le cas (a).
Sinon, comme det(S) = 1, les trois valeurs propres sont distinctes et égales a
(1,w,w?). On en déduit que tr(S) = tr(S71) =1+ w +w? = 0.

O

Nous pouvons maintenant identifier les composantes irréductibles de Xsp,(c)(Z/3Z *

Z/3Z), grace a la proposition suivante :

Proposition 3.4.3. La variété Xsy,,c)(Z/3Z*Z/3Z) a 16 composantes irréductibles : 15

points et une composante irréductible Xy de dimension complexe /.

Démonstration. Considérons Xgr,(cy(Z/3% x Z/3Z) C Xgr4cy(F2) C C?, comme I'image
de Hom(Z/3Z x 7./3Z,SL3(C)) par les applications trace des éléments s, ¢, st, st~!, s71
t=1 t7ts7L ts71 et du commutateur [s,t]. Soit p € Hom(Z/37Z * Z/37Z,SL3(C)). Notons
S = p(s) et T = p(t). D’apres le lemme [3.4.2] soit I'un parmi S et T est une homothétie,
soit tr(S) = tr(S™1) = tr(T) = tr(T~!) = 0. Traitons ces deux cas séparément.

Premier cas : S ou T est une homothétie. Supposons, par exemple, que S = w'ld avec
i € {0,1,2}. Puisque T est diagonalisable, la représentation est totalement réductible, et

elle est conjuguée ou bien a une représentation de la forme
S = w'ld T =w1d

avec i, j € {0,1,2}, ou bien & une représentation donnée par

2

w
S = w'ld T=10
0

o & o©
= O O

En tenant compte des symétries, on obtient 15 points de la variété des caracteres,

classifiés par les traces de S et T' de la facon suivante (ou 7,5 € {0,1,2}) :

tr(S) || 3wt | 0 | 3w
tr(T) || 3w’ | 3w’ | 0

Deuziéme cas : tr(S) = tr(S™1) = tr(T) = tr(T~!) = 0. D’apres le lemme tous
les points de Xgp,(c)(F2) qui vérifient cette condition sont dans Xsp,c)(Z/3Z * Z/3Z).
Notons z = tr(ST), 2/ = tr((ST)™Y), w = tr(ST1), w' = tr(TS™Y) et x = tr([S,T)).
L’équation définissant Xgr,,(c)(F2) C C? devient alors :
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22— (27 +ww' — 3z + (2Zww + 22 + 2P +wd +w? — 622 — 6ww’ +9) =0

Ce polyndéme est irréductible. En effet, s’il ne I’était pas, il serait égal & un produit
de deux polynémes de degré 1 en z. En remplacant 2/, w et w’ par 0, on aurait une
écriture de la forme 22 + 3z + 23 + 9 = (z — R1(2))(x — Ra(2)), avec R1(2)Ra(2) = 22+ 9
et R1(z) + Ra(z) = —3. En considérant les degrés des polynémes R; et R on obtient
facilement une contradiction.

Puisque le polynéme qui définit X est irréductible, X est une composante irréductible
de Xgp,,(c)(Z/3Z + Z/3Z). De plus, elle se plonge dans C® et elle est un revétement double
ramifié de C*. O

3.4.2 Représentations réductibles dans la composante X, C Xg,,(c)(Z/3Z*
Z/37)

Pour finir de décrire la variété Xsp,c)(Z/3Z x Z/3Z), nous allons caractériser les
points correspondant aux représentations réductibles. Les 15 points isolés de la variété
proviennent de représentations totalement réductibles ; il nous reste a déterminer les points

de la composante X correspondant a des représentations réductibles.

Notation 3.4.4. Nous considérons ici Xog C C%, avec les coordonnées (z, 2, w,w’, x)
correspondant aux traces des images de (st, (st)™1, st™! ts71 [s,]) respectivement. On

notera X{)ed I'image des représentations réductibles dans X

Remarque 3.4.5. Si les coordonnées (z, 2/, w,w’, z) correspondent & une représentation
réductible, alors A(z, 2, w,w") = 0. En effet, lorsque la représentation est réductible, les
deux commutateurs [s, ] et [t, s] ont méme trace, et le polynéme X2 — Q(z, 2, w,w') X +

P(z,7,w,w’) a une racine double égale a ces traces.

Nous allons monter que les caractéres de représentations réductibles se trouvent dans 9
droites complexes, qui s’intersectent trois par trois en six points, correspondant aux repré-
sentations totalement réductibles. Avant de faire la démonstration, prenons une notation

pour ces droites.
Notation 3.4.6. Posons, pour i,j € {0,1,2},
LD = {(z, 2w, v, z) € Xg | w'z = w2 ;wiw = ww';wz + wiw = 3}.

Chaque L(7) est une droite complexe paramétrée par la coordonnée z (ou w), et ces
droites s’intersectent trois par trois aux six points de coordonnées (z,w) = (0,3w’) et
(z,w) = (3w, 0), o1 4,4 € {0,1,2}.
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Avec ces notations, nous pouvons énoncer plus simplement la proposition qui décrit les

points de X qui correspondent aux représentations réductibles.

Proposition 3.4.7. Les points de X correspondant d des représentations réductibles sont

ezactement ceuz des droites L) . En d’autres termes, on a

Xped = U LG9
i?J€{07172}

Démonstration. Nous allons montrer une double inclusion. Montrons d’abord que

xpte |J L.
i?]€{0?172}

Soit p € Hom(Z/3Z + 7/37,SL3(C)) une représentation réductible telle que x, € Xo.
Notons S = p(s) et T' = p(t). Puisque la représentation est réductible, on peut supposer,

quitte a conjuguer p, que

! !
S:wi<5 )etT:wj<T )
1 1

avec 1,5 € {0,1,2}, et S, T’ € SLy(C) d’ordre 3 (et de trace —1). On remarque qu’il
suffit de montrer que, lorsque ¢ = j = 0, on a X, € L0 pour avoir les autres cas
par symétrie. Plagons-nous dans ce cas, avec i = j = 0. Puisque S'T" € SLy(C), on a
tr(S'T") = tr((S'T') 1), donc tr(ST) = tr((ST)~1) et z = 2’. De méme, on sait que w = w'.
De plus, 1’équation des traces dans SLg(C) donne : tr(S")tr(T") = tr(S"T") + tr(S"T'1).
Donc (—1)? = (2 — 1) + (w — 1) , i.e. z +w = 3. On obtient bien que x, € L),
Montrons maintenant ’autre inclusion. Pour le faire, il suffit de montrer que tous les

points de L(%9) sont atteints par des représentations données par

(el

avec S’ T" € SLg(C), et de retrouver les points des autres droites L) en considérant
(w'S,wT). Comme I'image de toute représentation réductible de cette forme vérifie z = 2/,
w = w' et z+ w = 3, nous sommes donc ramenés & montrer que tout z € C s’écrit
comme 1 + tr(S"T") avec S’,T" € SLy(C) d’ordre 3 et trace —1. Fixons z € C. Puisque
la variété des caracteéres a valeurs dans SLy(C) de Fy est isomorphe a C? par les traces
de deux générateurs et de leur produit, il existe des matrices S’, T’ € SLy(C) telles que
(tr(S"), tr(T"), tr(S'T")) = (—1,—1,2z — 1). Dans ce cas, les deux matrices S’ et 7" sont de
trace —1 et donc d’ordre 3, et on a z = 1 + tr(S'T"). O

Remarque 3.4.8. Les droites L4 gintersectent trois par trois aux six points de co-
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ordonnées (z,w) = (3w’ 0) et (z,w) = (0,3w?) avec i € {0,1,2}. Les représentations
correspondantes sont exactement les représentations totalement réductibles, ou S et T

sont diagonales de valeurs propres (1,w,w?).

3.4.3 Les points fixes de I'involution &,

Nous allons décrire ici les variétés de caracteres Xguyo,1)(Z/3Z*Z/3Z) et Xguys)(Z/3Z*
Z/3Z) en tant que points fixes de I'involution ®3 de Xgy,,(c)(Z/3Z*Z/3Z). Dans cette sous-
section plutdt technique, nous prendrons des coordonnées et déterminerons des équations
qui définissent Fix(®2). Nous allons identifier les caracteéres correspondant & des représen-
tations réductibles comme un arrangement de 9 droites, et nous montrerons ensuite que
le reste des points forment une sous-variété lisse de dimension réelle 4. Nous la décrirons

ensuite en détail dans la sous-section B.4.4]

Remarque 3.4.9. Remarquons tout d’abord que les 15 points isolés de Xgp,(c) (Z)37Z
Z/3Z) proviennent de représentations totalement réductibles a valeurs dans SU(2,1) et
SU(3); ils sont donc dans Xgu(a,1)(Z/3Z x Z/3Z) N Xsy(3)(Z/3Z x Z/3Z), et donc dans
Fix(®9)

Nous nous concentrerons donc dans la suite sur les points de Fix(®2)N Xy, qui sont dans
'autre composante irréductible de Xgr, (c)(Z/3Z*Z/3Z). Rappelons que nous avons identi-
fié Xor,(0)(Z/3ZxZ/3L) A {(z, 7' ,w,w',x) € C° | 22 =Q(z, 2/, w,w')x+P(z,2/,w,w') = 0}

en considérant les traces de st, (st)~!,st7 1, ts71 et [s, ].

Remarque 3.4.10. Si (z,2/,w,w’,z) € Fix(®3) N Xy, alors 2/ = z et w' = w. Dans ce
cas, les polynomes P et ), que nous noterons désormais P(z,w) et Q(z,w), sont & valeurs

réelles. De plus, on peut écrire le discriminant de X? — Q(z,w)X + P(z,w) comme
A(z,w) = f(2) + f(w) = 2|2|w]? + 27

ot f(z) = |z|* — 8Re(z?) + 18|2|2 — 27 est la fonction décrite par Goldman dans
[Gol99] que nous avons étudié dans la section du chapitre |1} plus précisément dans la
proposition En un point de Fix(®5)N Xy, les deux racines de X2—Q(z,w) X +P(z, w)
sont les traces des images des commutateurs [s, t] et [t, s]. Puisque ces commutateurs sont
inverses I'un de l'autre, et qu’on se trouve dans Fix(®3), les deux racines sont des nombres

complexes conjugués, ce qui est équivalent a dire que A(z,w) < 0.

Proposition 3.4.11. On a :
Fix(®2) N Xo = {(z,2",w,w',z) € X | 2/ =z,0" =w, A(z,w) <0}

Démonstration. Nous allons montrer une double inclusion. La premiere inclusion est don-

née par la remarque [3.4.10]; montrons la deuxiéme.
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Soient z,w € C tels que A(z,w) < 0. Soit x une racine de X2 — Q(z,w)X + P(z,w).
Puisque A(z,w) < 0, 'autre racine du polynéme est Z. On sait que (z,Z,w,w,z) €
Xy ; on veut donc montrer que (z,z,w,w,z) € Fix(Py). Soit p € Hom(I",SL3(C)) une
représentation semi-simple qui se projette sur Xy en (z,Zz,w,w,x). Il suffit de monter

que pour tout v € T on a tr(p(y)) = tr(p(y)~1). Or, la représentation p~! admet pour

L sont semi-

image (%, 2,w,w,T) dans Xo. On en déduit que les représentations p et
simples et ont le méme caractere. Elles sont alors conjuguées et pour tout v € I' on a

tr(p(y)) = tr(p(y)~1), dou (2,%z,w,w, x) € Fix(Py). O

Notation 3.4.12. Nous considérerons désormais Fix(®3) N Xy comme {(z,w,z) € C3 |
A(z,w) <0,22—Q(z,w)x+P(z,w) = 0}. La projection sur les deux premiéres coordonnées
est un revétement double sur {(z,w) € C? | A(z,w) < 0} en dehors de la ligne de niveau

A(z,w) = 0, ou les points ont une unique pré-image.

Nous allons identifier les points correspondant aux représentations réductibles, puis
montrer qu’en dehors de ces points, les variétés de caractéres pour SU(2,1) et SU(3) sont
des variétés différentielles lisses.

Commengons par identifier les points de Xy N Fix(®2) correspondant a des représen-

tations réductibles & I’aide des coordonnées (z,w) et de la fonction A : C? — R.

Proposition 3.4.13. Soit (z,w,z) € Xo NFix(®2). Soit p € Hom(Z/3Z « Z/3Z,SL3(C))
de coordonnées (z,Z,w,w,x). Les trois assertions suivantes sont équivalentes :
1. La représentation p est réductible.
2. Il existe i,7 € {0,1,2} tels que w'z et wiw soient réels et w'z + w/w = 3.
3. Ona(z,w) #(0,0) et, au point (z,w) € C?, la différentielle réelle dA(, ) : C* — R
est nulle.

Dans ce cas, on a A(z,w) = 0.

Démonstration.

(1) & (2) C’est une conséquence immédiate de la proposition et du fait qu’on se
trouve dans Fix(®3) et donc que, en reprenant les coordonnés (z, 2/, w,w’, x) € C?,
onaz =zetw =w.

(2) = (3) Remarquons d’abord que pour tout z € C, on a f(z) = f(z) = f(wz).
La fonction A est donc invariante par conjugaison complexe et par multiplication
par w sur chacune de ses coordonnées. Il suffit donc de vérifier que si z € R et
w =3~ z, alors dA(, ;) = 0. Or A est symétrique; comme elle est aussi invariante
par conjugaison complexe sur chacune de ses coordonnées, il est suffisant de vérifier
que si z € R, alors %(z, 3 — z) =0, la nullité des dérivées partielles %, % et %
en découle par symétrie. On a :

0A

a—(z,w) = 2272 — 1222 + 187 — 2z|w|?.
z
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Lorsque z € R, on a

%ﬁ(z,w) =22(2%2 =62+ 9 — |w’)

donc %—3(2,3 —2)=0.

3) = (1) Supposons que dA(, ) = 0. On sait alors que 22 (z,w) = 0, et donc
( ) ) 82
A
0= z%—z(z,w) = (2]2)* + 18|2)* — 2|2 |w|?) — 1223

On en déduit que 23 € R. Quitte & multiplier z par une racine cubique de 1'unité,

on peut supposer que z € R. De méme, on peut supposer que w € R. On a donc :

_0A B 9 9
O—E(z,w)—Zz(z 6z+9 —w”)

0= gi(z,w) = 2w(w? — 6w + 9 — 2%)
On en déduit que z(z +w —3)(z —w —3) = 0 = w(z + w — 3)(w — z — 3).
Si w = 0, comme (z,w) # (0,0), on a z # 0 et (2 —3)2 = 0, dot1 2 = 3 et
z+ w = 3. De méme, si z = 0 on a le résultat. Finalement, si z # 0 # w, on a
(z+w—-3)(z—w—-3)=0=(2+w—3)(w— 2z — 3). En additionnant les deux
termes on obtient z + w = 3.
Finalement, on vérifie que A(z,3 — z) = 0 lorsque z € R. Si on se trouve dans le cas

donné par I’équivalence que nous venons de démontrer, on aura donc bien A(z,w) =0. O

On peut faire deux remarques sur cette proposition :

Remarque 3.4.14. Puisque A(0,0) # 0, les points critiques de A sur la ligne de niveau
A(z,w) = 0 sont exactement les points correspondant & des représentations réductibles. Un

point non lisse de la courbe A(z,w) = 0 correspond donc & une représentation réductible.

Remarque 3.4.15. Il y a exactement deux points critiques de A dans Fix(®2) qui ne
correspondent pas a des représentations réductibles : ce sont les points de coordonnées
(z,w,z) = (0,0,3w) et (z,w,z) = (0,0, 3w?). L’image des représentations correspondantes

est un sous-groupe fini d’ordre 27 de SU(3).

Montrons maintenant que les points correspondant a des représentations irréductibles

forment une variété différentielle.

Proposition 3.4.16. En dehors des points correspondant d des représentations réduc-

tibles, I’ensemble XoNFix(®2) est une sous-variété différentielle de C3 de dimension réelle

4.
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Démonstration. Rappelons que nous avons défini Xy N Fix(®3) comme :
{(z;w,2) € €| 22 = Q(z,w)x + P(z,w) = 0,A(2,w) < 0}

Qz,w) = |2|* + |w]* =3

P(z,w) = 2Re(2®) + 2Re(w?) + |2|*|w|? — 6]2|* — 6]w|* + 9.

On peut donc ré-écrire X N Fix(®2) comme :

{(z,w,2) €C® |2+ T = Q(z,w), 2T = P(z,w)}.

Considérons les fonctions fi, fo : C* — R données par fi(z,w,z) = Q(z,w) — (z + T)
et fo(z,w,x) = P(z,w) — (27), puis f = (f1, f2) : C> — R2. Avec ces notations, Xo N
Fix(®2) = f~1({0}). Nous allons montrer qu’'en dehors des points correspondant & des

représentations réductibles, f est une submersion, i.e. que df est de rang 2.

Soit (zg,wp, xg) € Xo N Fix(P3). Remarquons d’abord que

L counao) = (e 2= ("
O 20, Wo, Lo) = 75 € af_ — 20 )

donc f est toujours de rang au moins 1 et, si g ¢ R, 'application f est une submersion
en (zp,wp, o). Supposons maintenant que df(zg,wp,zp) est de rang 1. En particulier,
xzo € R. Nous voulons montrer que dans ce cas, le point (zp,wp,zo) correspond & une

représentation réductible.

On a

Zog(zo wo 950) = ‘ZOP
2N 328 + |20/ wol? — 6202)

_of _ |20
ZO%(ZOJUvaO) - 3

3%0° + |20/%wol? — 6|20/

et, comme ces deux vecteurs sont liés, on a z3 € R. De méme, w3 € R. 1l existe donc
ri,r2 € Reti,j € {0,1,2} tels que zg = wiry et wy = w’ry. D’apres la proposition

il suffit de montrer que r1 + ro = 3 pour conclure. Considérons deux cas :

Premier cas : r1 ou ro est nul. Supposons, par exemple, que ro = 0. Dans ce cas,
comme f(0,0,z0) # (0,0), on a 1 # 0. D'une part, on a 2xg = Q(z,0) = r# — 3. D’autre
part, comme zo%(zo,wo, xo) et %(zo, wo, Tp) sont liés, on a xy = 3(r; — 2). On en déduit
que 6(ry —2) =2xg =71} — 3, dott r? —6r; +9 =0 et r = 3.
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Deuzxieme cas, r1,72 # 0. On sait que les vecteurs suivants sont colinéaires :

Zog(zo wo 960) = ’20‘2 =7} !
0z Y 323 + |20/?wo[? — 6202/ ' \3r1+713 -6

wog(zo wo, Tp) = [wol? =r2 L .
ow 3wd + Jwol?|20|* — 6]wol? 2 3ro+12 —6

On en déduit que 3r; + r% —6 = 3r9 + r% — 6. Si 1 # ro, alors ce sont les deux racines
d’un polynome de la forme X? — 3X + k, d’olt 1 + 7o = 3. Si par contre r; = 75 on a,
d'une part, 229 = Q(z0,wo) = 2r} — 6 et, puisque ZO%(ZO,wO,xO) et %(zo,wo,xo) sont

colinéaires, xg = r% — 3r1 — 6. On en déduit que r; = % et 1 +1r9 = 3. O

3.4.4 Description de Xgy(o,1)(Z/37% x Z/3Z) et Xsye)(Z/3Z + L/37)

Nous allons décrire ici les variétés de caracteres Xguyo,1)(Z/3Z*Z/3Z) et Xgus)(Z/3Zx
Z/37Z). Pour le faire, nous allons regarder en détail Fix(®s), et vérifier qu’il est 'union
des deux variétés de caracteres, et que leur intersection correspond a des représentations
réductibles. Nous considérerons finalement deux tranches de Fix(®2), qui ont été étudiées
respectivement par Parker et Will dans [PW15] et par Falbel, Guilloux, Koseleff, Rouiller
et Thistlethwaite dans [FGK™16].

Considérons d’abord les 15 points isolés de Xgy,,(c)(Z/3Z * Z/3Z), qui sont tous dans
Fix(®). Ils correspondent a des représentations totalement réductibles. Comme une ma-
trice d’ordre 3 est conjuguée & une matrice dans SU(2,1) et SU(3), on a la remarque

suivante :

Remarque 3.4.17. Les points de Fix(®2) correspondant a des représentations totalement
réductibles sont dans Xgy(2,1)(Z/3Z * Z/3Z) N Xsy(3)(Z/3Z * L/ 3Z).

Il nous reste & considérer les représentations de Xy N Fix(®2). La proposition [3.3.9)
nous assure que les points correspondant a des représentations irréductibles sont dans
exactement I'une des variétés de caracteres Xgy(21)(Z/3Z*Z/3Z) et Xsus)(Z/3L*1L/3L).
En ce qui concerne les points de Xy correspondant a des représentations réductibles,
nous reprenons rapidement la preuve de la proposition [3.4.7] pour aboutir a la remarque

suivante :

Remarque 3.4.18. Les points de Fix(®2)N X correspondant a des représentations réduc-
tibles sont dans Xsy(,1)(Z/3Z*Z/3Z). Seulement certains sont dans Xgu3)(Z/3Z*Z/3Z).

Démonstration. Une représentation réductible p de caractére dans X est conjuguée a une

représentation donnée par

/g (T
Szwz<5 )etT:aﬂ( )
1 1



3.4. UN EXEMPLE DETAILLE : LE PRODUIT LIBRE Z /37 x Z/3Z 113

avec i,j € {0,1,2}, et S/, T’ € SLy(C) d’ordre 3 (et de trace —1). Comme x, € Fix(®»),
la représentation p' : Z/3Z x Z/3Z — SLy(C) donnée par p/'(s) = S et p/(t) = 1", est dans
Fix(®2) C Xgr,,(c)(Z/3Z+Z/3Z). Si p est totalement réductible, alors, d’apres la remarque
3.4.18) x, € Asu(e1)(Z/3Z * L)3Z) N Xgu3)(Z/3Z * 7/3Z). Sinon, p' est irréductible et,
d’aprés la proposition quitte a conjuguer p’, on a S', 7" € SU(2) ou SU(1,1).
Si 8/, T" € SU(2), alors S,T € SU(2,1) N SU(3). Si par contre S’, 7" € SU(1,1), alors
S, T € SU(2,1). Il nous reste uniquement & montrer que le deuxiéme cas a bien lieu. Or,
le point (4,—1,7) € Xy N Fix(®2) correspond a une représentation réductible, dont un

élément a trace 4, et donc n’est pas dans SU(3). O

En remarquant, de plus, qu’une représentation irréductible ne peut pas étre en méme

temps a valeurs dans SU(2, 1) et dans SU(3), on obtient la proposition suivante :

Proposition 3.4.19. On a
Fix(®2) = Xgu2,1)(Z/3Z + Z/37) U Xsy(3)(Z/3Z * L|3Z).

Les parties Xgu3)(Z/3Z*ZL[3L) et Xsy(2,1)(Z/3Z*Z/3ZL) sont non vides et s’intersectent

uniquement en des points correspondant a des représentations réductibles.

Finalement, nous allons tracer quelques tranches de Fix(®2), qui correspondent aux
projections sur les coordonnées (z,w), puis a se restreindre a une tranche de la forme z = zj
ouw = wy. Rappelons que la projection sur les coordonnées (z, w) est un revétement double
en dehors de la ligne de niveau A(z,w) = 0, ou les points ont une unique pré-image. Nous
tragons donc, dans un plan (z,wyp), la courbe A(z,wy) = 0, puis nous identifions les régions
contenues dans Xgyz,1)(Z/3Z x Z/3Z) et celles contenues dans Xgus)(Z/3Z * Z/3Z).

La tranche de Parker-Will

Dans leur article, [PW15], Parker et Will donnent une paramétrisation explicite des
représentations de Z/3Z = Z/3Z = (s,t) a valeurs dans SU(2,1) telles que l'image st
est un élément unipotent. Ceci correspond exactement aux représentations telles que la
trace de 'image de st est égale a 3. Elles forment une famille de représentations du
groupe fondamental de ’entrelacs de Whitehead qui contient la représentation d’holonomie
d’une uniformisation CR-sphérique de la variété. Cette représentation a pour coordonnées
(z,w,z) = (3,3, %“/ﬁ) On peut voir cette tranche dans la figure On voit trois
lobes correspondant a des représentations a valeurs dans SU(2, 1), qui s’intersectent en
un point singulier, de coordonnée z = 0, qui correspond & une représentation totalement
réductible, de coordonnées (z,w,z) = (0, 3,3). En revenant aux coordonnées (z,w,x) sur
Xo N Fix(®2), les représentations de la tranche z = 0 forment, topologiquement, trois

sphéres qui se touchent en un point.
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I L L I I I I L
-6 -4 2 4] 2 4 6 8

FIGURE 3.1 — La tranche de Parker-Will de Xsy(2,1)(Z/3Z * Z/3Z).

La tranche de Thistlethwaite

Dans la derniére section de leur article [FGK™16|, Falbel, Guilloux, Koseleff, Roullier
et Thistlethwaite donnent une paramétrisation explicite de représentations relevant les
composantes irréductibles Ry, Ry et R3 de Xgp, () (T'g), comme nous I'avons vu dans la
sous-section [3.2.2] Ils donnent aussi des conditions nécessaires et suffisantes pour que les
représentations soient a valeurs dans SU(2,1) ou SU(3) : ils donnent donc un paramétrage
de relevés des intersections de R; et Ro avec XSU(Q’l)(I‘g) et XSU(g)(I‘g). Rappelons que le

groupe fondamental du noeud de huit admet la présentation :

Ts = (g1, 92,93 | 92 = [93, 97 '], 9192 = g33)

Comme le remarquent Deraux dans [Derl4] et Parker et Will dans [PW15], si G1, G2 et
G5 sont les images de g1, g2 et g3 respectivement par une représentation qui a un caractere
dans Rg, alors (G1G2) = (G3G2)? = G5 = 1d. En posant T = (G1G2) "t et S = (G2Ga),
on a deux éléments de SL3(C) d’ordre 3 qui engendrent I'image de la représentation,
puisqu'on a G = ST,G3 = TS et Gy = (T'ST)~! = (T'ST)3. On peut donc considérer
Ry C Xsp,c)(Z/3Z * Z/3Z) : cette composante correspond a la tranche de coordonnée
w = 1, puisque T'ST est d’ordre 4 si et seulement si tr(T'ST) = tr(ST?) = tr(ST ') =
1. On peut voir cette tranche, que nous avons déja étudiée dans la sous-section [2.3.3
au chapitre 2] dans la figure 3:2] Il y a trois régions de représentations & valeurs dans
SU(2,1) et une région de représentations a valeurs dans SU(3). Elles s’intersectent en trois
points singuliers, qui correspondent a des représentations réductibles. En revenant aux
coordonnées (z, ) sur la tranche de w = 1 de Xy NFix(P2), ces régions sont les images de

quatre spheres topologiques qui s’intersectent en trois points.
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L I L I I I I I I
-3 2 -1 0 1 2 3 4 5

FiGUrE 3.2 — La tranche de Falbel, Guilloux, Koseleff, Roullier et Thistlethwaite de
Xsue)(Z/3Z xZ/3Z) U Xsy(3)(Z/3Z x Z/3Z). Elle est donnée par w = 1

Autres tranches remarquables

Finalement, pour compléter le panorama, nous allons décrire trois tranches de plus
de Xy N Fix(®3). Rappelons que, grace a la proposition une tranche de la forme
w = wp n’aura des points singuliers que si wg’ € R. D’une part, dans la figure on voit
les tranches w = 3.5 et w = 3.5 + 0, 1i. Dans chacune des deux, il y a trois régions qui
correspondent a des représentations irréductibles & valeurs dans SU(2, 1), qui s’intersectent,
dans la tranche w = 3.5 en trois points qui correspondent a des représentations réductibles.
Il n’y a aucun point correspondant a des représentations a valeurs dans SU(3).

D’autre part, dans la figure [3.4] on voit la tranche w = 1+ 0,1i : il y a trois régions
correspondant a des représentations irréductibles a valeurs dans SU(2,1) et une région

correspondant & des représentations a valeurs dans SU(3).
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6 -4 -2 0 2 4 6 8 6 4 -2 o 2 4 6 8

(a) La tranche wy = 3.5. Il y a trois (b) La tranche wy = 3.5+ 0, 1i. Le do-
points singuliers. maine est lisse.

FIGURE 3.3 — Les tranches wy = 3.5 et wg = 3.5 + 0.11.

I 1 L L L L
4 2 o 2 4 6

FIGURE 3.4 — La tranche wg = 1 + 0, 17. Le domaine est lisse.



Chapitre 4

Déformation effective d’un

domaine de Ford

4.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous allons nous intéresser a des déformations de structures CR-
sphériques sur le complémentaire de ’entrelacs de Whitehead. Dans un premier temps,
dans la section nous allons étudier le complémentaire de I'entrelacs de Withehead,
et rappeler les uniformisations CR-sphériques données par Schwartz dans [Sch07] et par
Parker et Will dans [PW15] pour appliquer le théoréeme de chirurgie On obtiendra
donc une famille infinie de chirurgies de Dehn sur le complémentaire de l'entrelacs de
Whitehead munies de structures CR-sphériques, données par certains points dans des
voisinages des représentations d’holonomie des structures de Schwartz et de Parker-Will.
Deux questions viennent alors naturellement :

— Peut-on avoir un ensemble explicite de représentations qui soient des représenta-
tions d’holonomie de structures CR-sphériques sur des chirurgies sur le complémen-
taire de I'entrelacs de Whitehead ?

— Ces structures CR-sphériques sont-elles uniformisables ?

Nous essaierons dans la suite du chapitre de répondre aux deux questions favora-
blement, en étudiant une famille de représentations paramétrée par Parker et Will dans
[PW15].

Nous prendrons comme point de départ I'uniformisation CR-sphérique du complémen-
taire de 'entrelacs de Whitehead (W LC) donnée par Parker et Will dans [PW15]. Dans
ce méme article, Parker et Will étudient un espace de déformations & deux parameétres
réels (a1, az) €] — 5, 5[* de représentations de Z/37Z = Z/3Z & valeurs dans SU(2,1), qui
donne des représentations du groupe fondamental de W LC a valeurs dans PU(2,1); la
représentation d’holonomie de I'uniformisation de Parker et Will ayant des coordonnées

(0, alzlm). Ces représentations son aussi paramétrées par la trace d’un élément particulier

117



118 CHAPITRE 4

U € SU(2,1), donné par U = p(st™!) si Z/3Z x Z./3Z = (s,t | s* = t3 = 1). Nous allons
considérer les représentations de parametre (0, ag) pour az €]0, Z[, et nous allons montrer
que lorsque [U] est loxodromique ou elliptique d’ordre > 9, la représentation de parameétre
(0, arp) est la représentation d’holonomie d’une uniformisation CR-sphérique d’une chirur-
gie de Dehn sur W LC. Cette chirurgie de Dehn sera obtenue comme la variété a l'infini
d’une variété hyperbolique complexe. En particulier, grace au théoreme du polyedre de
Poincaré, nous obtiendrons que I'image des représentations d’holonomie est discrete dans
PU(2,1).

Les représentations que nous considérons ont déja été étudiées par d’autres techniques,
notamment par Parker et Will dans [PW15] et par Parker, Wang et Xie dans [PWXI16].
Dans [PW15], Parker et Will étudient un voisinage explicite des représentations de para-
metre {0} x]—ad™, o™, et montrent que les représentations de Z/3Zx7Z /37 associées sont
fideles et discretes en étudiant un domaine de Ford et en utilisant le théoreme du polyedre
de Poincaré. Ces points correspondent a des représentations pour lesquelles I’élément [U]
est loxodromique. Nous reviendrons plus en détail sur leur construction dans la section
D’autre part, dans [PWX16], Parker, Wang et Xie étudient des groupes de triangle
(3,3,n), pour lesquels un certain élément n’est pas elliptique, en construisant un domaine
de Dirichlet et en utilisant le théoréme du polyedre de Poincaré dans H(QC pour montrer
que ces groupes sont discrets. Dans notre situation, ces groupes contiennent comme sous-
groupe d’indice 2 I'image des représentations de parametre (0, a) pour lesquelles [U] est
elliptique de type ( %, _71) avec n > 4. Le domaine de Dirichlet obtenu par Parker, Wang
et Xie coincide avec celui que nous allons obtenir en déformant le domaine de Ford de
Parker-Will, mais nous allons identifier la variété a l'infini et utiliser des techniques dif-
férentes pour montrer que la combinatoire du domaine de Dirichlet est bien celle qui est

attendue, aussi bien dans H(% que dans GOOH(%.

Dans la section nous allons reprendre rapidement les structures CR-sphériques de
Schwartz et de Parker-Will sur le complémentaire de l'entrelacs de Whitehead, et nous
appliquerons le théoréeme de chirurgie du chapitre [2| dans ces deux cas. Dans ce
chapitre, on se propose désormais d’exhiber une partie explicite de Xgu2,1)(Z/3Z * Z/3Z)
qui correspond a des holonomies de structures CR-sphériques sur des chirurgies, et de
vérifier si ces structures sont uniformisables. Nous le ferons sur une famille & un parametre,
contenue dans la paramétrisation de Parker-Will donnée dans [PW15]. Dans la section
[4:3] nous énoncerons les résultats de chirurgie et d’uniformisation et nous établirons une
stratégie de preuve. Le reste du chapitre est consacré a la preuve de ces énoncés : la section
[4-4] fixe les notations et décrit plus en détail la construction de Parker et Will ; on donnera
la preuve des énoncés dans la section en admettant des conditions techniques, que
nous montrerons dans les sections suivantes. On vérifiera ensuite les conditions sur les
faces du domaine que nous construisons : une condition de topologie des faces dans la

section [£.6] une condition de combinatoire locale dans la section [£.7] puis nous montrons
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que la combinatoire globale des intersections des faces est celle attendue dans la section

4.3

4.2 Chirurgies sur le complémentaire de ’entrelacs de Whi-
tehead

Dans cette section, nous allons nous intéresser aux structures CR-sphériques sur le
complémentaire de 'entrelacs de Whitehead et aux chirurgies sur cet entrelacs portant
une structure CR-sphérique. Nous utiliserons ici des résultats de R. Schwartz, qu’on peut
trouver dans son livre [Sch07] et de Parker et Will, donnés dans l'article [PW15].

4.2.1 Le complémentaire de I’entrelacs de Whitehead

L’entrelacs de Whitehead est ’entrelacs dont une projection est donnée dans la figure
Il a un nombre minimal de cinq croisements et deux composantes, qui sont chacune

un cercle non noué.

4w
ay

FIGURE 4.1 — L’entrelacs de Whitehead (SnapPy)

Remarque 4.2.1. Notons W l'entrelacs de Whitehead et W’ le méme entrelacs ou 1'on
a échangé les composantes. Alors W et W’ sont isotopes. En d’autres mots, les deux
composantes de I'entrelacs de Whitehead jouent le méme réle. Ce fait se verra reflété dans

la structure CR-sphérique de Parker-Will, que nous verrons plus loin.

Notation 4.2.2. Nous noterons dans la suite W LC' le complément de I'entrelacs de Whi-
tehead dans S3. Le complémentaire d'un voisinage tubulaire de I'entrelacs dans S® est
une variété compacte a deux bords toriques que nous noterons 77 et T5. Son intérieur est
homéomorphe & W LC'; nous identifierons WLC a WLC U T, U Tb.

Le groupe fondamental du complémentaire de I’entrelacs de Whitehead est donné par

la présentation :

T (WLC) = (u,v | [u,v][u,v" [u", v [ut,0])
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En changeant les générateurs par s, t vérifiant u = st et v = tst, on obtient une nouvelle

présentation, a savoir :

T (WLC) = (s,t | ts #3572t 1st35?)
Remarque 4.2.3. Cette présentation est celle fournie par SnapPy, avec t = a et s~1 = b.

Dans cette présentation, les couples longitude-méridien des sous-groupes périphériques

correspondant a 77 et To sont donnés par :

1 = 25 11?17t mi = 2571
ly = ststs 1351t mo = st

Remarque 4.2.4. Dans ce marquage, les méridiens m; correspondent aux courbes méri-

diennes de WLC dans S et les longitudes sont homologiquement triviales.

Remarquons, comme le font Parker et Will dans [PW15], qu’en imposant la relation
s3 =3 = 1, le groupe obtenu est le produit libre Z/3Z * Z/3Z ; w1 (W LC) se surjecte donc

sur ce groupe.

4.2.2 Espaces de déformations

Nous allons considérer des représentations de 71 (W LC') qui transitent par ce quotient,
le tout a conjugaison pres. Nous avons montré dans la section du chapitre que
la variété des caractéres Xg,(c)(Z/3Z * Z/3Z) a 16 composantes irréductibles, dont 15
points isolés et une composante irréductible Xy. Dans leur article [GW16], Guilloux et
Will montrent que la composante X est aussi une composante irréductible de la variété
des caracteres Xsp,c)(m1(WLC)). Nous allons donc nous restreindre a cette composante
Xo, et a son intersection avec la variété des caractéres Xgy(2,1y(%Z/3Z * Z/3Z). Ceci nous
fournit toute une composante de déformations pour les représentations de 71 (WLC) a
valeurs dans SU(2, 1), considérées a conjugaison pres.

Rappelons que cet espace peut étre paramétré par des traces. Plus précisément, si
7.)37 % 7.)37 = (s,t | s3,3), les traces de s,s~ 1 ¢,t71, st, (st)71, s 1t,st7! et du commu-
tateur [s, t| déterminent, & conjugaison pres, une représentation irréductible de Z /37«7 /37
dans SL3(C).

Dans la section 4 de son article [Will5], Will se restreint au cas de SU(2,1). On
remarque que si U € SU(2,1), alors tr(U 1) = @; on peut alors considérer uniquement
les traces de s,t, st, s~ 't et du commutateur [s, .

Lorsqu’on se restreint & SU(2,1) ou SU(3), un élément U vérifie tr(U~!) = tr(U) ; on
peut alors considérer uniquement les traces de s,t,st, s~ 1t et du commutateur [s,t]. De

plus, dans la composante Xy, les éléments s et ¢t ont pour image des elliptiques réguliers
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d’ordre 3, qui sont alors de trace nulle. Notons, pour p € Hom(Z/3Z * Z/3Z,SU(2,1)),
zp = tr(p(st)), w, = tr(p(st™1)) et x, = tr(p([s, t])). Comme nous 'avons vu dans la section
dans ces coordonnées, I'union des deux variétés de caracteéres Xguy(z,1)(Z/3Z * Z/3Z)
et Xsu(3)(Z/3Z + Z/3Z) est décrite dans X, par :

{(z,w,2) € C® |2 +7 = Q(2,w), 2T = P(z,w)}
ou

Q(z,w) = |2+ |wf* -3
et P(z,w) 2Re(2%) 4+ 2Re(w?) + |z|?|w|? — 6|2|? — 6]w|* + 9.

4.2.3 Représentations de Parker-Will

Dans leur article [PW15], Parker et Will construisent ensuite une famille de repré-
sentations p a valeurs dans SU(2,1), de sorte que p(s) et p(t) sont elliptiques d’ordre
3 et p(st) et p(ts) sont unipotents. En termes de traces, ils parametrent la tranche de
Xo N XSU(M)(Z/BZ * 7,/37) ou une des coordonnées vaut 3, & savoir une partie de l’en-
semble

{(3,w,z) € C® |,z +7T = Q(3,w), 2T = P(3,w)}.

Dans le modele de Siegel, cette famille est paramétrée par (o, az) €] — 7, 3[2, expli-
citement par :
et xrpetor—ioz 0 0 -1
p(s) = e lon/3 — et —eto1 0 |,p) = eln/3 [ g _e—im — et —ian
-1 0 0 —1 xpeto2 et

ol 1 = \/2cos(ay). Puisque p(s)3 = p(t)? =1d, on a :
p(l) = p(ts—ts™'ts™) p(m1) = p(ts™")

p(l2) = p(ststst) p(mz) = p(st)

On déduit les relations p(l1) = p(m1)? et p(la) = p(mz)? dans toute la famille de
représentations. De plus, par construction, p(msz) est unipotent pour toutes les repré-
sentations paramétrées par Parker et Will. Pour 'autre représentation périphérique, le
type de p(m1) = p(ts!) est donné par la courbe de la figure Si (a1, @) est sur la
courbe, alors p(ts~!) est parabolique, s’il est & I'intérieur, p(ts~!) est loxodromique, et
s’il est a l'extérieur, elliptique. On note ces régions L et £ respectivement. En notant
ol = arccos(\/g), la courbe a deux points de rebroussement en (0, £ai™), pour lesquels

p(ts™1) est unipotente.
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05+

05k

1.5 Co L L L L L |
15 1 0.5 0 05 1 15

FIGURE 4.2 — Courbe des unipotents dans la tranche de Parker-Will

D’autre part, Parker et Will définissent la région Z par I’équation
D(4cos?(ay),4cos?(ag)) > 0,

ot D(z,y) = 23y® — 92%y? — 27xy? + 81wy — 27z — 27. Ils montrent, & I'aide du théoreme

du polyedre de Poincaré, que I'image de p est fidele et discréte a 'intérieur de la région Z.

05+

05

15, . . . . . .
15 1 0.5 ) 05 1 15

FIGURE 4.3 — La région Z dans la tranche de Parker-Will

Remarque 4.2.5. En reprenant les coordonnées (z,w,z) pour la variété des caracteéres
Xsu(2,1)(Z/3Z * Z/3Z) que nous avons décrite précédemment, la projection sur w de la
tranche z = 3 est un revétement de degré 2, en dehors de la courbe rouge de la figure [£.4]
pour laquelle les points ont uniquement un antécédent.

Dans la paramétrisation de Parker-Will, I'application p — 2, a pour image I'union des

trois lobes dessinés dans la figure Le type de p(s~!t) est alors déterminé par le signe
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de f(z,), ot f(z) = |z|* — 8Re(2?) + 18|2|? — 27 est la fonction définie par Goldman dans
[Gol99, Théoréme 6.2.4] et que nous avons étudié dans la proposition [1.2.27] Les régions £
et L sont alors séparées par la courbe bleue de la figure qui a pour équation f(z) = 0.

kA
T

B 4 2 o 2 4 3 s 0 2 4 6 8

FIGURE 4.4 — La tranche de Parker-Will en coordonnées de traces.

4.2.4 Structures d’holonomie périphérique parabolique

Nous allons nous intéresser aux structures CR-sphériques sur le complémentaire de
I’entrelacs de Whitehead. Lorsque ces structures ont une holonomie périphérique para-
bolique, nous allons les déformer pour obtenir des structures CR-sphériques soit sur des
chirurgies de Dehn, soit sur des variétés obtenues de facon similaire, en recollant le com-
plémentaire d’un neeud torique dans un espace lenticulaire. Nous allons, dans un premier
temps, appliquer le théoréme de chirurgie[2.2:24] pour ensuite donner des bornes explicites
pour les déformations et de s’interroger sur I’'uniformisabilité de ces structures. Nous regar-
derons de pres la structure construite par Parker et Will dans [PW15] qui admet comme
holonomie la représentation p correspondant au point (0, ai™). Nous considérerons aussi
brievement la structure construite par Schwartz dans son livre [Sch07], qui correspond au

point (ad™, 0), ot o™ = arccos(%).

Structure de Parker-Will

Dans [PW15], Parker et Will étudient les groupes a lintérieur de la région Z. Ils
montrent dans ce cas, grace au théoreme du polyedre de Poincaré, qu’il s’agit de représen-
tations discretes et injectives de Z/37Zx7 /37, et qu'’il s’agit des représentations d’holonomie
pour des variétés ouvertes de dimension 4 portant une (PU(2, 1), HZ)-structure. Dans la
section 6 de l'article, ils étudient le groupe de parametre (0, ozlzim) et montrent qu’il s’agit

de la représentation d’holonomie d’une uniformisation CR-sphérique du complémentaire
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de I'entrelacs de Whitehead. Dans ce cas, ils trouvent les images de s et ¢ :

1 B s 0 0 -1
pls)= | -3 s 1 0, p(t) =10 —1 -3y s

2 2
-1 0 0 1 B4

S

5
5 1

Ils construisent ensuite un domaine de Ford invariant par I’holonomie p(msz) = p(st)
de la deuxiéme pointe. Ce domaine est un horotube (voir la figure 7 et la proposition 6.8
de [PW15]).

Remarque 4.2.6. On remarque que, pour la représentation d’holonomie de la structure

uniformisable, les traces de s,t, st, s 't et [s,t] sont respectivement (0,0, 3,3, zg), ol x¢ =

8 3i\/15.

Proposition 4.2.7. Considérons W LC muni de la structure CR-sphérique uniformisable
de Parker-Will. Il existe une involution antiholomorphe v de W LC qui échange ses deuz

pointes.

Démonstration. Considérons 'automorphisme ¢ de Z/37Z % 7 /3Z donné par

p(s) =5 p(t) =t

et la représentation p’ = p o . Puisque [s7!,#] est conjugué a [s,t]7!, le caractere x, a
pour coordonnées (0,0, 3,3, x¢) alors que x,y a pour coordonnées (0,0, 3,3,Tg). D’apres le
théoreme les représentations p et p/ sont conjuguées dans SL,,(C). Comme elles sont
irréductibles et dans SU(2, 1), elles sont alors conjuguées dans SU(2, 1). Il existe donc des

involutions antiholomorphes ¢ et n de CP? et SU(2, 1) respectivement telles que :

1. ¢ stabilise H% et OOOH%

2. Pour tous U € SU(2,1) et [Z] € CP? on a [n(U)][t(2)] = «([U][Z)).

3. n(p(s)) = p'(s) = p(s)~*

4. n(p(t)) = p'(t) = p(t)

Or Im(p) = Im(p') =T, d’ou 'ensemble de discontinuité Qr est stabilisé par ¢. L’invo-
lution ¢ induit donc une involution antiholomorphe de W LC = I'\Qr. La représentation
d’holonomie de la structure donnée par +(T'\Qr) est alors p’. Mais p/(st) = p(s~'t) =
p(t~Hp(ts~H)p(t) et p'(s~t) = p(st). L’involution 7 échange alors les holonomies périphé-

riques des deux pointes : on en déduit que ¢ échange les deux pointes de W LC'. O

En particulier, on déduit qu’il existe voisinage de la premiere pointe dont I'image par
la développante est un horotube invariant par p(m1) = p(ts~—!) . En effet, il est I'image par

¢ d’un voisinage de la deuxieme pointe, dont I'image par la développante est un horotube

invariant par p(msa) = n(p(s)"tp(m1)p(s)).
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La structure de Schwartz

Pour sa part, Schwartz avait déja étudié dans son livre [Sch07] les groupes correspon-
dant & ’axe réel dans le paramétrage de Parker et Will, en les construisant a partir de
groupes de triangle. I montre notamment que ces représentations sont discretes sur le
segment [—a™, af™] x {0}, et que la représentation correspondant & (af™,0) est la re-
présentation d’holonomie d’une uniformisation CR-sphérique du complémentaire de 1’en-
trelacs de Whitehead. D’autre part, ses résultats peuvent étre reformulés pour établir que
I'image par une développante d’un voisinage de chaque pointe est un horotube. Il décrit
aussi 'image des deux holonomies périphériques : la premiere est unipotente horizontale,
et la deuxieéme est engendrée par un élément ellipto-parabolique [P]. En effectuant le calcul
explicite de P a partir des données du chapitre 4 de [Sch07], on obtient que P conjugué
dans SU(2,1) a

1 0 -3
1o 30
0 0 1

ol § = Larccos(—%). Dans les coordonnées de Xsu(2,1)(Z/3Z x Z/3L), cette repré-
sentation se trouve au point (3, wsen), OU Weeph = 2et0 4 =20 1,09062813494126 +
0,557252430478823:¢. C’est le point d’intersection des courbes rouges et bleue de la tranche
de Parker-Will, tracée dans la figure

4.2.5 Chirurgies CR-sphériques.

On se propose désormais d’appliquer le théoreme de chirurgie a 'uniformisa-
tion de Parker-Will du complémentaire de ’entrelacs de Whitehead. Nous reprenons les
notations de la section du chapitre [2] en rapport avec les épaississements du bord
pour énoncer les résultats plus simplement. Nous notons enfin (Devg, pg) la structure CR-
sphérique sur W LC donnée par 'uniformisation de Parker-Will. Nous utiliserons I'abus
de langage qui consiste a identifier les représentations p : Z/3%Z x Z/3Z — SU(2,1) a des
représentations p : m (W LC) — PU(2,1).

Application du théoréme de chirurgie

Dans la section précédente, nous avons vu que les hypotheses du théoreme de chirurgie
[2:2.24] sont vérifiées : les images des deux holonomies périphériques sont engendrées par
les éléments unipotents p(myi) = p(st) et p(mi) = p(ts™'), et il existe s € [0,1] tel
que Devo(,Tvl[sJ[) et Devo(ﬁ[&l[) soient des horotubes invariants par po(mi) et po(ms2)

respectivement.

Remarque 4.2.8. Pour toutes les représentations de w1 (W LC') qui proviennent de repré-

sentations de Z/37Z * Z/37Z, les relations p(l1) = p(m1)? et p(l2) = p(ma)? sont vérifiées.
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L’espace paramétré par Parker et Will est donc inclus dans Ry (71 (W LC),PU(2,1)). Ces
relations sont rigides, c’est a dire qu’elles sont vérifiées dans toute la composante de la va-

riété des caracteres de W LC'. Ce fait est démontré, avec d’autres techniques, par Guilloux
et Will dans [GW16].

En appliquant le théoréme de chirurgie 2.2.24] on obtient :

Proposition 4.2.9. [l existe un voisinage ouvert Q de py dans Rq(m (W LC),PU(2,1))
tel que, pour tout p € 2, il existe une structure CR-sphérique (Dev,, p) sur WLC' et pour
1=1,2:

1. Si p(my;) est loxodromique, la structure (Dev,, p) s’étend en une structure sur la
chirurgie de Dehn de WLC' de type (—1,3) sur T;.

2. Sip(m;) est elliptique de type (2, %

sur la chirurgie de Dehn de W LC' de type (—p,n + 3p) sur T;.

), la structure (Dev,, p) s’étend en une structure

3. Sip(m;) est elliptique de type (£, L), la structure (Dev,, p) s’étend en une structure

sur le recollement de W LC' avec la variété V(p,q,n) le long de T;.

Remarque 4.2.10. Le marquage (lp,mp) du théoréme ne correspond pas au
marquage (l3,m1) que nous considérons depuis la sous-section Nous savons que
3my — 11 € ker(p) et que I'image de chaque représentation d’holonomie périphérique de T}
est engendrée par p(m1). Le marquage auquel s’appliquent les conclusions du théoréme est
alors donné par lyp = my et mg = 3my —Iy. En particulier, nlo+pmo = nmi+p(3mi—11) =

—3l1 + (n 4 3p)m;1. La relation est la méme pour ’holonomie périphérique de T5.

En particulier, dans la région paramétrée par Parker et Will, I’holonomie périphérique
de T5 reste unipotente, tandis qu’au voisinage de p, il existe des ouverts ou 1’holonomie
périphérique de 17 est loxodromique et elliptique respectivement.

On obtient donc :

Corollaire 4.2.11. [l existe une infinité de structures CR-sphériques sur la chirurgie de
Dehn de WLC de type (—1,3) sur Tj.

Remarque 4.2.12. A laide de SnapPy, on sait que la chirurgie de Dehn de W LC de type
(—1,3) sur T} est une variété avec une pointe torique de groupe fondamental (a,b | ab%)
qui n’est pas hyperbolique. La chirurgie de Dehn sur T5 de type (0,1) de cette variété est

'espace lenticulaire L(3,1).

Chirurgies de Dehn attendues

Afin d’expliciter le troisiéme point de la proposition [£.2.9)et pouvoir déterminer les chi-
rurgies de Dehn sur 7 qui admettent des structures CR-sphériques prolongeant (Dev,, p),
nous avons besoin d’identifier le type de I'élément elliptique qui apparait comme géné-

rateur de I'holonomie périphérique lors de la déformation. A l'extérieur de la courbe des
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unipotents de la région paramétrée par Parker et Will, p(my) est elliptique. On se place

2im

dans un premier temps au point p; de coordonnées (aq, ag) = (0, %”) En notant w =e5

I’élément pi(m1) est conjugué a

1 V2w -1
p(s )= —vVow 1422 —V2
-1 V2 —2u?

Les valeurs propres de cette matrice sont —w?, —w et 1, de vecteurs propres respectifs

1 1 V2

‘/1 = _\/iw ’ V2 = O ’ Vf‘) = —Ww
w? —w V2w?
De plus, ces vecteurs sont de normes ®(V;) = ®(V2) = 1 et &(V3) = —1 : le point fixe

de p(s7't) est alors [V5]. Aprés calcul, on déduit que py(mq) est de type (3, 5). Or, si

un élément elliptique régulier admet comme valeurs propres de ses vecteurs positifs e?™®

et €%7™8 les valeurs 2a — 3 et 28 — a ne s’annulent pas. Si de plus I’élément est de type

(B, 1), quitte a échanger v et fon a 2a —ff =L et 26 —a = 1. Comme £ est connexe,

par continuité des vecteurs propres et des valeurs propres des matrices, si p € £ est de

type (2, 1) avec p > ¢, alors p > 0 > q.
Puisque tr(mq) est un parametre local de la région paramétrée par Parker et Will,

il existe un ouvert autour de 3 € C de traces atteintes par tr(m;). Or nous venons de
2— —p—1

. 2p—1 . .
voir que si p(my) est dans € et sa trace est de la forme €™ 4+ €27 4 €25 avec
1>0>p> —n, alors p(my) est elliptique de type (Z, %) En changeant p en —p pour

avoir un énoncé plus lisible, on obtient la proposition suivante :

Proposition 4.2.13. [l existe § > 0 tel que pour tous les entiers p,n premiers entre
euz vérifiant 0 < p <n et & <6, il existe une déformation de la structure (Devo, po) qui
s’étend en une structure CR-sphérique sur la chirurgie de Dehn de W LC' de type (p,n—3p)

sur Ty.

Remarque 4.2.14. Sil'ouvert pour lequel la proposition [£.2.13]s’applique est assez grand,
on aura des structures CR-sphériques sur des variétés qui ont déja été étudiées. En vérifiant
sur SnapPy, on remarque que pour les parametres (p,n) = (1,4), la chirurgie obtenue
est celle du complémentaire du nceud de huit, et que la représentation correspondante
coincide avec celle de la structure de Deraux-Falbel. D’autre part, lorsque (p,n) = (1,5),
la chirurgie de Dehn obtenue est la variété m009 du recensement de Falbel, Koseleff et
Rouillier de [FKR13|, et la représentation coincide avec celle étudiée par Deraux dans
[Derl15], ou il montre qu’elle donne une uniformisation CR~sphérique de la variété m009.
On s’attend donc a ce que ces structures soient obtenues comme des chirurgies de Dehn

CR-sphériques sur la structure de Parker-Will sur W LC'. Nous le vérifierons dans la suite
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de ce chapitre.

Chirurgies sur la structure de Schwartz

On peut aussi appliquer le théoreme de chirurgie a I'uniformisation de Schwartz
de WLC que nous avons décrit brievement dans le paragraphe [£.2.4] Dans la suite de
ce texte nous ne reviendrions plus sur ce cas, et nous prendrons comme point de départ
I'uniformisation de Parker et Will.

La structure de Schwartz vérifie les hypotheses du théoréme de chirurgie [2:2:24] pour
la pointe d’holonomie périphérique unipotente ; il suffit de décrire un espace de représen-
tations pour lesquels la pointe qui n’est pas unipotente reste a holonomie périphérique
constante et ou ’holonomie périphérique unipotente de l'autre pointe devient elliptique
ou loxodromique. Ceci revient & considérer les points de Xgu2,1)(Z/3Z * Z/3Z) de coor-
données (z,wse), ou 'on prend comme point de départ les coordonnées (3, wse) de la

représentation de Schwartz que nous avons décrit dans le paragraphe

4+ 2 0 2 4 6 2.5 3 35 4 4.5 5

FIGURE 4.5 — La tranche de Schwartz, w = wsen de Xgy(2,1)(Z/3Z x Z/3Z).

Ces points correspondent a l'intérieur des lobes de la courbe rouge de la figure sur
laquelle est aussi tracée la courbe des éléments non réguliers. On constate qu’au voisinage
du point de coordonnée 3, il y a des représentations pour lesquelles ’holonomie périphé-
rique est loxodromique ou elliptique. Pour connaitre en détail le type de I'elliptique obtenu
par la déformation, I’argument de continuité donne dans le paragraphe est encore
valable : les elliptiques qui apparaissent sont donc de type (£, 1), ott p > 0 > ¢q. En appli-
quant le théoréme de chirurgie 2.2.24] et en notant psc, la représentation d’holonomie de

la structure de Schwartz sur W LC on obtient :

Proposition 4.2.15. I existe un voisinage ouvert 2 de psen, dans Ri(mi (W LC),PU(2,1))
tel que, pour tout p € §, il existe une structure CR-sphérique (Dev,, p) sur W LC, proche

de l'uniformisation de Schwartz, et telle que :
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1. Si p(my) est loxodromique, la structure (Dev,, p) s’étend en une structure sur la
chirurgie de Dehn de WLC' de type (—1,3) sur T;.

p 1
n’n

sur la chirurgie de Dehn de W LC' de type (—p,n + 3p) sur 1.

2. 8t p(my) est elliptique de type (£, ), la structure (Dev,, p) s’étend en une structure

P g
n’n

3. 8t p(my) est elliptique de type (£, L), la structure (Dev,, p) s’étend en une structure

sur le recollement de W LC' avec la variété V(p,q,n) le long de Tj.

Plus concretement, pour les chirurgies de Dehn, on obtient les deux propositions sui-

vantes :

Proposition 4.2.16. [l existe un ouvert de dimension réelle 2 qui parameétre des structures
CR-sphériques sur la chirurgie de Dehn de type (—1,3) sur Ty sur WLC, qui s’obtiennent

en déformant l'uniformisation de Schwartz.

Proposition 4.2.17. 1l existe 6 > 0 tel que pour tous les entiers p,n premiers entre eux
vérifiant 0 < p <n et £ <6, il existe une déformation de l'uniformisation de Schwartz qui
s’étend en une structure CR-sphérique sur la chirurgie de Dehn de W LC' de type (p, n—3p)

sur T7.

Le complémentaire du nceud de 8

Nous faisons finalement une série de remarques autour du constat suivant, fait par

Parker et Will dans [PW15] :

Remarque 4.2.18. Au point de coordonnées (o, o) = (0, arctan(y/7)), en posant Gy =
p(st), Ga = p((tst)®) et G3 = p(ts), on obtient la représentation py du groupe fondamental
du complémentaire du neeud de huit trouvée par Falbel dans [Fal08]. Cette représentation
est aussi la représentation d’holonomie de I'uniformisation de Deraux-Falbel, donnée dans
[DEF15).

Remarque 4.2.19. Au point de coordonnées (a1, az) = (0, arctan(y/7)), I'élément p(m;) =
p(ts™1) est un elliptique de type (_Tl, %) Si I'ouvert © donné par la proposition m
contient le point (0,arctan(/7)), la chirurgie de Dehn attendue est celle de type (1, —1)

sur T7. Il s’agit, en effet, du complémentaire du nceud de huit.

En remarquant que tst est conjugué a st~!, on obtient la proposition suivante :
Proposition 4.2.20. Soit p € Hom(Z/3Z x Z/3Z,SU(2,1)) une représentation. On a
équivalence entre :

1. p(tst) est d’ordre 4

2. tr(p(st™1)) =1

3. Xp a pour coordonnées (0,0,2,1,x) dans Xsy(21)(Z/3Z x Z/3Z) avec z,x € C
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4. En posant G1 = p(st), Ga = p((tst)?) et Gz = p(ts), on obtient une représentation
de ™1 (Mg)

Remarque 4.2.21. Dans ce cas, les coordonnées de x, sont de la forme (0,0, z2,,1,z,).
L’application [p] — 2, est un revétement d’ordre 2 sur son image, en dehors de la courbe
du bord ou les points ont un unique antécédent. On retrouve ici la paramétrisation de
la composante de la variété des caracteres de Mg donnée par Falbel, Guilloux, Koseleff,
Rouillier et Thistlethwaite dans [FGK™16] que nous avons étudiée dans la section du
chapitre

4.3 Déformation effective : Enoncés et stratégie de preuve

On se propose de donner une borne effective, au moins dans une direction, a la proposi-
tion[4.2.9] en déformant le domaine de Ford de I'uniformisation de Parker-Will. Nous allons
considérer les représentations paramétrées par Parker et Will dans [PW15] de parameétre

T T

(0, 2), ot g €] =7, T, en prenant comme point de départ ’holonomie de I'uniformisation,

qui a pour paramétre (0, ad™).

4.3.1 Structures CR-sphériques : énoncés

Notation 4.3.1. Si p est la représentation de parametre (0, az) dans la paramétrisation
de Parker et Will, nous noterons I'(ag) = Im(p) son image. Dans la suite, afin d’alléger les
notations, nous noterons souvent I pour I'(aw), le parameétre restant sous-entendu. Pour le

lim

im nous notons po, = p(ad™) et I'n, = I'(adi™) Notons enfin p,,, pour n > 4,

parametre «
la représentation p(as) telle que 8 cos?(az) = 2cos(2X) + 1.

On se propose de montrer les deux théoremes suivants :

Théoréme 4.3.2. Soit n > 4. Soit p,, la représentation de paramétre (0, ) telle que
8 cos?(az) = 2cos(2X) + 1 dans la paramétrisation de Parker-Will. Alors py est la repré-
sentation d’holonomie d’une structure CR-sphérique sur la chirurgie de Dehn du complé-

mentaire de Uentrelacs de Whitehead sur Ty de type (1,n — 3) (i.e. de pente —L<).

Théoréme 4.3.3. Soit as €]0, ™[, Soit p la représentation de paramétre (0, az) dans la
paramétrisation de Parker-Will. Alors p est la représentation d’holonomie d’une structure
CR-sphérique sur la chirurgie de Dehn du complémentaire de l’entrelacs de Whitehead sur
Ty de type (1,—3) (i.e. de pente —%)

Remarque 4.3.4. Nous donnerons une preuve du théoreme [4.3.2] pour n > 9; les tech-
niques que nous employons pour la preuve ne nous permettent pas de traiter les cingq
derniers cas. Cependant, la combinatoire globale de bissecteurs dont nous aurions besoin

pour conclure pour n > 4 est montrée par Parker, Wang et Xie dans [PWXI16], mais
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avec d’autres techniques, faisant intervenir notamment une paramétrisation d’une famille
de groupes de triangle. Le résultat sur la combinatoire globale correspond a 1’énoncé du
théoréme 4.3 de [PWX16] ; le lien entre leur notation et la notre est donnée par U = I 1[5,
St =IL1Izet T = I31,.

4.3.2 Stratégie de preuve

A Taide de 'image I's, de la représentation d’holonomie poo : 71 (W LC) — PU(2,1),
Parker et Will construisent un domaine de Ford pour l'’ensemble des classes a gauche
[A]\I'oc pour un certain élément unipotent [A], qui engendre I'image d’une des holonomies
périphériques. Cette structure a une symétrie qui échange les deux pointes, que nous avons
vue dans la proposition [£.2.7); notons U 'image de A par U'involution 7 correspondante.

Nous allons considérer les déformations de la représentation d’holonomie p données
par Parker et Will et déformer le domaine de Ford pour [U]\I' en un domaine centré en
un point fixe de [U] et invariant par [U], avec des identifications de faces donnés par des
éléments de I et avec la méme combinatoire locale que le domaine de Parker et Will. Si [U]
est elliptique, ce sera un domaine de Dirichlet, comme celui donné par Deraux et Falbel
dans [DF15] pour le complémentaire du noeud de huit. Si par contre [U] est loxodromique,
le domaine sera centré a l’extérieur de H(%.

En considérant séparément un voisinage de la pointe et le reste de la structure, nous
identifierons la structure obtenue comme une chirurgie de Dehn, comme dans le théoréme
de chirurgie

Nous allons déformer le domaine de Ford de Parker et Will. Pour le faire, nous déforme-
rons leur construction en définissant une famille & parameétre de bissecteurs (7, ki)kez - ﬁ%
invariante par I'action de [U]. On définira les 3-faces du domaine Fif C Ji& en coupant
d’une part le bissecteur j,j par les bissecteurs J, et \7,;_1 pour définir la face ]-",j et
d’autre part en coupant le bissecteur [J, par les bissecteurs jlj et j,:: 1 pour définir la
face F; . La figure donne une idée de la forme de ces 3-faces. On donnera une définition
plus précise dans la section [£.4] en méme temps que les notations que nous utiliserons dans
la suite.

Pour établir nos résultats, nous aurons besoin de vérifier trois conditions : une condition
de topologie des faces, que nous noterons (TF), une condition de combinatoire locale
des intersections, que nous noterons (CL) et une condition de combinatoire globale des
intersections, que nous noterons (CG). Plus précisément, on peut les énoncer de la fagon

suivante :

Notation 4.3.5. Nous appellerons conditions (TF), (CL) et (CG) les conditions sui-
vantes :
(TF) Les intersections de la forme F NF, et F;" N F,_, sont des disques de Giraud

bitangents. En particulier, 800.7-"; est bordée par deux cercles bitangents, qui défi-
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nissent un «bigone» et un «quadrilatérey. Il en est de méme pour les intersections
de la forme F, N F; et Fy, NFpir-

(CL) Les intersections de la forme F; ﬂf,;:_l et Fp NFy sont réduites a deux points;
celles de la forme ]-",j N F1 sont réduites a un point ; tous ces points se trouvent
dans &x,H(%.

(CG) La face Fi© intersecte J-"kiﬂ siet seulement sil € {—1,0,1}. La face F; intersecte
Fy si et seulement si [ € {—1,0,1}. Les indices sont pris modulo n lorsque [U]

est elliptique d’ordre n.

FIGURE 4.6 — Vues schématiques d’une face }',;t. La région bleue est dans OOO]HI?C ; les deux
régions rouges sont des disques de Giraud dans HZ. La région bleue est composée d’un
bigone B,:f et d’'un quadrilateére Q;ct.

Si ces trois conditions sont vérifiées, alors les faces }",f sont bien définies et bordent
un domaine dans HZ, qui est muni des mémes identifications que celui de Parker et Will
données dans [PW15]. Il en est de méme pour le bord a I'infini du domaine, qui est bordé
par les bigones et quadrilatéres de 800]-",;':. La figure donne une vue schématique de la
topologie des faces, sur laquelle nous reviendrons ultérieurement.

Dans le cas ou les trois conditions sont vérifiées, le domaine défini dans 800]1-}1(2: muni
des identifications de faces détermine une structure CR-sphérique sur W LC', qui s’étend

a la chirurgie prévue par le théoréme [£.2.9] & savoir :

1. Si [U] est loxodromique, la structure (Dev,,p) s’étend en une structure sur la
chirurgie de Dehn de W LC' de type (—1,3) sur T;.

2. Si [U] est elliptique de type (2, 1), la structure (Dev,, p) s'étend en une structure

n’n

sur la chirurgie de Dehn de W LC' de type (—p,n + 3p) sur T;.

3. Si [U] est elliptique de type (£, £), la structure (Dev,, p) s’étend en une structure

n’n
sur le recollement de W LC' avec la variété V(p, q,n) le long de T7.

Nous allons montrer les conditions (TF), (CL) et (CG) dans le cas particulier des
déformations de parametre (0, az) pour az €]0, 5[ de la paramétrisation de Parker-Will.
Ceci nous donnera les théorémes et

Nous allons commencer par fixer les notations et rappeler la combinatoire initiale
dans la section Ensuite, en supposant vraies les conditions (TF), (CL) et (CG), nous
donnerons la preuve des énoncés sur les structures CR-sphériques dans la section [£.5] Nous

allons par la suite vérifier les trois conditions, ce qui reléve d’un travail plus technique. Nous
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montrerons la condition de topologie des faces (TF) dans la section puis la condition de
combinatoire locale (CL) dans la section et finalement nous considérerons la condition
de combinatoire globale (CG) en deux temps, dans la sectionpour une stratégie globale
de preuve, puis dans les sous-sections pour le cas ou [U] est loxodromique et

pour le cas ou [U] est elliptique.

4.3.3 Résultats utilisant le théoreme du polyédre de Poincaré

On peut se demander si les structures CR-~sphériques données par les théorémes [£.3.2]
et sont uniformisables. Pour avoir un tel résultat, nous aurons besoin d’appliquer un
théoreme du polyedre de Poincaré dans H%. Nous discuterons une version de ce théoréme,
dont une preuve compléte paraitra dans le livre de Parker [Parar] dans 'annexe En
appliquant le théoreme du polyédre de Poincaré dans H% a partir du théoreme on

obtient le théoréme suivant :

Théoréme 4.3.6. Soitn > 4. Alors la chirurgie de Dehn du complémentaire de l’entrelacs
de Whitehead sur Ty de pente %73 admet une uniformisation CR-sphérique, donnée par le

groupe I'y,.

Encore une fois, notre preuve n’est valable que pour n > 9; et ’application du théoreme
du polyedre de Poincaré est essentiellement la méme que celle faite par Parker, Wang et
Xie dans [PWX16]. En reprenant les résultats de combinatoire des intersections montrés
dans [PWX16] on peut compléter la preuve pour les cinq derniers cas. Pour les parameétres
Qo € [%, alzim[, le théoreme du polyedre de Poincaré s’applique encore, et, mis a part la
condition d’étre un polyédre (ou toutes les faces sont homéomorphes a des boules), on
vérifie toutes les hypotheses lorsque ag €0, [ : on pourra voir le lemme pour plus

de détails. Ceci nous permet de conjecturer ’énoncé suivant :

Conjecture 4.3.7. Soit ay €]0,al™[. Alors le groupe I'(az) donne une uniformisation
CR-sphérique sur la chirurgie de Dehn du complémentaire de ’entrelacs de Whitehead sur

T} de pente —%.

4.4 Notations et combinatoire initiale

Avec les notations et les outils liés aux bissecteurs, aux exteurs et a certaines de leurs
intersections que nous avons étudié dans le chapitre [l nous allons décrire une déformation
du domaine de Ford construit par Parker et Will dans [PW15]. Commengons par rappeler
la combinatoire de ce domaine et par fixer des notations pour certains éléments du groupe
et des points dans CP?.
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4.4.1 Notations - points remarquables

Fixons d’abord des notations pour certains éléments du groupe et des points remar-

quables de CP? que nous allons considérer.

Notation 4.4.1 (Eléments). Dans la famille de représentations p de Z/3Zx Z/37 = (s,t)
a valeurs dans SU(2,1) paramétrée par par Parker et Will, notons S = p(s) et T = p(t).
Ce sont deux éléments elliptiques réguliers d’ordre 3.

Notons, comme le font Parker et Will, A = ST et B = TS. Ces deux éléments,
conjugués par S, sont unipotents dans leur famille de représentations, paramétrée par
(a1, 2) €]5F, 5[%. Finalement, nous notons U = ST, V = SUS™! = TS~ et W =
SVS—1 =8TS.

Notation 4.4.2 (Points fixes). Si [G] € PU(2,1) est un élément unipotent ou régulier,
nous noterons [pg] € CP? un point fixe particulier.

— Si [G] est parabolique, [pg] est son unique point fixe dans 9o Hz.

— Si [G] est elliptique régulier, [pe] est son unique point fixe dans HZ.

— Si [G] est loxodromique, [p¢] est son unique point fixe dans CP? — HZ.

Remarque 4.4.3. Lorsque [G] est unipotent ou régulier, I'application [G] — [pg] est

continue.

Ainsi, sur toute la région paramétrée par Parker et Will, on a : [pa] = |0| et [pg] =

Nous nous restreindrons, dans un premier temps, aux déformations a partir de la

structure de Parker-Will avec coordonnée vy = 0. Dans ce cas, on a :

1 V2e iz 0 0 -1
s=|ovaew 1 o |r=|o o1 —ymew
1 0 0 —1 V2 1
1 —V/2e" -1
et U= [ —v2el2  142¢%% 22 cos(as)

-1 2v/2cos(ag) 2+ 2e” %2

1 _e2ia2 _eZiaQ
Puis [py] = | ~2ei2 | [pv] = [Spu] = | etz ot [pw] = [Spv] = | Bc¥ios 4 Yeies

eQiOCQ -1 62’5062
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Notation 4.4.4. Lorsque U n’est pas unipotent, il a trois valeurs propres distinctes. Nous
noterons py; et pf; des vecteurs propres associés aux valeurs propres différentes de 1. En

notant § une racine carrée de (8 cos?(az) — 3)(8cos?(ag) +1), on a :

2(2e%e2 4 1) 2(2e%e2 1 1)
[p/U] — _ﬂeia2(2€2ia2 W 5) et [p/[/]] — _\/ieiag (262ia2 I 5)
—(8cos?(ag) +1) =6 —(8cos?(ag) +1) + 0

Remarque 4.4.5. Lorsque as > agm, I’élément U est elliptique régulier de valeurs propres
1, ef et e pour un certain 3 €]0, %[ Les vecteurs propres respectifs sont alors pU,p’U
et pf;. Dans ce cas, tr(U) = 2cos(f) + 1 et (8cos?(az) — 3)(8cos?(ag) + 1) = (tr(U) —

3)(tr(U) + 1) = —4sin?(3). On prendra alors 2isin(3) pour valeur de 4.

Remarque 4.4.6. Lorsque as < oi™, I’élément U est loxodromique de valeurs propres
1,el et e! pour un certain [ € RT. Les vecteurs propres respectifs sont alors py, Py et i
Dans ce cas, tr(U) = 2cosh(l) +1 et (8 cos?(az) — 3)(8 cos?(az) + 1) = (tr(U) — 3)(tr(U) +

1) = 4sinh?(1). On prendra alors 2sinh(l) pour valeur de 4.

4.4.2 Combinatoire de ’uniformisation de Parker-Will

Notation 4.4.7. En suivant 'article de Parker et Will [PW15], on note Z,” = B(pa, S~ 'pa),
puis, pour k € Z, on pose I,j = A’“Iar = B(pa, A¥S71p4). De méme, on note Iy =
B(pa, Spa) et I, = A*T; = B(pa, A¥Spa). Ce sont des bissecteurs fermés dans ]HT%.

Parker et Will montrent que, pour la représentation de parametre (0, agm), les bissec-
teurs I,;t bornent un polyedre infini dans H(%, localement fini et invariant par [A], qui est
muni d’identifications de faces. Son bord a I'infini est la région de 95 H2 contenant [pa] et
délimitée par les spheres GOOI: et OxZ, ; Parker et Will montrent que cette région est un
domaine de Ford invariant par [A] pour I'uniformisation CR-sphérique du complémentaire
de l'entrelacs de Whitehead.

Le domaine dans (‘3OOIHI% a quatre types de faces : des quadrilateres Q; et Q. , inclus
dans 8001,;" et 0-.Z;, respectivement, et des bigones B,j et B, , inclus dans 67001',;" et 0xoT;,

respectivement. On peut voir les incidences, combinatoirement, dans la figure [£.7]

A lpy pv Apy

FIGURE 4.7 — Combinatoire du bord du domaine de Ford pour 'y, construit par Parker
et Will. Les deux bords horizontaux s’identifient par une translation verticale.
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Ainsi, le quadrilateére Q a pour sommets [py], [A~!py], [pv] et [Apy] et le bigone By
a pour sommets [py] et [py]. Les arétes de Qf et By sont des arcs des cercles de Giraud
OooZ N 0oLty et DTy MBIy , qui contiennent respectivement {[A~1py], [pu], [pv]} et
{[Apv], [pu], [pv]}-

Remarque 4.4.8. Cette configuration donne bien un bigone et un quadrilateére puisque
les deux cercles de Giraud sont tangents en [py] et [py]. La preuve est faite en détail dans

[PW15], et nous redémontrerons ce fait quand nous déformerons ces domaines.

Nous n’utiliserons cependant pas ce domaine pour la déformation, mais son image
par l'involution ¢ que nous avons définie dans la proposition [£.:2.7] Rappelons que ¢ est
compatible avec I'involution 7 : Im(p) — Im(p) qui vérifie n(T) = T et n(S) = S~1. Ainsi,
n(A) =Uetn(B)=V.

Notation 4.4.9. Nous noterons J;° = «(Z7). Ainsi, J,7 = U*B(py,pv) et J, =
U k%(pU, pw ). Par ailleurs, nous ferons un abus de langage et nous noterons encore Qf et

B,f les images des quadrilateres et des bigones par I'involution ¢.

Les incidences et la combinatoire du bord du nouveau domaine de Ford dans 6OOH(2C
que nous considérons sont données dans la figure Le quadrilatere Qar a pour sommets
[pal, [U'pg], [pB] et [Upa] et le bigone By a pour sommets [pa] et [pg]. Les arétes de
Qar et Bar sont des arcs des cercles de Giraud 8OOJ0+ N 8oojf1 et 8ooj0+ N OxoJy > qui
contiennent respectivement {[{U1pg], [pal, [pB]} et {[Upal, [pal, [p5]}-

U

U 11’3

PB Ups
QY Qs Qi
U='pa PA Upa
k Q7 R Qy R Qr

U pp Ps Ups

FIGURE 4.8 — Combinatoire du bord du domaine de Ford apres l'involution. Les deux
bords horizontaux s’identifient par une translation verticale.

Par ailleurs, nous noterons les faces du domaine contenu dans H(QC de la fagon suivante :

Notation 4.4.10. Pour k € Z, on définit la 3-face .7-'; comme
7 ={le € ZF 14z pu)| < min(|(z, UFpw), |z, U1 pw) )}
Son bord dans J;' est alors donné par 7, N(J, UJ,_ ;). On pose aussi la face F;  comme
v = {12 € T | zpo)] < min( (= U¥p) . {2, U o))}

Son bord dans 7, est alors donné par J,, N (jk+ U jktrl).
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Remarque 4.4.11. Le bord de la face F, ,j est, a priori, 'union des deux disques de Giraud
j,:r NJ, et j,j N J,_,- Nous allons montrer, dans la section que c’est bien le cas, et

que ces deux disques sont bi-tangents a l'infini tout au long de la déformation.

On se propose de déformer le domaine de Ford de Parker-Will en un domaine avec
la méme combinatoire locale. Ce sera soit un domaine de Dirichlet, soit un domaine de
Ford centré en dehors de HZ suivant que [U] soit elliptique ou loxodromique. Désormais,
tous les points et les éléments de la représentation de Z/3Z * Z/3Z & valeurs dans SU(2, 1)
dépendent du parameétre o, que nous faisons varier.

Rappelons que les représentations de parametre as € [—ai™, oi™] ont été étudiées par
Parker et Will dans [PW15] a I'aide d’un domaine de Ford dans HZ centré au point [pa]. Ils
montrent, grace au théoréme du polyedre de Poincaré, que la représentation de Z/3Zx*Z /37
est alors fidele et discrete, et que le quotient de H% par son image est une variété. De plus,
lorsque ap = o™, ils montrent que la variété au bord est le complémentaire de 1’entrelacs
de Whitehead, comme nous venons de le décrire.

D’autre part, Parker, Wang et Xie étudient les représentations de parametre oo €
Jai™, Z[ pour lesquelles [U] est d’ordre fini > 4. Ils obtiennent ces groupes comme le sous-
groupe d’indice 2 d’un certain groupe de triangle (3,3,n) engendré par les involutions
Iy, Is, Is. Pour notre notation, on a S = Isl;, T = I3ly et U = I[115. Ils construisent un
domaine de Dirichlet dans H(% pour ces groupes, et montrent a 'aide du théoreme du
polyedre de Poincaré qu’ils sont discrets, et que le quotient de ]HI% par ces groupes est une
variété. Lorsque n > 9 , ces domaines de Dirichlet coincident avec ceux que nous allons
construire dans la suite, mais nous allons étudier la combinatoire des intersections avec
des techniques différentes, dans ’espoir que celles-ci s’adapteront aux représentations qui
ne sont pas obtenues a partir de groupes de triangle. Nous reviendrons sur ceci dans la

sous-section [4.8.5]

4.5 Déformation effective : Preuve

Nous allons supposer ici que les conditions de topologie des faces (TF), de combinatoire
(CL) et de combinatoire globale (CG) sont vérifiées , et nous allons démontrer les théorémes
et puis, en considérant le théoreme du polyedre de Poincaré, nous discuterons
le théoréme [£.3.6] et la conjecture [£.3.7] Nous montrerons ensuite les conditions dans les
sections [4.7) et [4-8| respectivement. Nous supposons donc désormais que la combinatoire

de l'incidence des faces ]-",;t, ainsi que de leurs bords a l'infini, est celle attendue lorsque
oz €]0,04™] ol I'élément [U] est loxodromique ou unipotent, et lorsque az €]ad™, 5[ et

que [U] est elliptique d’ordre fini > 9.

Notation 4.5.1. Nous dirons ici que ap est un paramétre admissible si ag €]0, ad™] ou

[ et que [U] est elliptique de type (L, =1) avec n > 9.

si ag €lod™, 2
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Remarque 4.5.2. Les parametres pour lesquels [U] est d’ordre 4,5,6,7 ou 8 conviennent
aussi pour la suite, mais notre approche avec les spheres visuelles pour gérer les intersec-
tions globales ne nous permet pas de conclure pour ces parametres. Le résultat est tout de
méme vrai ; on peut trouver une preuve dans [PWX16], ou Parker, Wang et Xie montrent,
avec d’autres techniques et faisant intervenir une paramétrisation de groupes de triangle,

que la combinatoire globale des bissecteurs jki est celle qui est attendue lorsque [U] est
1 -1

elliptique de type (-, ) avec n > 4.

Commencons par fixer des notations et rappeler le résultat d’uniformisation de Parker

et Will, qui donne une structure CR-sphérique sur W LC pour le parametre as = agm.

Notation 4.5.3. Notons Dy C H% le domaine de Ford donné par Parker et Will dans
[PW15]. 11 correspond au paramétre ap = ai™. Son bord est donné par les faces ]-"ki.
Notons aussi J,Dy C 8OOH% son bord a l'infini. Le bord de ce dernier dans 8001[-]1(% est

donné par les bigones Bki et les quadrilateres Qj.

Dans [PW15], Parker et Will montrent que les identifications des faces .7-",;& de Dy sont
données par le groupe I's, modulo laction de [U] : a l'aide du théoréme du polyedre de
Poincaré, ils montrent que dans ce cas, le groupe ' est discret et que la variété au bord,
qui est homéomorphe & W LC', est uniformisable.

On sait donc que I'so\Oso Do est homéomorphe au complémentaire de lentrelacs de
Withehead. Nous avons vu, dans la section que I'image par la développante d’un
voisinage de la pointe associée a T est un horotube pour 'action de [U]. Si on considére
uniquement un épaississement des quadrilateres et des bigones avant de faire le quotient de
Oso Do par ', on retrouve la structure pour W LC en dehors d’un voisinage de la pointe
numéro 1.

A T’aide des conditions combinatoires (CL) et (CG), nous allons établir le lemme sui-
vant, qui assure que le domaine Dy se déforme en un domaine dans H%, qui a pour bord
les faces f,;t.

Lemme 4.5.4. Si as est un paramétre admissible, alors les faces ]—",;t bordent un domaine

D(a) dans HZ, obtenu comme déformation de D.

Démonstration. Posons
Dag) = {[z] € B2 | Wk € Z: |(z,pv)| < min(|(z, Upy)l. {2, Uspw]) }

Ce sont les points de HZ qui sont «plus pres» de [py] que des orbites par [U] de [py] et
[pw]. Lorsque ag = ai™, ce domaine coincide bien avec le domaine de Ford Dy de Parker
et Will. Il est alors bordé par les faces fki qui sont sur les bissecteurs jki pour k € Z.
Lorsque az €]0, 5[ est un parametre admissible, I’élément [U] engendre un sous-groupe

discret et le domaine D(a2) a son bord inclus dans les bissecteurs jki. Or, d’apres la
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condition de combinatoire globale (CG), les bissecteurs n’intersectent que leurs voisins
dans la combinatoire locale, et ils déterminent les faces ]-",;t : ces faces forment donc le

bord du domaine D(az), qui est obtenu en déformant Dj. O

Il en est de méme pour le bord a 'infini : les quadrilateres et les bigones bordent un

domaine de 8OO]HI% qui s’obtient en déformant d,,Dy.

Lemme 4.5.5. Si as est un paramétre admissible, les bigones et quadrilatéres B,f et Qf
bornent un domaine dans OsHZ, obtenu comme déformation de OooDfy. C’est le bord a

Uinfini de D(az) ; nous le noterons 0o D(cr2).

Nous allons maintenant nous intéresser a la topologie de la variété I'(ag)\OsoD(cr2)
pour les parameétres admissibles, et nous allons montrer qu’elle correspond & celle attendue
par le théoreme de chirurgie [2.2.24] et que nous avons identifiée dans la section Pour
le faire, nous allons couper le domaine 0 D(a2) en deux morceaux : l'un «proche» des
faces, qui donnera une structure en dehors de la pointe associée a 11, et 'autre «loin» des

faces, qui donnera le tore a recoller sur le bord 77 pour obtenir une chirurgie de Dehn.

Notation 4.5.6. Notons Vy un épaississement de Uy (Q7 U B UQ; U By ) dans du Do,

et Ny son complémentaire.

Lemme 4.5.7. 57 ay est un paramétre admissible, Vy se déforme en un épaississement
V(az) de Upez(QF UBHUQy UB; ) dans OsoD(a2). Le quotient T'(az)\V(a2) est homéo-

morphe a W LC privé de la pointe associée a T .

Démonstration. D’apres les conditions de combinatoire locale et globale (CL) et (CG), les
bigones et les quadrilateres B,:f et Qf. s’'intersectent avec la méme combinatoire locale que
pour le parameétre ai™, et forment donc une surface dans BOOH(%. On peut donc considérer
un épaississement V(ag) de cette surface, qui est alors une déformation de Vy. Un domaine
fondamental dans V(ae) pour laction de ([U]) est alors donné par un épaississement de
Bar U Q(J{ U By U Qg . Les identifications des faces étant données par les mémes éléments
du groupe, la topologie du quotient I'(a)\V(ag) est la méme que celle de I'o\Vy, qui est

exactement la structure de Parker-Will sur W LC privé de la pointe associée a T7. 0

Nous allons nous concentrer maintenant a l'autre partie de la structure, qui permet
d’identifier la variété sur laquelle s’étend la structure sur W LC' privé d’une pointe par le

lemme [£.5.7 Ce sera & chaque fois la chirurgie de Dehn prévue dans la section [1.2.5]
Notation 4.5.8. Notons N(ag) = 0 D(2) — V(a2)

Les deux propositions suivantes concluent la preuve des théorémes [£.3.2] et [£.3:3] en
identifiant la topologie de la variété ([U])\ N (az), qui se recolle a la structure CR-sphérique
sur WLC donnée par ([U])\D(a2)



140 CHAPITRE 4

Proposition 4.5.9. Si ap €]0,a4™[, alors le quotient ([U])\N(aw2) est un tore plein, ot

la courbe ll_lm§ est homotopiquement triviale.

Démonstration. Le domaine O Dy est un horotube, qui est borné par les quadrilatéres Q,f

et les bigones Bki lorsque aiy = ozgm. Siag < agm, Pélément [U] est loxodromique. Dans ce

cas, N(az) devient homéomorphe a un cylindre ot la courbe [} 'm3 est homotopiquement
triviale. Cette vérification est analogue a celle que nous avons fait dans la preuve du

théoréme [2.2.24] plus précisément dans la section du chapitre 2| Si ap < F, alors

le cylindre devient une surface de genre infini, mais, par continuité, la méme courbe est

homotopiquement triviale, car elle reste dans un compact fixé. ]

Proposition 4.5.10. Soit oy €]oA™, Z[ un parameétre admissible. Alors [U] est elliptique

d’ordre n. > 9. Le quotient ([U])\N () est alors un tore plein, ot la courbe lym| > est

homotopiquement triviale.

Démonstration. Le domaine 0y Dg est un horotube, qui est bordé par les quadrilateres Q,f

lim

im_Si ap > o™ est un paramétre admissible, I’élément

et les bigones B,:f lorsque as = «
[U] est elliptique et 0 D(cr2) est un tore invariant par [U]. Comme [U] = p(mq) est de
type (%, %1), ce tore n’est pas noué, et N(«az) est un tore plein invariant par [U] ou la
courbe llm?f?’ est homotopiquement triviale. En effet, avec les notations de la remarque
4.2.10} les lacets If = m} et mg = I, 'm3 sont homotopes dans N(as) & un des deux
C-cercles invariants par [U] : le lacet I;m7 > est homotopiquement trivial dans N (az). On
en déduit que le quotient ([U])\N(az) est, lui aussi, un tore plein ot la courbe Iym} > est
homotopiquement triviale. Cette vérification est analogue a celle que nous avons fait dans

la preuve du théoréme [2:2.24] plus précisément dans la section [2.2] du chapitre [2 O

Les deux derniéres propositions concluent la preuve des théorémes [1.3.2] et £33 1l
nous reste a discuter de I'utilisation du théoréeme du polyedre de Poincaré pour H% pour
aboutir au théoréme [£.3.6) et & une partie de la conjecture [£.3.7]

&> 5| est un parametre admissible, le domaine D(az) est un polyedre
invariant par Paction de [U], et dont l'identification de faces est donnée par S et ses

Lorsque as €]

conjugués par [U]. On est dans le cadre du théoréme du polyedre de Poincaré pour Hz
que nous décrivons dans 'annexe [B] et dont une preuve paraitra dans le livre de Parker
[Parax].

En appliquant ce théoréme au domaine D(az) et les identifications de faces entre les
F ,;t dans HZ, on déduit que pour les parameétres o admissibles, le groupe I'(aw) est discret
et que la structure de la variété au bord I'(a)\D(c2) est uniformisable. Ceci montre le
théoréeme et une partie de la conjecture |4.3.

Lorsque o €]0, [, le domaine D(ag) a les mémes identifications de faces, mais les
faces ]:ki ne sont plus homéomorphes a des boules de dimension 3 : on ne se trouve donc

pas dans les conditions d’application du théoréme du polyedre de Poincaré pour H%. On
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peut tout de méme concevoir qu'un énoncé analogue s’applique, pour des domaines dont
les faces ne sont pas des boules, mais nous n’irons pas plus loin dans cette direction, en
nous limitant a énoncer la conjecture [4.3.7

Pour compléter les preuves que nous venons de donner, il nous reste a montrer les
conditions de topologie des faces (TF), combinatoire locale (CL) et combinatoire globale
(CG). La suite de ce chapitre sera donc consacrée a montrer ces trois points, qui sont
plutot techniques. En effet, ce n’est pas évident de pouvoir se ramener a un nombre fini de
vérifications pour les considérations globales, et nous aurons besoin de mettre en ceuvre

des techniques liées aux spheres visuelles décrites dans le chapitre

4.6 Topologie des faces lors de la déformation (TF)

Dans cette section, nous allons montrer la condition de topologie des faces (TF) et nous
donnerons ’essentiel des outils pour montrer la condition de combinatoire locale (CL) que
nous avons donné dans stratégie de preuve de la section Remarquons d’abord qu'’il y

a un changement de la topologie des bissecteurs lorsque ag = .

Lemme 4.6.1. Si a3 €], 5[, alors j,j et J, sont des bissecteurs métriques. Si ag = ¢,

alors j,:r et J, sont des éventails. Si ap G]O,%[, alors J,j et J, sont des cones de
Clifford.

Démonstration. D’apres la proposition [1.6.30], il suffit de considérer la signature de la

restriction de la forme hermitienne au plan engendré par py et py. Or :

— (pu,pv) = {pv.pv) = 4cos?(as) — 2
T <pUapV> = _%

Dans la base (py, py), le déterminant de la forme hermitienne vaut

2 3)° 3)° 2 2
4 cos”(ag) — 3) —\3) = 4 cos”(a)(4 cos®(ag) — 3).
Il est donc strictement positif si az € [0, §[, nul si ap = § et strictement négatif si
9 E]%, g[ O]

4.6.1 Incidence de points et bissecteurs

Commencons par vérifier I'incidence des points et des bissecteurs : ces points serviront

de sommets pour les faces qui s’appuient sur les surfaces spinales.
Lemme 4.6.2. Le point [p4] appartient aux bissecteurs j0+, jof,jjl et J.

Démonstration. 11 suffit de calculer les produits hermitiens de p4 avec py, pv, pw, U 'py

et U lpw et de vérifier qu’ils ont le méme module.
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On calcule immédiatement : (pa, py) = €292, (pa,py) = —1 et (pa, pw) = €22, De
plus, (pa,U " 'py) = (Upa,pv) = €**2 et (pa,U 'pw) = (Upa,pw) = —1. Tous ces
produits sont de module 1, ce qui suffit a conclure. O

Lemme 4.6.3. Le point [pp| appartient auz bissecteurs jOJr, jof,JlJr et J.

Démonstration. 11 suffit de calculer les produits hermitiens de pg avec py, pv, pw, Upy et
U~ lpw et de vérifier qu’ils ont le méme module.

On calcule immédiatement : (pgp,py) = 1, (pp,py) = —e 22 et (pg,pw) = 1. De
plus, (pg,Upy) =1 et (p, U 'pw) = (Upp, pw) = 1. Tous ces produits sont de module

1, ce qui suffit a conclure. O

On obtient, en translatant par U*, le corollaire suivant :

Corollaire 4.6.4. Pour k € Z on a les incidences suivantes :
— Le bissecteur j,:’ contient les points UkpA, Uk“pA, UkpB et Uk_lpB.
— Le bissecteur [J, contient les points Ukpa, U ps, Urpp et U pp.

Lemme 4.6.5. Les intersections .7,:’ NJ, et J, N .7,:;1 sont des disques de Giraud. Si

de plus as # 0, leur bord est un cercle lisse dans BOOH%.

Démonstration. On se trouve dans le cadre de la proposition pour lintersection

j,:r N J, , puisque py = Spy et pw = S?py. 11 en est de méme pour J. N j,:fH car

(puXpy ,puHpy) et de la

B R iy
py = Tpy et pw = T*py. Il suffit alors de calculer la quantité puSpy pwRpo )

comparer a % ; Pautre cas est completement analogue.

On calcule :

(pu B pv,pu K py) = —4cos®(az)(4 cos®(az) — 3)
(pr B py, pw R py) = —6cos?(az)

Le quotient est alors égal & Z(4cos?(az) — 3), qui est < 2, avec égalité si et seulement si
a9 = 0.
U

Corollaire 4.6.6. Pour toutk € Z on a :
— j,j NJ, est un disque de Giraud qui contient les points Ukpa, Ukppg et UFtpy.
— jk_ﬂj,jﬂ est un disque de Giraud qui contient les points Urpg, UF1p 4 et UM 1pp.

Remarque 4.6.7. Si az = 0 alors 2(4 cos?(ag) — 3) = 2, et les intersections J,” N7, et
T ﬂj,;:_l sont des hexagones dont on identifie les sommets opposés. Il s’agit du cas limite

de la proposition [1.6.52]; le bord de chaque hexagone est constitué de trois C-cercles.
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Nous allons rappeler la définition des faces de dimension 3 du domaine de Ford dans
]HI%, qui seront inclues dans les bissecteurs jki et que nous déformerons. Leur bord a
I'infini sera constitué de bigones et quadrilatéres, qui seront les faces bordant le domaine
OsoD(ar2) de 8OOH%. Ce domaine, muni des identifications de faces données par le groupe
I', nous donne des structures CR-sphériques sur des chirurgies de Dehn de ’entrelacs de
Whitehead.

Définition 4.6.8. Pour k € Z, on définit la 3-face .7-",: comme
Fe={lE € FF | [{z.p0)| < min(|(z, Urpw)], 1(z,UFpw) ) | -
Son bord dans 7, ,:' est alors donné par J,:r N(J, U jk__l). On pose aussi la face F;~ comme

Fi ={ld € T | {z.pv)| < min(|(z,U*py)], [{z, U 1p)) }

Son bord dans [, est alors donné par J,, N (j,:r U j,;fH).

Remarque 4.6.9. Le bord de la face ]-'lj est, a priori, 'union des deux disques de Giraud
J,:r NJ, et j,j N J,._;- Nous allons montrer, dans la section suivante, que c’est bien le

cas tout au long de la déformation, et que ces deux disques sont bi-tangents a ’infini.

4.6.2 Symétrie

Le domaine que nous nous apprétons a déformer admet une symétrie, qui échange les
faces .7:; et les faces F, . Grace a cette symétrie et a I'invariance du domaine par [U], il
suffira de vérifier la plupart des énoncés que nous donnerons pour le bissecteur .70+ ou Jy
pour les montrer pour toute la famille.

Considérons 'involution I de U(2,1) donnée par :

1 0 0
I=|—y/2e2 —1 0
~1 —V/2e7i2 1

Elle vérifie Ipy = py, Ipy = pw et Ipw = py. De plus, on a IUI = U~ ; on en déduit
que, pour tout k € Z, IU*py = IU*Ipy = U *pw, et donc que

VkeZ I1JF=J,

En particulier, I’action de [I] sur CP? échange les bissecteurs J;" et J; -

4.6.3 L’intersection F, N F_;

Commencons par étudier I'intersection dans ]I-IT%C de 3-faces de la forme F, ,j[ NF, ki+1' Nous

allons montrer que ces faces sont bi-tangentes dans 80011-11(%, et qu’elles ne s’intersectent pas
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ailleurs. Ceci montrera la condition de topologie des faces (TF) que nous avons établi dans
la section Par symétrie, il suffit d’étudier I'intersection F; N F_;. Nous utiliserons
le lemme suivant, qui détermine l'intersection &(py,pyv) N E(pw, U 1pw) pour étudier

I'intersection des bissecteurs J, et J_;.

Lemme 4.6.10. Les exteurs €(py,py) et €(pw, U tpw) forment une paire équilibrée. Il

s’intersectent en 'union d’un plan réel m et d’une droite complexe | donnés par :

21 1 0
m=< |z €CP? |21 €R,zp €iR p U |29| € CP? | 20 € iR p UX |1
1 0 0
sin(ag) -
l=| —i
—sin(ag)

Démonstration. Considérons les vecteurs

-1
f= —i@ sin(ag) | et f =
1

— O =

Ona <f7 pU> = <f7 pV> = <f/apW> = <f,a U_lpW> = 0, donc [f] est le foyer de Qz(vapV)
et [f'] est le foyer de &(pw, U 'py). Or on a :

(pu, f') = 2cos(ag)e "

(py, ') = —2cos(ag)e "2

pw,f) = (@ Sin(ag)(4e*2m2 +2) - 2671’0‘2)6*10‘2
(U lpw, f) = (isin(ag)(4e*2 4 2) 4 2¢192) 02

— _e—2ia2 <pw,f>

d’ott [f'] € &(pu,pv) et [f] € E(pw,U pw). Il s’agit donc d’une paire équilibrée.
D’apres le théoreme I'intersection des deux exteurs est donnée par une droite com-
plexe [ et un R-plan. La droite complexe est donnée par [ = [[y) s ; on vérifie aisément
qu’on a bien

L
sin(az)

L=l = | —i%
—sin(ag)

On sait que les points [f],[f'] et [pa] sont dans le R-plan m donné dans 1’énoncé.
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Comme ces points ne sont pas alignés, il y a au plus un R-plan qui les contient. Or, d’apres

le corollaire nous savons que [pa] € €(py,pv) N E(py, pw) N E(py, U pw), et donc
que [pa] appartient & &(py,py) N E(pw, U tpw). Puisque [pa] ¢ [, le R-plan m passant
par [f],[f'] et [pa] est le R-plan de 'intersection de la paire équilibrée d’exteurs. O

Pour comprendre I'intersection des faces F, et F_;, commencons par regarder la triple

intersection d’exteurs (’Eg NE&y NEZ,. Nous utiliserons de facon cruciale le lemme précédent.

Lemme 4.6.11. La triple intersection d’exteurs @arﬂQfa NEZ, est donnée par deuz cercles
topologiques, un contenu dans le R-plan mv et 'autre contenu dans la droite complexe l. La
triple intersection de bissecteurs Jot N Jy N Ty est réduite a {[pal, [pB}-

Démonstration. D’apres le corollaire nous savons que [p4] et [pp| sont dans la triple

intersection. Considérons la triple intersection des exteurs ¢ N&; N €. On a :

erne;NeZ, = Epu,pv)NEpu,pw) N Epy, U 'pw)
= E(pu,pv) N E(pu,pw) N E(pw, U 'pw)
= E(pu,pw) N (PUI)

Ou m et [ sont le plan réel et la droite complexe du lemme Regardons d’abord

I'intersection &(py, pyw) Nm avec le plan réel. Pour r, s € R, notons

T r
Qr.s = 'L\/ZS et ¢ = Z\/i
1 0

Le R-plan m est alors égal & {[pa]} U{[¢-] | 7 € R} U{[grs] | 7, s € R} . Montrons que
mNJ, ={[pal,[pB]}. Soit r,s € R. On a :

lpr,q) > = %4 2rsin(as) + 1
pw,a-))> = 72+ 2rsin(az) + 1+ 8cos*(asg)

Les points de la forme [g,] ne sont donc pas dans la triple intersection. On calcule, par

ailleurs,

o, ars)]? = 72+ 8% 4+ 14 2r(2cos(az)? — 1) +2(r — 1)ssin(az)

l{pw, QT,S>|2 (8 cos(ag)2 + 1)52 +r2 4+ 2(r — 1)ssin(ag) — 2r + 1.

2

2 = |(pv, qrs)|? si et seulement si 4 cos?(ag)r = 8 cos?(ag)s?.

On en déduit que |{(pw, ¢r.s)]|

Comme az # %7, cette condition équivaut a 252 —7 = 0. Or (gr.s,qrs) = 28>+ 2r. Si ce
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point est dans [, , alors s24+r <0et2s2—r>3s%>0, avec égalité si et seulement si

r=5=0.0nadoncmnJg, = {lpal; lpB]}-

1
Regardons maintenant l'intersection avec la droite complexe. Les vecteurs |0| et
1
[ -1 sin(ag) -
2v/2isin(ap)| forment une base de —z’@ . Posons donc, pour p € C, ¢, =
i 1 — sin(a2)
—1+pu
2v/2isin(az) | On a :
T+p
[{pu, g = dcos®(az)|pl?
[(pw, g > = 4(9 = 8cos®(az)) cos*(az).

Le point [g,] est donc dans la triple intersection si et seulement si |u|> = 9 — 8 cos?(ag).
Or (qu, qu) = 2(|p|* — 4 cos?(az) + 3), donc pour les points de la triple intersection cette
quantité est égale a 24 sin?(as). Ces points ne sont donc jamais dans HT(QC

On en déduit que la triple intersection J;," N J; N J_; est réduite a {[pal, [ps]}. O

En étudiant le tore T = €y NEZ; C CIP?, et ses intersections avec QESF et ]HT(%, nous ob-

tenons finalement la proposition suivante. La combinatoire de ces intersections est donnée

par la figure

Proposition 4.6.12. L’intersection F, N F_, est réduite a {[pal, [pB]}-

Démonstration. Nous allons étudier le tore T = €, NEZ, C (CIP’Q, et ses intersections avec
QESF et IPITQC. Nous savons, grace au lemme que TN Cig est I'union de deux cercles qui
séparent ¥ en deux parties. Nous allons montrer que T N ]HT(% est toujours du méme c6té
de ces deux cercles, mis & part aux points [pa] et [pp]; ceci permettra de conclure par un
argument de continuité.

Commencons par paramétrer le tore T. On sait que T = &(py, pw) N E(pr, U pw),
on peut donc le paramétrer, grace & la proposition [I.6.43] par

L= {[(PW —ePpy) R (U L pw — epr)] | (8, 6) € (R/27rZ)2}

Calculons plus précisément les coordonnées de ces points. On a

¢

(pw — €py) B (U pw — “py) = pw RU Lpw — e py RU pw — e “pw K py

On calcule :
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OO DRCH
RTATY HIAIY
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a2_a1‘m~091 b) ay =0,7
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FIGURE 4.9 — Les courbes des équations (4.1)) et . (en bleu), la courbe d’intersection

avec O HZ (en vert) et le rectangle d’ etude (en rouge) pour ag € {0;0.02; %;0.7; o™}
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-3
pw RU pw = V2cos(ag)e 22 | o
-3
2621‘0@
pr XU pyw = V2cos(ag)e 2192 | \/2¢ia2
—1
-1
pw Rpy = V2cos(ag)e 292 | \/2eia2
26—2ia2
Posons, pour (6, ¢) € R? /72,
3 2e2ia2 -1
v(,0) = [0 —e|V2eier | —e | (2o
3 -1 Qe 202

—3 — 2¢1(20270) | =0
— _\/i(ei(oq—e) + ei(—a2—¢))
—34+ 6—i6‘ . 261'(—2a2—¢)

Le vecteur v(6, ¢) est un multiple de (pw — e?py) B (U~ py — €®py). Ainsi, on a T =
{[v(9,9)] | (6,0) € R*/Z%}.

Afin de simplifier les calculs qui suivent, nous allons changer de variables. On pose

Lo 0t9
o 2
_ 0-9

5_?

Avec ces nouvelles variables, on a

_3¢l0 _ 261;(201275) + etd

v(0,p) = e —2v/2 cos(az — 6)
_3¢l0 _ 261’(72012+5) + e 10

Etudions maintenant lintersection de ¥ avec (‘53 . Cette intersection est donnée par
Iintersection de ¥ avec le plan réel m et la droite complexe [ données dans le lemme
4.6.10)

Commencons par regarder I'intersection avec m. Le point [v(6, ¢)] appartient au R-plan

m si et seulement si les quotients des premier et troisieme coefficients du vecteur par le
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deuxiéme sont imaginaires purs, ce qui équivaut a :
—3cos(o) —2cos(2a — §) +cos(d) =0 (4.1)

Remarquons que si az €]0, 5[, cette équation n’a pas de solutions en § si o = 0.

Regardons maintenant 'intersection avec la droite complexe [. Le point [v(6, ¢)] ap-
sin(ag)

t73

partient a la droite complexe [ si et seulement si <v, V2 > = 0, ce qui se traduit
—sin(ag)

en coordonnées par :

2i(cos(ag — 9) — sin(az)(2sin(2ae — §) — sin(6)) =0

or

(cos(ag — 0) — sin(az)(2sin(2ae — §) — sin(0))
= cos(ag) cos(d) + 2sin(az) sin(d) — 2sin(az)(sin(2az) cos(d) — cos(2a) sin(4))
= cos(az) cos(0)(1 — 4sin®(az)) + 4 cos®(as) sin(az) sin(0)
= cos(ag)(— cos(9) + 2 cos(d) cos(2a2) + 2 sin(2az) sin(9))
= cos(ag)(—cos(9) + 2 cos(2aa — 9))

Donc le point v(6, ¢) appartient a la droite complexe [ si et seulement si

2cos(2ag — 0) — cos(d) =0 (4.2)

Si ag # 0, on peut ré-écrire cette condition sous la forme

1 —2cos(2a9)

tan(d) = 2sin(2a)

En notant dg = arctan (%)7 un point de ¥ appartient a la droite complexe [

si et seulement si § = §p mod 7.

Nous prendrons désormais comme carte pour étudier T le domaine {(d,0) € R? | §y <

0 <dp+m,0 <o <2r}, et nous noterons v(c,d) la paramétrisation.

Pour étudier 'intersection de H(zc avec T, nous allons étudier la fonction

h:(0,0)— (v(o,d),v(0,0))
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On a
Oh d(ev(a,9))
hddd - 9 vle U\&,0)) o
({90'(0—7 5) Re << 90 , € U(J, 5)
_3,L'eicr _361'0 _ 2672(2(12—6) + ei5
= 2Re < 0 , —2v/2cos(ag — 6) >
_31'61'0 _3€icr . Qei(—2a2+6) + e—i5

= 6(2(sin(2ag — 0 — o) +sin(—2a9 + 0 — o)) + sin(c — §) + sin(d + o))
= —12sin(0)(2cos(2ay — §) — cos(d))

Cette dérivée partielle s’annule donc si et seulement si 6 € {dp, do+7} ou o € {0, £}
Fixons 01 €]dg, dp + 7[. On a, dans ce cas, 2 cos(2az — d1) — cos(d1) > 0.

Considérons la fonction

[-m,7m] — R

hs,
& o +— h(o,d)

On sait alors que hj (o) = %(a, 1) a le méme signe que —sin(o); la fonction hs, est
donc strictement décroissante sur [0, 7] et strictement croissante sur |7, 27]. Les valeurs de
o pour lesquelles hg, (0) < 0 forment donc un intervalle (éventuellement vide) centré en
7. Or, d’apres le lemme on sait que TN &7 HHT?C est réduit a {[pa], [pB]}, qui sont
dans le R-plan m. L’ensemble T N ]I-IT?C — {[pal, [pB]} est alors dans la méme composante
connexe de T — QEaL que intervalle des points v(7, d) pour dy < 0 < dp + 7.

Or, lorsque ap = o™, Parker et Will montrent dans [PW15] que Fo NFZ, est réduit
a {[pal, [pB]}. On sait donc, pour ce parametre as, que I'ensemble ‘IH}HT%— {lpal, [pB]} est
dans la composante connexe de ¥ — Qfg qui n’est pas contenue dans F, . Par continuité,
c’est vrai aussi pour tous les parametres as €0, 5.

On en déduit que l'intersection F; N F_; est réduite a {[pal, [pB]}- O

Remarque 4.6.13. L’intersection des bissecteurs J;, et J_; n’est pas toujours connexe.

Pour des valeurs de as proches de 0, elle a deux composantes connexes, comme montré
dans la figure [£.9d]

4.6.4 Les faces dans 0,,HZ sont bien définies

Nous allons montrer maintenant que les 2-faces dans GOOH% sont bien définies et que
les incidences locales des bissecteurs sont les mémes que celles de la structure de Parker et
Will lorsque oz €]0, 5[. Ceci montrera pratiquement la condition de combinatoire locale
(CL) que nous avons donné dans la section Nous devons montrer que chaque surface
spinale de la forme 800]:2E est découpée en un quadrilatére et un bigone de sommets dans

les orbites de [pa] et [pg] par des puissances de [U]. On prend comme point de départ,



4.6. TOPOLOGIE DES FACES LORS DE LA DEFORMATION (TF) 151

et on s’en inspire, la preuve de Parker et Will dans [PW15]. La proposition [4.6.12] donne

immédiatement le lemme suivant :

Lemme 4.6.14. Les disques de Giraud j0+ NJ, et .70+ N J_; sont tangents en [pa] et

en [pp].

FIGURE 4.10 — (Tirée de [PW15]) Les traces des bissecteurs voisins de Zg sur dxZ; , avec
des coordonnées géographiques sur la sphere (‘)OOIS” . On y voit un bigone de sommets pgp-1
et pg—17 et un quadrilatere, de sommets pgr-1, prsr, pg-17 €t psTs.

Proposition 4.6.15. Pour tout ag €0, 5[ et pour tout k € Z, les bigones B,‘: et B,
ainsi que les quadrilatéres QZ et Qy , sont bien définis. Si ag €]0, [, alors le quadrilatére

Qf est de genre 1, c’est-da-dire qu’il est difféomorphe a un tore privé d’un disque.

Démonstration. Par symétrie, il suffit de montrer que le bigone BSF et le quadrilatere Q(J{
sont bien définis tout au long de la déformation. D’apres le lemme les cercles de
Giraud Boojo+ NOsJy et 8ooj0+ N 0o J_; sont bi-tangents et séparent la surface spinale
8ooj0+ en quatre composantes, comme dans la figure tirée de [PW15] et tracée pour
le paramétre ap = od™. Les points [pa] et [pp] coupent ces cercles de Giraud en deux
arcs chacun. L’arc de aooj0+ N 0ooJy qui contient [Upy| et l'arc de 8OOJO+ N O0sJ_; qui
contient [U~'pp] bordent donc un «quadrilatére» qui a comme sommets [pal, [Upal, [p5]
et [U~1pp]. Les deux autres arcs bordent un «bigone» de sommets [p4] et [pg].

Il nous reste maintenant une vérification d’ordre topologique a faire. En effet, si as €

153
avec un point singulier (qui est le foyer du bissecteur) ; et si ap €]0, §[, alors du Jif est un

[, la surface spinale (%oJar est une sphere lisse; si az = g, alors (%oJar est une sphere

tore. Dans les deux premiers cas, les deux cercles de Giraud bi-tangents découpent 8OOJ5F
en quatre disques topologiques, mais dans le dernier cas on obtient trois disques et un
tore privé d’un disque. Une vue schématique est donnée dans les figures et Pour
identifier la composante qui devient de genre 1, il suffit de vérifier que, lorsque az = %, la

singularité se trouve a l'intérieur du quadrilatere Qg .
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Lorsque g = &, on a :

- T

1 —e's 1 1
po] = [PeF | lvl = | 26| [Upal = |—v26F | et [Ups] = | V2 7F
e's -1 ~1 -1

Le foyer de €1 = &(py, py) est alors le point

1
= |-iv2|.

-1

Les points [f], [Upa] et [U~'pp] sont alors alignés, dans la méme tranche de I'exteur
@, . Considérons I'intersection de cette droite complexe avec Ooo HZ. C'est le C-cercle {[gq] |
6 € [0,27]}, ou

1
qe frd \/§€i0
-1
On a
(pu,a0) = (pvrge) = —1— @8 4 ei5
— —¢eiF — i0-F)
= =2 cos(I + Q)el(%JFg)
4 2
On a donc :

p0,40)” = oy a0 = o2+ 9) = 2(1 + 5in(0))

On a, d’autre part,

1 -1
On calcule alors
pw,qo)]? = |2+ 2¢"075) 4 ¢0+5)2
= 6v3cos(f) + 2sin(0) + 11
U 'pw, o) = |—2+ €075 426052

= —6v/3cos(f) + 2sin(6) 4 11

On en déduit que [go] € J" si et seulement si 6 € [%, 2T U [4F, LLT]. Or Upy = Gax
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U=lpp = qux et f = qa= d’ott [f] se trouve & 'intérieur de Qg . O

FIGURE 4.11 — Vues schématiques d’une face }"l;t. La région bleue est dans 8OOH(2C; les
deux régions rouges sont des disques de Giraud dans HZ. La région bleue est composée
d’un bigone B/I:CIE et d'un quadrilatere Qf.

FIGURE 4.12 — Vues schématiques d’une face ]-"k pour as €]0, Z[. La région bleue est dans
(‘?OO]HIC ; les deux régions rouges sont des disques de Giraud dans H2 Cette fois, le bord a
I'infini de la face est sur un tore, et on a un point singulier dans ]HI(% qui n’apparait pas
dans la figure. Le quadrilatere Qf a maintenant une anse.

4.7 Combinatoire locale (CL)

En rassemblant les résultats de la section précédente, nous pouvons désormais montrer
la condition de combinatoire locale (CL) que nous avons donnée dans la section Nous
allons montrer que la combinatoire locale des faces reste constante le long de la défor-
mation. Plus précisément, on a les deux propositions suivantes. La premiere concerne les
faces de dimension trois .7-",;'[ C H% ; la deuxiéme leur bord a l'infini constitué des bigones

et des quadrilateres dans 80011-11(%.
Proposition 4.7.1. On a les intersections suivantes des 3-faces :
1. Ff intersecte Fy et F_, le long de disques de Giraud.
2. Fy intersecte F et Fi le long de disques de Giraud.
3. Ff NF est réduit a {[pp], [Upa]}
4. Fy NFZ, est réduit a {[pg], [pal}

Démonstration. Les deux premiers points sont donnés par le lemme Le troisieme et

le quatriéme sont symétriques, et donnés par la proposition [£.6.12} O

En considérant le bord a 'infini, la proposition suivante en découle :
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Proposition 4.7.2. Les faces Q(T et Bar intersectent les faces contenues dans Jy , J_;,
jfl et J1+ exactement comme dans la figure . A savoir :

1. Bg intersecte Qy et Q—; en deuz arcs de son bord.

2. Qg intersecte Qg , By, Q_, et BZ, en les quatre arcs de son bord.

3. L’intersection de By et de Qf avec BT, et Qt est réduite a {[U~'pg], [pa]}-
4. Lintersection de By et de Qf avec Bf et Qf est réduite a {[pg], [Upal}

Par symétrie, on obtient la combinatoire locale pour les faces contenues dans J; :

Proposition 4.7.3. Les faces Qy et By intersectent les faces contenues dans J3, J;,

J_, et J| exactement comme dans la figure . A savoir :
1. By intersecte QF et Q7 en deux arcs de son bord.
2. @ intersecte QJ ., B, f et Bf en les quatre arcs de son bord.
3. L’intersection de By et de Qy avec BZ, et Q_; est réduite a {[pal, [pB]}-
4. L’intersection de By et de Q, avec By et Qi est réduite a {{Upa),[Ups]}

4.8 Combinatoire globale (CG)

Finalement, il nous reste a vérifier la condition de combinatoire globale (CG) de la
stratégie de preuve de la section [£.3] Ce point s’avére bien plus technique que les deux
autres : nous utiliserons ici des projections sur des sphéres visuelles pour le montrer.

Commencons par fixer une stratégie de preuve de la condition (CG).

4.8.1 Stratégie

On se propose de montrer que, lors de la déformation, si [U] est loxodromique ou de
type (%, _71) avec n > 9, alors les intersections des faces f,:r et F. et leurs bords a I'infini
sont exactement celles décrites par la combinatoire locale. Comme le domaine est invariant
par [U] et que nous avons décrit la combinatoire des intersections de faces .7-'2[ ainsi que
de BSE et Q(jf avec les faces contenues dans les bissecteurs voisins, il suffira de montrer les

deux propositions suivantes pour avoir la combinatoire globale des intersections des faces.

Proposition 4.8.1. Si [U] est lozodromique, alors
— Jo" intersecte j,:r si et seulement si k € {—1,0,1}.
— Jy intersecte J, si et seulement si k € {—1,0,1}.
— Jy intersecte J, si et seulement si k € {—1,0,1}. De plus, J;" N T, = {[Upal}
et Iy NI = {[U " psl}.

Proposition 4.8.2. Si [U] est elliptique d’ordre > 9, alors

— j0+ intersecte j,j st et seulement si k = —1,0,1 mod n.
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— Jy intersecte J, si et seulement si k= —1,0,1 mod n.
— j0+ intersecte [, si et seulement si k = —1,0,1 mod n. De plus, j0+ NnNJ, =
{{Upal} et To" nT= = {[U"pBl}.

Pour montrer ces deux propositions, nous allons projeter les bissecteurs Jki sur la
sphere visuelle de [py]. On obtiendra alors une famille de disques invariante par 'action
de [U] sur la sphere visuelle. Pour le cas ou [U] est loxodromique, cette projection suffira
pour montrer la proposition m Dans le cas ou [U] est elliptique, il nous faudra raffiner
I’argument avant de finir la preuve de la proposition

Rappelons que dans [PW15], Parker, Wang et Xie donnent une preuve de la proposition
pour n > 4. La correspondance avec leurs notations est donnée par J,j = B_g et
J,, = B_ap—1. Nous allons tout de méme donner une preuve de la proposition mais
qui utilise des outils différents, qui pourraient étre appliqués en dehors des représenta-
tions provenant de groupes de triangle. Nos méthodes ne nous permettront pas cependant

d’atteindre les cas n = 4,5,6, 7,8, qui sont traités par Parker, Wang et Xie.

4.8.2 Premiéres données

Commencons par établir quelques résultats sur la projection des bissecteurs jki sur
la sphere visuelle Ly, ) de [pr]. Nous allons identifier ces projections comme des disques
dont les bords passent par des points connus. Rappelons que nous avons étudié les spheres
visuelles de points de CP? dans la section du chapitre|ll D’abord, établissons un critere

de tangence d’une droite complexe a une surface spinale.

Lemme 4.8.3 (Critére de tangence). Soient p,q € C3 — {0} tels que (p,p) = (q,q) # 0 et
(p,q) € R—{0}. Soit [r] € &(p,q). Alors la droite complexe Iy, (,) est tangente ¢ &(p, q)

en [r] si et seulement s’il existe € € {£1} tel que :

Démonstration. Nous allons montrer que [f, [, intersecte &(p,q) uniquement en [r] si et
seulement si on se trouve dans les conditions de I'énoncé. Un autre point de [, ;)N S(p,q)

est de la forme [p + Ar] avec A € C, et vérifie :

(p+Ar,p+Ar)y=0

[, 0+ Ar)* = (g, p+ Ar)?

En développant et en utilisant que (r,r) = 0 et que (p,p) = (¢,q) € R et que |{p,r)| =
|(g, )|, on obtient :
(p,p) + 2Re(A(p,7)) =0 (4.4)
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(p,p)Re(A(p, 7)) = Re(X(g, p){(q, 7)) (4.5)

En remplagant Re(A(p, 7)) dans la deuxiéme équation et en remarquant que (g,p) € R —
{0}, on a :

~ 5.5 = Re(A(p. 7)) (16)
2
—% <Z]Z> = Re(X{q, 7)) (4.7)

On retrouve deux équations de droites réelles dans C pour \. L’intersection de ces droites
est vide si et seulement s’il s’agit de deux droites distinctes et paralleles. Comme |(p,r)| =

(g, )], ceci est équivalent & I'existence de e € {£1} tel que (p,r) = €(q,7) et que —3(p, p) #
2 .
e(—=3%25), ie. (a.p) # e(p.p).

O]

Lemme 4.8.4. Pour as # +ad™, +3, les droites complexes Ly, ) vpa] € Upy)[u-1ps] SO

tangentes a la sphére S(py,py) respectivement en [Upa] et [U~'pg].

Démonstration. D’apres les lemmes et on sait que [Upa] et [U~'pp] appar-
tiennent a &(py, py). De plus, on a :

3
(pu, pu) = (pv,pv) = dcos’(az) — 5
(pv,Upa) = (pv,Upa) = e 22
(pur,U™'p) = (pv,U 'pp) = 1
3
et (pv,pu) = —3
D’apreés le lemme [£.8:3] on a bien les tangences de I’énoncé. O

Puisque, grace a la proposition [1.6.33] on sait que la projection d’un bissecteur de la

forme B(p, q) sur la sphere visuelle L, est un disque, on déduit le corollaire suivant :

Corollaire 4.8.5. W[pU](j0+) est un disque dont le bord passe par i, (lp,)[wpa)) €t
lpu) (Ufpu)[U=1p5])-

Notation 4.8.6. Nous noterons ces disques Df:, de sorte que D,jf = W[pU](joi).

Rappelons aussi qu’on dispose d’une symétrie associée a I'involution I € U(2,1) donnée
par :
1 0 0
I = [ —\/2¢t2 -1 0
—1 —V/2e72 1

Comme nous 'avons discuté dans la section elle vérifie Ipy = py, Ipy = pw et
Ipw = py. L'action de [I] sur CP? fixe [py] et échange les bissecteurs J;" et J;
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4.8.3 La carte ¢y ,» de Ly,,).

Nous allons nous placer dans la carte wp/U o de Ly, pour identifier les intersections

des disques D,jf et en déduire la combinatoire globale des intersections des bissecteurs jki.

Notation 4.8.7. Afin d’alléger les notations, pour [q] € CP? — {[py]} nous noterons

désormais 1(q) pour ¥y b (lpy),(q))-

Remarque 4.8.8. L’image par ¢ de plusieurs points est simple a calculer. En effet, on
a:

— Y(py) = oo et P(pyy) =0

— Y(pp) =1

_ —(8cos?(ag)+1)+6 __ tr(U)+1—6
— p(pa) = ZEXTle Y _ A4

Les éléments U et I de U(2,1) fixent py et agissent donc naturellement sur Ly, de
facon projective. Nous allons identifier maintenant ces deux actions dans la carte 1/1p/U ol
Commencgons par U :

Remarque 4.8.9. L’action de U sur CP? fixe [py], [py] et [pfi]. Elle agit donc sur L, |
en fixant ¥(py;) et ¥(pf;). Dans la carte wp/U o Paction est donc donnée soit par une
rotation, soit par une homothétie de centre 0. Nous détaillerons plus loin 'angle et la

raison respectifs.
Regardons maintenant l’action de I.
Lemme 4.8.10. L’action de I sur Ly, est donnée, dans la carte wi’b#"&’ par z — %

Démonstration. L’involution I vérifie Ipj; = pf;, Ip{; = pyy et Ipp = pp. Comme ¢ (py;) =
o0, Y(pfy) = 0 et ¢(pp) = 1, involution I agit sur la carte wpb py, bar une application

projective qui fixe 1 et qui échange 0 et oco. Il s’agit donc de z — % O

4.8.4 Le co6té loxodromique

Dans cette sous-section, nous allons étudier le cas ou [U] est loxodromique. Nous allons
étudier la position relative des disques D/,:ClE dans Ly}, ce qui suffira pour déterminer la
combinatoire globale des intersections des bissecteurs jki. Nous montrerons que ces disques
sont disposés comme dans la figure

On s’intéresse ici aux parametres ag €], ald™[. Grace & la remarque NOUS Savons
que pour un tel oo, Pélément U est loxodromique et a pour valeurs propres 1, e et e~!. La
longueur ! €0, argch(%)[ sert alors aussi de parametre pour la déformation. Elle est reliée
a a9 par la relation :

2cosh(l) + 1 = tr(U) = 8 cos®(ap)
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FIGURE 4.13 — Les disques D;° (en bleu) pour ag = 0.91.

Dans ce cas, rappelons aussi que, en posant § = 2sinh(l), on a :

2(2e%e2 4 1) 2(2e%e2 4 1)
] = | —V2ei 2 (2202 + 14 6)| et [pf] = | —V2ei2 (2222 41 - §)
—(8cos?(ag) +1) =6 —(8cos?(ag) + 1)+ 6

Remarque 4.8.11. Dans le ¢6té loxodromique, [p};], [pf;] € OscHZ, et [pu], [}/, [p};] sont

sur un triangle autopolaire. On calcule les produits hermitiens suivants :

(pv,pU) = (00 P0) = O
(pu,pu) = cosh(l) -1
(puspp) = (pu,pg) = 0
(P ply) = —16sinh*(l)
Remarque 4.8.12. Dans le cas ou U est loxodromique, on a ¥(pa) = ggg;ﬁ;g = }ij =

€7l.

Remarque 4.8.13. L’action de U sur Ly, fixe [, et l[pu],[p’,}]' Dans la carte wpbapﬁ’

[py]
comme Upj; = e'p}; et Up}; = e'pf;, I'action de U est donc une homothétie de centre 0 et

raison e : elle est donnée par z — e%z.

Remarque 4.8.14. Puisque ¢(pp) = 1, ¢(pa) = e~! et que U agit par une homothétie

2

de raison e, on déduit que pour tout k € Z, on a

Y(Upp) = e et p(UFpa) = P11
On peut déduire des actions de U et de I un résultat sur les intersections :

Proposition 4.8.15. Les disques D§ et Dy sont tangents au point o] Upu]Upal)-

Les disques Dy et D—; sont tangents au point Tpw] Upol,[U-1ps])-
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Démonstration. Rappelons que D(T est un disque dont le bord passe par (U !pg) et
¥(Upa), et que D] un disque dont le bord passe par ¥(U%pp) et 9(Upa). Soit § 'angle
en ¢(Upy) entre 8D(J{ et la droite réelle. Comme l’application z — % est conforme, et
qu’elle échange Dar et Dy, I'angle entre 0D, et la droite réelle en 9 (p4) = m est
aussi égal a 0. Or, puisque D| est obtenu a partir de D, par une homothétie de raison
e Pangle entre la droite réelle et D] en ¥)(Upa) est égal & 6. Comme OD; et 8D6r
intersectent la droite réelle en )(Up,) avec le méme angle, ils sont tangents.

La preuve de 'autre tangence est complétement analogue. O

Corollaire 4.8.16. Les bissecteurs J,~ et J; sont tangents en [Upa.

Les bissecteurs j0+ et J—, sont tangents en [U~1pg].

Démonstration. Grace a la proposition précédente, nous savons que l'intersection de \70+
et J| est contenue dans la droite l[pu],[Up Al D’apres le lemme |4.6.14, cette droite est

tangente & O J;" en [Upa] : I'intersection contient donc exactement un point. O

La proposition suivante est le résultat clé pour déterminer la position relative des
disques DZ,E. On va montrer que chaque disque se trouve dans une certaine couronne cen-
trée en 0 dont nous expliciterons les rayons; nous verrons ensuite que ces couronnes sont
obtenues les unes a partir des autres par des homothéties de centre 0. Une des couronnes
que nous considérons est dessinée sur la figure Les bornes effectives que nous don-
nons dans la proposition suivante suffiront pour déterminer la combinatoire globale des

intersections des disques D,:f et des bissecteurs Jki.

Proposition 4.8.17. Le disque Da' est dans inclus dans la couronne de centre 0 et rayons
=5 37
e2" ete2".

, . =5 3 .
Démonstration. Nous allons montrer que les cercles de rayons e Uet e2! n’intersectent

pas le disque DJ . Ceci revient & montrer que, si # € R, alors aucun point d’image e?’e?

ou et

3 par @bpb i n’est dans le bissecteur B(py, py).

Commencons par le premier cas. Le deuxiéme est completement analogue ; nous ferons
une remarque au cours du calcul pour le vérifier. On veut montrer qu’aucun point de la
forme qp ,, = p’[']+e%leigp’[]+upU, ou 6 € Ret u € C, n’est dans le bissecteur B(py, py). On
raisonne par I’absurde, et on suppose qu'il existe un point de la forme gy, dans B(py, pv).

On a deux conditions pour que gy, soit dans B(py,py) :
L. (qou,q0,u) <0

2. [{qo,us p)| = a0, pv)|

Elles se traduisent par :

L 2Re(e? e {pff, piy) + | (o, po) < 0

3l _
2. |ullpu, pu)| = [ pv) + €2 e (ply, pv) + Elpu. pv)]
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D’apres les calculs ci-dessus, et en posant hi = (py;, pv) et ha = (p{;, pv) pour simplifier

les notations, les conditions deviennent :

1 |u]? < 26%%?)2_(? cos(f) = 326%(C08h(l) + 1) cos(6)

2. (cosh(l) — 1)|u| = [ha + € ehy — 3]

Faisons quelques calculs pour mieux expliciter la deuxiéme condition. Elle implique,

par l'inégalité triangulaire, que :
3 3
(cosh(l) — D) > [ha + ¥ | —
On en déduit que :

1 .
(cosh(l) + Il = |z + e el

D’apres la condition 1, on en déduit que :
» 1
|ho + e%le“ghl|2 < 326%[((308}1([) + 5)2(cosh(l) + 1) cos(6)
Cette équation peut se ré-écrire sous la forme suivante :
, l
|ha + e%elehﬂ2 < 166%(2 cosh(l) +1)? COSh2(§) cos(6). (4.8)
Le c6té gauche de I'inégalité s’écrit alors sous la forme :

Iho|? + 2¢ 2 Re(e®hifa) + €% |hy|? (4.9)

Calculons ces termes. On a :

hy = (py,pv) = (2sinh(l)+3+2i Sin(2a2))(62i6¥2 +1)
= 2cos(ag)e’2(2sinh(l) + 3 + 2isin(2az))
hy = (P, pv) = (—2sinh(l) + 3 + 2isin(2a2))(e**2 + 1)

= 2cos(az)e™?(—2sinh(l) + 3 + 2isin(20s))

On en déduit aisément, en remplacant sin(2az)? par 4cos?(az)(1 — cos?(ag)) puis

cos®(arg) par % (2cosh(l) + 1), que :

hi2 = 12(3%(2 cosh(l) + 1) cosh(%)
l
hol? = 1263 (2cosh(l) + 1) cosh(i)

l
|hillhe| = 12(2cosh(l)+1)cosh(§)
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De plus,
hihg = 2(2cosh(l) + 1)((5 — 2 cosh(l))(cosh(l) + 1) — 4i sin(2az) sinh(l)) (4.10)

On en déduit alors que

2Re(e?hihy) = 4(2cosh(l) + 1)
X ((5 —2cosh(l))(cosh(l) 4+ 1) cos(#) + 4 sin(2a) sinh(l) sin(d))
= 8(2cosh(l) +1) cosh(é)

l l

X ((5 —2cosh(l)) cosh(g) cos(0) + 4sin(2az) sinh(i) sin(0))

5o s oz . N AN . . . 1y 3L

L’inégalité 1) devient, apres une premiére simplification par 4(2 cosh(l)+1) cosh(z)e2 :
l l

372 + 3¢ 4 2((5 — 2 cosh(l)) cosh(i) cos(#) + 4sin(2aq) sinh(i) sin(#))
l

< 4(2cosh(l) + 1) cosh(i) cos(0)

On remarque que, en mettant —%l a la place de 37[, on obtient exactement la méme

inégalité. En passant les termes en 6 du coté droit, on a :
l l
3¢ 4+ 3e?! < 6(2cosh(l) — 1) cosh(i) cos(f) — 8sin(2aw) sinh(i) sin(6) (4.11)

Le coté droit est de la forme acos() + bsin(f). Sa valeur maximale est va? + b2. En

particulier, on a :

(3e72 + 3¢?)% < 36(2cosh(l) — 1)2 coshZ(é) + 64 sin?(200) sinhz(%) (4.12)

En remplagant sin(2as)? par son expression en termes de cosh(l) on voit que le coté

droit, une fois linéarisé, est égal a 16 cosh(3[) + 16 cosh(2l) — 16 cosh(l) 4+ 20. On en déduit

que

36 cosh(21)? < 16 cosh(31) + 16 cosh(21) — 16 cosh(l) + 20 (4.13)

En linéarisant le c6té gauche et en divisant par 2, on obtient alors :

9 cosh(4l) 4+ 8 cosh(l) < 8 cosh(3l) + 8 cosh(2) + 1 (4.14)

8 cosh(4l) 4+ 8 cosh(l) + cosh(4l) < 8cosh(3l) + 8 cosh(2) + 1 (4.15)
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Comme la fonction cosh est convexe, on a :

8 cosh(4l) 4+ 8 cosh(l) > 8 cosh(3l) + 8 cosh(2]) (4.16)

et d’autre part, cosh(4l) > 1, ce qui aboutit & une contradiction.

Comme D; est I'image de Dar par z — %, on a le corollaire suivant :

Corollaire 4.8.18. Le disque Dy, est inclus dans la couronne ouverte de centre 0 et rayons

=3l 5L
e 2 ete2

Proposition 4.8.19. Les disques Dki s’intersectent de la facon suivante :
1. Dy intersecte D;" si et seulement si k € {—1,0,1}.
2. Dy intersecte D, si et seulement si k € {—1,0,1}.

3. DE)F intersecte D si et seulement si k € {—1,0,1}. De plus, Dar est tangent a Dy
et Dér.

Démonstration. Par une récurrence immédiate, on sait que le disque D,j est inclus dans

31 5l . — .
S et €2K1=7 et que le disque D, est inclus dans la

la couronne ouverte de rayons e
couronne ouverte de rayons 2K+ ot 2K=F g |k| > 0, les disques D; et Dar se trouvent
alors dans des couronnes disjointes. Il en est de méme pour les disques D, et Dy, ainsi
que pour D, et Dg . Il nous reste donc a prouver que les intersections annoncées ont bien
lieu. Or d’aprés la proposition [£.8:1] on sait que

— j0+ intersecte j1+ et jfl

— Jp intersecte J; et J_;

— J" intersecte J;
ce qui montre les incidences. Finalement, d’apres la proposition on sait que Dar est
tangent & D et Dy . O

A Taide de la projection que nous venons de décrire, on obtient la proposition m
Rappelons son énoncé :
Proposition 4.8.20. Si U est loxodromique, alors

1. j0+ intersecte j,j si et seulement si k € {—1,0,1}.

2. J, intersecte J, si et seulement si k € {—1,0,1}.

3. Jy" intersecte J si et seulement si k € {—1,0,1}. De plus, J;" N J; = {[{Upal}
et Jo" NI ={[U""psl}.
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4.8.5 Le coté elliptique

Nous étudierons maintenant le cas ou [U] est elliptique. Comme dans le cas loxodro-
mique, nous allons déterminer la position relative des disques Di, qui seront obtenus
cette fois les uns par rapport aux autres par des rotations. Des exemples de la position
relative des disques D,f sont donnés dans les figures et Cependant, dans ce cas
il nous faudra raffiner légerement I'argument et considérer la sphére visuelle réelle pour
déterminer la combinatoire globale des intersections des bissecteurs jki. On s’intéresse ici
aux parametres ap €ad™, 5[ Grace a la remarque nous savons que pour un tel ag,
’élément U est elliptique et a pour valeurs propres 1,e”? et e, L’angle €]0, 2{[ sert

alors aussi de parameétre pour la déformation. Il est relié a as par la relation :
2cos(f) +1 = tr(U) = 8cos?(az)

Dans ce cas, rappelons aussi que, en posant 0 = 2sin(/3), on a :

2(2e%92 4 1) 2(2¢%92 4 1)
[p/U] = | —/2¢i2 (282““2 +149)| et [p/(/]] = —\/iei”(%%o‘? +1-9)
—(8cos?(ag) +1) =4 —(8cos?(ag) + 1)+ 4

FIGURE 4.14 — Projection des bissecteurs sur Ly, pour az = 0,915.

Faisons maintenant quelques remarques sur les actions sur Ly, 1 et les images de cer-

tains points dans la carte .

tr(U)41-6 _ 14e—if
tr(U)+146 — 1+ef

Remarque 4.8.21. Dans le cas ou U est elliptique, on a 1(pa) =
e b,

Remarque 4.8.22. L’action de U sur Ly, fixe [, et lpy),[py)- Dans la carte ¥, 0,

[py]
comme Up}; = ePpl; et Up}; = e #pl;, I'action de U est une rotation de centre 0 et

d’angle 23 ; elle est donnée par z — €2z,
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FIGURE 4.15 — Projection sur la sphere visuelle pour n = 8,9, 10 et 20.
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Remarque 4.8.23. Puisque 1 (pg) = 1, ¥(pa) = e % et que U agit par une rotation
d’angle 23, on déduit que pour tout k € Z, on a

,l/}(UkpB) — eZikﬁ et w(UkpA) — e(2]€71)’i,5.
On peut déduire des actions de U et de I un résultat sur les intersections :

Proposition 4.8.24. Les disques Dj et Dy sont tangents au point Tipo] Upo] [Upal)-
Les disques Dy et D~ sont tangents au point o] Upol[u-1ps])-

Démonstration. Rappelons que D(T est un disque dont le bord passe par (U 'pg) et
Y(Upa), et que D] un disque dont le bord passe par ¥(U?pp) et Y(Upa). Soit 6 I'angle
en ¢(Upy) entre 8D+ et le cercle unité. Comme ’application z — = est conforme et qu’elle

échange D0 et Dy, 'angle entre 0D et le cercle unité en ¥ (p A) j est aussi égal

w(Up
a 0. Or, puisque D; est obtenu a partir de D par une rotation d’angle 23, I’angle entre
le cercle unité et D] en ¥ (Upa) est égal a §. Comme OD; et dD; intersectent le cercle
unité en ¥(Up4) avec le méme angle, ils sont tangents.

La preuve de I'autre tangence est completement analogue. O

Corollaire 4.8.25. Les bissecteurs j0+ et J| sont tangents en [Upal. Les bissecteurs j0+
et J; sont tangents en [U 1pp].

Démonstration. Grace a la proposition précédente, nous savons que l'intersection de j0+
et J| est contenue dans la droite l[pu],[UpA]' D’apres le lemme |4.6.14] cette droite est

tangente & O Jo" en [Upa] : 'intersection contient donc exactement un point. O

De méme que pour le c6té loxodromique, la proposition clé pour contréler les inter-
sections des disques Dljf est donnée par la proposition suivante, qui borne le diameétre
angulaire de ces disques depuis 0. L’action de [U] par rotations est alors analogue a celle
par homothéties que nous avons étudiée pour le cote loxodromique; les analogues des

anneaux étant les secteurs angulaires, dont un exemple est tracé dans la figure [4.14

Proposition 4.8.26. 5i g > %’T, les disques D]j; ont un diameétre angulaire < 45 depuis
0.

Démonstration. Comme D,f est image de DJ par une une rotation de centre 0 et éven-
tuellement z — l, il suffit de montrer que le diametre angulaire depuis 0 du disque DJr

36 et — 55 n’inter-

est < 4f3. Nous allons montrer que les demi-droites réelles d’arguments =
sectent pas le dlsque D+ Ceci revient & montrer que, si k € R™, alors aucun pomt d’image
ke’® ou ke~ % par 1/)p PR ‘est dans le bissecteur B (py, py ).
Commengons par le premier cas. On veut montrer qu’aucun point de la forme g, =
o+ ke%péj + pupu, on k € RT et u € C, n'est dans le bissecteur B(py,py). Ces deux
demi-droites sont tracées dans la figure

On a deux conditions pour que gy, soit dans B(py, pv) :
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L Gy Q) <0
2. [qr,u> pU)| = (ko> PV)|

Elles se traduisent par :

L {(p{, o) + K20y, py) + 11l*(pu, pu) <0
_3B _
2. |pll{pu, pu)| = |0F, pv) + ke™ 2 (py;, pv) + T@lpuv, pv)|

D’apres les calculs ci-dessus, et en posant hi = (pj;, pv) et he = (p{;, pv) pour simplifier

les notations, les conditions deviennent :

L[l > (14 B2) 38 — 16(1 + £2)(1 + cos(B))

_38 _
2. (1 cos(8))|ul = |ha + ke~ % by — 371
Faisons quelques calculs pour mieux expliciter la deuxiéme condition. Elle implique,

par l'inégalité triangulaire, que :
3 _38
(1 = cos(B))lul = 5 lul = [he + ke™ 2 h
On en déduit que :

1 _38
(cos(f) + 5)!#! < |h2 + ke™ 2 hq]

D’apreés la condition 1, on en déduit que :

|ho + ke_%hﬂ2 > 16(cos(fB) + 3)2(1 + k) (1 + cos(B))

lho + ke~ F b1 |2 > 4(2cos(8) + 1)2(1 + k2)(1 + cos(B)).

Calculons la quantité |hg + ke_%hﬂ?. On a:

Iho + ke™ 2 hy|? = |ho|? + k2|1 |? + 2kRe(es hohy)

Pour aboutir a une contradiction, il suffit de montrer que le polyndéme suivant en k est

strictement négatif :

Ps(k) = |haf? + k3|l |? + 2kRe(e ® hohy) — 4(2 cos(B) + 1)2(1 + k2)(1 + cos(B))
= (|ha)* = 4(2cos(B) + 1)*(1 + cos(B))
12kRe(e T holt) + ([h1]? — 4(2cos(8) + 1)2(1 + cos(8))k2

Pour étudier le polynéme Pg, nous avons besoin de calculer quelques quantités. On le

fait dans le lemme suivant :

Lemme 4.8.27. On a :
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1. hohy = 6(2cos(B) + 1)(€ + 1) = 12¢%% (2 cos(B) + 1) cos(2)
2. |h1?|he|? = T2(2cos(B) + 1)%(cos(B) + 1)

3. [h1]? + |ha|? = 4(2cos(B) + 1)(5 — 2cos(B))(cos(B) + 1)

Démonstration. Explicitons hy et hy en fonction de as et 8. On a :
. 1
hy = (plr,py) = e ¥ (2isin(20m) + cos(B8) + 5) + 4isin(2a2) — 1
. 1

ho = (pl,py) = €¥(2isin(2az) + cos(B) + 5) + 4isin(2a2) — 1

En développant hohi et en exprimant sin?(2asz) en fonction de cos(3), on obtient :
T iB i8 B
hohy = 6(2cos(B) + 1)(e"” +1) = 12e'2(2cos(B) + 1) cos(E)

D’autre part, on peut calculer :

|h1\2 =2(2cos(8) + 1)((cos(B) + 1)(5 — 2cos(B)) — 4sin(2az) sin(fB))
|ha|? = 2(2cos(B) + 1)((cos(B) 4+ 1)(5 — 2 cos(3)) + 4sin(2a) sin(3))

On en déduit immédiatement que
|h1|? + |ho|? = 4(2cos(B) + 1)(5 — 2cos())(cos(B) + 1)
puis, en développant et en exprimant sin?(2az) en fonction de cos(3) :

[ha[2|hal? = 72(2 cos(8) + 1) (cos(8) + 1)

On en déduit que Re(e%thT) = 12cos(28)(2cos(B) + 1) cos(g). On remarque que
c’est exactement le méme terme lorsqu’on a —gﬁ a la place de %5. Le polynéme Pg(k)

s’écrit alors sous la forme :

h 2 h 2
Ps(k) = |ho|*(1 — | 118’ ) + 24 cos(28)(2cos(B) + 1) cos(g)k; + R 2(1 - | 128’ )2
Son discriminant Ag est alors égal a :
h1|? hol?
Ap = (24 cos(2/3)(2cos(f) + 1) cos(g))2 —4|hy P ho?(1 — | 118‘ )(1— | 128’ )
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En écrivant le premier terme en fonction de cos(f), on obtient :

2
Ag = 288(2cos*(B) — 1)*(2cos(B) + 1)*(cos(B) + 1) — 4fha[?|haf*(1 — |h118|)(1

_ hef?

18)

= APl (2eo(8) 1)~ (1 = 1 [m)(1 — 1o |haP)

Lorsque 3 €]0, 2F[, on sait que 4|hq|?|ha|> > 0. En développant et en écrivant le dernier

facteur en fonction de cos(3), on obtient :

Ag N 2 _1)\2 _ _i 2 —i 2
TP~ (Zeos (B =107 = (1= gl = gglhal")
h 2 h 2 h 2h 2
_ 4(:082(,8)(C052(/8) - 1)+ ‘ 1| i;| 2‘ - | l|18|22’
= g(l —cos?(B))(2 + 4cos(B) — 9cos?(B))

= gsiHQ(ﬁ)(Q — 4cos(B) — 9cos*(B))

Le discriminant a le méme signe que 244 cos(8) —9 cos?(3) = —(cos(8)—3)(9 cos(8)+31)—
%. En particulier, si cos(3) > %, il est strictement négatif. Comme cos(%’r) < % < cos(%“),
c’est le cas lorsque 8 < %’T.

On en déduit que si 8 €]0, %’r], le polyndme Pg n’a pas de racines réelles. Pour montrer
qu’il est strictement négatif, il suffit de vérifier que son coefficient constant est strictement
négatif. Comme le discriminant Ag est strictement négatif pour tout 5 €0, %”], ce coef-
ficient garde un signe constant. Or, lorsque 8 = 0, on a Py = —36 + 72k — 36k2, ce qui
permet de conclure.

Le calcul pour la droite d’argumen —gﬁ est identique. ]

Intersections globales

A Tlaide de la projection que nous venons de décrire, nous allons montrer la proposition
Rappelons son énoncé :
Proposition 4.8.28. Si U est elliptique d’ordre n > 9, alors

1. j0+ intersecte j,j st et seulement si k= —1,0,1 mod n.

2. Jy intersecte J si et seulement si k= —1,0,1 mod n.

3. Job intersecte J, si et seulement si k = —1,0,1 mod n. De plus, Jy" N J, =

{{Upal} et " N T~y ={[U 'psl}-

Nous aurons besoin du lemme suivant, qui concerne le diametre angulaire réel du
bissecteur dans H(QC pour conclure la preuve et raffiner 'argument donné sur la sphere

visuelle :
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Lemme 4.8.29. Si [U] est elliptique d’ordre > 5, alors le diamétre angulaire de Jki vy

depuis [py] est strictement inférieur a 5.

Démonstration. Par symétrie, il suffit de montrer que le diametre angulaire de .70+ vu
depuis [py] est strictement inférieur a 7.

Notons 3 I’angle de rotation de [U]. On sait alors que 8 < 2%, que tr(U) = 1+ 2cos(S)

et que (py,pu) = (pv,pv) = cos(B) — 1. Dans ce cas , la quantité %

2 2
a 7(1£§£5285))2' Or 8 < 2%, donc cos(B) > cos(%) = ‘/54_1 > 1, d’'ou 7(17(%82()5))2 > 4. D’apres

le corollaire |1.6.35| de la proposition |1.6.34] on sait alors que le diametre angulaire de j0+

vu depuis [py] est strictement inférieur a %. O

est égale

Notation 4.8.30. Pour s € R, notons U?® I’élément U® = exp(sLog(U)) € SU(2,1). Ainsi,
Uspy = pu , Uspl; = €Pp; et Uspl, = e Fpf. 1 agit sur Ly, comme une rotation

d’angle sf dans la carte ¢Pluvp?§'

Démonstration de la proposition [{.8.28 Par la symétrie du probléme, les points 1 et 2 sont
analogues. De plus, grace aux corollaires et les intersections et les tangences
annoncées ont lieu.

Commencons par montrer le premier point de I’énoncé. Notons 5 = 27” Nous savons
que D est un disque de diameétre angulaire < 453. Si s € [2,2 —2]U[2 +2,n— 2], le
disque D,:r n’intersecte pas son image par une rotation d’angle 2s3, puisqu’ils se trouvent
dans des secteurs angulaires disjoints. Il suffit donc de montrer que si s €]5 — 2,5 + 2|,
alors [U®]J;" n’intersecte pas J;"

Remarquons d’abord que [U2] est la réflexion sur [py]. On sait alors que [U2]J;" =
B([U 3 pv],pu) et Ji~ sont disjointes, puisque leurs projections orthogonales sur la géodé-

sique complexe 1, sont d'une part la médiatrice (réelle) de [py] et [py], et d’autre

J[pv
part son image par la réflexion en [py].

Pour s € R, soit Cj le cone (réel) sur [U®]J," issu de [py]. On sait que Cp et C'z sont
disjoints et opposés I'un de 'autre par rapport a [py]. De plus, la projection de Cy sur
Ly, est la rotation d’angle 2s de DE)F. Soit s €]% — 2,5 + 2], telle que cette projection
intersecte D(J{ . Grace au lemme nous savons que le cone Cy a un diametre angulaire
strictement inférieur a % : il ne peut donc pas intersecter Co et C%, car sinon on aurait
une union de trois cones de diametres angulaires < § qui donnerait un ensemble connexe
de diametre angulaire > 7. Le cone (s intersecte alors soit Cj, soit C%. Par continuité de
s +— [U?], il intersecte uniquement C%. De fagon analogue, les intersections de jOJr avec

I'orbite par [U] de J, sont exactement celles de 1’énoncé. O
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Annexe A

Les variétés V(p,q,n)

Nous allons étudier en détail les variétés V' (p,q,n) qui apparaissent naturellement
dans le chapitre [2] et sur lesquelles nous avons discuté brievement dans la section
Nous donnons ici une description indépendante du chapitre 2l Commencons par fixer des

notations pour cette annexe.

Notation A.0.31. Dans toute la suite, nous noterons p, g et n trois entiers, deux a deux
premiers entre eux, et tels que max(|p|,|g|) < n. On choisit aussi a € Z tel que p~lq = «

mod n.

Notation A.0.32. Nous allons considérer la sphére S® comme la sphére unité dans C2.

$* ={(z1,2) [ |21 + |2 = 1}

La variété V n) est définie & partir d’'un sous-groupe a un parameétre, que nous
) ) )

définissons de la facon suivante :

Notation A.0.33. Dans U(2), considérons le sous-groupe a un parametre (g¢)ier donné

par
2iTp 2imq
gi(21,22) = (e n z1,€ 7 22).

Notons I' le sous-groupe engendré par g; ; c’est groupe cyclique d’ordre n qui agit propre-

ment discontiniiment sur S°.

Nous allons définir V' (p, ¢,n) comme le quotient par I' d'un sous-ensemble de S3; le

quotient I'\S® est un espace lenticulaire, que nous décrivons dans la proposition suivante.
Proposition A.0.34. Le quotient T'\S® est ’espace lenticulaire L(n,a)

Démonstration. Notons p~! I'inverse de p modulo n. Le groupe I' est alors engendré par
2im 2T

Pélément g,-1 : (21,22) = (e7n z1,€ n 23). On en déduit que I'\S® = (g,-1)\S® = L(n, @).
O
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La remarque suivante décrit les orbites du sous-groupe & un parametre (g;)ier dans

S3. Nous prendrons une de ces orbites pour définir la variété V(p, ¢, n).

Remarque A.0.35. Les orbites du sous-groupe & un parameétre (g;):cg a comme orbites
dans S3 :

— Le cercle C; = {(¢?,0) | € R}

— Le cercle Cy = {(0,¢%) | € R}

— Des noeuds toriques de type (p, ¢), qui tournent p fois autour du cercle Cy et ¢ fois

autour du cercle Cy

Définition A.0.36. Notons N l'orbite de (@, @) pour 'action de (g¢)ier. C’est un nceud
torique de type (p, ¢) ; nous noterons 7'(p, ) son complémentaire dans S$2. On définit alors

la variété V(p,q,n) comme I'\T'(p, q).

Afin d’étudier V (p, q,n), considérons le tore T donné par

2
T = {(2172’2) S Sg ‘ ’Zl| = ‘Z2| = \2[}

Le tore T découpe S® en deux tores pleins stables par I', & savoir

Ti = {(21,22) € | |21] > |22}
To ={(21,22) € | |21] < |22}

Etudions le quotient T'\(7; — N). Rappelons qu’on a choisi a € Z tel que a = p~lq

mod n. Le tore 77 est difféomorphe & S' x D? par I’application :

N Ti — Sl x D?

P1: _
(z1,22) = ({7,220 7)
L’image de N dans S' x D? par cette application est alors donnée par

Ny = {(eQiﬂ'%t’e%w%t) ’ te R}.

P

eX™wwy, wo). L’application

L’action de T' sur S' x D? est donnée par g1 - (wy,wz) = (

quotient est alors donnée par

St x D? — T\(S!x D?) =St x D?
(wi,w2) = (Wi, w2)

qg—ap

L’image de N; dans ce quotient est la courbe Nj = {(e27P! 2™ = 1) | t € R}. L’applica-

tion 7 induit alors un difféomorphisme entre les quotients 1 : I'\73 — St x D2,

De méme, en posant 3 € Z tel que g = p mod n, on a le difféomorphisme



173

N T — D?x St

P2 — )
(21,22) (2122’87%)

et I'\ 75 est difféSomorphe & D? x S! ot I'image de N est la courbe

p—Bay

Nj = {(#m5, €2 | t € RY.

L’application @3 induit, elle aussi, un difféomorphisme entre les quotients ¢y : I'\7T3 —

D?x S!. Calculons explicitement 'application de recollement (o ogpfl : St x 81— 8l x St

Lemme A.0.37. Pour (w1, wy) € St x S, on a

1 1—ap —ﬂ
©20 @1 (w1, w2) = (wl "Wy , Wi wy)

Démonstration. Soit (wy,ws) € St x St Soit ¢; une racine n-eme de w;. Un antécédent
de (w1, w2) dans T' = T1 N T3 est alors (@Cl, gwgg“f‘). On calcule alors :

P20y (w1, wy) = <P2<K\f@,\fw2€f>]>

= (Quwy "¢ wB ()
1—ap
= (w, " wy” wiwh)

puisque n divise 1 — af et que (" = wy. O

On peut désormais montrer la proposition suivante, qui montre qu’on a une équivalence

d’homotopie entre V(p,q,n) et T(p, q).

Proposition A.0.38. La variété V(p,q,n) est homotopiquement équivalente a T(p,q).
En particulier, 71(V (p,q,n)) = (a,b | a? = b7).

Démonstration. On peut écrire V (p, ¢, n) comme (S* x D? — N1) U (D? x S' — N3)/ ~ ou
on identifie les deux bords par I'application @ o gol_l.

Pour le couple standard longitude-méridien (I1,m;) de S' x D?, la courbe Nj est
homotope dans T a l{)m%, et donc homotope & I} dans S' x D?. De méme, pour le
couple standard longitude-méridien (lo, m2) de D? x S*, la courbe N} est homotope dans
T a l;)_% mb, et donc homotope a I3 dans D? x S'. On a exactement la méme situation
pour la courbe N dans les tores solides 7 et T3, qui se recollent en S3 — N = T(p, q). Le
recollement (S! x D? — N1) U (D? x S* — N3)/ ~ est alors homotopiquement équivalent &

T(p,q). O

Sachant que les variétés V(p,q,n) et T(p,q) sont homotopiquement équivalentes, on

peut se demander a quelle condition elles sont homéomorphes. Pour le faire, nous aurons
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besoin du théoréme suivant, montré par Moser dans [Mos71]. Nous avons changé les nota-
tions pour qu’elles soient adaptées a ce texte; elles ne correspondent pas exactement aux

notations de Moser.

Théoréme A.0.39. Soient p,q,r,s € Z tels que (p,q) = 1 et (r,s) = 1. On note o0 =
pqr + s. Soit M la variété obtenue par la chirurgie de Dehn de pente (r,s) sur la variété
T(p,q). Alors
— Si |o| > 1, alors M est un fibré de Seifert sur S? avec trois fibres singuliéres de
type vy = p, ag = q et az = |o|.
— Si|o| =1, alors M est homéomorphe a l'espace lenticulaire L(|s|,rq?).

— Si o =0, alors M est homéomorphe a la somme connexe L(p,q)#L(q,p).

On peut maintenant montrer la proposition suivante, qui donne une condition néces-

saire et suffisante pour que V(p, ¢,n) soit homéomorphe a T'(p, q).

Proposition A.0.40. La variété V(p,q,n) est homéomorphe a T (p,q) si et seulement si
n==+1 mod (pq)

Démonstration. Supposons d’abord que V' (p, ¢, n) est homéomorphe & T'(p, q). La chirurgie
de Dehn de V(p, ¢,n) consistant a rajouter la courbe I'\ IV est ’espace lenticulaire L(n, «).
Or, d’apres le théoreme de Moser, les seules chirurgies de Dehn sur T'(p, ¢) donnant
un espace lenticulaires sont celles de pente (7, s) ol |pgr+s| = 1; et on obtient alors ’espace
lenticulaire L(|s|,r¢?). On en déduit qu’il est nécessaire que s = +n et |pgr £n| = 1. Ceci
implique que n = =1 mod pq.

Supposons maintenant que n = +1 mod pgq. Il existe alors r € Z tel que n = pgr £+ 1.
On peut alors choisir o = T¢%r et 8 = Fp?r. Dans ce cas, on a 2P = tq et p_nﬂq = 4p.
La variété V(p,q,n) s’obtient alors comme (S x D? — N{) U (D? x S — Nj)/ ~ ot on

identifie au bord les courbes paralleles & N} et Nj respectivement, i.e. Pmi? et [3Pmy.

C’est exactement le méme recollement que celui de (71 — N) U (72 — N), qui est égal a
T(p,q)- O



Annexe B

Le théoreme du polyedre de

Poincaré

B.1 Le théoréeme du polyedre de Poincaré

Le théoreme du polyedre de Poincaré est un résultat tres utilisé en géométrie hyper-
bolique réelle. Il est un outil clé & la fois pour construire des structures géométriques sur
des variétés et a montrer le caractére discret d’un groupe en construisant un domaine
fondamental. Enoncé par Poincaré pour le plan hyperbolique réel puis pour l'espace hy-
perbolique, le théoreme est valable pour des espaces a courbure constante. On pourra
voir un énoncé du théoreme et une vue d’ensemble dans ’article de survol de Epstein et
Petronio [EP94].

Dans le cas ol la courbure de ’espace n’est pas constante, par exemple pour le cas de
H%, qui nous intéresse particulierement, les hypothéses usuelles du théoréme du polyedre
de Poincaré ne sont pas vérifiées, mais un résultat analogue est tout de méme vrai. On
peut trouver des énoncés dans 'article de Mostow [Mos80], ou dans les travaux plus récents
de Deraux, Falbel et Paupert [DEPO05], Falbel et Parker [FP06], Parker [Par06], Deraux,
Parker et Paupert [DPP16] ou Parker, Wang et Xie [PWX16|] pour en citer quelques uns.
Pour I'utilisation que nous faisons dans cette these, I’énoncé qui convient le plus est celui
donné par Parker et Will dans [PW15]. Nous allons reprendre dans cette annexe leur
énoncé du theoreme du polyedre de Poincaré pour H(QC. Une preuve compléte est attendue

dans le livre & paraitre de Parker [Parar].

B.2 L’énoncé de Parker-Will

Dans cette section nous reprenons 1’énoncé du théoréme du polyedre de Poincaré pour
H% donné par Parker et Will dans [PW15, Théoréme 5.1]. Il s’agit ici d’une simple traduc-

tion de ce passage de 'article : nous reprenons le mémes notations et la méme structure,
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en omettant les références a ’application utilisée par Parker et Will. Comme dans 'article,
il faudra fixer d’abord des notations et détailler les hypotheses.
On va considérer un polyédre D pour énoncer le théoreme. On suppose que D est

invariant par un groupe Y < PU(2,1) qui préserve sa structure cellulaire.

B.2.1 Le polyédre et sa structure cellulaire

On considere un polyedre ouvert D dans ]HI%. On note D son adhérence dans H2 =
H% U GOOH%. On note 9., D l'intersection de D avec 80011-]1%. Ce polyedre a une structure
cellulaire naturelle qu’on suppose localement finie dans ]H[(%. On suppose que toutes les

cellules de D sont des variétés lisses par morceaux dans H%

Notation B.2.1. Pour k € [|0, 4[] on notera Fj (D) I’ensemble des cellules de codimension
k de D qui ont une intersection non-vide avec OOOH(% ; on les considére comme des fermés
dans ﬁ%.

On notera f Iintérieur d’une cellule, c’est a dire les points qui ne sont ni dans 8OOH(%
ni dans des cellules de dimension strictement inférieure.

On appellera faces ou 3-faces les éléments de Fi (D), et facettes les éléments de Fo (D)m

Puisque D est un polyedre, on sait que Fo(D) = D et que chaque facette de Fo(D) est
dans exactement deux 3-faces de Fi(D). De méme, U'intersection des cellules de D avec

8001[-]1(% munit un sous-ensemble de 0, D d’une structure de polyedre.

Notation B.2.2. On note ZF (D) les cellules idéales de 0o D de codimension k telles
que chaque cellule dans ZF (D) est contenue dans une cellule d'un F;(D) avec | < k. En
particulier, nous aurons besoin de considérer des sommets idéaur dans ZF4(D). Ce sont
soit des extrémités de cellules dans F3(D), soit des points de J.oHZ% contenus dans au

moins deux cellules de D qui ne s’intersectent pas dans ]HI%.

On remarque qu’on a défini les cellules idéales comme des sous-ensembles de cellules.

Il est alors possible d’avoir des points de 0o, D qui n’appartiennent a aucune cellule idéale.

B.2.2 L’identification de faces

Définition B.2.3. Une identification de faces est une application o : F1(D) — PU(2,1)

qui vérifie les conditions suivantes :

1. Pour chaque face s € F1(D) avec o(s) = S, il y a une autre face s~ € Fi(D) telle
que S est un homéomorphisme entre s et s~ et o(s~) = S~L. En outre, si s = s,
alors S = S~! et S est une involution. Dans ce cas, on appelle S? = id une relation

d’involution.

1. Les termes correspondants en anglais dans [PW15] sont «side» pour face, «ridge» pour facette,
«edge» pour aréte et «vertex» pour sommet.
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2. Pour chaque s € Fi(D) avec o(s) = S ona DNS™(D)=set DNS™YD) = .

3. Pour chaque s € Fi(D), et pour chaque w € § il existe un voisinage ouvert U(w) C
H2 de w contenu dans D N S~™1D.

Définition B.2.4. On dit que T est compatible avec les identifications de faces si pour
tout P € T et tout s € F1(D) on a Ps € Fi(D) et o(Ps) = Po(s)P~!. On appelle cette

derniere relation une relation de compatibilité.

B.2.3 Facettes et relations de cycles

Considérons une facette r; € Fo(D). Alors r1 est contenue dans exactement deux 3-
faces de D. Notons-les s, et s1. Considérons le triplet ordonné (71, s , s1). L’identification
de faces o(s1) = S envoie s; sur la 3-face sy en préservant la structure cellulaire. En
particulier, Sq(r1) est une facette ro de sj. Soit sy 'autre 3-face contenant 5. On a un
nouveau triplet (r2,s7,s2). On applique o(s2) = S2 a rg et on itére le procédé. Puisqu’il
n’y a qu'un nombre fini d’orbites de facettes pour I'action de T, il existe un entier m > 0 tel
que le triplet (Fyi1, Sy Sm1) soit égal & (P~ 1ry, P71sy, P71s;) pour un unique P € Y.
On définit une application p : Fo(D) — PU(2,1), appelée transformation de cycle par
p(r1) = PSp41 - - S1. On remarquera que pour une facette r; = sy N sy, la transformation
de cycle dépend du choix d'une des faces s; et s1. Si on change de choix, la transformation
R devient R~!, puisqu’on a une action de YT compatible avec les identifications et que pour
une 3-face s on a o(s~1) = o(s) L. Par construction, la transformation de cycle R = p(r1)
envoie la facette r1 sur elle méme. Cependant, R peut ne pas fixer r; point par point, ni
étre 'identité de ]HI(QC. On supposera désormais que R est d’ordre n. La relation R"™ = id
est appelée relation de cycle associée a ry.

En écrivant le relation de cycle p(r;) = R en termes de P et des S; on note C(r1)

I’ensemble des suffixes de R, c’est-a-dire :
Clri)={S;- SiR* [0<j<m-1,0<k<n—1}

On dira que la condition de cycle en 11 est vérifiée si :

1.
r = n C_l(b)

CceC(ry)
2. Si C1,Cy € C(rq) sont distincts, alors C7 (D) N Cy (D) = 0.

3. Pour tout w € r7, il existe un voisinage ouvert U(w) de w tel que

Uwyc |J ¢ (D).
CeC(r1)
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B.2.4 Sommets idéaux et systémes consistants d’horoboules

Supposons que l'ensemble ZF4(D) des sommets idéaux de D est non vide. Dans nos
applications, il n’y a pas d’arétes (c’est-a-dire que F3(D) est vide) et les seuls sommets
idéaux sont des points de tangence entre les bords a l'infini de facettes dans Fa(D).
Pour simplifier la discussion ci-dessous, on traite uniquement ce cas. On appelle systéme
d’horoboules une famille d’horoboules deux a deux disjointes (Hg)eezr,(p) O, pour un
sommet idéal £ € ZF4(D), 'horoboule H¢ est centrée en £. Soit § € ZF4(D) et soit
s € Fi1(D) une 3-face avec ¢ € s. L’identification de faces S = o(s) envoie alors le point £
en un point £~ dans s~. On remarquera que & n’est pas nécessairement un sommet idéal,
puisqu’il est possible que £ soit un point de tangence de deux faces qui sont disjointes dans
H%, et que £~ peut étre un point de tangence de deux faces dont une seule forme part
du bord de D. Dans notre cas ceci n’arrive pas, et on peut supposer que {~ € ZF4(D) et
qu’il admet H- dans le systéme d’horoboules. Pour que la famille (He)¢czr,(py forme un
systeme consistant d’horoboules, on demande que pour chaque sommet idéal £ et chaque
3-face s contenant &, Iidentification de faces o(s) envoie I’horoboule H¢ sur ’horoboule
H¢-. En particulier, tout cycle d’identification de faces qui fixe £ doit aussi envoyer Hg

sur lui-méme.

B.2.5 Enoncé du théoréme

Théoréme B.2.5. ([PW15, Théoréme 5.1]) Soit D un polyédre plongé de fagon lisse dans
HZ muni d’une identification de faces o : F1(D) — PU(2,1). Soit Y < PU(2,1) un groupe
d’automorphismes de D compatible avec l'identification de faces. On suppose que chaque
Fir(D) contient un nombre fini d’orbites sous Y. On fize un ensemble de générateurs Py
de Y, vérifiant des relations Ry. Soit I' le groupe engendré par les identifications de faces
{o(s)}. On suppose que la condition de cycle est vérifiée pour chaque facette dans Fa(D)

et qu’il existe un systéme consistant d’horoboules aux sommets idéaux de D (s’il y en a).

Alors :

1. Les images de D sous l'action des classes latérales de Y dans I' forment un pavage
de HZ. En d’autres termes, Hz C Uer A(D) et DNA(D) = 0 pour tout A€ T 7.

2. Le groupe I' est discret et un domaine fondamental pour son action sur H(% est

lintersection de D avec un domaine fondamental pour laction de T

3. Pour l’ensemble générateur Py U {o(s)}, les relations suivantes donnent une pré-
sentation de I' : les relations Ry dans Y, les relations de compatibilité entre o et

T, les relations de réflexion et les relations des cycles.
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B.3 Application dans le chapitre 4

Dans le chapitre [d] on utilise le théoréme du polyédre de Poincaré pour finir la preuve
du théoréeme et d'une partie de la conjecture Nous nous référons ici tout
particuliérement & la section [£.5]

Lorsque az € [§, 5[ est un parametre admissible, le domaine D(az) vérifie les hypo-
theses du théoréme du polyedre de Poincaré décrit ci-dessus : puisque la combinatoire et la
topologie des faces sont les mémes que celles du domaine de Parker-Will, les vérifications
sont les mémes que celles faites dans [PW15].

Ici, le groupe T = ([U]) stabilise le domaine, et on a deux orbites de 3—facesE| : celle
de F; et celle de F; . Les identifications des faces sont données par [S], [S™!] et leurs
conjugués par des puissances de [U], par o(F;) = UFS=1U=F. Cet élément envoie Fif
sur J, . Les conditions de cycles sont exactement les mémes, et donnent les relations
[S3] = [T?] = 1d; les facettes sont des disques de Giraud, et donc les relations de cycle
sont de longueur 3. Pour les sommets idéaux, la construction d’un systeme consistant
d’horoboules est completement analogue a celle donnée dans la section 6.2 de [PW15] .

Si az €]0, [, on ne rentre pas dans le cadre du théoréme du polyedre de Poincaré,
puisque les 3-faces ne sont pas homéomorphes a des boules de dimension 3, mais des parties
de cones de Clifford, contenant le point singulier. Cependant, les mémes hypotheses sont
vérifiées. En particulier, le domaine n’est plus un polyedre, puisque les 3-faces ne sont
pas homéomorphe a des boules, mais les recollements de faces donnent bien un voisinage
ouvert pour chaque point des faces du domaine que nous considérons au chapitre 4. La
preuve du théoreme du polyedre de Poincaré, qui paraitra dans [Parar], devrait pouvoir

s’adapter a ce cas.

2. Nous reprenons ici les notations du chapitre 4| pour les 3-faces. On les appelle ]-'2: au lieu de la
notation si de [PW15] et du reste de cette annexe.
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