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Caminante, son tus huellas
el camino, y nada más ;

caminante, no hay camino,
se hace camino al andar.
Al andar se hace camino,

y al volver la vista atrás
se ve la senda que nunca

se ha de volver a pisar.
Caminante, no hay camino,

sino estelas en la mar.

Antonio Machado, Proverbios y cantares (XXIX)
Cantado por Joan Manuel Serrat
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Résumé

Dans cette thèse, on s’intéresse à la construction et à la déformation de structures
CR-sphériques sur des variétés de dimension 3. Pour le faire, on étudie en détail l’es-
pace hyperbolique complexe, son groupe d’isométries et des objets géométriques liés à
cet espace. On montre un théorème de chirurgie qui permet de construire des structures
CR-sphériques sur des chirurgies de Dehn d’une variété à pointe portant une structure CR-
sphérique : il s’applique aux structures de Deraux-Falbel sur le complémentaire du nœud
de huit et à celles de Schwartz et de Parker-Will sur le complémentaire de l’entrelacs de
Whitehead.

On définit aussi les variétés de caractères de groupes de type fini pour les formes réelles
de SLn(C) comme des sous-ensembles de la variété des caractères SLn(C) fixes par des
involutions anti-holomorphes. Ces variétés de caractères, dont on étudie en détail l’exemple
du groupe Z/3Z ∗ Z/3Z, fournissent des espaces de déformation pour des représentations
d’holonomie de structures CR-sphériques.

À l’aide de ces espaces de déformations, et des outils liés aux sphères visuelles dans
CP2, on construit une déformation explicite du domaine de Ford construit par Parker et
Will et qui donne une uniformisation CR-sphérique sur le complémentaire de l’entrelacs
de Whitehead. Cette déformation fournit une infinité d’uniformisations CR-sphériques sur
une chirurgie de Dehn particulière de cette variété, et des uniformisations CR-sphériques
sur une infinité de chirurgies de Dehn sur le complémentaire de l’entrelacs de Whitehead.

Mots-clés

Chirurgie de Dehn, structures géométriques, géométrie CR-sphérique, géométrie hyperbo-
lique complexe, variétés de caractères, domaine de Ford.
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Dehn surgeries on spherical-CR manifolds and
character varieties for the real forms of SL(n,C)

Abstract

In this thesis, we study the construction and deformation of spherical-CR structures
on three dimensional manifolds. In order to do it, we give a detailed description of the
complex hyperbolic plane, its group of isometries and some geometric objects attached
to this space such as bisectors and extors. We show a surgery theorem which allows to
construct spherical-CR on Dehn surgeries of a cusped spherical-CR manifold : this theorem
can be applied for the Deraux-Falbel structure on the figure eight knot complement and
for Schwartz’s and Parker-Will structures on the Whitehead link complement.

We also define the character varieties for a real form of SLn(C) for finitely gene-
rated groups as some subsets of the SLn(C)-character variety invariant under an anti-
holomorphic involution. We study in detail the example of the group Z/3Z ∗Z/3Z. These
character varieties give deformation spaces for the holonomy representations of spherical-
CR structures.

With these deformation spaces and tools related to the visual spheres of a point in
CP2, we construct an explicit deformation of the Ford domain constructed by Parker
and Will, which gives a spherical-CR uniformisation of the Whitehead link complement.
This deformation provides infinitely many spherical-CR uniformisations of a particular
Dehn surgery of the manifold, and spherical-CR unifomisations for infinitely many Dehn
surgeries of the Whitehead link complement.

Keywords

Dehn surgery, geometric structures, spherical-CR geometry, complex hyperbolic geometry,
character varieties, Ford domain.
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Introduction

Structures géométriques

Cette thèse s’inscrit dans l’étude de la topologie des variétés de dimension trois, et plus
précisément du lien entre la topologie et une structure géométrique particulière. Pour nous,
les structures géométriques sont à considérer dans le langage établi par Klein dans son
programme d’Erlangen, qui est celui des (G,X)-structures. On considère est une variété
lisse X et un sous-groupe d’automorphismes G de X agissant transitivement et analyti-
quement sur X. Une (G,X)-structure sur une variété lisse M est alors un atlas de M à
valeurs dans X et changements de cartes donnés par des éléments de G.

Avec cette définition, on peut mettre sur le même plan plusieurs géométries, en englo-
bant les variétés riemanniennes à courbure constante : la géométrie euclidienne (courbure
0 ; (O(n)nRn),Rn)), la sphérique (courbure 1 ; (O(n+ 1),Sn)) et hyperbolique (courbure
-1 ; (SO(n, 1),Hn)). On y trouve aussi les structures affines plates ((GLn(R) n Rn),Rn)),
projectives plates ((PGLn+1(R),RPn)) et conformes plates ((SO(n, 1), Sn)). La géométrie
CR-sphérique, que l’on définira plus loin, et sur laquelle se concentre cette thèse, vient
également s’ajouter à cette liste.

Lorsqu’on s’intéresse aux variétés de dimension 2, cette approche géométrique aide en
grande mesure à classifier et à comprendre les variétés compactes. En effet, les variétés
compactes orientables de dimension 2 sont classifiés par le genre, et le théorème d’unifor-
misation de Riemann établit un lien étroit entre la topologie et les structures géométriques
portées par ces variétés. Ainsi, une variété est sphérique si elle est de genre 0, euclidienne
si elle est de genre 1 et hyperbolique si elle est de genre ≥ 2.

L’étude des variétés de dimension 3 s’avère beaucoup plus compliquée, mais les struc-
tures géométriques restent un outil fondamental lié à la topologie de ces variétés. La célèbre
conjecture de géométrisation de Thurston, dont la preuve a été conclue par Perelman dans
les années 2000, assure qu’une variété compacte et orientable de dimension 3 peut être
découpée en plusieurs morceaux, chacun portant une des 8 géométries de dimension 3 de
Thurston. La question générale de déterminer une condition nécessaire et suffisante pour
qu’une variété donnée porte une structure géométrique particulière reste néanmoins d’un
grand intérêt.
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16 INTRODUCTION

La donnée d’une (G,X)-structure sur une variété M est équivalente à la donnée d’un
difféomorphisme local Dev : M̃ → X et d’une représentation d’holonomie ρ : π1(M)→ G,
qui sont compatibles au sens où pour tout x ∈ M̃ et tout γ ∈ π1(M), on a Dev(γ · x) =
ρ(γ) · Dev(x). En particulier, l’étude des représentations de π1(M) à valeurs dans G est
liée profondément à l’étude des (G,X)-structures sur M .

En général, la développante n’est ni injective ni surjective, et l’image de l’holonomie
peut ne pas être discrète et même avoir comme ensemble limite sur X l’espace tout en-
tier. On s’intéresse donc plutôt aux structures complètes ou uniformisables, sur lesquelles
l’information se lit sur un sous-groupe de G.

Définition. On dit qu’une (G,X)-structure sur une variété M est uniformisable si, en
tant que (G,X)-structure, M ' ρ(π1(M))\Ω, où Ω ⊂ X est le domaine de discontinuité
de ρ(π1(M)). On dit qu’elle est complète si elle est uniformisable avec Ω = X. Dans ce
dernier cas, l’application développante est un difféomorphisme entre M̃ et X.

Lorsque X possède une métrique riemannienne G-invariante, cette notion de complé-
tude est équivalente à la complétude géodésique et à la complétude métrique de la variété
(cette dernière équivalence étant donnée par le théorème de Hopf-Rinow). Par exemple,
une métrique riemannienne à courbure constante sur une variété compacte donne lieu à
une structure complète (sphérique, euclidienne ou hyperbolique, suivant le cas).

Variétés de caractères

Pour étudier les (G,X)-structures sur une variété M , il est très utile de comprendre
l’ensemble des représentations de π1(M) à valeurs dans G à conjugaison près, puisque deux
structures d’holonomies conjuguées sont obtenues simplement en translatant l’atlas dans
X. Cependant, en général, pour un groupe de type fini Γ le quotient naïf Hom(Γ, G)/G,
où G agit par conjugaison, n’est pas séparé. Lorsque G est un groupe algébrique complexe
réductif, la théorie géométrique des invariants (GIT) nous permet de construire un ob-
jet algébrique pour étudier les représentations à conjugaison près. En effet, dans ce cas,
Hom(Γ, G) est une variété algébrique, et le quotient algébrique Hom(Γ, G)//G est une
variété algébrique bien définie : c’est la variété de caractères pour G du groupe Γ.

Par exemple, pour les structures hyperboliques réelles de dimension 3, le groupe G est
SO(2, 1), et il est isomorphe à PSL2(C) : on peut alors mettre en œuvre cette construction.

Pour les structures CR-sphériques, le groupe PU(2, 1) ne vérifie pas les hypothèses pour
la construction du quotient GIT, et une des motivations de cette thèse est de déterminer
un espace de déformations de représentations pour un groupe de type fini. Nous proposons
une définition de variété de caractères pour une forme réelle de SLn(C) comme les points
de la variété des caractères pour SLn(C) qui proviennent de représentations à valeurs dans
cette forme réelle. Nous discuterons cette définition dans le chapitre 3.
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Structures hyperboliques et chirurgies de Dehn

Dans cette thèse, on s’inspire des travaux de Thurston sur les variétés hyperboliques, et
notamment de son théorème de chirurgie de Dehn hyperbolique, qu’on peut trouver dans
ses notes [Thu02]. Ce résultat donne un moyen de construire un grand nombre de variétés
hyperboliques de dimension 3 à partir d’une variété à pointe, en «bouchant» la pointe par
le recollement d’un tore plein. Ce recollement, a priori simplement topologique, et qui est
paramétré par la donnée d’un couple d’entiers (p, q) premiers entre eux, est appelé une
chirurgie de Dehn. Le théorème de chirurgie de Dehn de Thurston peut s’énoncer de la
façon suivante :

Théorème (de chirurgie de Dehn hyperbolique de Thurston). Soit M une variété hy-
perbolique complète avec une pointe. Alors toutes les chirurgies de Dehn sur M , sauf un
nombre fini, portent une structure hyperbolique complète.

Ce dernier résultat permet de construire explicitement une infinité de variétés hyper-
boliques compactes à partir d’une variété hyperbolique à pointe, comme par exemple le
complémentaire du nœud de 8, tel que décrit par Thurston dans ses notes [Thu02]. Dans les
années 1980, Thurston a montré par ailleurs que beaucoup de complémentaires de nœuds
et d’entrelacs admettent des structures hyperboliques. Une dernière motivation pour in-
sister sur les chirurgies de Dehn sur les compléments de nœuds pour l’étude générale des
variétés de dimension 3 est le théorème suivant, qui assure qu’on peut obtenir n’importe
quelle variété compacte uniquement à l’aide de ce procédé.

Théorème (Lickorish-Wallace). Toute variété compacte de dimension 3 peut être obtenue
à partir du complémentaire d’un entrelacs dans S3 par des chirurgies de Dehn.

Variétés CR-sphériques

En gardant en tête les résultats du monde hyperbolique réel, nous allons nous intéresser
dans cette thèse à une autre géométrie en dimension 3, mais qui n’est pas dans la liste des
huit géométries de Thurston, puisqu’elle n’est pas une géométrie métrique. Il s’agit de la
géométrie CR-sphérique, où l’espace modèle X est la sphère S3, que nous considérerons
comme le bord à l’infini du plan hyperbolique complexe H2

C, et le groupe d’automorphismes
G est le groupe PU(2, 1), qui est le groupe d’isométries holomorphes de H2

C.
On connaît actuellement relativement peu de choses sur les structures CR-sphériques

en général, sans ajouter d’hypothèse supplémentaire. Dans [Min90], Miner explicite les do-
maines de discontinuité possibles pour l’image de l’holonomie d’une variété CR-sphérique
compacte, lorsque ce groupe est moyennable. D’autre part, Kamishima et Tsuboi prouvent
dans [KT91] qu’une variété sans bord qui admet une structure CR-sphérique S1-invariante
appartient à une liste explicite de fibrés de Seifert. Dans [FG94], Falbel et Gusevskii
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montrent que, dans le cas CR-sphérique pour une variété sans bord de groupe fondamen-
tal infini, si la développante n’est pas surjective alors elle est un revêtement sur son image,
et que dans ce cas l’action de l’holonomie est propre et discontinue sur ce domaine. Par
la suite, ils construisent des structures CR-sphériques sur des fibrés en cercles sur des
surfaces hyperboliques, avec des nombres d’Euler arbitraires.

Par ailleurs, on sait aussi qu’il existe des variétés qu’on ne peut pas munir de struc-
tures CR-sphériques : dans [Gol83] Goldman montre que le tore T3 n’admet pas de telle
structure.

En dehors de ceux cités précédemment, on dispose de quelques exemples de struc-
tures CR-sphériques uniformisables sur des variétés à pointe. Le premier, construit par
R. Schwartz dans [Sch07], est sur le complémentaire de l’entrelacs de Whitehead, et il est
obtenu en considérant un groupe de réflexions dans H2

C et en constatant qu’au bord on ob-
tient comme variété quotient le complémentaire de l’entrelacs en question. Sur cette même
variété, Parker et Will construisent une autre structure uniformisable dans [PW15], en étu-
diant une famille de représentations du produit libre Z/3Z ∗Z/3Z à valeurs dans PU(2, 1)
et en construisant un domaine de Ford dans H2

C pour une représentation particulière.
Un autre exemple est le complémentaire du nœud de 8, pour lequel Falbel et Deraux

donnent une uniformisation CR-sphérique dans [DF15], en partant d’une représentation
de son groupe fondamental à valeurs dans PU(2, 1) et en construisant des domaines fon-
damentaux pour cette action, dans H2

C et dans ∂∞H2
C, pour vérifier enfin que l’on obtient

une structure CR-sphérique uniformisable sur la bonne variété. Finalement, dans [Der15],
Deraux montre que la variété m009 du recensement de Falbel, Koseleff et Rouillier de
[FKR13] admet une uniformisation CR-sphérique.

Pour ces variétés à pointe, on peut espérer des résultats de chirurgie de Dehn ana-
logues au cas hyperbolique. En effet, Schwartz démontre dans [Sch07] un théorème de
chirurgie de Dehn CR-sphérique qui donne des uniformisations sur des chirurgies de Dehn
sur le complémentaire de l’entrelacs de Whitehead proches de la structure qu’il construit
dans le même livre. Cependant, ce théorème ne s’applique pas immédiatement aux autres
structures uniformisables ; une des motivations de cette thèse est d’aboutir à un résultat
similaire, plus simple à utiliser, quitte à avoir des conclusions plus faibles, notamment en
rapport avec l’uniformisabilité.

Plan de la thèse

Cette thèse est composée de quatre chapitres. Le premier présente la géométrie sur
le plan hyperbolique complexe et divers outils qui serviront dans les chapitres suivants.
La première partie est plutôt standard, mais la deuxième aborde des points plus tech-
niques. Les trois autres chapitres sont conçus pour se suivre, mais ils peuvent être lus de
façon indépendante. On établit un théorème de chirurgie CR-sphérique similaire à celui de
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Schwartz, qu’on applique à quelques exemples. On s’intéresse ensuite aux espaces de défor-
mations de représentations d’holonomie, qui seront donnés par certains poins de variétés
de caractères pour SL3(C), correspondant au groupe SU(2, 1) : nous définirons la notion
de «variété de caractères pour une forme réelle» pour avoir cet espace de déformations de
façon précise. Finalement, nous donnerons une déformation explicite d’un domaine de Ford
pour une variété CR-sphérique uniformisable pour obtenir des structures CR-sphérique sur
des chirurgies de Dehn explicites. Nous donnons, ci-dessous, une description plus précise
de chaque chapitre.

Chapitre 1 : Dans ce premier chapitre, nous exposons des généralités sur l’espace mo-
dèle H2

C et son groupe d’isométries PU(2, 1), ainsi que du bord à l’infini ∂∞H2
C, qui nous

servira d’espace modèle pour l’étude des variétés de dimension 3 dans la géométrie CR-
sphérique. Nous étudierons le groupe PU(2, 1) à l’aide de la dynamique de ses éléments
dans ∂∞H2

C. Nous aborderons ensuite des objets plus techniques, qui nous servirons pour
déformer un domaine de Ford au chapitre 4. Ces objets, qui interviennent naturellement,
sont les bissecteurs métriques, les bissecteurs en général, et les exteurs. On les étudiera en
détail et on s’intéressera à leurs intersections ; on s’en servira plus loin pour la construc-
tion de domaines de Dirichlet ou des domaines de Ford afin d’obtenir des structures CR-
sphériques sur des variétés de dimension 3 ou hyperboliques complexes, sur des variétés
de dimension 4.

Chapitre 2 : Dans le deuxième chapitre, nous établissons un théorème de chirurgie
de Dehn CR-sphérique analogue à celui de Thurston pour les structures hyperboliques
réelles. Ce théorème de chirurgie est similaire à celui de Schwartz dans [Sch07], mais a des
hypothèses et des conclusions plus faibles. Le point clé dans la preuve du théorème est le
principe d’Ehresmann-Thusrton, mais il est aussi crucial d’avoir compris la géométrie de
∂∞H2

C et la dynamique des sous-groupes à un paramètre de PU(2, 1). On voit apparaître
des chirurgies de Dehn mais aussi des recollements avec d’autres variétés à bord torique,
que nous décrivons aussi dans le chapitre, ainsi que dans l’annexe A.

On applique ensuite le théorème de chirurgie à la structure de Deraux-Falbel sur le
complémentaire du nœud de huit. On décrit cette structure particulière, et on montre d’une
part qu’une infinité de chirurgies du nœud de huit portent des structures CR-sphériques,
et d’autre part qu’une chirurgie particulière porte une infinité de structures CR-sphérique.
Plus précisément, on obtient le résultat suivant :

Théorème. Soit M le complémentaire du nœud de huit. Pour le marquage usuel 1 du tore
périphérique de M :

1. Il existe une infinité de structures CR-sphériques sur la chirurgie de Dehn de M
de pente −3.

1. Pour nous, le marquage usuel est celui donné par Thurston dans [Thu02].
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2. Il existe δ > 0 tel que pour tout r ∈ Q∩ (0, δ), il existe une structure CR-sphérique
sur la chirurgie de Dehn de M de pente −3 + r.

Ce chapitre a donné lieu à l’article [Aco16b].

Chapitre 3 : Dans le troisième chapitre, on propose une définition de variété de carac-
tères pour une forme réelle de SLn(C). La motivation de cette notion est de déterminer
des espaces de déformations de représentations d’holonomie pour pouvoir applique le théo-
rème de chirurgie du chapitre 2. Étant donné un groupe de type fini Γ, on s’intéresse aux
représentations du groupe à valeurs dans SU(2, 1) à conjugaison près, en étudiant les re-
présentations à valeurs dans SL3(C) à conjugaison près, où des outils algébriques sont à
disposition. Il s’avère que ce cadre s’étend sans problème à celui des représentations à
valeurs dans une forme réelle de SLn(C), et nous le traitons dans cette généralité.

On exposera les définitions et quelques propriétés générales des variétés de carac-
tères pour SLn(C), qui est une variété algébrique obtenue comme le quotient algébrique
Hom(Γ, SLn(C))//SLn(C) où SLn(C) agit par conjugaison. Ce quotient est bien défini
grâce à la théorie géométrique des invariants (GIT). Puisque cet outil ne s’applique pas
aux formes réelles, nous proposons comme définition de de variété de caractères pour une
forme réelle de SLn(C) l’ensemble des points de la variété des caractères pour SLn(C) qui
proviennent de représentations à valeurs dans cette forme réelle. Nous introduirons deux
involutions anti-holomorphes Φ1 et Φ2 de la variété des caractères pour SLn(C) de Γ in-
duites respectivement par les involutions A 7→ A et A 7→ tA

−1 de SLn(C). Nous montrons
le résultat suivant :

Théorème. Soit x un point de la variété de caractères de Γ pour SLn(C) correspondant
à une représentation irréductible ρ de Γ. Si x est fixe par Φ1, alors ρ est conjuguée à
une représentation à valeurs dans SLn(R) ou SLn/2(H). Si x est fixe par Φ2, alors ρ est
conjuguée à une représentation à valeurs dans un groupe unitaire SU(p, q) avec p+ q = n.

Nous étudierons ensuite l’exemple détaillé des variétés de caractères pour SU(2, 1) et
SU(3) du produit libre Z/3Z ∗ Z/3Z. La variété des caractères pour SU(2, 1) contient des
composantes qui correspondent aux structures CR-sphérique sur le complémentaire du
nœud de 8 et le complémentaire de l’entrelacs de Whitehead.

Ce chapitre a donné lieu à l’article [Aco16a].

Chapitre 4 : Dans le dernier chapitre de cette thèse, nous essaierons d’améliorer les
conclusions de l’application du théorème de chirurgie du chapitre 2 dans un cas particu-
lier. Le théorème de chirurgie donne des résultats uniquement sur un ouvert, mais ne donne
aucune façon de le déterminer. De plus, on n’a pas d’information sur le caractère unifor-
misable pour une telle structure. On rendra donc effective une déformation d’un domaine
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de Ford dans H2
C dans un exemple particulier, pour obtenir des structures CR-sphériques

uniformisables sur des chirurgies de Dehn explicites.
On étudiera le cas du complémentaire de l’entrelacs de Whitehead, en partant de

la structure donnée par Parker et Will dans [PW15]. Nous exposerons rapidement une
partie de leurs résultats, et notamment la paramétrisation d’une tranche de la variété
des caractères pour SU(2, 1) du groupe fondamental du complémentaire de l’entrelacs de
Whitehead. Cette paramétrisation, à deux paramètres réels, nous servira comme espace
de déformation. Nous considérerons des déformations dans une des deux directions réelles
pour ces paramètres, pour parvenir à faire aboutir les calculs.

Nous donnerons un intervalle explicite qui paramètre des structures CR-sphériques sur
la chirurgie de Dehn de pente −1

3 sur une des pointes du complémentaire de l’entrelacs
de Whitehead ; et nous montrerons que les chirurgies de Dehn de pente 1

m , où m ≥ 1 sur
la même pointe admettent des structures CR-sphérique. En appliquant le théorème du
polyèdre de Poincaré, nous montrons que ces structures sont uniformisables, à part pour
un intervalle explicite de structures sur la chirurgie de pente −1

3 . Nous conjecturons que
ces structures sont elles aussi unuformisables, si un énoncé plus général du théorème du
polyèdre de Poincaré reste vrai. Nous discutons ce théorème dans l’annexe B

On identifie ainsi l’uniformisation de Deraux-Falbel du complémentaire du nœud de
huit comme une chirurgie CR-sphérique du complémentaire de l’entrelacs de Whitehead.
Pour montrer ces résultats, nous allons considérer une déformation du domaine de Ford
de Parker et Will pour avoir un domaine de Dirichlet d’un côte, et un domaine centré à
l’extérieur de H2

C pour l’autre. Ces domaines sont bordés par des bissecteurs généraux, et
nous étudierons leurs intersections grâce aux outils exposés dans le chapitre 1, en faisant
des considérations sur des sphères visuelles.
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Chapitre 1

Le plan hyperbolique complexe et
ses isométries

1.1 Introduction

Pour mieux comprendre la topologie des variétés, il est souvent utile d’étudier des
géométries et des structures géométriques. Le théorème d’uniformisation de Riemann pour
les surfaces, et le plus récent théorème de géométrisation de Thurston-Perelman pour les
variétés de dimension trois sont deux exemples aboutis de cette idée. Dans cette thèse, nous
allons étudier des structures pour une géométrie particulière, appelée CR-sphérique, qui
a comme espace modèle une sphère S3 vue comme le bord à l’infini du plan hyperbolique
complexe H2

C et comme groupe d’automorphismes le groupe d’isométrie holomorphes de
cet espace, qui est naturellement isomorphe à PU(2, 1). Cette géométrie particulière, qui
est non métrique, n’est pas dans la liste des géométries de Thurston, mais elle peut tout
de même donner des informations sur les variétés.

Dans ce chapitre nous exposerons des notions sur le plan hyperbolique et son bord
à l’infini ainsi qu’une étude détaillée de son groupe d’isométries. Nous partirons de de la
construction de cet espace et nous décririons des objets géométriques et des outils qui nous
serviront dans les chapitres suivants. La plupart des constructions et des résultats énoncés
dans les premières sections du chapitre sont en grande partie tirés du livre de Goldman
[Gol99] et de la thèse de Genzmer [Gen10].

Les deux premières sections de ce chapitre sont plutôt introductives : dans la section
1.2 on donne une construction du plan hyperbolique complexe et on décrit ses isométries,
alors que dans la section 1.3 on étudie la convergence d’éléments réguliers du groupe
d’isométries. La section 1.4 suit la même ligne et on y étudie les flots de sous-groupes
à un paramètre dans le groupe PU(2, 1). Cette section sera particulièrement utile dans
le chapitre 2. Les sections 1.5 et 1.6 sont plus techniques et seront les outils pour la
déformation effective d’un domaine de Ford du chapitre 4. Dans la section 1.5, on définit
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la sphère visuelle d’un point de CP2 et on donne des cartes pour l’étudier. Dans la section
1.6, on étudie les bissecteurs et les exteurs, ainsi que certaines de leurs intersections. Ce
sont des objets intervenant dans la construction de domaines de Dirichlet ou de Ford, et
sont décrits par exemple par Goldman dans [Gol99]. On appellera tout de même bissecteur
une classe un peu plus générale d’hypersurfaces par rapport à celle décrite par Goldman.

1.2 H2
C et ses isométries

Dans cette section, nous allons construire le plan hyperbolique complexe H2
C et son

bord à l’infini ∂∞H2
C. Nous allons, par ailleurs, nous intéresser au groupe d’isométries ho-

lomorphes de H2
C, que l’on identifiera au groupe PU(2, 1). La grande majorité des résultats

énoncés ici est tirée de la thèse de Genzmer [Gen10] et du livre de Goldman [Gol99]. La
construction que nous donnons est en fait une construction générale ; on construit de cette
façon les espaces hyperboliques réels et complexes Hn

R et Hn
C.

1.2.1 L’espace H2
C et son bord à l’infini.

Commençons d’abord en donnant une construction du plan hyperbolique complexe.
Soit V un C-espace vectoriel de dimension 3 muni d’un produit hermitien 〈·, ·〉. Notons Φ
la forme hermitienne associée. On supposera dans toute la suite que Φ est de signature
(2, 1). On remarquera aussi que toutes les formes hermitiennes de signature (2, 1) sur V
sont conjuguées.

Dans la suite, nous utiliserons deux modèles différents, en passant de l’un à l’autre par
une conjugaison. Dans les deux cas, l’espace vectoriel ambiant est C3.

Notation 1.2.1. On note

J1 =


1 0 0
0 1 0
0 0 −1

 et J2 =


0 0 1
0 1 0
1 0 0

 .

Ce sont les matrices des produits hermitiens 〈·, ·〉1 et 〈·, ·〉2 donnés, pour W =


w1

w2

w3

 et

Z =


z1

z2

z3

 dans C3, par :

〈W,Z〉1 = tWJ1Z = w1z1 + w2z2 − w3z3

〈W,Z〉2 = tWJ2Z = w1z3 + w2z2 + w3z1

Ces deux formes sont conjuguées par la matrice de Cayley, que nous noterons dans la
suite C.
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Définition 1.2.2. On définit la matrice de Cayley C comme

C = 1√
2


1 0 1
0
√

2 0
1 0 −1

 .
Elle vérifie C−1 = C∗ = C. De plus, elle conjugue J1 et J2 de sorte que CJ1C = J2 et
CJ2C = J1.

Notation 1.2.3. Nous serons amenés, à plusieurs reprises, à utiliser des projectivisés
d’espaces vectoriels et de groupes de matrices. Lorsque c’est le cas, nous noterons sans
parenthèses ou avec des parenthèses usuelles ”(” et ”)” les objets avant projectivisation et
avec des crochets ”[” et ”]” la classe d’un objet dans le projectivisé. Ainsi, si Z ∈ C3, alors
[Z] ∈ CP2 est la projection de Z.

Dans le but de définir H2
C, on sépare les vecteurs de V −{0} suivant s’ils sont positifs,

négatifs ou nuls pour la forme Φ.

Notation 1.2.4. On notera

V− = {v ∈ V − {0} | Φ(v) < 0}

V+ = {v ∈ V − {0} | Φ(v) > 0}

V0 = {v ∈ V − {0} | Φ(v) = 0}

Remarque 1.2.5. Il convient maintenant de faire deux remarques :

1. Les sous-ensembles V−, V+ et V0 sont stables par homothétie et forment une parti-
tion de V − {0} ; leurs projectivisés forment alors une partition de CP2.

2. Si v ∈ V−, on peut identifier l’espace tangent à [v] dans la variété PV− avec l’or-
thogonal de v pour 〈·, ·〉 ; le produit hermitien restreint à cet espace est alors défini
positif.

Définition 1.2.6. On définit le plan hyperbolique complexe H2
C comme étant PV−, muni

de la métrique hermitienne h induite par Φ.

Remarque 1.2.7. On peut calculer explicitement la distance entre deux points de H2
C

pour cette métrique :

cosh2
(d([u], [v])

2

)
= 〈u, v〉〈v, u〉
〈u, u〉〈v, v〉

.

Pour une explication détaillée, on pourra voir par exemple le chapitre 3 du livre de
Goldman [Gol99].

On définit aussi le bord à l’infini de H2
C, qui sera notre espace modèle au moment de

considérer des structures CR-sphériques.
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Définition 1.2.8. Le bord à l’infini de H2
C est défini comme étant ∂∞H2

C = PV0.

Nous nous servirons par la suite de quelques objets remarquables du plan hyperbolique
complexe. Les plus importants seront les géodésiques complexes, dont nous donnons une
définition ci-dessous.

Définition 1.2.9. Soit W ⊂ V un sous-espace vectoriel de dimension 2 qui intersecte V−.
PW est alors une droite complexe de CP2 ; on appelle géodésique complexe le sous-ensemble
PW ∩H2

C de H2
C.

Remarque 1.2.10. Les remarques suivantes découlent presque immédiatement de la dé-
finition :

1. Une géodésique complexe est homéomorphe à un disque. Son adhérence intersecte
∂∞H2

C en un cercle, appelé C-cercle.
2. Par deux points distincts de H2

C ∪ ∂∞H2
C passe une unique géodésique complexe.

3. Une géodésique complexe est un sous espace totalement géodésique de H2
C, isomé-

trique au plan hyperbolique réel.

Ayant défini le plan hyperbolique complexe sur un espace vectoriel abstrait V , nous
pouvons regarder de plus près ce que nous pouvons obtenir à l’aide des deux formes
hermitiennes sur C3 données par J1 et J2. Nous aurons alors deux modèles de H2

C, chacun
adapté à des situations différentes. Nous passerons de l’un à l’autre suivant ce que nous
aurons besoin de démontrer. Rappelons tout de même que ces deux modèles sont conjugués,
et que l’on passe de l’un à l’autre en appliquant la matrice de Cayley.

Définition 1.2.11. En identifiant V à C3 et 〈·, ·〉 à 〈·, ·〉1, on obtient le modèle de la boule.
On a alors :

H2
C =



z1

z2

1

 ∈ CP2 | |z1|2 + |z2|2 < 1



et ∂∞H2
C =



z1

z2

1

 ∈ CP2 | |z1|2 + |z2|2 = 1


À l’aide de ce modèle, on constate que H2

C est homéomorphe à la boule B4 et que
∂∞H2

C est homéomorphe à la sphère S3. Voyons l’autre modèle que nous considérerons,
dit de Siegel.

Définition 1.2.12. En identifiant V à C3 et 〈·, ·〉 à 〈·, ·〉2, on obtient le modèle de Siegel.
Il est donné par :

H2
C =



z1

z2

1

 ∈ CP2 | 2Re(z1) + |z2|2 < 0

 ⊂ CP2
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et ∂∞H2
C =



−1

2(|z|2 + it)
z

1

 | (z, t) ∈ C× R

 ∪



1
0
0




À l’aide de ce modèle, on peut identifier ∂∞H2
C à C×R∪ {∞}. En enlevant le point à

l’infini, on retrouve le groupe de Heisenberg, défini comme C×R muni de la multiplication
(w, s)∗(z, t) 7→ (w+z, s+t+2Im(wz)). Nous verrons le lien avec cette structure en étudiant
les isométries de H2

C.

1.2.2 Isométries (holomorphes) de H2
C

Nous venons de définir le plan hyperbolique complexe et nous avons vu deux de ses
modèles. Nous allons maintenant nous intéresser au groupe d’isométries de cet espace.

Groupe d’isométries

Commençons par faire deux remarques :

Remarque 1.2.13. Le groupe unitaire U(Φ) ⊂ GL(V ) agit sur V en préservant V−, V+

et V0. Il a donc une action sur H2
C. Puisque le groupe préserve la forme hermitienne Φ, il

agit par des isométries.

Remarque 1.2.14. Le noyau de cette action est donné par les homothéties de U(Φ). On
a donc une action fidèle de PU(Φ) par isométries sur H2

C, qui s’étend à PV .

Lorsque nous nous placerons dans les modèles de la boule et de Siegel, nous aurons
des groupes de matrices que nous noterons de la même manière. En cas d’ambiguïté, nous
préciserons dans quel modèle on se place. Nous prenons donc la notation suivante.

Notation 1.2.15. On note U(2, 1) le groupe de matrices U de GL3(C) telles que U∗JU =
J pour J = J1 ou J2, suivant le modèle qu’on considère. On note SU(2, 1) le sous-groupe
des matrices de déterminant 1 de U(2, 1) et PU(2, 1) son projectivisé.

Remarque 1.2.16. Étant donné [U ] ∈ PU(2, 1), il existe exactement trois relevés de [U ]
dans SU(2, 1), à savoir U , ωU et ω2U , où ω est une racine cubique de l’unité.

Nous rappelons que le groupe PU(2, 1) est le groupe des isométries holomorphes de
H2

C ; le groupe d’isométries de H2
C est engendré par PU(2, 1) et la conjugaison complexe.

Ceci nous assure que l’étude de PU(2, 1) suffit pour comprendre toutes les isométries de
H2

C. Nous énonçons finalement le résultat suivant, qui peut se trouver dans le chapitre 3
du livre de Goldman [Gol99] :

Proposition 1.2.17. Le groupe PU(2, 1) agit transitivement sur le fibré unitaire tangent
de H2

C.
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Quelques isométries

On cherche à regarder d’un peu plus près le groupe PU(2, 1) des isométries de H2
C et

son action sur CP2. Pour commencer, nous allons considérer quelques isométries et tirer
de l’information à partir d’elles. Nous commençons par considérer des stabilisateurs de
certains points.

Stabilisateur d’un point de H2
C. On s’intéresse d’abord au stabilisateur d’un point.

Plaçons-nous dans le modèle de la boule. Dans U(2, 1), le stabilisateur de


0
0
1

 est l’en-

semble des matrices de la forme
(
M 0
0 1

)
où M ∈ U(2). On en déduit que U(2, 1) a une

action transitive sur chaque sphère de H2
C centrée en


0
0
1

 ainsi que sur ∂∞H2
C. En outre,

dans PU(2, 1), un élément du stabilisateur de


0
0
1

 est conjugué à une matrice du type


eiα 0 0
0 eiβ 0
0 0 eiγ


avec α+ β + γ = 0 mod 2π

3 .

Stabilisateur d’un point à l’infini. Voyons ensuite ce que nous pouvons obtenir en
regardant le stabilisateur d’un point de ∂∞H2

C. Plaçons-nous dans le modèle de Siegel et

considérons le stabilisateur de


1
0
0

. Nous allons démontrer la proposition suivante :

Proposition 1.2.18. Soit U ∈ SU(2, 1) telle que [U ]


1
0
0

 =


1
0
0

. Alors U est de la forme :


λ −λ

λz
1
λ

(−1
2(|z|2 + it))

0 λ
λ

1
λ
z

0 0 1
λ

 =


1 −z −1

2(|z|2 + it)
0 1 z

0 0 1



λ 0 0
0 λ

λ 0
0 0 1

λ


avec λ, z ∈ C et t ∈ R.
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Démonstration. Notons (e1, e2, e3) la base canonique de C3. On sait que U stabilise Ce1 ;

sa première colonne est alors de la forme


λ

0
0

 avec λ ∈ C. Rappelons ensuite que, dans le

modèle de Siegel, 〈e1, e2〉2 = 〈e2, e3〉2 = 〈e3, e3〉2 = 0 et 〈e1, e3〉2 = 2. Comme 〈e1, e2〉2 = 0,
on déduit que U32 = 0. Ensuite, puisque 〈e1, e3〉2 = 2, on a U33 = 1

λ
. Or, detU = 1, d’où

U22 = λ
λ .

Notons z = λU23 ∈ C. Comme 〈e3, e3〉2 = 0, on a M31 = 1
λ

(−1
2(|z|2 + it)) avec t ∈ R.

Finalement, on conclut en utilisant que 〈e2, e3〉2 = 0 pour calculer U21.

Faisons deux remarques de cas particuliers d’éléments de ce stabilisateur.

Remarque 1.2.19. Lorsque z = t = 0 et λ = e
r
2 ∈ R, la distance entre C


0
0
1

 et son

image par U est égale à r.

Remarque 1.2.20. Lorsque λ = 1, nous avons une famille d’isométries P(z,t) paramétrées
par (z, t) ∈ C × R. Il s’agit d’un sous-groupe isomorphe au groupe de Heisenberg : on a
P(z,t)P(w,s) = P(z,t)∗(w,s), où (z, t) ∗ (w, s) = (z+w, 2Im(zw) + t+ s) est le produit dans le
groupe de Heisenberg.

Ayant fait ces remarques, et à l’aide de la transitivité sur les sphères et le bord du
stabilisateur d’un point de H2

C que nous avons discuté dans le paragraphe précédent, nous
pouvons établir le résultat suivant :

Proposition 1.2.21. L’action de PU(2, 1) est d’une part 2-transitive sur ∂∞H2
C, et d’autre

part transitive sur les couples de points de H2
C à distance d, pour tout d > 0.

1.2.3 Classification des isométries

En connaissant les isométries que nous venons de voir, nous pouvons entreprendre la
classification des éléments de PU(2, 1). Nous reprenons ici les résultats et notations du
chapitre 1 de la thèse de Genzmer [Gen10]. Chaque isométrie de H2

C s’étend de façon
continue à H2

C∪∂∞H2
C, qui est compact. D’après le théorème de Brouwer, elle admet donc

des points fixes. On classifie alors les isométries en termes de ces points fixes.

Définition 1.2.22. Une isométrie g 6= id de H2
C est dite :

— elliptique si elle admet au moins un point fixe dans H2
C.

— parabolique si elle n’est pas elliptique et a exactement un point fixe dans ∂∞H2
C

— loxodromique si elle n’est pas elliptique et a exactement deux points fixes dans
∂∞H2

C.
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Remarque 1.2.23. Cette classification est tout à fait générale : elle est valable pour les
isométries de n’importe quel espace δ-hyperbolique.

Nous pouvons traduire cette classification en termes de valeurs propres. Les valeurs
propres d’un élément de PU(2, 1) ne sont définies qu’à multiplication par ω près ; nous
donnons une condition sur celles des relevés à SU(2, 1).

Proposition 1.2.24. Soit U ∈ SU(2, 1)−{Id}. Alors U est dans un des trois cas suivants :

1. La matrice U a une valeur propre λ de module différent de 1. Alors [U ] est loxo-
dromique.

2. La matrice U admet un vecteur propre v ∈ V−. Alors [U ] est elliptique et ses valeurs
propres sont de module 1 mais pas toutes égales.

3. La matrice U a toutes ses valeurs propres de module 1 et a un vecteur propre v ∈ V0.
Alors [U ] est parabolique.

Pour raffiner cette classification, nous allons considérer séparément les cas des valeurs
propres doubles. Nous donnons donc la définition suivante :

Définition 1.2.25. Soit U ∈ SU(2, 1)− {Id}. On dira que U est

1. régulier si ses trois valeurs propres sont distinctes.
2. unipotent si ses trois valeurs propres sont égales (et donc égales à une racine cubique

de l’unité)
3. spécial si U n’est pas dans un des deux cas précédents.

La définition s’étend à PU(2, 1) ; nous parlerons donc d’éléments réguliers de PU(2, 1).
Dans ce cas, les valeurs propres seront bien définies à multiplication par ω près. Grâce à la
remarque suivante, nous savons que les éléments réguliers sont plus simples à manipuler :

Remarque 1.2.26. Soit [U ] ∈ PU(2, 1) un élément régulier. Alors : [U ] est déterminé par
ses trois valeurs propres α, β, γ ∈ C et ses trois points fixes [u], [v], [w] dans CP2.

Il est possible de déterminer si un élément est régulier uniquement à l’aide de sa trace.
En effet, un élément de SU(2, 1) est régulier si et seulement si son polynôme caractéristique
n’a pas de racine double. Or, si U ∈ SU(2, 1) et z = tr(U), alors le polynôme caractéristique
de U est χU = X3 − zX2 + zX − 1. Il suffit alors de considérer le résultant de χU et χ′U .
On résume tout dans la proposition suivante, qui correspond au théorème 6.2.4 du livre
de Goldman [Gol99].

Proposition 1.2.27. Pour z ∈ C, posons f(z) = |z|4 − 8Re(z3) + 18|z|2 − 27. Soit
U ∈ SU(2, 1). Alors U est régulier si et seulement si f(tr(U)) 6= 0. De plus, si f(tr(U)) < 0
alors [G] est elliptique et si f(tr(U)) > 0 alors [U ] est loxodromique.

Remarque 1.2.28. Il convient de faire deux remarques sur cette proposition :
1. On a f(z) = f(ωz). On peut donc définir la fonction f ◦ tr sur PU(2, 1).
2. Tout élément parabolique [U ] vérifie f(tr(U)) = 0.
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1.2.4 Dualité - Polaires

Pour mieux comprendre l’actions des isométries de H2
C, nous utiliserons le langage des

pôles et des polaires. Ce langage correspond à un point de vue géométrique de l’orthogo-
nalité pour la forme hermitienne Φ. Nous allons définir les droites polaires de points de
CP2, et les pôles de droites complexes, ce qui nous aidera par la suite à mieux voir les
isométries de H2

C.

Définition 1.2.29. Étant donné [u] ∈ PV , on note

[u]⊥ = P {v ∈ V − {0} | 〈u, v〉 = 0} .

C’est le projectivisé de l’orthogonal de u pour le produit hermitien 〈·, ·〉. Il s’agit donc
une droite complexe de PV , appelée droite polaire de [u].

Il convient maintenant d’énoncer quelques résultats qui découlent immédiatement de
considérations d’algèbre linéaire et du fait que la forme hermitienne Φ est non dégénérée,
et de poser les notations que nous utiliserons par la suite.

Notation 1.2.30. Si [u] et [v] sont des points distincts de PV , nous noterons l[u],[v] la
droite complexe passant par [u] et [v].

Définition 1.2.31. Étant donné une droite complexe l de PV , il existe un unique point
[v] ∈ PV tel que l = [v]⊥. On dit alors que [v] est le pôle de l, et on le notera [v] = l⊥

Remarque 1.2.32. Si [u], [v] ∈ PV , alors :

1. [u] ∈ [v]⊥ ⇐⇒ [v] ∈ [u]⊥

2. [u] ∈ ∂∞H2
C ⇐⇒ [u] ∈ [u]⊥

3. [u]⊥ ∩H2
C 6= ∅ ⇐⇒ [u] ∈ PV +

La notion suivante de triangle autopolaire, est reliée aux éléments réguliers de PU(2, 1),
et nous l’utiliserons à plusieurs reprises.

Définition 1.2.33. Soient [u], [v], [w] ∈ PV trois points non alignés. On dit qu’ils forment
un triangle autopolaire si les pôles des droites l[u],[v], l[v],[w] et l[w],[u] sont les points [u], [v]
et [w].

Finalement, nous énonçons quelques remarques générales en rapport avec les termes
que nous venons de définir.

Remarque 1.2.34. Soit [U ] ∈ PU(2, 1).

1. Le groupe PU(2, 1) est le sous-groupe de PGL3(C) qui stabilise H2
C (et donc aussi

∂∞H2
C, ainsi que PV +).
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2. Un point [Z] ∈ CP2 est fixe par [U ] si et seulement si Z est un vecteur propre de
U .

3. Les éléments de PU(2, 1) préservent la polarité : si [u] ∈ CP2, alors [U ]([u]⊥) =
([U ][u])⊥.

4. Si l est une droite complexe de CP2, alors l est stable par [U ] si et seulement si
[U ](l⊥) = l⊥.

5. Si [u], [v] ∈ CP2 sont fixes par [U ], alors la droite l[u],[v] passant par [u] et [v] est
stable par [U ] ; l⊥[u],[v] est alors fixe par [U ].

6. Si [U ] ∈ PU(2, 1) a exactement trois points fixes non alignés [u], [v], [w] ∈ CP2,
alors ils sont sur un triangle autopolaire.

1.2.5 Le produit vectoriel hermitien

On peut exprimer la polarité de façon algébrique à l’aide du produit vectoriel her-
mitien, que nous allons définir dans cette sous-section. Il s’agit d’un analogue au produit
vectoriel usuel dans R3. Il est décrit rapidement par Goldman dans le chapitre 2 de [Gol99].
Commençons par faire une remarque, qui nous sera utile pour la définition.

Remarque 1.2.35. Soient p, q ∈ C3. Soit ψ la forme linéaire

ψ :
C3 → C
r 7→ det(p, q, r)

.

Puisque la forme hermitienne Φ est non dégénérée, il existe un unique vecteur s ∈ C3 tel
que ψ(r) = 〈s, r〉 pour tout r ∈ C3.

Avec cette remarque, nous définissons le produit vectoriel hermitien de la façon sui-
vante :

Définition 1.2.36. Soient p, q ∈ C3. On définit le produit vectoriel hermitien de p et q,
noté p� q, comme l’unique vecteur s ∈ C3 tel que 〈s, r〉 = det(p, q, r) pour tout r ∈ C3.

La remarque suivante fait le lien entre la définition du produit vectoriel hermitien et
la polarité.

Remarque 1.2.37. Soient p, q ∈ C3. Si p et q sont alignés, alors p � q = 0. Sinon, alors
[p� q] = l⊥[p],[q]. En effet, il s’agit d’un vecteur non nul et tel que 〈p, p� q〉 = 〈q, p� q〉 = 0.

Pour les calculs explicites que nous ferons dans le chapitre 4, nous aurons besoin de
l’expression du produit vectoriel hermitien en coordonnées. Nous donnons cette expression
dans le modèle de la boule et dans le modèle de Siegel dans les deux lemmes suivants,
qu’on obtient immédiatement en vérifiant la condition 〈p� q, r〉 = det(p, q, r) pour r dans
la base canonique de C3.
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Lemme 1.2.38. Dans le modèle de la boule, on a :
z1

z2

z3

�


w1

w2

w3

 =


z2w3 − z3w2

z3w1 − z1w3

z2w1 − z1w2


Lemme 1.2.39. Dans le modèle de Siegel, on a :

z1

z2

z3

�


w1

w2

w3

 =


z1w2 − z2w1

z3w1 − z1w3

z2w3 − z3w2



1.2.6 Description des isométries

À l’aide des considérations sur la polarité que nous venons de faire, nous allons décrire
les éléments de SU(2, 1) en les classifiant par leur type et leur action sur CP2. Nous essayons
de donner une description imagée à l’aide de figures. Les dessins sont en dimension 2
réelle, mais donnent une idée assez précise de la nature des isométries. Pour chaque type
d’isométrie, nous dessinons :

— En bleu, ∂∞H2
C, qui est homéomorphe à S3 mais représenté par un cercle.

— En rouge, les points fixes, avec les valeurs propres associées indiquées sur la figure.
— En vert, les droites complexes stables, qui sont exactement les droites polaires des

points fixes. Encore une fois, nous ne pouvons dessiner que des objets réels de
dimension 1.

Commençons par les isométries régulières.

Isométries régulières

Soit U ∈ SU(2, 1) un élément régulier. Il a trois valeurs propres distinctes, et donc
exactement trois points fixes [u], [v], [w] dans CP2. D’après la remarque 1.2.34, [u], [v], [w]
sont sur un triangle autopolaire. Il y a donc deux cas (quitte à réordonner les trois points
fixes) :

1. [u] et [v] sont sur ∂∞H2
C ; [w] est à l’extérieur de ∂∞H2

C.

2. [w] est dans H2
C ; [u] et [v] sont à l’extérieur de ∂∞H2

C.

e1, λ

e3,
1
λ

e2,
λ
λ

Isométries loxodromiques Dans le premier cas, [U ]
est un élément loxodromique. Il stabilise la géodésique
complexe reliant [u] et [v] dans H2

C. En se plaçant dans
le modèle de Siegel, quitte à conjuguer, on peut supposer
que u = e1, v = e3, w = e2. L’élément U est alors conjugué
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à :

Tλ =


λ 0 0
0 λ

λ 0
0 0 1

λ



e1, e
iα

e3, e
iγ

e2, e
iβ

Isométries elliptiques régulières Dans le deuxième
cas, [U ] est un élément elliptique régulier. Il a un point fixe
[w] dans H2

C et deux géodésiques complexes stables ([u]⊥

et [v]⊥) sur lesquelles [U ] agit comme une rotation. En se
plaçant dans le modèle de la boule, quitte à conjuguer, on
peut supposer que u = e1, v = e2 et w = e3. L’élément U
est alors conjugué à :

Eα,β,γ =


eiα 0 0
0 eiβ 0
0 0 eiγ


où α+ β + γ = 0 mod(2π).

Isométries unipotentes

Soit U ∈ SU(2, 1) un élément unipotent différent de l’identité. L’élément U est alors
parabolique et fixe un point sur le bord. Quitte à conjuguer, on peut supposer que ce point
est [e1] dans le modèle de Siegel. L’élément [U ] est alors conjugué à :

[P(z,t)] =


1 −z −1

2(|z|2 + it)
0 1 z

0 0 1


avec z ∈ C et t ∈ R. On a alors deux cas, suivant si z = 0 ou si z 6= 0.

e1, 1

Isométries unipotentes horizontales On dit que [U ]
est un élément parabolique horizontal s’il est conjugué à
[P(z,t)] avec z 6= 0. Il a alors exactement un point fixe dans
∂∞H2

C et aucun autre dans CP2. Ces éléments sont tous



1.2. H2
C ET SES ISOMÉTRIES 35

conjugués à

[P(1,0)] =


1 −1 −1

2
0 1 1
0 0 1



e1, 1

e2, 1

Isométries unipotentes verticales On dit que [U ] est
un élément parabolique vertical s’il est conjugué à [P(0,t)]
avec t 6= 0. Il est alors conjugué à

[P(0,±1)] =


1 0 ± i

2
0 1 0
0 0 1

 .
Il a alors exactement un point fixe dans ∂∞H2

C et aucun
autre dans CP2. Quitte à conjuguer, on supposer qu’il
s’agit de [e1]. De plus, la droite complexe [e1]⊥ est fixe
point par point par l’action de [U ], donc chaque géodé-
sique complexe passant par [e1] est stable par [U ].

Isométries spéciales

Il nous reste à décrire les isométries spéciales. Elles peuvent être soit elliptiques, soit
paraboliques, et parmi les elliptiques on distingue deux cas différents.

e1, e
iθ

e3, e
iθ

e2, e
−2iθ

Isométries elliptiques spéciales Dans le modèle de
la boule, une isométrie elliptique a au moins trois points
fixes dans CP2 : un dans H2

C et deux à l’extérieur, et elle
est conjuguée à

[Eα,β,γ ] =


eiα 0 0
0 eiβ 0
0 0 eiγ


Elle est spéciale dès que deux des valeurs propres sont

égales. On distingue deux cas, suivant si les deux valeurs
propres égales correspondent à un point fixe de H2

C et à
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un point fixe à l’extérieur ou bien à deux points fixes de
PV+.

On dira qu’une isométrie elliptique spéciale [U ] est
une réflexion complexe dans le premier cas. Elle fixe alors
une géodésique complexe de H2

C et U est conjuguée dans
SU(2, 1) à

eiθ


1 0 0
0 e−3iθ 0
0 0 1

 .

e1, e
iθ

e3, e
−2iθ

e2, e
iθ

Dans le deuxième cas, on dira que [U ] est une réflexion
sur un point. Elle fixe alors point par point une droite
complexe incluse dans PV+. En passant aux polaires de
ces points fixes, on sait que [U ] stabilise les géodésiques
complexes passant par son point fixe dans H2

C. L’élément
U est conjugué dans SU(2, 1) à

eiθ


1 0 0
0 1 0
0 0 e−3iθ



e1, e
iθ

e2, e
−3iθ

Isométries ellipto-paraboliques Il nous reste à consi-
dérer les isométries ellipto-paraboliques. Si [U ] est ellipto-
parabolique, alors U est conjuguée dans SU(2, 1) (pour le
modèle de Siegel) à

eiθ


1 0 − i

2
0 e−3iθ 0
0 0 1

 .
Elle a alors exactement deux points fixes : un sur

∂∞H2
C et un autre dans PV+. Son action sur H2

C stabilise
alors une unique géodésique complexe.
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1.3 Convergence d’éléments réguliers

Dans cette section, nous allons nous intéresser à la topologie de PU(2, 1) et à la conver-
gence de suites d’éléments réguliers en termes de leurs points fixes dans CP2 et de leurs
valeurs propres.

1.3.1 Éléments réguliers de GL3(C)

Nous avons vu, à la définition 1.2.25, la définition d’un élément régulier de SU(2, 1).
Cette définition est un cas particulier de celle des groupes de Lie. Nous l’utiliserons dans
cette section pour GL3(C).

Définition 1.3.1. Soit U ∈ GL3(C). On dira que U est régulier si ses trois valeurs propres
sont distinctes.

Nous allons essayer de paramétrer les éléments réguliers de SU(2, 1) par leurs éléments
propres. Il sera plus simple de le faire dans GL3(C) puis ensuite de se restreindre à SU(2, 1).
Fixons d’abord une notation pour l’ensemble par lequel nous voulons paramétrer les élé-
ments réguliers. Il s’agit des valeurs propres ainsi que des vecteurs propres associés ; nous
prendrons les droites propres comme des points dans CP2.

Notation 1.3.2. Nous noterons R0 l’ensemble suivant :

R0 =
{

(([u], α), ([v], β), ([w], γ)) ∈ (CP2 × C∗)3 | [u] 6= [v] 6= [w] 6= [u], α 6= β 6= γ 6= α
}

Remarque 1.3.3. R0 est un ouvert Zariski-dense de (CP2×C∗)3, et donc une variété C∞.
Un choix de relevés et des cartes affines de CP2 permettent de le paramétrer localement.

Le groupe S3 des permutations agit sans points fixes sur R0 en permutant les facteurs.
Nous pouvons alors considérer l’application suivante :

Notation 1.3.4.

φ0 :

R0/S3 −→ GL3(C)

[([u], α), ([v], β), ([w], γ)] 7−→ P


α 0 0
0 β 0
0 0 γ

P−1

Où P est la matrice de passage de la base (u, v, w) de C3 vers la base canonique (e1, e2, e3).

L’application φ0 est bien définie. En effet, l’ordre de (([u], α), ([v], β), ([w], γ)) et le choix
des relevés u, v, w ne changent pas la matrice obtenue. L’application φ0 est clairement de
classe C∞, et son image est exactement l’ensemble des éléments réguliers. De plus, elle
est injective ; sa réciproque consiste à associer à une matrice régulière de GL3(C) ses
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éléments propres. On obtient ainsi une paramétrisation des éléments réguliers de GL3(C)
par R0/S3. Pour paramétrer les éléments de SU(2, 1), il suffit de restreindre l’application
φ0 aux bons sous-ensembles de R0/S3. Nous posons donc :

R1 = {(([u], α), ([v], β), ([w], γ)) ∈ R0 | αβγ = 1}

et

R2 = {(([u], α), ([v], β), ([w], γ)) ∈ R1 | [u], [v], [w] sont sur un triangle autopolaire}

Il suffit alors de remarquer que le même argument que celui évoqué ci-dessus permet
de faire la paramétrisation pour SL3(C) et SU(2, 1) :

Remarque 1.3.5. Les restrictions de φ0

φ1 : R1/S3 → SL3(C) et φ2 : R2/S3 → SU(2, 1)

sont des applications C∞, et leur image est l’ensemble des éléments réguliers de SL3(C) et
SU(2, 1) respectivement.

Regardons maintenant de plus près cette paramétrisation des éléments réguliers de
SU(2, 1). Il y a deux cas : les elliptiques et les loxodromiques. Pour chacun d’entre eux
une condition particulière s’impose.

1.3.2 Paramétrisation des elliptiques réguliers

Nous reprenons la paramétrisation donnée par R2/S3. Chaque elliptique régulier U
est paramétré par ses trois points fixes dans [u], [v], [w] ∈ CP2, et leurs valeurs propres
associées α, β, γ à permutation près. Nous avons vu que dans ce cas, on a, quitte à réor-
donner :

1. [u] ∈ H2
C

2. [v] ∈ [u]⊥

3. {[w]} = [u]⊥ ∩ [v]⊥

4. |α| = |β| = |γ| = 1

5. αβγ = 1

Nous pouvons alors paramétrer les éléments elliptiques réguliers par E/S2, où

E = {([u], [v], α, β) ∈ (CP2)2 × U2 | [u] ∈ H2
C, [v] ∈ [u]⊥, α 6= β 6= 1

αβ
6= α}

et S2 agit en échangeant ([v], β) et ([w], γ).



1.3. CONVERGENCE D’ÉLÉMENTS RÉGULIERS 39

1.3.3 Paramétrisation des loxodromiques

À nouveau, nous reprenons la paramétrisation donnée par R2/S3. Chaque élément
loxodromique U est paramétré par ses trois points fixes dans [u], [v], [w] ∈ CP2, et leurs
valeurs propres associées α, β, γ à permutation près. Dans ce cas, quitte à réordonner, on
a :

1. [u], [v] ∈ ∂∞H2
C

2. α = λ est de module > 1

3. β = 1
λ

4. γ = λ
λ

Nous pouvons alors paramétrer les éléments loxodromiques de SU(2, 1) par

L = {([u], [v], λ) ∈ (∂∞H2
C)2 × C | [u] 6= [v], |λ| > 1}.

1.3.4 Quelques remarques sur la convergence

Essayons maintenant de comprendre la convergence dans PU(2, 1). La projection de
SU(2, 1) sur PU(2, 1) est un revêtement d’ordre 3 ; nous pouvons donc nous concentrer
sur la convergence dans SU(2, 1). Considérons une suite (Un)n∈N d’éléments réguliers de
SU(2, 1) qui converge vers U ∈ SU(2, 1)− CId.

Remarque 1.3.6. Si U est régulier, alors la convergence est donnée par la convergence
de φ−1

2 (Un) vers φ−1
2 (U) dans R2/S3. Nous nous concentrerons sur le cas où U n’est pas

régulier et ce qu’on pourra dire des φ−1
2 (Un).

Soit (([un], αn), ([vn], βn), ([wn], γn)) ∈ R2 tels que Un = φ2(([un], αn), ([vn], βn), ([wn], γn)).
On sait alors que la suite (αn, βn, γn)n∈N est bornée dans C3. Quitte à extraire, on peut
supposer qu’elle converge vers (α, β, γ) ∈ C3. Comme CP2 est compact, quitte à extraire,
on peut supposer que ([un], [vn], [wn])n∈N converge vers ([u], [v], [w]) ∈ (CP2)3. Puisque
αn, βn, γn sont des valeurs propres de Un et un, vn, wn sont des vecteurs propres de Un
associés à αn, βn, γn respectivement, et grâce à la continuité de l’action des matrices sur
des vecteurs, nous pouvons faire la remarque suivante :

Remarque 1.3.7. Les nombres complexes α, β, γ sont des valeurs propres de U et u, v, w
sont des vecteurs propres de U associés à α, β, γ respectivement.

Regardons maintenant le cas où U est unipotent horizontal. Dans ce cas, U a un unique
point fixe [p] ∈ CP2, qui se trouve dans ∂∞H2

C et ses valeurs propres sont toutes égales
à 1. On déduit alors que (αn, βn, γn) → (1, 1, 1) et ([un], [vn], [wn]) → ([p], [p], [p]). D’un
point de vue géométrique sur H2

C ∪ ∂∞H2
C nous pouvons alors faire les deux remarques

suivantes :
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Remarque 1.3.8. Si les Un sont loxodromiques d’axes respectifs ln alors les géodésiques
complexes ln sortent de tout compact de H2

C ∪ ∂∞H2
C − {[p]}.

Remarque 1.3.9. Si les Un sont elliptiques, chacun a deux géodésiques complexes inva-
riantes l(1)

n et l(2)
n (les polaires de [vn] et [wn]). Les géodésiques complexes l(i)n sortent alors

de tout compact de H2
C ∪ ∂∞H2

C − {[p]}.

Ces deux remarques seront cruciales au moment de comprendre la géométrie des dé-
formations de structures CR-sphériques en considérant une développante.

1.4 Flots invariants

Pour étudier les structures CR-sphériques et leurs chirurgies, nous utiliserons des flots
de champs de vecteurs associés à certains éléments de PU(2, 1). Nous utiliserons les ré-
sultats de cette section dans le chapitre 2. Faisons d’abord quelques rappels sur les sous-
groupes à un paramètre et l’algèbre de Lie de SU(2, 1). Nous reprendrons la plupart des
résultats généraux du livre de R. Mneimné et F. Testard [MT86].

1.4.1 Exponentielle, sous-groupes à un paramètre de SU(2, 1)

Rappelons que l’algèbre de Lie de SU(2, 1), où J dénote J1 ou J2, est donnée par :

su(2, 1) =
{
X ∈M3(R) | tr(X) = 0, tXJ + JX = 0

}
.

Remarque 1.4.1. Puisque PU(2, 1) est le quotient de SU(2, 1) par un groupe fini, ils ont
la même algèbre de Lie. Nous travaillerons plutôt avec les notations dans SU(2, 1) pour
avoir à faire à des matrices.

Rappelons aussi la définition de la fonction exponentielle, ainsi que quelques unes de
ses propriétés.

Définition 1.4.2. Nous disposons de la fonction exponentielle exp : su(2, 1) → SU(2, 1)
définie par

exp(M) =
∑
n≥0

Mn

n! .

Proposition 1.4.3. La fonction exp est une fonction de classe C∞, car analytique, sa
différentielle en l’identité est l’identité et, en un point M ∈ su(2, 1), l’application d exp
vérifie :

exp(−M)d expM (X) = Id− e−ad(M)

ad(M) (X) ∈ su(2, 1)

où
Id− e−f

f
=
∑
n≥0

(−1)m fm

(m+ 1)!
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La remarque suivante, sur les valeurs propres de la différentielle de l’exponentielle,
nous sera utile pour vérifier que, dans un certain ouvert, il s’agit d’un difféomorphisme
local.

Remarque 1.4.4. On vérifie que, si M admet comme valeurs propres λ1, λ2, λ3, alors les
valeurs propres de ad(M) sont les µij = λi − λj et celles de Id−e−ad(M)

ad(M) sont les 1−eµij
µij

si
µij 6= 0 et 1 si µij = 0.

Finalement, rappelons la correspondance entre l’algèbre de Lie et les sous-groupes à
un paramètre d’un groupe de Lie.

Proposition 1.4.5. Les sous-groupes à un paramètre de SU(2, 1) sont en bijection avec
les éléments de su(2, 1). Si X ∈ su(2, 1), on lui associe le sous-groupe à un paramètre
φX : t 7→ exp(tX).

1.4.2 Le logarithme et une étoile pour PU(2, 1)

Nous allons nous pencher sur un domaine où l’exponentielle est un difféomorphisme
sur son image. Dans ce contexte, la fonction Log nous servira le plus souvent d’inverse.

Définition 1.4.6. On définit la série du logarithme par

Log(M) =
∑
n≥1

(−1)n+1 (M − Id)n

n
.

Cette série est, au moins sur un ouvert, un inverse de l’exponentielle. En effet, si
Log(M) converge, alors exp(Log(M)) = M . De plus elle fait correspondre nilpotents et
unipotents :

Remarque 1.4.7. La fonction exp réalise un difféomorphisme entre les éléments nilpo-
tents de su(2, 1) et les éléments unipotents de SU(2, 1).

Proposition 1.4.8. La série Log(Id + A) converge dans M3(C) dès que ‖A‖ < 1 pour
une norme sous-multiplicative de M3(C). En particulier, elle converge dès que toutes les
valeurs propres de A sont de module strictement inférieur à 1.

Nous définissons alors l’étoile de SU(2, 1) comme un domaine où exp sera un difféo-
morphisme sur son image. Cette définition est tout à fait générale ; on s’y prend de la
meme façon pour tout groupe linéaire réel.

Définition 1.4.9. On définit l’étoile de SU(2, 1), que nous noterons E(SU(2, 1)), comme
l’ensemble des M ∈ su(2, 1) dont la partie imaginaire des valeurs propres est, en valeur
absolue, strictement inférieure à π.

Il convient de faire alors les remarques suivantes :
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Remarque 1.4.10. Le domaine E(SU(2, 1)) est ouvert, contient les matrices nilpotentes,
est il est étoilé par rapport à 0.

Remarque 1.4.11. Grâce à la remarque 1.4.4, nous savons que exp : E(SU(2, 1)) →
SU(2, 1) réalise un difféomorphisme sur son image, car elle est injective et que, en regardant
ses valeurs propres, on vérifie que la différentielle est de rang maximal en tout point.

Définissons maintenant l’analogue pour PU(2, 1). L’injectivité de la différentielle ne
pose aucun problème, mais, puisque nous avons un quotient de SU(2, 1), l’injectivité de la
fonction exp : E(SU(2, 1))→ PU(2, 1) n’est plus garantie.

Définition 1.4.12. On définit l’étoile de PU(2, 1), que nous noterons E(PU(2, 1)), comme
l’ensemble des M ∈ su(2, 1) dont la partie imaginaire des valeurs propres est, en valeur
absolue, strictement inférieure à π

3 .

Remarque 1.4.13. On déduit immédiatement les faits suivants :

1. L’ensemble E(PU(2, 1)) contient les matrices nilpotentes, est il est étoilé par rapport
à 0.

2. L’application exp : E(PU(2, 1))→ PU(2, 1) est un difféomorphisme sur son image.

3. Si U ∈ SU(2, 1) a toutes ses valeurs propres à distance <
√

3
2 de 1, alors Log(U)

est bien défini et appartient à exp(E(PU(2, 1))). De plus, [U ] = exp(Log(U)) ∈
PU(2, 1).

1.4.3 Champs de vecteurs invariants

Les éléments géométriques que nous allons considérer sont des champs de vecteurs
induits par des éléments de PU(2, 1). Commençons par regarder au niveau infinitésimal :
un élément de l’algèbre de Lie su(2, 1) définit un champ de vecteurs sur ∂∞H2

C invariant
par son exponentielle. Nous utiliserons ensuite la remarque 1.4.13 pour nous ramener à
l’algèbre de Lie depuis un élément de SU(2, 1) assez proche d’un unipotent.

Notation 1.4.14. Soit X ∈ su(2, 1). Il définit alors un champ de vecteurs sur ∂∞H2
C

invariant par exp(X) donné au point x par :

d
dt

∣∣∣∣
t=0

exp(tX) · x.

Nous noterons le flot de ce champ de vecteurs φXt , de sorte que φXt (x) = exp(tX) · x.
S’il n’y a pas d’ambiguïté sur X, nous noterons le flot tout simplement φt.

Remarque 1.4.15. Si [U ] ∈ PU(2, 1) est assez proche d’un unipotent, alors il définit
un champ de vecteurs invariant sur ∂∞H2

C. En effet, quitte à changer de relevé, on peut
supposer que les valeurs propres de U sont proches de 1, et considérer le champ de vecteurs
associé à Log(U). φLog(U)

1 coïncide alors avec l’action de [U ].
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1.4.4 Description des flots

Nous allons étudier maintenant la dynamique de quelques flots de la forme φLog(U)
t , où

Log(U) ∈ E(PU(2, 1)). L’étude de ces flots nous aidera à comprendre la dynamique des
éléments de PU(2, 1) dans ∂∞H2

C, et sera cruciale pour établir le résultat de chirurgie du
chapitre 2.

Flots elliptiques réguliers

Plaçons-nous dans un premier temps dans le modèle de la boule et considérons un
élément elliptique régulier de SU(2, 1). Quitte à conjuguer, nous pouvons supposer qu’il
s’agit de

Eα,β,γ =


eiα 0 0
0 eiβ 0
0 0 eiγ

 .
Nous supposerons aussi que α, β et γ sont assez petits et non tous nuls. Dans ce cas,
γ = −α− β et

Log(Eα,β,γ) =


iα 0 0
0 iβ 0
0 0 iγ

 .
Le flot du champ de vecteurs associé agit alors sur ∂∞H2

C par :

φ
Log(Eα,β,γ)
t


z1

z2

1

 =


eit(α−γ)z1

eit(β−γ)z2

1

 =


eit(2α+β)z1

eit(2β+α)z2

1


Remarque 1.4.16. Le flot laisse invariants les deux C-cercles C1 = [e1]⊥ ∩ ∂∞H2

C =


0
eiθ

1

 | θ ∈ R

 et C2 = [e2]⊥ ∩ ∂∞H2
C =



eiθ

0
1

 | θ ∈ R

 sur lesquels il agit par des

rotations d’angles 2β + α et 2α+ β respectivement.

Remarque 1.4.17. Le centralisateur de Eα,β,γ est C(Eα,β,γ) =
{
Eθ1,θ2,−(θ1+θ2) | (θ1, θ2) ∈ R2

}
.

Les orbites de ce sous-groupe dans ∂∞H2
C sont C1, C2 et les sous-ensembles de la forme

Tr =



z1

z2

1

 ∈ ∂∞H2
C | |z2| = r, |z1| =

√
1− r2


pour r ∈]0, 1[. Les orbites Tr sont alors des tores plongés dans ∂∞H2

C d’âmes C1 et
C2. Ils sont tous invariants par l’action de φLog(Eα,β,γ)

t . On peut voir une exemple dans la
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figure 1.1b.

(a) C-cercles invariants par un flot el-
liptique dans le modèle de Siegel.

(b) Le tore invariant T4/5 par un flot
elliptique dans le modèle de Siegel.

Figure 1.1 – Ensembles invariants par un flot elliptique dans le modèle de Siegel

Voyons maintenant les orbites sous le flot φLog(Eα,β,γ)
t . Remarquons tout d’abord que

l’orbite d’un point est incluse dans un unique tore Tr, et que toutes les orbites incluses dans
Tr sont les images par les Eθ1,θ2,−(θ1+θ2) d’une orbite fixée. Le tore Tr est alors feuilleté
pas ces orbites. Fixons dans la suite r ∈]0, 1[. Nous avons deux cas à considérer :

Cas 1 : α
β /∈ Q Dans ce cas, les angles de rotation dans Tr pour φt sont (2α + β)t et

(2β+α)t. Leur rapport est irrationnel ; une orbite est alors une immersion injective d’une
droite, et elle est dense dans Tr.

Cas 2 : α
β ∈ Q Dans ce cas, les angles de rotation dans Tr pour φt sont (2α + β)t et

(2β+α)t. Leur rapport est alors rationnel ; notons-le p
q sous forme irréductible. Les orbites

sont alors périodiques et de pente p
q dans Tr : il s’agit donc de nœuds toriques de type

(p, q), noués autour de C1 et C2. On peut voir un exemple dans la figure 1.2a.

Remarque 1.4.18. Si p et q sont différents de 1, l’orbite d’un point de Tr est un nœud
torique de type (p, q) et il s’agit d’un nœud dans ∂∞H2

C. Si p ou q est égal à 1, alors la
trajectoire par le flot n’est pas nouée ; elle est isotope à un cercle de ∂∞H2

C. Cette remarque
sera cruciale au moment d’identifier des chirurgies de Dehn lors d’une déformation d’une
structure CR-sphérique. On peut voir un exemple dans la figure 1.2b.

Définition 1.4.19. Soient n, p et q des entiers deux à deux premiers entre eux avec
|p| > |q|. Nous dirons qu’un élément elliptique U ∈ PU(2, 1) est de type ( pn ,

q
n) si U est

conjugué à Eα,β,γ avec α = 2p−q
3n , β = 2q−p

3n et γ = −α− β = −p−q
3n . Dans ce cas 2α+β

2β+α = p
q

et les orbites du flot φLog(G)
t sont ses deux C-cercles invariants et des nœuds de type (p, q).

On peut faire deux remarques importantes à propos de cette définition :
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(a) Une orbite pour 2α+β
2β+α = 7

11 : un
nœud de type (7,11).

(b) Une orbite pour 2α+β
2β+α = 1

3 : elle
n’est pas nouée.

Figure 1.2 – Orbites pour des sous-groupes elliptiques à un paramètre

Remarque 1.4.20. 1. Seulement certains éléments elliptiques sont de type ( pn ,
q
n).

Nous verrons plus tard que ce sont les éléments pour lesquels notre construction de
structures CR-sphériques aboutit.

2. La trace d’un élément elliptique est suffisante pour connaître ses trois valeurs
propres, mais elle ne suffit pas pour connaître son type. En effet, un élément de
même trace qu’un elliptique de type ( pn ,

q
n) aura les mêmes valeurs propres mais

pas nécessairement la même associée à son point fixe dans H2
C. Ainsi, des éléments

de type ( pn ,
q
n), (−pn ,

q−p
n ) et (p−qn , −qn ) ont même trace.

Flots loxodromiques

Regardons maintenant les éléments loxodromiques. Pour cela, plaçons-nous dans le
modèle de Siegel et considérons un élément loxodromique de SU(2, 1). Quitte à conjuguer,
nous pouvons supposer qu’il s’agit de

Tλ =


λ 0 0
0 λ

λ 0
0 0 1

λ


pour λ ∈ C de module > 1. Il s’écrit alors λ = reiα, avec α ∈ R et r > 1. Nous supposerons
dans la suite que α est assez petit, de sorte que Tλ ∈ exp(E(PU(2, 1))). Dans ce cas, la
série Log(Tλ) converge et on a

Log(Tλ) =


log(r) + iα 0 0

0 −2iα 0
0 0 − log(r) + iα
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Le flot du champ de vecteurs associé agit alors sur ∂∞H2
C par :

φ
Log(Tλ)
t


−1

2(|z|2 + is)
z

1

 =


−1

2(r2t|z|2 + ir2ts)
rte−3itαz

1


Dans les coordonnés (z, s) ∈ C× R il agit par (z, s) 7→ (µtz, |µt|2s) où µt = rte−3iαt.

Remarque 1.4.21. Le flot φt fixe globalement les points


0
0
1

 et


1
0
0

, et laisse stable le

C-cercle qui les relie ainsi que les deux arcs C+ et C− de ce C-cercle, donnés par

C+ =



−1

2 is

0
1

 ∈ ∂∞H2
C | s > 0

 et C− =



−1

2 is

0
1

 ∈ ∂∞H2
C | s < 0

 .

De plus, pour tout u ∈ ∂∞H2
C, on a

lim
t→+∞

φt(u) =


1
0
0

 et lim
t→−∞

φt(u) =


0
0
1

 .
De même que dans le cas elliptique, nous avons des objets invariants par le flot, reliés

au centralisateur de Tλ. Nous pouvons faire la remarque suivante :

Remarque 1.4.22. Le centralisateur de Tλ est C(Tλ) = {Tµ | µ ∈ C∗}. Les orbites de ce
sous-groupe dans ∂∞H2

C sont les deux points fixes de Tλ, C+, C− et les sous-ensembles de
la forme

Pr =



−1

2(|z|2 + is)
z

1

 ∈ ∂∞H2
C |

s

|z|2
= r


pour r ∈ R. Les orbites Pr sont des paraboloïdes privés du point (0, 0). Topologique-

ment, ce sont des cylindres plongés dans ∂∞H2
C−




1
0
0

 ,


0
0
1


, tous invariants par l’action

de φt. On peut voir une exemple dans la figure 1.3b.

Flots unipotents

Considérons maintenant les éléments unipotents. Nous nous placerons ici dans le mo-
dèle de Siegel. Considérons un élément unipotent de SU(2, 1). Quitte à conjuguer, on peut
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(a) Une trajectoire d’un flot loxodro-
mique dans le modèle de Siegel.

(b) Un cylindre invariant par un flot
loxodromique dans le modèle de Siegel.

Figure 1.3 – Ensembles invariants par un flot loxodromique dans le modèle de Siegel

supposer qu’il s’agit de

P(z,s) =


1 −z −1

2(|z|2 + is)
0 1 z

0 0 1

 .
La série Log(P(z,s)) converge et on a

Log(P(z,s)) =


0 −z − is

2
0 0 z

0 0 0


Le flot du champ de vecteurs associé agit alors sur ∂∞H2

C par :

φ
Log(Pz,s)
t


−1

2(|z′|2 + is′)
z′

1

 =


−1

2(|z′ + tz|2 + i(s′ + ts− 2tIm(zz′)))
z′ + tz

1


Dans les coordonnés (z, s) ∈ C × R il agit par (z′, s′) 7→ (z′ + tz, s′ + ts − 2tIm(zz′)),

et les orbites du flot sont donc des droites, comme celle de la figure 1.4a.

Remarque 1.4.23. Si z = 0, toutes les orbites sont des droites verticales. Sinon, aucune
droite n’est verticale, mais elles ont des pentes distinctes.

Remarque 1.4.24. Si z 6= 0, le centralisateur de P(z,s) est C(P(z,s)) =
{
P(rz,s′) | (r, s′) ∈ R2

}
.
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Les orbites de ce sous-groupe dans ∂∞H2
C sont le point fixe de P(z,s) et les sous-ensembles

de la forme

Sr =



−1

2(|w|2 + is′)
w

1

 ∈ ∂∞H2
C | Im(w

z
) = r


pour r ∈ R. Les orbites Sr sont des plans verticaux dans le modèle de Siegel, tous

invariants par l’action de φt. On peut voir une exemple dans la figure 1.4b.

(a) Une trajectoire d’un flot unipotent
dans le modèle de Siegel.

(b) Une nappe invariante par un flot
unipotent horizontal dans le modèle de
Siegel.

Figure 1.4 – Ensembles invariants par un flot unipotent dans le modèle de Siegel

Flots ellipto-paraboliques

Finalement, regardons les éléments ellipto-paraboliques. Dans le modèle de Siegel,
quitte à conjuguer, on peut considérer l’élément :

E = eiθ


1 0 − i

2
0 e−3iθ 0
0 0 1

 .
Si θ est assez proche de 0, la série Log(E) converge et on a

Log(E) =


iθ 0 − i

2
0 −2iθ 0
0 0 iθ

 .
Dans les coordonnées (z, s) ∈ C × R, le flot du champ de vecteurs associé agit par

(z, s) 7→ (e−3iθtz, s + t). Les orbites du flot sont donc le C-cercle invariant de G et des
spirales autour de ce cercle, comme dans la figure 1.5a
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Remarque 1.4.25. Le centralisateur C(E) de E dans SU(2, 1) est l’ensemble des éléments
de la forme :

eiϕ


1 0 − it

2
0 e−3iϕ 0
0 0 1


pour (t, ϕ) ∈ R2. Les orbites de ce sous-groupe sont le C-cercle invariant de [E] et des
cylindres autour de ce C-cercle. On peut voir un exemple dans la figure 1.5b

(a) Une trajectoire d’un flot ellipto-
parabolique dans le modèle de Siegel.

(b) Une nappe invariante par un flot
ellipto-parabolique dans le modèle de
Siegel.

Figure 1.5 – Ensembles invariants par un flot ellipto-parabolique dans le modèle de Siegel

1.5 La sphère visuelle d’un point de CP2

Dans cette section, nous allons définir la sphère visuelle d’un point de CP2 et donner
des coordonnées pour certaines cartes de cet objet. Nous utiliserons la sphère visuelle d’un
point de CP2 pour mieux comprendre les bissecteurs et leur topologie, dans la section 1.6,
et pour paramétrer leurs intersections. Nous utiliserons aussi cet outil pour contrôler les
intersections des faces du domaine de Ford déformé que nous construirons au chapitre 4.

1.5.1 Définition

Définition 1.5.1. Soit [p] ∈ CP2. On appellera sphère visuelle de [p] l’ensemble des droites
complexes de CP2 passant par [p], qu’on notera L[p]. Ainsi :
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L[p] =
{
l[p],[q] | [q] ∈ CP2 − {[p]}

}
.

Remarque 1.5.2. L’espace L[p] est isomorphe à CP1. On peut l’identifier de deux autres
façons. Nous ferons souvent l’abus de notation correspondant aux identifications suivantes.
D’une part, l’ensemble des droites passant par [p] est le projectivisé de l’espace tangent à
CP2 en [p], donc

L[p] = P(T[p]CP2).

D’autre part, en considérant le dual, on a aussi :

L[p] =
{

[ϕ] ∈ P((C3)∗) | ϕ(p) = 0
}
.

Finalement, si on a à disposition un produit hermitien, C3 s’identifie canoniquement à
son dual, et on a :

L[p] = [p]⊥.

1.5.2 Coordonnées pour la sphère visuelle

Dans cette sous-section, nous allons donner des coordonnées pour la sphère visuelle
d’un point [p]. Ces coordonnées nous seront utiles lorsque nous aurons besoin de faire un
calcul explicite dans cet espace. La proposition suivante donne une façon de construire
une carte.

Proposition 1.5.3. Soient ϕ1, ϕ2 ∈ (C3)∗ deux formes linéaires indépendantes et telles
que ϕ1(p) = ϕ2(p) = 0. Alors l’application

f :
L[p] → CP1

l[p],[q] 7→
ϕ1(q)
ϕ2(q)

est bien définie et un isomorphisme.

En traduisant en termes d’orthogonalité, on obtient la proposition suivante :

Proposition 1.5.4. Soit [p] ∈ CP2. Soient [p′], [p′′] ∈ [p]⊥ deux points distincts. Alors
l’application

f :
L[p] → CP1

l[p],[q] 7→
〈p′,q〉
〈p′′,q〉

est bien définie et un isomorphisme.

Notation 1.5.5. Nous noterons désormais cette application ψp′,p′′ : L[p] → CP1.

La remarque suivante nous indique que si on choisit comme repère un triangle auto-
polaire, les coordonnées sont plus agréables dans la carte correspondante.
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Remarque 1.5.6. Dans la proposition précédente, on remarque que si de plus [p], [p′] et
[p′′] forment un triangle auto-polaire, alors f([p′′]) = 0 et f([p′]) =∞.

Finalement, remarquons rapidement le lien entre ces cartes et les birapports de CP1 :

Remarque 1.5.7. Si [q], [q′] ∈ CP2 − {p}, alors f([q])
f([q′]) est le birapport de [p], [p′], [q] et

[q′].

1.6 Exteurs, bissecteurs et surfaces spinales

Nous allons étudier ici des objets qui apparaissent naturellement lors de la construction
de domaines de Dirichlet ou de Ford dans H2

C, à savoir les hypersurfaces équidistantes de
deux points, que nous appellerons des bissecteurs métriques, ainsi que des généralisations
naturelles de ces objets, que nous appellerons tout simplement bissecteurs. Pour les étudier,
nous allons aussi étudier leur prolongement analytique dans CP2, appelé exteur, et leur
intersection avec ∂∞H2

C, qui seront les surfaces spinales. Dans son livre [Gol99], Goldman
consacre le chapitre 5 à l’étude topologique des bissecteurs métriques, le chapitre 8 aux
exteurs, qui prolongent les bissecteurs dans CP2, et le chapitre 9 à certaines intersections
de bissecteurs. Nous utiliserons en grande partie cette étude des bissecteurs et des exteurs,
même si nous prendrons un point de vue plus proche de la géométrie projective.

1.6.1 Définition

Commençons par définir les objets sur lesquels nous allons travailler, et tout d’abord
les bissecteurs métriques, qui sont les hypersurfaces équidistantes de deux points de H2

C.

Définition 1.6.1. Soient [p], [q] ∈ H2
C deux points distincts. Le bissecteur métrique 1 de

[p] et [q] est l’ensemble

B =
{

[z] ∈ H2
C | d([z], [p]) = d([z], [q])

}
.

Si p, q ∈ C3 sont des relevés de [p] et [q] tels que 〈p, p〉 = 〈q, q〉, alors le bissecteur peut
s’écrire

B =
{

[z] ∈ H2
C | |〈z, p〉| = |〈z, q〉|

}
.

Son bord à l’infini est une sphère spinale.

Remarque 1.6.2. Dans le chapitre 5 de son livre, Goldman montre que, topologique-
ment, les bissecteurs sont des boules de dimension trois, et que les sphères spinales sont
bien des sphères lisses dans ∂∞H2

C. Ce sont des objets analytiques, mais ils ne sont pas
totalement géodésiques, puisqu’il n’existe pas de sous-espace totalement géodésique de H2

C
de dimension 3.

1. Dans la littérature, il est tout simplement appelé bissecteur. Nous prendrons ce terme pour un objet
un peu plus général, que nous définirons dans la définition 1.6.6
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Nous définissons ci-dessous les exteurs, sont des objets de CP2 qui prolongent les bis-
secteurs métriques. Nous reprenons la terminologie de Goldman dans [Gol99] pour cet
objet.

Définition 1.6.3. Soit [f ] ∈ CP2. Soit C un cercle réel de L[f ]. L’ exteur issu de [f ] donné
par C est l’ensemble

E =
{

[z] ∈ CP2 | l[f ],[z] ∈ C
}
.

Dans ce cadre, [f ] est le foyer de E.

On peut remarquer dès à présent que tous les exteurs sont projectivement équivalents.
La remarque suivante explicite le lien entre les exteurs et les bissecteurs métriques, ce
qui justifie l’étude des exteurs dans CP2 et de leurs intersections pour étudier aussi les
bissecteurs et leurs intersections.

Remarque 1.6.4. Tout bissecteur métrique se prolonge en un exteur. Si B est le bis-
secteur métrique de [p] et de [q], alors il se prolonge en un exteur issu de [p � q], donné
par

E =
{

[z] ∈ CP2 | |〈z, p〉| = |〈z, q〉|
}

si p et q sont des relevés de [p] et [q] tels que 〈p, p〉 = 〈q, q〉. Le cercle correspondant
C ⊂ L[p�q] ' [p� q]⊥ est donné par

C =
{

[p− αq] | α ∈ S1
}
.

Remarque 1.6.5. Les exteurs sont exactement les surfaces équidistantes de deux points
de CP2 lorsqu’on le munit de la métrique de Fubini-Study. On peut trouver une preuve
détaillée dans le chapitre 8 de [Gol99].

Nous allons considérer, en déformant un certain domaine de Ford dans le chapitre
4, des objets définis de la même manière, mais avec moins de restrictions sur les points
[p], [q] ∈ CP2. Nous définissons donc la généralisation suivante de la notion de bissecteur
métrique, que nous étudierons par la suite.

Définition 1.6.6. Soient p, q ∈ C3 − {0}. On définit :
— l’ exteur de p et q comme

E(p, q) = {[z] ∈ CP2 | |〈z, p〉| = |〈z, q〉|}.

— le bissecteur de p et q comme son intersection avec H2
C :

B(p, q) = {[z] ∈ H2
C | |〈z, p〉| = |〈z, q〉|}.
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— la surface spinale de p et q comme le bord à l’infini du bissecteur :

S(p, q) = {[z] ∈ ∂∞H2
C | |〈z, p〉| = |〈z, q〉|}.

Nous nous restreindrons tout de même au cas où les points p et q définissant un exteur,
bisecteur ou sophère spinale sont de même norme. C’est automatiquement le cas lorsqu’ils
sont dans la même orbite d’un sous-groupe de SU(2, 1). On peut retrouver les droites
complexes de l’exteur E(p, q) de la façon suivante :

Proposition 1.6.7. Soient p, q ∈ C3−{0}. L’exteur E(p, q) s’écrit comme union de droites
complexes de la façon suivante :

E(p, q) =
⋃
α∈S1

[q − αp]⊥.

Démonstration. Un point [z] ∈ CP2 appartient à E(p, q) si et seulement si |〈z, p〉| = |〈z, q〉|.
Ceci a lieu si et seulement s’il existe α ∈ S1 tel que α〈z, p〉 = 〈z, q〉, c’est-à-dire tel que
〈z, q − αp〉 = 0. On a donc que [z] ∈ E(p, q) si et seulement s’il existe α ∈ S1 tel que
[z] ∈ [q − αp]⊥.

Remarque 1.6.8. D’après la proposition 1.6.7, l’exteur de p et q est un exteur au sens
de la définition 1.6.3. Il est clair, grâce à la définition 1.6.1, qu’un bissecteur métrique est
un bissecteur et qu’une sphère spinale est une surface spinale.

Remarque 1.6.9. Si on veut définir ces objets pour [p], [q] ∈ CP2, des choix des relevés
différents définissent des objets différents. On se placera ici uniquement dans le cas où les
relevés vérifient 〈p, p〉 = 〈q, q〉.

— Si 〈p, p〉 = 〈q, q〉 < 0, alors B(p, q) et S(p, q) sont le bissecteur métrique et la sphère
spinale de p, q dans ∂∞H2

C comme dans la définition 1.6.1.
— Si 〈p, p〉 = 〈q, q〉 = 0 et qu’il existe un élément privilégié G de SU(2, 1) tel que

[G][p] = [q], on choisira des relevés p et q tels que Gp = q. Dans ce cas, B(p, q) et
S(p, q), sont un bissecteur métrique et une sphère spinale.

— Si 〈p, p〉 = 〈q, q〉 > 0, alors B(p, q) et S(p, q), sont parfois un bissecteur métrique
et une sphère spinale. Nous le prouvons dans la proposition 1.6.30.

Proposition 1.6.10. Soit E un exteur de foyer [f ] et soit p ∈ f⊥ −{0} tel que [p]⊥ * E.
Alors il existe un unique q ∈ C3−{0}, à multiplication par un nombre complexe de module
un près, tel que E = E(p, q).

Corollaire 1.6.11. Tout exteur E est de la forme E(p, q).

Pour faire la preuve de cette proposition, nous avons besoin du lemme suivant :
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Lemme 1.6.12. Soit p ∈ C2 − {0} et C ⊂ CP1 un cercle qui ne contient pas [p]. Alors
il existe un unique q ∈ C2 − {0}, à multiplication par un nombre complexe de module un
près, tel que C = {[p− αq] | α ∈ S1}.

Démonstration. Puisque [p] /∈ C, on peut compléter p en une base (p, q) de C2 de sorte
que, dans la carte q∗ de CP1, le cercle C soit le cercle de centre 0 et rayon 1. Ce vecteur
q est unique à multiplication par un unitaire près ; tout changement de base induit une
similitude non triviale de la carte. Ce cercle s’écrit alors {q∗(p−αq) | α ∈ S1}. On déduit
que C = {[p− αq] | α ∈ S1}.

Démonstration. (de la proposition 1.6.10)
On sait que E s’écrit comme

⋃
α∈S1 lα, où les droites complexes lα forment un cercle

dans L[f ]. Identifions L[f ] à [f ]⊥ ' CP1. On dispose donc d’un cercle C qui définit E et
du point [p] qui n’appartient pas à C. D’après le lemme 1.6.12, il existe q ∈ f⊥ ⊂ C3, à
multiplication par un nombre complexe de module un près, tel que C = {[p−αq] | α ∈ S1}.
On en déduit que E =

⋃
α∈S1 lα =

⋃
α∈S1 [p − αq]⊥. Or un point [z] de CP2 appartient à⋃

α∈S1 [p − αq]⊥ si et seulement s’il existe α ∈ S1 tel que α〈z, p〉 = 〈z, q〉, i.e. si |〈z, p〉| =
|〈z, q〉|. On en déduit que E = E(p, q).

1.6.2 Topologie des bissecteurs et des surfaces spinales.

Nous allons étudier en détail la topologie des objets que nous venons de définir, et nous
allons voir qu’il y a trois possibilités pour les bissecteurs, et que cette topologie dépend
de la position de certains points par rapport à ∂∞H2

C. Commençons par définir l’échine
complexe et l’échine réelle d’un bissecteur ou d’un exteur, qui sont une droite complexe et
une droite réelle de CP2 et qui nous aideront à comprendre ces objets.

Définition 1.6.13. Soit E un exteur de foyer [f ] et donné par le cercle C ⊂ L[f ]. L’échine
complexe Σ («complex spine» en anglais) de E est la droite complexe [f ]⊥. En identifiant
L[f ] à [f ]⊥, on définit l’échine réelle («real spine» en anglais) de E comme le cercle réel
σ ⊂ Σ correspondant à C.

Faisons maintenant une série de remarques autour de cette définition.

Remarque 1.6.14. Si [f ] /∈ ∂∞H2
C, alors son échine réelle σ est égale à E ∩ Σ.

Remarque 1.6.15. Dans le cas des bissecteurs métriques, comme décrits par Goldman
dans [Gol99], l’échine complexe et l’échine réelle sont les intersections avec H2

C de celles
que nous venons de définir.

Remarque 1.6.16. Un exteur E est déterminé par son échine réelle σ. En effet, il y a
une seule droite complexe Σ qui la contient : elle doit être son échine complexe. Le foyer
de E est donc Σ⊥ et le cercle qui détermine E est alors donné par σ.
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Remarque 1.6.17. Soient p, q ∈ C3 − {0} deux points distincts. L’échine complexe de
l’exteur E(p, q) est la droite complexe l[p],[q].

Dans le cas auquel nous nous restreignons, l’échine réelle d’un exteur ne peut pas être
n’importe quel cercle réel de CP2. Le lemme suivant donne une condition nécessaire pour
qu’un cercle réel soit l’échine réelle d’un des exteurs que nous considérons.

Lemme 1.6.18. Soient p, q ∈ C3−{0} deux points distincts tels que 〈p, p〉 = 〈q, q〉. Notons
Σ l’échine complexe de E(p, q) et σ son échine réelle. Alors

— Si Σ intersecte H2
C, alors σ est un cercle orthogonal à ∂∞H2

C dans CP2.
— Si Σ est tangente à ∂∞H2

C, alors σ est un cercle contenant [p� q]

Démonstration. Commençons par le premier cas. Si α ∈ C est de module 1, on sait que

|〈p, p+ αq〉| = |〈p, p〉+ α〈p, q〉|

= |〈q, q〉+ α〈q, p〉|

= |〈q, p+ αq〉|

On peut donc paramétrer l’échine réelle comme σ = Σ∩E(p, q) = {[p+αq] | α ∈ S1}. Or,
dans la carte λ 7→ [p+ λq] de Σ, les points de ∂∞H2

C sont donnés par l’équation

(|λ|2 + 1)〈p, p〉+ 2Re(λ〈p, q〉) = 0

Il s’agit de l’équation d’un cercle (ou d’une droite passant par 0 si 〈p, p〉 = 0) qui est
orthogonal au cercle unité, puisque si λ est solution de l’équation, alors 1

λ l’est aussi.
Pour le deuxième point, il suffit de vérifier que si Σ est tangente à ∂∞H2

C, alors au
moins un point de l[p],[q] différent de [p � q] appartient à l’exteur E(p, q). Or, comme
l[p],[q] est tangente à ∂∞H2

C, la restriction de la forme hermitienne à l[p],[q] est dégénérée.
Son déterminant dans la base (p, q) est égal à 〈p, p〉〈q, q〉 − 〈p, q〉〈q, p〉 ; on en déduit que
|〈p, p〉| = |〈p, q〉| et que [p] ∈ E(p, q).

Deux décompositions des exteurs

En suivant la description donnée par Goldman dans les chapitres 5 et 8 de son livre
[Gol99], nous donnerons ici deux décompositions des exteurs qui nous seront utiles ulté-
rieurement. Il s’agit de la décomposition en tranches, qui sont des droites complexes, et la
décomposition méridionale, en plans réels.

Proposition 1.6.19. (Décomposition en tranches) Soit E un exteur de foyer [f ]. Alors les
droites complexes contenues dans E passant par [f ] forment un feuilletage de E−{[f ]} et
ce sont les seules droites complexes contenues dans E. Si de plus [f ] /∈ ∂∞H2

C et E admet
comme échine complexe Σ et échine réelle σ, ce sont exactement les droites complexes
orthogonales à Σ en les points de σ.
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Démonstration. Soit l une droite complexe contenue dans E. Soit [p] ∈ l un point différent
de [f ]. On sait alors que les droites l et l[f ],[p] sont contenues dans E. Or, un exteur est une
sous-variété lisse de dimension 3 de CP2 en dehors de son foyer : l’espace tangent en [p] à
E est alors de dimension réelle 3. Il contient donc un sous-espace holomorphe maximal de
dimension complexe 1, qui doit être à la fois l’espace tangent de l et celui de l[f ],[p] en [p].
On en déduit que l = l[f ],[p], ce qui prouve la première assertion.

D’après le remarque 1.6.14, on sait que les droites contenues dans E sont exactement
les droites passant par [f ] et un point de σ. Comme les droites passant par [f ] = Σ⊥ sont
exactement les droites orthogonales à Σ, ceci montre la deuxième assertion.

Définition 1.6.20. Une telle droite complexe est appelee tranche de E. Cette décomposi-
tion est appelée la décomposition en tranches de l’exteur. On peut aussi la considérer sur
le bissecteur correspondant.

L’autre décomposition donnée par Goldman est la décomposition méridionale, qui est
donnée par la proposition suivante. Pour une preuve, nous renvoyons à la section 8.2.3 de
[Gol99], ou au Théorème 5.1.10 de [Gol99]

Proposition 1.6.21. (Décomposition méridionale) Soit σ un cercle réel dans CP2. Alors
l’union des plans réels de CP2 contenant σ forment un feuilletage singulier de l’exteur
d’échine réelle σ.

Définition 1.6.22. Un tel plan réel est appelé méridien de E ; la décomposition associée
est la décomposition méridionale de E, que l’on peut aussi considérer sur le bissecteur
correspondant.

Nous allons maintenant décrire la topologie des bissecteurs et des surfaces spinales,
mais uniquement dans le cas que nous considérons, à savoir lorsqu’il s’agit d’un bissecteur
de la formeB(p, q) avec p et q de même norme. Une description générale n’est pas beaucoup
plus difficile, mais il faudrait considérer quelques cas supplémentaires en fonction de la
position relative de l’échine réelle et de ∂∞H2

C.

Bissecteurs métriques et sphères spinales.

Commençons par décrire les bissecteurs métriques, qui sont les bissecteurs usuels étu-
diés en détail par Goldman dans [Gol99]. On peut commencer par les caractériser par leur
échine réelle, grâce à la proposition suivante.

Proposition 1.6.23. Un bissecteur est un bissecteur métrique si et seulement si son foyer
est dans CP2 − (H2

C ∪ ∂∞H2
C) et son échine réelle est orthogonale à ∂∞H2

C.

Démonstration. Considérons un bissecteur métrique B(p0, q0), où p0, q0 ∈ C3 vérifient
〈p0, p0〉 = 〈q0, q0〉 < 0. D’après le lemme 1.6.18, nous savons que l’échine réelle de B(p0, q0)
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est un cercle orthogonal à ∂∞H2
C, et que son foyer [f0] = [p0 � q0] est dans CP2−H2

C. Ceci
montre le premier sens de l’équivalence. Considérons maintenant un bissecteur B de foyer
[f ] ∈ CP2 − H2

C et dont l’échine réelle σ est orthogonale à ∂∞H2
C. Puisque PU(2, 1) agit

transitivement sur CP2 −H2
C, on peut supposer que [f ] = [f0].

De plus, remarquons que le stabilisateur de [f ] est isomorphe à PU(1, 1), et agit 2-
transitivement sur le cercle ∂∞H2

C ∩ [p]⊥. Il agit donc aussi de manière transitive sur les
cercles orthogonaux à ∂∞H2

C ∩ [p]⊥. Il existe donc un élément [G] de PU(2, 1) tel que
[G]σ est l’échine réelle de B(p0, q0) ; on en déduit que [G]B = B(p0, q0) et que B =
B(G−1p0, G

−1q0) est un bissecteur métrique.

Avec la preuve précédente, nous pouvons faire la remarque suivante :

Remarque 1.6.24. Un bissecteur métrique est déterminé par les deux points de l’in-
tersection de son échine réelle avec ∂∞H2

C. Ces deux points sont appelés les sommets du
bissecteur par Goldman dans [Gol99]. De plus, comme PU(2, 1) agit 2-transitivement sur
∂∞H2

C, il agit transitivement sur les bissecteurs métriques.

Finalement, nous pouvons montrer qu’un bissecteur est homéomorphe à une boule de
dimension 3, et que son bord à l’infini est une sphère lisse dans ∂∞H2

C.

Proposition 1.6.25. Un bissecteur métrique est homéomorphe à une boule de de dimen-
sion 3. Une sphère spinale est une sphère lisse dans ∂∞H2

C.

Démonstration. Soit B un bissecteur métrique de foyer [f ] et échine réelle σ. D’après
la proposition 1.6.23, on sait que σ ∩ H2

C est un intervalle ouvert. De plus, on a B =⋃
[s]∈σ∩H2

C
l[f ],[s] ∩ H2

C, qui est le produit d’un intervalle ouvert et d’un disque, et donc
homéomorphe à une boule de dimension 3. D’après la remarque 1.6.24, on sait que PU(2, 1)
agit transitivement sur les bissecteurs métriques. On peut donc étudier le bord à l’infini
d’un bissecteur métrique particulier pour finir la preuve. Considérons le bissecteur dont
les sommets sont 

1
0
0

 et


0
0
1


dans le modèle de Siegel. La surface spinale correspondante est alors donnée par :

S =



−1

2 |z|
2

z

1

 | z ∈ C

 ∪



1
0
0


 ,

qui est une sphère lisse dans ∂∞H2
C.
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Éventails

Nous allons décrire maintenant d’autres types de bissecteurs, qui ne sont pas des bis-
secteurs métriques mais qui nous seront utiles dans la suite pour construire des domaines
fondamentaux dans H2

C pour des actions de certains sous-groupes de PU(2, 1). On verra
les éventails et les cônes de Clifford. Commençons par définir et décrire un éventail.

Définition 1.6.26. On appelle éventail («fan», en anglais) un bissecteur dont le foyer [f ]
est dans ∂∞H2

C et qui ne contient pas [f ]⊥ comme tranche. On appellera éventail spinal
son bord à l’infini.

Proposition 1.6.27. Un éventail est homéomorphe à une boule de dimension 3. Un éven-
tail spinal est une sphère lisse avec un point singulier dans ∂∞H2

C.

Démonstration. Soit E un exteur de foyer [f ] ∈ ∂∞H2
C. Plaçons-nous dans le modèle de

Siegel et supposons, sans perte de généralité, que [f ] =


1
0
0

. Sans perte de généralité, nous
pouvons supposer que le R-plan des points de coordonnées réelles est un méridien de E.
Les tranches du bissecteurs sont alors de la forme Tr pour r ∈ R, où

Tr = {[f ]} ∪



z

r

1

 | z ∈ C

 .
Le bissecteur E ∩ H2

C est alors difféomorphe à l’ensemble {(z, r) ∈ C × R | 2Re(z) < r2},
qui est à son tour difféomorphe à une boule de dimension 3.

Son bord à l’infini est l’ensemble suivant, qui est une sphère lisse en dehors du point
[f ], où elle est singulière :


1
0
0


 ∪



−1

2(r2 + it)
r

1

 | (r, t) ∈ R2

 .

Cônes et tores de Clifford

Pour le dernier type de bissecteurs, qui sont les cônes de Clifford, nous reprenons en
partie la terminologie donnée par Goldman dans son livre [Gol99]. Cependant, ils nous
semble plus judicieux d’appeler tore de Clifford le bord à l’infini d’un cône de Clifford,
bien que Goldman garde ce terme pour décrire les intersections d’exteurs.

Définition 1.6.28. On appelle cône de Clifford un bissecteur dont le foyer est dans H2
C.

On appellera tore de Clifford son bord à l’infini.
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Proposition 1.6.29. Un cône de Clifford est homéomorphe à (S1 ×D2)/(S1 × {0}). Un
tore de Clifford est un tore lisse dans ∂∞H2

C.

Démonstration. Soit E un exteur de foyer [f ] ∈ H2
C. Chaque droite complexe de CP2

passant par [f ] intersecte H2
C en une géodésique complexe, qui est homéomorphe à un

disqueD2, et qui a comme bord à l’infini un C-cercle. Grâce à la décomposition en tranches
de E, on sait alors que E− {[f ]} ∩H2

C est homéomorphe à S1 × (D2 − {[f ]}), et son bord
à l’infini est homéomorphe à S1 × S1.

En regroupant ces définitions et en considérant la position relative de deux points [p]
et [q] et du pôle [p� q] de la droite l[p],[q], on a la proposition suivante :

Proposition 1.6.30. Soient p, q ∈ C3−{0} non colinéaires et tels que 〈p, p〉 = 〈q, q〉. Soit
r = 〈p, p〉〈q, q〉 − 〈p, q〉〈q, p〉. On suppose que B(p, q) 6= ∅.

— Si r < 0, alors B(p, q) est un bissecteur et S(p, q) est une sphère spinale.
— Si r = 0, alors B(p, q) est un éventail et S(p, q) est un éventail spinal.
— Si r > 0, alors B(p, q) est un cône de Clifford et S(p, q) est un tore de Clifford.

Démonstration. Notons Φ′ la restriction de la forme hermitienne à Vect(p, q). Dans la base
(p, q), son déterminant est égal à r.

Si r < 0, la forme hermitienne Φ′ est de signature (1, 1). Le foyer de B(p, q), [p� q], se
trouve dans CP2−(H2

C∪∂∞H2
C). L’intersection d’un exteur de foyer dans CP2−(H2

C∪∂∞H2
C)

est un bissecteur.
Si r = 0, la forme hermitienne Φ′ est dégénérée . Le foyer de B(p, q), [p� q], se trouve

dans ∂∞H2
C. L’intersection d’un exteur de foyer dans ∂∞H2

C est un éventail.
Si r > 0, la forme hermitienne Φ′ est de signature (2, 0). Le foyer de B(p, q), [p � q],

se trouve dans H2
C. L’intersection d’un exteur de foyer dans H2

C est un cône sur son bord
à l’infini, qui est un tore de Clifford.

1.6.3 Depuis la sphère visuelle

Nous allons énoncer deux faits à propos des bissecteurs en rapport avec les sphères
visuelles bien choisies. Nous prendrons la notation suivante pour la projection naturelle
sur la sphère visuelle :

Notation 1.6.31. Soit [p] ∈ CP2. Nous noterons

π[p] :
CP2 − {[p]} → L[p]

[q] 7→ l[p],[q]

la projection naturelle sur la sphère visuelle L[p].

La première remarque découle de la définition d’un exteur par un foyer et un cercle
dans sa sphère visuelle :
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Remarque 1.6.32. Soient p, q ∈ C3 − {0} des points distincts tels que 〈p, p〉 = 〈q, q〉.
Alors π[p�q](E(p, q)) est un cercle dans L[p�q]. De plus, π[p�q](B(p, q)) est un arc de cercle
ou un cercle dans L[p�q], suivant si [p� q] ∈ ∂∞H2

C∪H2
C ou pas ; l’ensemble π[p�q](S(p, q))

est son adhérence.

La proposition suivante décrit la projection d’un bissecteur défini comme B(p, q) ou
de sa surface spinale correspondante dans la sphère visuelle L[p].

Proposition 1.6.33. Soient p, q ∈ C3−{0} non colinéaires et tels que 〈p, p〉 = 〈q, q〉. Soit
r = 〈p, p〉〈q, q〉 − 〈p, q〉〈q, p〉.

— Si r 6= 0, alors π[p](S(p, q)) est un disque fermé de centres l[p],[q] et l[p],[p�q].
— Si r = 0, alors π[p](S(p, q)) est un disque fermé dont le bord contient l[p],[q].

Dans les deux cas π[p](B(p, q)) est l’intérieur de π[p](S(p, q)).

Démonstration. Remarquons d’abord que toute droite complexe qui intersecte B(p, q)
intersecte aussi S(p, q), et que les droites complexes qui intersectent S(p, q) intersectent
aussi B(p, q) sauf si elles sont tangentes à S(p, q). Ceci montera le dernier point.

Supposons dans un premier temps que r 6= 0. Dans ce cas, (p, q, p� q) est une base de
C3. Le fixateur de ([p], [q]) dans PU(2, 1) est alors isomorphe à S1 et ses éléments s’écrivent
dans la base (p, q, p� q) sous la forme

eiθ 0 0
0 eiθ 0
0 0 e−2iθ

 .
Ces éléments laissent stable le bissecteur B(p, q) et, puisqu’ils fixent [p], agissent naturelle-
ment sur L[p]. Dans la carte ψq,p�q, l’action est donnée par une rotation de centre 0. Dans
la carte qui envoie l[p],[q] sur 0 et l[p],[p�q] sur ∞, la projection π[p](S(p, q)) est alors un
compact, connexe, invariant par rotation de C∪{∞}. Il nous reste à vérifier qu’exactement
un des points 0 et ∞ est dans l’image de π[p], ce qui correspond à vérifier qu’une seule
ligne parmi l[p],[q] et l[p],[p�q] intersecte B(p, q).

1er cas : r < 0 Soit α ∈ C de module 1 tel que 〈p, αq〉 ∈ R−. D’une part, on sait
que 〈p+ αq, p+ αq〉 = 2(〈p, p〉+ 〈p, αq〉) < 0 puisque r < 0. D’autre part, |〈p, p+ αq〉| =
|〈p, p〉−|〈p, q〉|| = |〈q, q〉−|〈p, q〉|| = |〈q, p+αq〉|. On sait alors que l[p],[q] intersecte B(p, q).

Montrons que l[p],[p�q] n’intersecte pas S(p, q). On sait que [p� q] /∈ H2
C ∪ ∂∞H2

C. Soit
λ ∈ C. On a :

|〈p+ λp� q, p〉| = |〈p, p〉|

|〈p+ λp� q, q〉| = |〈p, q〉|

Comme r < 0, ces deux quantités sont différentes, donc l[p],[p�q] n’intersecte pas S(p, q).
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2e cas : r > 0 Dans ce cas, on sait que l[p],[q] n’intersecte pas H2
C ∪ ∂∞H2

C, et donc pas
S(p, q). De plus, [p� q] ∈ H2

C et 〈p, p� q〉 = 〈p, p� q〉 = 0, donc l[p],[p�q] intersecte B(p, q).

3e cas : r = 0 Supposons maintenant que r = 0. Dans ce cas, [p � q] ∈ ∂∞H2
C et

[p], [q] et [p � q] sont alignés. Le fixateur de l[p],[q] est alors un sous-groupe unipotent
vertical isomorphe à R, qui agit sur L[p] comme une translation. De plus, comme l[p],[q]
est tangente à ∂∞H2

C en [p� q], π[p](B(p, q))− {l[p][q]} est connexe et invariant selon une
direction de translation.

Prenons des coordonnées dans le modèle de Siegel. Quitte à multiplier par un élément
de SU(2, 1), on peut supposer que

p =


0
1
0

 et p� q =


1
0
0

 .

Dans ce cas, q s’écrit sous la forme suivante, où θ ∈ R.

q =


−1
eiθ

0

 .

Nous prenons z1
z3

pour coordonnée dans L[p] de la droite complexe passant par [p] et


z1

1
z3

.
Avec ces coordonnées, le fixateur de l[p],[q] agit sur L[p] par des translations de la forme
z 7→ z+it, où t ∈ R. Pour connaître l’image de B(p, q) par π[p], il suffit alors de déterminer

les s ∈ R tels qu’un point de la forme [ws] =


sz3

1
z3

 soit dans B(p, q). On calcule alors :

〈p, ws〉 = 1 et 〈q, ws〉 = eiθ − z3. Pour que [ws] ∈ B(p, q), il est alors nécessaire que z3

s’écrive sous la forme z3(φ) = eiθ + eiφ, où φ ∈ R.

Or 〈ws, ws〉 = 1 + 2s|z3|2, et 0 ≤ |z3|2 ≤ 4, où les deux égalités sont atteintes lorsque
φ = π+θ et φ = θ respectivement. On en déduit qu’il existe φ ∈ R tel que 1+2s|z3(φ)|2 ≤ 0
si et seulement si s ≤ −1

8 . L’image de image de B(p, q) par π[p] est alors égale à{
s+ it | (s, t) ∈ R2, s ≤ 8

}
∪ {∞}.

C’est donc un disque fermé dont le bord contient ∞, qui est la coordonnée de l[p],[q].
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1.6.4 Diamètre visuel (réel) d’un bissecteur métrique

Nous allons nous intéresser ici au diamètre visuel (réel) d’un bissecteur de la forme
B(p, q) depuis [p]. Comprendre ce diamètre angulaire nous sera utile pour contrôler l’in-
tersection de certains bissecteurs lors de la construction d’un domaine de Dirichlet, ce que
nous ferons au chapitre 4.

Proposition 1.6.34. Soit [p], [q] ∈ H2
C. Soit θmax le diamètre angulaire (réel) de B(p, q)

depuis [p]. Alors

cos
(
θmax

2

)
= tanh

(
d([p], [q])

2

)
.

Démonstration. Plaçons-nous dans le modèle de la boule, et notons r = 1
2d([p], [q]). Quitte

à translater par un élément de SU(2, 1), on peut supposer que

[p] =


0
0
1

 et [q] =


sinh(r)

0
cosh(r)

 . Dans ce cas, p� q =


0

sinh(r)
0

 .
Notons g0 la géodésique réelle passant par [p] et [q]. On cherche une géodésique réelle

g passant par [p] et un point [z] de B(p, q) qui forme un angle maximal avec g0. On peut
supposer alors que [z] ∈ S(p, q). Les points de B(p, q) s’écrivent sous la forme [p+ eiφq +
λp� q], où φ ∈ R et λ ∈ C. Les points de cette forme sont dans ∂∞H2

C si et seulement si
|λ|2 = 2

sinh2(r)(1 + cos(φ) cosh(r)). En particulier, cos(φ) ≥ −1
cosh(r) . Les points [z] ∈ S(p, q)

s’écrivent donc sous la forme

[z] =


eiφ sinh(r)

eiψ
√

2 + 2 cos(φ) cosh(r)
1 + eiφ cosh(r)


où ψ ∈ R. Cherchons maintenant le vecteur tangent à la géodésique réelle passant par [p]
et [z]. Pour ça, commençons par paramétrer cette géodésique. Normalisons d’abord p et
q, pour avoir 〈p, q〉 et 〈z, p〉 ∈ R. Nous choisirons désormais pour relevé de [p] et [q] les
vecteurs

p =


0
0

1 + eiφ cosh(r)

 et q = (1 + eiφ cosh(r))


sinh(r)

0
cosh(r)

 .
Avec cette normalisation, le vecteur unitaire tangent à g0 en [p] est égal à :

u0 = 1√
1 + 2 cos(φ) cosh(r) + cosh2(r))


1 + eiφ cosh(r)

0
0
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Remarquons que, si t ∈ R, on a 〈p+tz, p+tz〉 = −(2t+1)(1+2 cos(θ) cosh(r)+cosh2(r)).
Posons maintenant, pour t ∈ R, vt = 1√

−〈p+tz,p+tz〉
(p+ tz). Il s’agit d’une paramétrisation

de la géodésique réelle, avec les vecteurs normalisés de norme −1. On calcule

u1 = ∂vt
∂t

�t=0= 1√
1 + 2 cos(φ) cosh(r) + cosh2(r))


sinh(r)eiφ√

2(1 + cos(φ) cosh(r))eiψ

0


On a, dans ce cas, 〈u1, u1〉 = 1. Si θ

2 est l’angle entre u0 et u1, il vérifie cos( θ2) =
Re(〈u0, u1〉). Or

Re(〈u0, u1〉) = Re
(

1 + eiφ cosh(r)
|1 + eiφ cosh(r)|2 e

−iφ sinh(r)
)

= sinh(r)(cosh(r) + cos(φ))
1 + 2 cos(φ) cosh(r) + cosh2(r))

Cette partie réelle est minimale lorsque cos(φ) est minimal. Or, comme cos(φ) ≤ −1
cosh(r) ,

on en déduit que

Re(〈u0, u1〉) ≤
sinh(r)(cosh(r)− 1

cosh(r))
cosh2(r)− 1

= tanh(r)

On remarque que cette borne est atteinte lorsque [z] est l’une des deux extrémités de
l’échine réelle de B(p, q). L’angle maximal entre deux géodésiques réelles passant par [p] et
des points de B(p, q) est alors l’angle θmax entre les géodésiques passant par les extrémités
de l’échine réelle. Comme g0 est la bissectrice de ces deux géodésiques réelles, on bien

cos
(
θmax

2

)
= tanh

(
d([p], [q])

2

)
.

Nous utiliserons de façon plus précise le corollaire suivant, qui majore le diamètre
angulaire par une quantité simple à calculer.

Corollaire 1.6.35. Soient p, q ∈ C − {0} sont des points distincts qui vérifient 〈p, p〉 =
〈q, q〉 < 0. Si 〈p,q〉〈q,p〉〈p,p〉〈q,q〉 > 4, alors le diamètre angulaire réel de B(p, q) depuis [p] est < π

3 .

Démonstration. En notant r = d([p],[q])
2 , on a 〈p,q〉〈q,p〉〈p,p〉〈q,q〉 = cosh2(r). Si cosh2(r) > 4, alors

tanh2(r) = 1 − 1
cosh2(r) >

3
4 . En notant θmax le diamètre angulaire réel de B(p, q) depuis

[p], on a cos( θmax
2 ) >

√
3

2 , et donc θmax <
π
6 .

1.6.5 Paires d’exteurs

Nous allons considérer des intersections de bissecteurs pour étudier des domaines de
Ford et leurs déformations. On considérera ici, comme le fait Goldman dans le chapitre
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8 de son livre [Gol99], les intersections des exteurs correspondants avant de se concentrer
sur les intersections des bissecteurs. Commençons par classifier les paires d’exteurs.

Définition 1.6.36. Soient E1 et E2 deux exteurs de foyers respectifs [f1] et [f2]. On dit
que la paire (E1,E2) est :

— Confocale si [f1] = [f2].
— Équilibrée («balanced» en anglais) si [f1] 6= [f2] et l[f1],[f2] ⊂ E1 ∩ E2.
— Semi-équilibrée («semi-balanced» en anglais) si [f1] 6= [f2] et l[f1],[f2] est incluse

exactement dans un des deux exteurs.
— Déséquilibrée («unbalanced» en anglais) si [f1] 6= [f2] et l[f1],[f2] n’est incluse dans

aucun des deux exteurs.

Définition 1.6.37. On dira qu’une paire d’exteurs (E1,E2) est coéquidistante s’il existe
des points distincts p, q, r ∈ C3 − {0} tels que E1 = E(p, q) et E2 = E(p, r).

Remarque 1.6.38. Une paire d’exteurs coéquidistants est soit confocale, soit déséquili-
brée.

Démonstration. Soit p, q, r ∈ C3 − {0} trois points distincts. Soit E1 = E(p, q) et E2 =
E(p, r). Si [p], [q] et [r] sont alignés, alors E1 et E2 ont la même échine complexe et donc
le même foyer. Sinon, notons [f1] = [p � q] et [f2] = [p � r] les foyers de E1 et E2

respectivement. On a d’une part trivialement que 〈f1, p〉 = 0, et d’autre part que 〈f1, r〉 =
〈p� q, r〉 6= 0 puisque p, q et r ne sont pas alignés. On en déduit que [f1] /∈ E2. De même,
[f2] /∈ E1, ce qui suffit pour conclure.

En s’intéressant aux domaines de Ford et à leurs déformations, nous allons considérer
uniquement des bissecteurs coéquidistants par rapport à des relevés normalisés.

Remarque 1.6.39. Toute paire de bissecteurs déséquilibrée est coéquidistante.

Démonstration. Soit (E1,E2) une paire d’exteurs déséquilibrée. Soient [f1] le foyer de E1

et [f2] le foyer de E2. Comme [f1] et [f2] sont distincts, alors [f1]⊥ ∩ [f2]⊥ est réduit à un
point dans CP2. Soit [p] ce point et p ∈ C3 − {0} un relevé. D’après la proposition 1.6.10,
il existe q, r ∈ C3 − {0} tels que E1 = E(p, q) et E2 = E(p, r).

Proposition 1.6.40. Soit (E1,E2) une paire d’exteurs distincts confocale de foyer [f ].
Alors E1∩E2 est soit {[f ]}, soit une une droite complexe passant par [f ], soit deux droites
complexes passant par [f ].

Démonstration. Les exteurs E1 et E2 sont donnés par des cercles réels C1 et C2 de L[f ].
L’intersection est alors réduite à {[f ]} si C1 ∩ C2 = ∅, elle est une droite complexe si C1

et C2 sont tangents, et elle consiste en deux droites complexes si C1 et C2 s’intersectent
en deux points.
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Les deux résultats suivants décrivent l’intersection d’une paire d’exteurs équilibrée ou
semi-équilibrée. Nous renvoyons au chapitre 8 de [Gol99] pour des preuves.

Théorème 1.6.41. (Théorème 8.3.1 de [Gol99]) Soit (E1,E2) une paire d’exteurs équili-
brée. Alors il existe une droite complexe l et un plan réel P de CP2 tels que E1∩E2 = P ∪ l.

Proposition 1.6.42. (Section 8.3.3 de [Gol99]) Soit (E1,E2) une paire d’exteurs équili-
brée, où E1 contient [f2] et E2 ne contient pas [f1]. Alors E1 ∩ E2 − {[f2]} est un cylindre
réel dans CP2, qui peut être compactifié en ajoutant [f2].

La proposition suivante décrit l’intersection dans CP2 de deux exteurs dans une paire
déséquilibrée. Goldman appelle cette intersection un «tore de Clifford», mais nous avons
choisi d’employer ce terme pour le bord à l’infini d’un cône de Clifford.

Proposition 1.6.43. Soit (E1,E2) une paire d’exteurs déséquilibrée. Alors E1 ∩ E2 est
un tore dans CP2. Si E1 = E(p, q) et E2 = E(p, r), alors l’intersection est paramétrée par
[(q − αp) � (r − βp)] où (α, β) ∈ S1 × S1.

Démonstration. Soient [f1] et [f2] les foyers respectifs de E1 et E2. On sait que E1 s’écrit
comme une union de droites complexes passant par [f1] et paramétrée par S1. On peut
donc écrire

E1 =
⋃
α∈S1

lα et, de même, E2 =
⋃
β∈S1

l′β.

Comme la paire d’exteurs est déséquilibrée, on sait que chaque lα intersecte chaque l′β
exactement en un point. On a donc :

E1 ∩ E2 =
⋃
α∈S1

⋃
β∈S1

lα ∩ l′β,

qui est un tore. Si de plus E1 = E(p, q) et E2 = E(p, r), alors, d’après la proposition 1.6.7,
les droites complexes lα peuvent s’écrire comme [q−αp]⊥ et les droites l′β comme [r−βp]⊥.
Dans ce cas, lα ∩ l′β = [q − αp]⊥ ∩ [r − βp]⊥ = {[(q − αp) � (r − βp)]}.

1.6.6 Paires de bissecteurs coéquidistants

On considérera désormais des paires déséquilibrées de bissecteurs coéquidistants par
des relevés normalisés, et nous nous intéresserons à leurs intersections.

Lemme 1.6.44 (Théorème 9.1.2 de [Gol99]). Soient E1 et E2 deux exteurs de foyers [f1]
et [f2] respectivement. On suppose qu’ils s’intersectent en un point [x0] 6= [f1], [f2]. Alors
soit l’intersection E1 ∩ E2 est transverse en [x0], soit E1 et E2 ont une tranche commune
qui passe par [x0].



66 CHAPITRE 1

Démonstration. L’exteur E1 est une sous-variété lisse de CP2 en dehors de son foyer. Son
espace tangent en [x0] est un espace réel de dimension 3. Il admet donc un sous-espace
holomorphe maximal de dimension complexe 1. Ce sous-espace est l’espace tangent de la
droite l[f1],[x0]. Il en est de même pour E2. On en déduit que soit l’intersection E1 ∩E2 est
transverse en [x0], soit l[f1],[x0] = l[f2],[x0] et E1 et E2 ont une tranche commune qui passe
par [x0].

Lemme 1.6.45. Soit [p] un point de CP1 et C0, C1 deux cercles dans CP1 passant par
[p]. Soit [q] un point de CP1 qui n’est pas dans C1 ∪C2. Alors il existe un chemin continu
de cercles (Ct)t∈[0,1] de C0 vers C1 tels que, pour tout t ∈ [0, 1] le cercle Ct passe par [p]
et ne passe pas par [q].

Proposition 1.6.46. Soit [x0] ∈ H2
C. L’ensemble des paires d’exteurs déséquilibrées qui

s’intersectent en [x0] est connexe par arcs.

Démonstration. Soient E1, E2 et E3 trois exteurs passant par [x0] et définis par des foyers
et cercles respectifs ([f1], C1), ([f2], C2) et ([f3], C3). On suppose que les paires (E1,E2) et
(E1,E3) sont déséquilibrées. Nous allons construire un chemin qui déforme continûment
(E1,E2) en (E1,E3) à l’intérieur des paires déséquilibrées, ce qui suffit pour conclure.
Nous allons le faire en quatre étapes ; le lemme 1.6.45 nous assure qu’on peut effectuer les
déformations des cercles.

1. Déformer le cercle C1 dans L[f1] vers C ′1 par un chemin C1(t) de sorte de sorte que

(a) C1(t) passe toujours par l[f1][x0] et évite l[f1][f2].

(b) Les points l[f1][f2] et l[f1][f3] de L[f1] sont du même côté de C ′1 dans L[f1].

2. Déformer le foyer [f2] de E2 vers [f3] et le cercle C2 vers C ′2 par un chemin
([f2(t)], C2(t)) tel que :

(a) Le cercle C2(t) contient toujours l[f2(t),x0] et évite l[f2(t)],[f1].

(b) La droite l[f1],[f2(t)] ne passe pas par C ′1. Ceci est possible car l[f1],[f2] et l[f1],[f3]

sont du même côté de C ′1 dans L[f1].

3. Déformer le cercle C ′1 de l[f1] vers C1 en passant par l[f1,x0] et en évitant l[f1],[f3].

4. Déformer le cercle C ′2 vers C3 en passant par l[f1,x0] et en évitant l[f1],[f3].

Ainsi, on a bien déformé (E1,E2) en (E1,E3). Au cours de la déformation, les conditions
imposées montrent que les deux exteurs contiennent toujours [x0] et que la paire est
toujours déséquilibrée.

Remarque 1.6.47. Les paires de deux bissecteurs métriques, de deux éventails et de deux
cônes de Clifford sont connexes par arcs.
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Intersections de Goldman

Dans le chapitre 9 de [Gol99], Goldman considère les paires de bissecteurs coéquidis-
tants de points de H2

C ou de ∂∞H2
C, et montre que leur intersection est connexe et qu’il

s’agit d’un disque. Nous rappelons ici certains de ses résultats, obtenus par une étude fine
des tangences de sphères spinales.

Proposition 1.6.48 (Lemme 9.1.5 de [Gol99]). Soient B1 et B2 deux bissecteurs mé-
triques, de bords à l’infini S1 et S2. Alors chaque composante connexe de S1 ∩S2 est un
point ou un cercle, et chaque composante connexe de B1 ∩B2 est un disque.

On donne un nom particulier à ces disques, qui interviendront systématiquement lors
de constructions de domaines de Ford ou de Dirichlet.

Définition 1.6.49. Un tel disque de l’intersection est appelée disque de Giraud. Nous
appellerons son bord un cercle de Giraud.

Finalement, le théorème suivant assure que l’intersection de deux bissecteurs métriques
coéquidistants est soit un disque de Giraud, soit vide, et que l’intersection des sphères
spinales correspondantes est soit un point, soit un cercle de Giraud.

Théorème 1.6.50 (Théorème 9.2.6 de [Gol99]). Soient p, q, r ∈ C− {0} tels que 〈p, p〉 =
〈q, q〉 = 〈r, r〉 ≤ 0. Alors S(p, q) ∩S(p, r) est connexe.

Autres intersections

Nous aurons besoin de considérer des intersections un peu plus générales pour déformer
un domaine de Ford. Nous allons considérer un exemple explicite, qui nous servira par la
suite. Il s’agit d’un cas très symétrique, où les bissecteurs sont équidistants de points dans
un même plan réel, et qui ont une symétrie d’ordre 3. Nous aurons besoin du lemme suivant
pour un point technique concernant un signe dans la proposition que nous nous proposons
de montrer par la suite.

Lemme 1.6.51. Soient p, q, r ∈ C3 − {0}. On suppose qu’ils sont dans le même R-plan
et qu’il existe S ∈ SU(2, 1) d’ordre 3 tel que Sp = q et Sq = r. Alors 〈p � q, q � r〉 =
〈q � r, r � p〉 = 〈r � p, p� q〉 ∈ R−.

Démonstration. Puisque p, q, r sont dans le même R-plan, les points p� q, q � r et r � p

sont aussi dans le même R-plan. Grâce à la symétrie d’ordre 3, on sait que 〈p� q, p� q〉 =
〈q � r, q � r〉 = 〈r � p, r � p〉. Notons l ∈ R cette quantité. D’autre part, on sait aussi que
〈p� q, q � r〉 = 〈q � r, r � p〉 = 〈r � p, p� q〉 ∈ R. Notons k cette quantité.

Plaçons nous dans le cas générique, où k 6= 0 et (p � q, q � r, r � p) est une base de
C3, le résultat sera vrai en général par densité. Dans cette base, la matrice de la forme
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hermitienne s’écrit : 
l k k

k l k

k k l

 .
Elle admet une valeur propre double égale à l − k et une valeur propre simple égale à
l+ 2k. Comme la forme hermitienne est de signature (2, 1), on en déduit que l− k > 0 et
l + 2k < 0, ce qui implique que k < 0.

Proposition 1.6.52. Soient p, q, r ∈ C3 − {0}. On suppose qu’ils sont dans le même
R-plan et qu’il existe S ∈ SU(2, 1) d’ordre 3 tel que Sp = q et Sq = r. On sait alors que
p� q, q� r et r� p sont aussi de même norme et dans le même R-plan. Grâce au lemme
1.6.51, on sait que 〈p�q, q�r〉 = 〈q�r, r�p〉 = 〈r�p, p�q〉 ∈ R−. Posons u = 〈p�q,p�q〉

〈p�q,q�r〉 .
Alors
— Si u < 2

3 , alors B(p, q) ∩B(p, r) est un disque, et son bord à l’infini est un cercle
lisse.

— Si u = 2
3 , alors B(p, q) ∩B(p, r) est un disque, et son bord à l’infini est composé

de trois C-cercles.
— Si u > 2

3 , alors B(p, q)∩B(p, r) est un tore privé d’un disque, et son bord à l’infini
est formé par deux cercles lisses.

Démonstration. L’intersection des exteurs E(p, q) et E(p, r) est le tore paramétré par :

{(q + eiθp) � (r + eiφp) | (θ, φ) ∈ [π, π]2}

Les points de l’intersectionB(p, q)∩B(p, r) sont exactement les points de ce tore admettant
une norme négative. Calculons la norme de (q + eiθp) � (r + eiφp) :

〈(q + eiθp) � (r + eiφp),(q + eiθp) � (r + eiφp)〉

= 〈q � r + eiθp� r + eiφq � p, q � r + eiθp� r + eiφq � p〉

= 〈q � r, q � r〉+ 〈p� r, p� r〉+ 〈q � p, q � p〉

+ 2Re(eiθ〈q � r, p� r〉+ eiφ〈q � r, q � p〉+ ei(φ−θ)〈p� r, q � p〉)

= 3〈q � r, q � r〉+ 2〈q � r, p� r〉(cos(θ) + cos(φ) + cos(φ− θ))

= 2〈q � r, p� r〉(3
2u+ cos(θ) + cos(φ) + cos(φ− θ))

Puisque 〈q � r, p � r〉 < 0, le signe de l’expression précédente est donné par le signe
opposé à celui de 3

2u + cos(θ) + cos(φ) + cos(φ − θ). Les lignes de niveau de la fonction
(θ, φ) 7→ cos(θ) + cos(φ) + cos(φ− θ) sont données dans la figure 1.6. L’ensemble décrivant
B(p, q) ∩B(p, r) est alors donné par les lignes de niveau ≥ −3

2u, qui est donc
— un disque à bord lisse si u < 2

3
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— un disque avec pour bord les cercles d’équations θ = 0 , φ = 0 et φ−θ = π mod 2π
lorsque u = 2

3
— Le tore privé de deux disques si u > 2

3 .

Figure 1.6 – Lignes de niveau de la fonction (θ, φ) 7→ cos(θ) + cos(φ) + cos(φ − θ) pour
(θ, φ) ∈ [−π, π]2.
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Chapitre 2

Chirugies de Dehn CR-sphériques

2.1 Introduction

Le célèbre théorème de chirurgie de Dehn de Thurston, énoncé dans ses notes [Thu02],
dit que toutes les chirurgies de Dehn, sauf un nombre fini, sur une variété hyperbolique à
pointeM admettent des structures hyperboliques complètes avec des développantes et des
représentations d’holonomie proches de celles de M . On peut se poser la même question
pour d’autres structures géométriques. Dans ce chapitre, comme dans cette thèse, nous
nous concentrerons sur les structures CR-sphériques, qui ont comme espace modèle ∂∞H2

C
et comme groupe d’automorphismes PU(2, 1). Dans son livre [Sch07], Schwartz montre un
théorème de chirurgie de Dehn CR-sphérique qui donne, sous certaines hypothèses, des
structures CR-sphériques uniformisables sur certaines chirurgies de Dehn sur des variétés
CR-sphériques à pointe. Dans ce chapitre, nous allons montrer un résultat similaire en
utilisant des techniques venant des (G,X)-structures et de la géométrie de ∂∞H2

C au lieu
de l’approche de la discrétude de représentations et d’actions sur H2

C. Le théorème 2.2.24 a
des hypothèses plus faibles que le théorème de Schwartz, mais nous obtenons des structures
géométriques sur des chirurgies pour lesquelles nous ne savons pas déterminer si elles sont
uniformisables ou pas.

Pour le lecteur, l’exemple à garder en tête est celui de la structure de Deraux-Falbel
sur le complémentaire du nœud de huit, construite dans [DF15], et que nous traitons en
détail dans la section 2.3. Pour cet exemple, Deraux montre dans [Der14] qu’il existe une
famille à un paramètre d’uniformisations CR-sphériques du complémentaire du nœud de
huit avec holonomie périphérique parabolique contenant cette structure. Dans [FGK+16],
Falbel, Guilloux, Koseleff, Rouillier et Thistlethwaite décrivent la variété des caractères
du groupe fondamental du complémentaire du nœud de huit sur SL3(C). Il donnent une
paramétrisation explicite pour la composante qui contient la représentation d’holonomie de
la structure de Deraux-Falbel. En considérant les représentations à valeurs dans SU(2, 1),
cette composante donne des structures CR-sphériques proches de celle de Deraux et Falbel.

71
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Avec cette paramétrisation et le théorème 2.2.24, nous obtiendrons le théorème suivant :

Théorème. Soit M le complémentaire du nœud de huit. Pour le marquage usuel 1 du tore
périphérique de M :

1. Il existe une infinité de structures CR-sphériques sur la chirurgie de Dehn de M
de pente −3.

2. Il existe δ > 0 tel que pour tout r ∈ Q∩ (0, δ), il existe une structure CR-sphérique
sur la chirurgie de Dehn de M de pente −3 + r.

La section 2.2 est consacrée à énoncer et prouver le théorème de chirurgie 2.2.24, qui
est le résultat central de ce chapitre. Nous mettrons à l’œuvre les outils données dans
la première partie du chapitre 1. Ensuite, nous détaillons un exemple d’application du
théorème dans la section 2.3 pour la structure de Deraux-Falbel sur complémentaire du
neud de huit. Finalement, dans la section 2.4, nous décrivons rapidement les variétés
V (p, q, n) qui apparaissent naturellement dans le théorème de chirurgie ; nous reviendrons
sur ces variétés avec plus de détails dans l’annexe A.

2.2 Chirurgies régulières

2.2.1 Le principe d’Ehresmann-Thurston

Nous allons nous intéresser aux structures CR-sphériques sur une variétéM de dimen-
sion 3. Commençons par rappeler le formalisme des (G,X)-structures, qui nous donnera
le langage à utiliser. Dans les définitions générales, X sera une variété lisse connexe, et G
un sous-groupe de difféomorphismes de X qui agit de façon transitive et analytique. Nous
nous concentrerons très rapidement au cas où X = ∂∞H2

C et G = PU(2, 1).

Définition 2.2.1. Une (G,X)-structure sur une variété M est la donnée, à isotopie près,
d’un difféomorphisme local Dev : M̃ → X et d’un morphisme de groupes ρ : π1(M)→ G

tels que pour tout x ∈ M̃ et tout g ∈ π1(M) on ait Dev(g · x) = ρ(g) · Dev(x) pour les
actions de π1(M) sur M̃ et de G sur X. On appelle Dev la développante de la structure
et ρ son holonomie.

Remarque 2.2.2. Nous identifierons deux structures si elles sont G-équivalentes, c’est à
dire s’il existe g ∈ G tel que les développantes Dev1 et Dev2 vérifient Dev2 = g ◦ Dev1.
Dans ce cas les holonomies sont conjuguées et vérifient ρ2 = gρ1g

−1.

La définition que nous venons de donner n’est pas la définition usuelle, c’est pourquoi
nous faisons la remarque suivante :

1. Pour nous, le marquage usuel est celui donné par Thurston dans [Thu02].
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Remarque 2.2.3. Cette définition est équivalente à la définition habituelle d’une (G,X)-
structure par un atlas de M à valeurs dans X dont les changements de cartes sont donnés
par des éléments de G. La donnée d’un couple (Dev, ρ) donne immédiatement un tel
atlas, mais la construction du couple (Dev, ρ) à partir d’un atlas demande un peu plus
de travail. On pourra voir par exemple [Thu02] pour plus de détails. Nous utiliserons
cependant les deux définitions : la première pour déformer une structure, et la deuxième
pour en construire une autre.

Nous utiliserons aussi à quelques reprises des variétés à bord ; la définition de (G,X)-
structure s’étend aux variétés à bord sans problème.

Désormais, nous allons considérer une variété M de dimension 3, compacte et à bords
toriques. Nous allons étudier quelques structures géométriques sur M̊ , où l’espace mo-
dèle X est ∂∞H2

C et le groupe G est PU(2, 1). Nous définissons donc une structure CR-
sphérique.

Définition 2.2.4. On appelle structure CR-sphérique une (PU(2, 1), ∂∞H2
C)-structure.

L’objet essentiel pour déformer une structure, au vu du principe d’Ehresmann-Thurston
que nous verrons ci-dessous, sont les représentations de π1(M) à valeurs dans PU(2, 1).
Prenons donc une notation pour cet espace :

Notation 2.2.5. Nous noterons R(π1(M), G) l’ensemble des représentations de π1(M) à
valeurs dans G, muni de la topologie de la convergence simple.

Nous allons travailler avec des déformations de structures. Pour énoncer des résultats
sur une déformation, nous aurons à nous placer «loin du bord» ou «près su bord». Nous
allons donc considérer l’union de M avec un épaississement de son bord pour pouvoir
donner un sens précis à ces termes :

Notation 2.2.6. Pour s ∈ R+, nous noterons M[0,s[ l’union de M avec un épaississement
de son bord. Ainsi, M[0,s[ = (M ∪ ∂M × [0, s[)/ ∼ où l’on identifie ∂M à ∂M × {0}. Nous
considérerons ces variétés incluses les unes dans les autres, de sorte que si s1 ≤ s2, alors
M[0,s1[ ⊂M[0,s2[.

Remarque 2.2.7. Les variétés M[0,s[ sont toutes homéomorphes à l’intérieur de M . Nous
utilisons ce découpage pour avoir une convergence convenable «assez loin» du bord de M
pour des structures géométriques.

Énonçons maintenant le principe d’Ehresmann-Thurston, qui nous dit qu’il suffit de
déformer l’holonomie d’une structure dans R(π1(M), G) pour avoir une déformation de
cette structure. Le lecteur pourra trouver une preuve dans l’article de Bergeron et Gelander
[BG04] ou bien dans l’article de survol de Goldman [Gol10].
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Théorème 2.2.8 (Principe d’Ehresmann-Thurston). On suppose que M[0,1[ est munie
d’une (G,X)-structure d’holonomie ρ0. Pour tout ε > 0, si ρ ∈ R(π1(M), G) est une dé-
formation assez proche de ρ0, alors il existe une (G,X)-structure sur M[0,1−ε[ d’holonomie
ρ et proche de la structure de départ sur M[0,1−ε[ pour la topologie C1.

Le résultat est un peu plus précis. En effet, on a un paramétrage local :

Remarque 2.2.9. L’ensemble R(π1(M), G) paramètre les (G,X)-structures sur M[0,1−ε[

au voisinage de ρ0. Pour une preuve de ce résultat, on peut voir par exemple l’article de
Canary, Epstein et Green [CEG06] ou la thèse de Lok [Lok84].

Nous allons considérer des déformations d’une structure (Dev0, ρ0) où ρ0 est d’holo-
nomie périphérique unipotente de rang 1. Comme dans l’exemple que nous traiterons, on
s’attend à avoir un espace de déformations de dimension réelle ≥ 2m, où m est le nombre
de bords toriques de M .

2.2.2 Un théorème de chirurgie CR-sphérique

Comme dans le cas hyperbolique réel, nous allons nous intéresser aux chirurgies de
Dehn de M , qui consistent, d’un point de vue topologique, à recoller un tore plein sur un
des bords toriques de M . Nous essaierons de étendre une certaine structure sur M à une
de ses chirurgies. Nous démontrons un résultat très semblable à celui de Schwartz dans
[Sch07], mais il y a cependant quelques différences : nos hypothèses sont plus faibles que
celles de Schwartz et nous obtenons une structure géométrique, mais nous ne savons pas
si elle est ou non obtenue comme un quotient d’un ouvert de ∂∞H2

C par un sous-groupe
de PU(2, 1).

Épaississements et relevés

Prenons tout d’abord des notations pour le bord torique à considérer, un de ses relevés
et l’holonomie périphérique associée.

Notation 2.2.10. Fixons un bord torique T deM . Pour s ∈ [0, 1[, notons Ts = T ×{s} ⊂
M[0,1[, puis, pour un intervalle I ⊂ [0, 1[ notons TI = ∪s∈ITs = T × I ⊂M[0,1[. Choisissons
maintenant une composante connexe de π−1(T[0,1[) ⊂ M̃[0,1[. Nous la noterons T̃[0,1[ : c’est
un revêtement universel de T[0,1[ plongé dans M̃[0,1[. Finalement, pour s ∈ [0, 1[, posons
T̃s = π−1(Ts) ∩ T̃[0,1[ et pour un intervalle I ⊂ [0, 1[, T̃I = ∪s∈I T̃s.

Faisons quelques remarques sur les choix faits dans ces notations :

Remarque 2.2.11. Pour tout s ∈ [0, 1[, T̃s est homéomorphe à R2. De plus, T̃I est
homéomorphe à R2 × I.
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Remarque 2.2.12. Le choix de T̃[0,1[ fixe une injection du groupe fondamental de T dans
celui deM , en identifiant π1(T ) au stabilisateur de T̃[0,1[ pour l’action de π1(M) sur M̃[0,1[.
Dans le reste du chapitre, nous utiliserons une notation additive pour π1(T ) ' Z2, afin
d’utiliser les notations et outils standard pour un groupe isomorphe à Z2. L’identification
de π1(T ) avec un sous-groupe de π1(M) nous amènera à faire un léger abus de notation :
nous garderons une notation multiplicative pour π1(M), mais lorsque nous considérerons
des éléments de π1(T ) nous utiliserons une notation additive.

Notation 2.2.13. Avec l’injection fixée de π1(T ) dans π1(M), en restreignant l’holonomie
ρ d’une (G,X)-structure nous disposons d’une holonomie périphérique hρ : π1(T )→ G.

Nous allons nous intéresser aux représentations dont l’image de l’holonomie périphé-
rique est monogène. Nous fixons donc une notation pour celles-ci.

Notation 2.2.14. Nous noterons R1(π1(M), G) ⊂ R(π1(M), G) l’ensemble des repré-
sentations ρ de π1(M) à valeurs dans G telles que l’image de hρ soit monogène. Lorsque
ρ ∈ R1(π1(M),PU(2, 1)) et que l’image de hρ est engendrée par [U ] ∈ PU(2, 1), nous
noterons φρt = φ

Log([U ])
t le flot associé à [U ].

Horotubes

Les horotubes sont un des objets clé de la construction de structures CR-sphériques que
nous allons donner. Ils nous permettront de comprendre la topologie d’une «pointe» dans
le monde CR-sphérique, qui est l’objet à déformer et remplir pour obtenir des chirurgies
de Dehn. Nous allons reprendre les définitions données par Schwartz dans [Sch07].

Définition 2.2.15. Soit [P ] ∈ PU(2, 1) un élément parabolique de point fixe [p] ∈ ∂∞H2
C.

Un [P ]-horotube est un ouvert H de ∂∞H2
C−{[p]}, invariant par l’action de [P ] et tel que

le complémentaire de H/〈[P ]〉 dans (∂∞H2
C − {[p]})/〈[P ]〉 soit compact.

Pour pouvoir travailler avec des objets plus réguliers, nous demanderons souvent à un
horotube d’être gentil :

Définition 2.2.16. Un [P ]-horotube H est dit gentil («nice» en anglais) si ∂H est un
cylindre lisse invariant par le flot φLog([P ])

t .

Remarque 2.2.17. Si H est un [P ]-horotube gentil, alors ∂H est l’orbite par φLog([P ])
t

d’un cercle plongé dans ∂∞H2
C − {[p]}. On peut voir un exemple dans la figure 2.1.

La remarque suivante nous assure que, quitte à restreindre un horotube, l’hypothèse
supplémentaire d’être gentil n’est pas très forte.

Lemme 2.2.18 (2.7 de [Sch07]). Soit H un [P ]-horotube. Alors il existe un [P ]-horotube
gentil H ′ tel que H ′ ⊂ H et que (H −H ′)/〈[P ]〉 soit d’adhérence compacte dans (∂∞H2

C−
{p})/〈[P ]〉.
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Figure 2.1 – Le bord d’un horotube gentil dans le modèle de Siegel. L’horotube se trouve
à l’extérieur de la nappe rouge.

Dans toute la suite, nous supposerons queM[0,1[ est munie d’une structure CR-sphérique
de développante Dev0 et d’holonomie ρ0. Nous ferons de plus les deux hypothèses sui-
vantes :

1. L’image de l’holonomie périphérique hρ0 est unipotente de rang 1 et engendrée par
un élément [U0] ∈ PU(2, 1).

2. Il existe s ∈ [0, 1[ tel que Dev0(T̃[s,1[) est un [U0]-horotube.

Marquage de π1(T )

En partant de la structure donnée par Dev0 et ρ0, nous allons fixer un marquage
de π1(T ), qui nous sera utile pour identifier les chirurgies de Dehn obtenues lors des
déformations de la structure. Ce marquage est essentiellement le même que celui donné
dans le chapitre 8 de [Sch07], et utilise fortement les deux hypothèses.

Notation 2.2.19. Fixons s′ ∈ [s, 1[ et x0 ∈ Dev0(Ts′). On note l le lacet donné par
la projection de t 7→ φρ0

t (x0). Comme hρ0(l) = [U0] engendre l’image de hρ0 et qu’un
sous-groupe unipotent de PU(2, 1) n’a pas de torsion, l est un élément primitif de π1(T ).

Notation 2.2.20. Puisque hρ0 est unipotente de rang un et qu’un sous-groupe unipotent
de PU(2, 1) n’a pas de torsion, son noyau est engendré par un élément primitif m. Nous
ferons le choix d’orientation de m pour que (m, l) soit une base directe de π1(T ) (pour
l’orientation donnée par la normale entrante dans l’horotube).

Remarque 2.2.21. La définition de m et l ne dépend pas du choix de s′ ni de x0.
Cependant, nous avons fait un choix pour les orientations. Celui pour m est explicite,
tandis que celui de l est donné par le choix de [U0] ou [U0]−1 comme générateur de l’image
de hρ0 .

Remarque 2.2.22. Dans [Sch07], Schwartz donne un choix «canonique» pour les orien-
tations de m et l (notés α et β). C’est pratiquement le même choix que celui fait ci-dessus,
sauf qu’il donne un choix préféré pour [U0]. Par ailleurs, si on a un autre marquage de
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π1(T ), par exemple lorsque M est un complémentaire de nœud, passer d’un marquage à
l’autre revient à comprendre la développante sur T̃[0,1[.

Figure 2.2 – La courbe m (en vert) et la courbe l (en jaune) dans l’image de Dev0(T̃s′).

À l’aide du marquage que nous venons de décrire, nous pouvons définir sans ambiguïté
les chirurgies de Dehn de M sur le bord T .

Définition 2.2.23. Pour une paire (p, q) d’entiers premiers entre eux, nous noterons
M (p,q) la chirurgie de Dehn de type (p, q), ou de pente p

q , de M . La variété M (p,q) est la
variété obtenue en recollant un tore plein D2 × S1 sur le bord T de M , de sorte à ce que
le lacet pl + qm de T devienne homotopiquement trivial dans D2 × S1.

Énoncé du théorème de chirurgie

Nous sommes maintenant en mesure d’énoncer un théorème de chirurgie CR-sphérique.
Il dit qu’au voisinage de la structure (Dev0, ρ0), sous des conditions de discrétude, les
structures CR-sphériques proviennent de structures portées par des chirurgies de Dehn de
M .

Théorème 2.2.24. Soit M une variété compacte de dimension 3 à bords toriques. Soit T
un bord torique de M . On suppose qu’il existe une structure CR-sphérique (Dev0, ρ0) sur
M[0,1[ telle que :

1. L’holonomie périphérique hρ0 soit unipotente horizontale de rang 1 et engendrée
par un élément [U0] ∈ PU(2, 1).

2. Il existe s ∈ [0, 1[ tel que Dev0(T̃[s,1[) soit un [U0]-horotube.

Alors il existe un ouvert Ω de R1(π1(M),PU(2, 1)) tel que, pour tout ρ ∈ Ω tel que l’image
de hρ soit engendrée par un élément [U ] ∈ PU(2, 1), il existe une structure CR-sphérique
sur M d’holonomie ρ. De plus, pour le marquage (l,m) de π1(T ) décrit ci-dessus,

1. Si [U ] est loxodromique, cette structure s’étend en une structure CR-sphérique sur
la chirurgie de Dehn de type (0, 1) de M .

2. Si [U ] est elliptique de type ( pn ,
1
n), cette structure s’étend en une structure CR-

sphérique sur la chirurgie de Dehn de type (p, n) de M .
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3. Si [U ] est elliptique de type ( pn ,
q
n) avec |p|, |q| > 1, cette structure s’étend en une

structure CR-sphérique sur un recollement de M à une variété compacte à bord
torique V (p, q, n) le long de leur bord. De plus, V (p, q, n) est le complémentaire
d’un nœud torique dans l’espace lenticulaire L(n, α) où α ≡ p−1q mod n.

Nous allons consacrer toute la suite de cette section à démontrer le théorème 2.2.24,
mais avant de commencer la preuve, faisons quelques remarques.

Remarque 2.2.25. Les cas 2 est un cas particulier du cas 3. Nous le séparons car il est
plus simple de comprendre l’idée de la preuve et l’identification de V (p, 1, n) dans ce cas.

Remarque 2.2.26. Si U est elliptique, en connaissant la trace de U , on connaît les trois
valeurs propres de U , mais on ne peut pas déterminer la valeur propre associée au point
fixe de U dans H2

C. Uniquement à l’aide de la trace, on peut déterminer qu’on est dans un
des cas 2 ou 3, mais il n’est pas possible de savoir dans lequel.

Remarque 2.2.27. Si [U ] est parabolique, le théorème est encore vrai, mais la structure
CR-sphérique obtenue s’étend à un épaississement de M , qui est homéomorphe à M . On
ne traite pas, non plus, le cas où [U ] est elliptique d’angles irrationnels, où il n’y a pas de
façon raisonnable de remplir la pointe torique, ni le cas où [U ] est elliptique spécial, où les
techniques utilisées dans la preuve du théorème 2.2.24 ne permettent pas de conclure.

Réécriture des hypothèses

Tout d’abord, nous allons réécrire la deuxième hypothèse du théorème de sorte a mieux
pouvoir la manipuler. Fixons un difféomorphisme ψ : R2 × [0, 1[→ T̃[0,1[, de sorte que :

1. Pour tout s ∈ [0, 1[ ψ(R2 × {s}) = T̃s.

2. ψ induit un difféomorphisme, entre R× S1 × [0, 1[ et T̃[0,1[/ ker(hρ0).

Pour alléger les notations, nous allons faire un abus de langage et identifier R2 × [0, 1[
et T̃[0,1[ , ainsi que R × S1 × [0, 1[ et T̃[0,1[/ ker(hρ0). Dans ce cas, la développante Dev0

induit elle aussi un difféomorphisme entre T̃[0,1[/ ker(hρ0) et Dev0(T̃[0,1[), que nous noterons
encore Dev0. Nous traduisons l’hypothèse (2) du théorème par les hypothèses (2’) et (3)
que nous décrivons ci-dessous :

Hypothèse (2’) : Il existe 0 < s1 < s2 < 1 tels que

1. Pour tout s ∈ [s1, s2], Dev0({0} × S1 × {s}) est un cercle transverse au flot.

2. Pour tout (t, ζ, s) ∈ R× S1 × [s1, s2], Dev0(t, ζ, s) = φρ0
t (Dev0(0, ζ, s)).

Remarque 2.2.28. Grâce à la remarque 2.2.18, il est clair que l’hypothèse 2 implique
la 2’. En effet, quitte à considérer une isotopie et à augmenter s, on peut supposer que
l’horotube Dev0(T̃[s,1[) est gentil. Il suffit ensuite de se restreindre à un segment T̃[s1,s2].
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Figure 2.3 – Deux vues des nappes bornant un ensemble de la forme Dev0(T̃[s1,s2])

L’hypothèse (2’) nous donne, en particulier, que Dev0(T̃s2) sépare ∂∞H2
C − {[p]} en

deux composantes connexes : un cylindre plein Cs2 et l’extérieur de ce cylindre, qui est
homéomorphe à S1×R×]0,+∞[. L’hypothèse (3) nous assurera que la structure de M se
trouve du bon côté du tube :

Hypothèse (3) : Dev0(T̃s1) est inclus dans Cs2 .

Remarque 2.2.29. L’hypothèse (2) est équivalente aux hypothèses (2’) et (3). En effet,
l’implication de (2) vers (2’) et (3) est claire, et, si on suppose (2’) et (3), la structure
peut être étendue sans problème de sorte à ce que Dev0(T̃[s2,1[) soit l’horotube de bord
Dev0(T̃s2).

Démonstration du théorème

Nous allons démontrer le théorème 2.2.24. Plaçons-nous dans les hypothèses données
dans la section 2.2.2. Soit ρ une déformation assez proche de ρ0 dans R1(π1(M),PU(2, 1))
telle que hρ(m) = Id. L’image de hρ est alors engendrée par [U ] = ρ(l). On supposera que
U est régulier.

Soit ε > 0. D’après le principe d’Ehresmann-Thurston, si ρ est assez proche de ρ0,
il existe une structure CR-sphérique sur M[0,s2+ε[ d’holonomie ρ. On dispose donc d’une
développante Devρ : M̃[0,s2+ε[ → ∂∞H2

C proche de Dev0 pour la topologie C1. Ainsi, on
peut supposer que Devρ réalise encore un difféomorphisme entre le compact [−ε, 1 + ε]×
S1 × [s1, s2] et son image.

Remarque 2.2.30. Nous disposons alors d’un atlas de cartes de T[s1,s2] à valeurs dans
∂∞H2

C en choisissant des relevés de T[s1,s2] dans [−ε, 1 + ε] × S1 × [s1, s2] ⊂ T̃[s1,s2]. Les
changements de cartes sont alors donnés par [U ] = ρ(l).

Fixons s1 < s′1 < s′2 < s2.

Lemme 2.2.31 (Redressement par rapport au flot). Si ρ est assez proche de ρ0, quitte
à considérer une isotopie de Devρ, on a, pour tout (t, ζ, s) ∈ R × S1 × [s′1, s′2], que
Devρ(t, ζ, s) = φρt (Devρ(0, ζ, s)).
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Démonstration. Les flots φρt et φρ0
t sont proches pour la topologie C1 en fonction de ρ0 et

ρ. On déduit que la déformation de ρ0 à ρ induit une déformation C1 de φρ0
t ◦ Dev0 vers

φρt ◦ Devρ. On se restreint d’abord au compact [0, 1] × S1 × [s′1, s′2], qui est inclus dans
l’intérieur de [−ε, 1 + ε]× S1 × [s1, s2].

Puisque

Dev0([0, 1]× S1 × [s′1, s′2]) =
⋃

t∈[0,1]
φρ0
t ({0} × S1 × [s′1, s′2]),

si ρ est assez proche de ρ0 alors

⋃
t∈[0,1]

φρt ({0} × S1 × [s′1, s′2])

est inclus dans l’intérieur de Devρ([0, 1]× S1 × [s′1, s′2]).
Puisque [U ] · φρt = φρt+1 et [U ] ·Devρ(t, ζ, s) = Devρ(t+ 1, ζ, s), on peut redresser Devρ

par une isotopie [U ]-équivariante de sorte à ce que pour tout (t, ζ, s) ∈ R×S1× [s′1, s′2] on
ait Devρ(t, ζ, s) = φρt (Devρ(0, ζ, s)).

On suppose désormais que pour tout (t, ζ, s) ∈ R × S1 × [s′1, s′2] on a Devρ(t, ζ, s) =
φρt (Devρ(0, ζ, s)).

Lemme 2.2.32. Soit C un C-cercle invariant par [U ]. Alors C et l’anneau Devρ({0} ×
S1 × [s′1, s′2]) ne sont pas enlacés.

Démonstration. L’élément [U ] est un élément régulier proche de l’unipotent [U0] de point
fixe [p0] ∈ ∂∞H2

C. Grâce aux remarques 1.3.8 et 1.3.9, on sait que C sort de tout compact
de ∂∞H2

C − {[p0]} lorsque [U ] se rapproche de [U0]. Comme Devρ({0} × S1 × [s′1, s′2])
reste dans un même compact fixé lorsqu’on déforme ρ0 en ρ, on déduit que C et l’anneau
Devρ({0} × S1 × [s′1, s′2]) ne sont pas enlacés.

Il ne nous reste maintenant qu’à établir un résultat de chirurgie locale. C’est essentiel-
lement ce que fait Schwartz dans le chapitre 8 de [Sch07].

Grâce au lemme 2.2.31, nous savons que Devρ(T̃[s′1,s′2−ε]) est l’orbite par φ
ρ
t de l’anneau

A = Devρ({0}×S1× [s′1, s′2−ε]). Cette orbite sépare ∂∞H2
C (si [U ] est elliptique) ou ∂∞H2

C
privé de deux points (si [U ] est loxodromique), en deux composantes connexes C1 et C2,
de bords respectifs Devρ(T̃s′1) et Devρ(T̃s′2). On dispose alors d’une action propre de 〈[U ]〉
sur C2, et nous pouvons considérer la variété quotient N = C2/〈[U ]〉. C’est une variété
compacte à bord torique, portant une structure CR-sphérique qui coïncide avec celle de
M[0,s′2[ sur T]s′2−ε,s′2[. Le recollement M[0,s′2[∪N/ ∼ porte alors une structure CR-sphérique
qui étend la structure (Devρ, ρ) de M .

Nous allons montrer que si [U ] est loxodromique ou elliptique de type ( pn ,
1
n), N est

un tore plein et que nous avons une structure CR-sphérique sur une chirurgie de Dehn de
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M de pente à déterminer. Si [U ] est elliptique de type ( pn ,
q
n), nous montrerons que N est

homéomorphe au complémentaire d’un nœud torique dans un certain espace lenticulaire.

Cas 1 : [U ] est loxodromique Plaçons-nous dans le modèle de Siegel, et identifions
∂∞H2

C à C× R ∪ {∞}. Quitte à conjuguer, nous pouvons supposer que

G = Tλ =


λ 0 0
0 λ

λ 0
0 0 1

λ

 .
L’élément [U ] a alors deux points fixes : (0, 0) et ∞. Notons S la sphère de centre

(0, 0) et rayon 1 dans C × R. Cette sphère est un domaine fondamental pour l’action du
flot φρt . L’élément [U ] agit proprement sur C× R− (0, 0), et le domaine

⋃
t∈[0,1] φ

ρ
t (S), de

bords S et [U ] · S est alors un domaine fondamental pour cette action. L’orbite de A par
φρt intersecte S en un anneau qui sépare S en deux disques D1 et D2, de sorte que leurs
orbites sous φt sont les composantes C1 et C2 respectivement. La figure 2.4 illustre cette
situation.

Figure 2.4 – L’orbite de A par φt (en rouge) et les sphères S et [U ] · S (en vert).

La variété quotient N = C2/〈[U ]〉 est obtenue en identifiant D2 et [U ] · D2 dans⋃
t∈[0,1] φ

ρ
t (D2). Il s’agit donc d’un tore solide. Or, la courbe de π1(T ) qui devient triviale

dans C2 est celle homotope au bord de D2 : il s’agit donc de l. On en déduit que la chirurgie
est de type (1, 0).

Cas 2 : [U ] est elliptique de type ( pn ,
1
n). Nous allons raisonner de la même façon

que dans le cas loxodromique. Grâce au lemme 2.2.32, nous savons que Devρ(T̃[s′1,s′2−ε])
est l’orbite par φt de l’anneau A = Devρ({0} × S1 × [s′1, s′2]), qui n’est enlacé à aucun des
C-cercles invariants de [U ].

L’orbite de A par le flot φρt est alors homéomorphe à S1 × S1 × [s′1, s′2]. Son com-
plémentaire dans ∂∞H2

C a deux composantes connexes. Notons C2 la composante qui a
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pour bord Devρ(T̃s′2) Or, d’après la remarque 1.4.18, les trajectoires du flot ne sont pas
nouées : les deux composantes connexes sont donc des tores pleins, et [U ] agit proprement
sur chacune d’entre elles. Or, le quotient d’un tore plein par une action propre est encore
un tore plein. La variété quotient N = C2/〈[U ]〉 est donc encore un tore plein, est nous
sommes en présence d’une structure CR-sphérique sur une chirurgie de Dehn de M . Il ne
nous reste plus qu’à l’identifier.

Quitte à conjuguer, nous pouvons supposer que

U = e
−2iπ(p+1)

3n


e

2iπp
n 0 0
0 e

2iπ
n 0

0 0 1

 .
dans le modèle de la boule. Dans le modèle de Siegel, en identifiant ∂∞H2

C à C×R∪{∞},
on a que [CUC−1] stabilise deux C-cercles : le cercle C1 de centre 0 et rayon

√
2 dans

C × {0} et C2, l’axe {0} × R. Une orbite du flot tourne une fois autour de C1 et p fois
autour de C2. On peut voir un exemple pour p = 4 dans la figure 2.5.

Notons γ le lacet qui suit le C-cercle C2 et qui est orienté de sorte à ce que le méridien
de m soit homotope à γ dans la composante C2. Dans ce cas, nl est homotope, aussi
dans C2, à −pγ. Donc nl + pm est un lacet homotopiquement trivial dans C2, qui est un
revêtement du tore plein N que nous recollons à M . C’est donc aussi un lacet trivial dans
N . On en déduit que la chirurgie est de type (n, p).

Figure 2.5 – L’orbite de A par φt (en rouge), la longitude l (en jaune) et le méridien m
(en bleu).

Cas 3 : [U ] est elliptique de type ( pn ,
q
n). Nous raisonnons de la même façon que

dans le cas précédent. Nous savons que Devρ(T̃[s′1,s′2−ε]) est l’orbite par φt de l’anneau
A = Devρ({0} × S1 × [s′1, s′2]), qui n’est enlacé à aucun des C-cercles invariants de [U ].

L’orbite de A par le flot φρt est alors homéomorphe à S1 × S1 × [s′1, s′2]. Son complé-
mentaire dans ∂∞H2

C a deux composantes connexes. Notons encore C2 la composante de
bord Devρ(T̃s′2) et C1 celle de bord Devρ(T̃s′1). D’après la remarque 1.4.18, les trajectoires
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du flot sont des nœuds toriques de type (p, q) : C1 est alors le voisinage tubulaire d’une
des trajectoires et C2 est homéomorphe au complémentaire d’un nœud torique de type
(p, q). Or [U ] agit proprement sur ∂∞H2

C et stabilise C1 et C2 ; leurs quotients par l’action
de [U ] sont donc des variétés.

Remarquons que, dans le modèle de la boule, l’action du groupe engendré par U
est la même que celle du groupe engendré par (z1, z2) 7→ (e

2iπ
n z1, e

2iπα
n z2) où α ≡ p−1q

mod n. Le quotient ∂∞H2
C/〈[U ]〉 est alors homéomorphe à l’espace lenticulaire L(n, α). De

plus, C1/〈[U ]〉 est un tore solide noué dans ∂∞H2
C/〈[U ]〉. La variété quotient V (p, q, n) =

C2/〈[U ]〉 est donc le complémentaire d’un nœud torique dans ∂∞H2
C/〈[U ]〉 ' L(n, α). La

structure CR-sphérique de M s’étend donc au recollement de M et V (p, q, n) le long de
leurs bords toriques.

Remarque 2.2.33. À titre de remarque, nous précisons que les arguments de la preuve
sont encore valables dans le cas d’une déformation ρ de ρ0 où l’holonomie périphérique
est ellipto-parabolique. Dans ce cas, le bord du [U0]-horotube se déforme en un bord de
[U ]-horotube H, et la structure s’étend vers l’intérieur H. Dans ce cas, on obtient une
structure sur M , car la variété recollée est un épaississement du bord torique T .

2.3 Application : le complémentaire du nœud de 8

Nous allons vérifier les hypothèses du théorème de chirurgie 2.2.24 dans le cas de la
structure CR-sphérique sur le complémentaire du nœud de huit donnée par Deraux et
Falbel dans [DF15]. Nous allons nous appuyer sur les articles [Der14], où Deraux décrit un
domaine de Ford pour la structure, ainsi que sur [FGK+16], où l’on décrit les composantes
irréductibles de la variété des caractères du complémentaire du nœud de huit dans SL3(C).

Notation 2.3.1. Dans la suite de cette section, nous noterons M le complémentaire du
nœud de 8.

2.3.1 La structure de Deraux-Falbel

Commençons par résumer rapidement les résultats de l’article de Deraux et Falbel
[DF15]. Dans l’article, on considère comme variété M le complémentaire du nœud de 8.
Son groupe fondamental est donné par

π1(M) = 〈g1, g2, g3 | g2 = [g3, g
−1
1 ], g1g2 = g2g3〉.

On y construit une structure CR-sphérique, uniformisable et d’holonomie périphérique
unipotente sur M . La représentation d’holonomie ρ0 est donnée par
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ρ0(g1) = [G1] =


1 1 −1

2 −
√

7
2 i

0 1 −1
0 0 1

 , ρ0(g3) = [G3] =


1 0 0
−1 1 0

−1
2 +

√
7

2 i 1 1


Remarque 2.3.2. Cette représentation se trouve dans la composante R2 de la variété
des caractères décrite dans [FGK+16]. Pour les notations de la section 5.2 de cet article
on a A = g3 et B = g1. Avec ces notations, le couple standard (l0,m0) longitude-méridien
du complémentaire du nœud vérifie

m0 = g3 et l0 = g−1
1 g3g1g

−2
3 g1g3g

−1
1 .

De plus, on vérifie que ρ0(m)3 = ρ0(l), d’où ρ0(3m− l) = Id.

Notation 2.3.3. Dans la suite, pour être plus proches des notations de l’article [Der14],
nous considérerons le couple (l1,m1) obtenu par conjugaison par g2, de sorte à ce que
m1 = g2g3g

−1
2 = g1. Notons aussi l = m1 et m = 3m1 − l1. Ainsi, m engendre ker(ρ0) et

ρ(l) engendre Im(ρ0) : nous avons donc un marquage comme celui de la section 2.2.2.

2.3.2 Vérification des hypothèses du théorème de chirurgie

Rappelons maintenant les hypothèses du théorème de chirurgie 2.2.24 :

1. L’holonomie périphérique hρ0 est unipotente de rang 1 et engendrée par un élément
[U0] ∈ PU(2, 1).

2. Il existe s ∈ [0, 1[ tel que Dev0(T̃[s,1[) soit un [U0]-horotube.

La première hypothèse est vérifiée par la structure de Deraux-Falbel : l’holonomie
périphérique est unipotente de rang 1 et engendrée par [G1] = ρ0(l).

Pour vérifier la deuxième, nous utiliserons les résultats donnés par Deraux dans [Der14].
Dans cet article, Deraux retrouve la structure de Deraux-Falbel, donnée dans [DF15], en
considérant un domaine de Ford F dans H2

C pour le groupe Γ = ρ0(π1(M)) (théorème 5.1)
puis en étudiant son bord à l’infini dans ∂∞H2

C (section 8). Il obtientM comme un quotient
du domaine [G1]-invariant E = ∂∞F , qui est, dans ∂∞H2

C ' C×R∪{∞}, l’extérieur d’un
cylindre [G1]-invariant C plongé dans C×R (proposition 8.1). L’ensemble E est alors un
[G1]-horotube ; il existe donc s ∈ [0, 1[ tel que l’image par la développante de T̃[s,1[ soit un
[G1]-horotube inclus dans E. La deuxième hypothèse est alors vérifiée.

La conclusion du théorème de chirurgie 2.2.24 est donc vraie. En changeant de coor-
données pour avoir le marquage usuel du groupe fondamental du bord du complémentaire
du nœud de 8, nous obtenons la proposition suivante :

Proposition 2.3.4. Il existe un ouvert Ω de R1(π1(M),PU(2, 1)) tel que, pour tout ρ ∈ Ω
tel que l’image de hρ soit engendrée par un élément [U ] ∈ PU(2, 1), il existe une structure
CR-sphérique sur M d’holonomie ρ. De plus, pour le marquage usuel (l0,m0) de π1(T ),
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1. Si [U ] est loxodromique, cette structure s’étend en une structure CR-sphérique sur
la chirurgie de Dehn de type (−1, 3) de M .

2. Si [U ] est elliptique de type ( pn ,
1
n), cette structure s’étend en une structure CR-

sphérique sur la chirurgie de Dehn de type (−n, p+ 3n) de M .

3. Si [U ] est elliptique de type ( pn ,
q
n) avec |p|, |q| > 1, cette structure s’étend en une

structure CR-sphérique sur un recollement de M à une variété compacte à bord
torique V (p, q, n) le long de leur bord. De plus, V (p, q, n) est le complémentaire
d’un nœud torique dans l’espace lenticulaire L(n, α) où α ≡ p−1q mod n.

Remarque 2.3.5. Si [U ] est parabolique, alors le théorème est encore vrai, mais la struc-
ture CR-sphérique s’étend à un épaississement de M . Ces structures sont les structures
données par Deraux dans [Der14].

Remarque 2.3.6. On peut se demander si le théorème de chirurgie HST de Schwartz
(Théorème 1.2 de [Sch07]) peut s’appliquer dans ce cas. Pour Γ = ρ0(π1(M)), la construc-
tion de Deraux et Falbel dans [DF15] nous dit que l’ensemble de discontinuité ΩΓ est non
vide et que le quotient Γ\ΩΓ est homéomorphe à M , mais nous n’avons pas plus d’in-
formation sur ΩΓ ni sur l’ensemble limite ΛΓ = ∂∞H2

C − ΩΓ. Pour appliquer le théorème
de Schwartz, on doit vérifier plusieurs hypothèses non triviales. En particulier, nous ne
savons pas montrer que l’ensemble limite ΛΓ est poreux. Une des motivations de ce travail
est d’avoir un résultat avec des hypothèses plus simples, même si les conclusions sont plus
faibles lorsque les deux théorèmes s’appliquent.

2.3.3 Déformations de la structure

Il nous reste à voir que l’ouvert Ω ⊂ R1(π1(M)) n’est pas réduit à un point pour
tirer des conclusions intéressantes. Nous étudierons cet espace avec plus de détail dans le
chapitre 3, mais une approche en reprenant les résultats de [FGK+16] suffira pour nous
dans cette section. La représentation ρ0 se trouve dans la composante R2 de la variété des
caractères à valeurs dans SL3(C) décrite dans [FGK+16] par Falbel, Guilloux, Koseleff,
Rouillier et Thistlethwaite. Dans la section 5 de cet article, les représentations dans R2 à
valeurs dans SU(2, 1) sont paramétrées, au voisinage de ρ0, par un paramètre complexe
u = tr(ρ(m0)). Nous noterons G(u) = ρ(m0) la matrice correspondante.

En posant v = u et ∆ = 4u3 + 4v3 − u2v2 − 16uv + 16, la paramétrisation est donnée
explicitement par :

[G−1
3 (u)] = ρ(a) =


v
2 1 − (1−i)(−16+8uv−2v3−4

√
∆)

8u2−6uv2+v4

1
8(1 + i)(−2u+ v2) 1

4(1 + i)v 1
1
16(8− 4uv + v3 − 2

√
∆) 1

8(−4u+ v2) 1
4(1− i)v
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[G−1
1 (u)] = ρ(b) =


v
2 i (1+i)(−16+8uv−2v3−4

√
∆)

8u2−6uv2+v4

−1
8(1 + i)(−2u+ v2) 1

4(1− i)v i

− 1
16(8− 4uv + v3 − 2

√
∆) − i

8(−4u+ v2) 1
4(1 + i)v


Rappelons que, pour ce choix de générateurs, le méridien usuel m0 est donné par

m0 = a−1. La forme hermitienne préservée par cette représentation est donnée par la
matrice 2

H =


1
8(∆− 16)(

√
∆ + |u|2 − 4) 0 0
0 16−∆ 0
0 0 8(

√
∆ + 4)

 .
De plus, dans toute la composante, la relation ρ(l) = ρ(m)3 est vérifiée. En projetant

sur PU(2, 1), nous pouvons donc appliquer le théorème de chirurgie 2.2.24 sur un ouvert
autour de 3 = tr(ρ0(m0)) dans ce paramétrage.

La figure 2.6, tirée de [FGK+16] montre un ouvert de C où l’on a des représentations. En
notant tr(ρ0(m0)) = x+ iy, la composante de la variété des caractères contenant ρ0 admet
comme paramétrage les régions ayant pour bord la courbe ∆(x, y) = 0 et qui contiennent
les points 3, 3ω et 3ω2, où ∆(x, y) = −x4 − y4 − 2x2y2 − 24xy2 + 8x3 − 16x2 − 16y2 + 16.

Figure 2.6 – Domaine paramétrant une composante de la variété des déformations autour
de ρ0.

Traçons maintenant la courbe C des traces des éléments spéciaux de SU(2, 1). Elle est
donnée par le lieu d’annulation de la fonction f(z) = |z|4 − 8Re(z3) + 18|z|2 − 27, que
nous avons étudiée dans la proposition 1.2.27. Cette courbe sépare les éléments elliptiques
réguliers des loxodromiques. Elle a un point de rebroussement en 3 : un voisinage de

2. Nous donnons l’opposée de la matrice H de [FGK+16] pour avoir une signature (2, 1) et pas (1, 2).
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ce point contient donc des points correspondant a des représentations où l’holonomie
périphérique est loxodromique et des points où elle est elliptique régulière.

Figure 2.7 – Courbe des éléments spéciaux dans une composante de la variété des défor-
mations autour de ρ0.

Remarque 2.3.7. Les déformations paraboliques de la structure de Deraux-Falbel donnée
par Deraux dans [Der14] correspondent aux points de C.

À l’aide de ce paramétrage, on déduit la proposition suivante :

Proposition 2.3.8. Il existe une infinité de structures CR-sphériques sur la chirurgie de
Dehn de M de type (−1, 3).

Remarque 2.3.9. Cette chirurgie est le fibré unitaire tangent de l’orbifold hyperbolique
(3, 3, 4). C’est un fibré de Seifert de type S2(3, 3, 4). Pour une preuve, on pourra voir
par exemple le chapitre 5 du livre de Cooper, Hodgson et Kerckhoff [CHK00] ou l’article
de Deraux [Der15]. Deraux remarque aussi dans [Der14] (section 4) et [Der15] (théorème
4.2), que l’image de ρ0 donne une représentation fidèle des mots de longueur paire du
groupe de triangle (3, 3, 4), engendré par les involutions I1, I2, I3. Cette identification vérifie
G1 = I2I3I2I1, G2 = I1I2, G3 = I2I1I2I3 ainsi que les relation du groupe de triangle :
(G2)4 = (I1I2)4 = Id, (G1G2)3 = (I2I3)3 = Id et (G2G1G2)3 = (I1I3)3 = Id. Par ailleurs,
l’image du méridien usuel m0 est G3.

Ce groupe est le groupe fondamental d’un fibré de Seifert de type S2(3, 3, 4). Puisque
la relation l0 = m3

0 est vérifiée dans toute la composante R2, les images des représentations
dans R2 sont des représentations de ce sous-groupe d’indice deux du groupe de triangle
(3, 3, 4). De plus, Parker, Wang et Xie montrent dans [PWX16] qu’une représentation à
valeurs dans PU(2, 1) du groupe de triangle (3, 3, 4) est fidèle et discrète si et seulement si
l’image de I1I3I2I3 n’est pas elliptique. Remarquons que G1I1I3I2I3 = (I2I3)3 = Id, donc
la représentation du groupe de triangle est fidèle et discrète si et seulement si l’holono-
mie périphérique correspondante n’est pas elliptique. Ils donnent aussi une famille à un
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paramètre de telles représentations, correspondant aux paramètres u ∈ R. Il existe donc
δ > 0 telles que toues les structures CR-sphériques sur la chirurgie de Dehn de M de type
(−1, 3) de paramètre u dans l’intervalle ]3, 3 + δ[ ont une holonomie fidèle et discrète.

Puisque le paramétrage est donné à l’aide d’une trace, on sait que les cas 2 et 3 ont
lieu une infinité de fois, mais nous ne pouvons pas distinguer pour une trace donnée, a
priori, s’il s’agit d’une chirurgie de Dehn ou d’un recollement avec une variété V (p, q, n).
Cependant, en faisant un calcul explicite avec la paramétrisation de [FGK+16] et en uti-
lisant la continuité des vecteurs propres et des valeurs propres, on montre la proposition
suivante :

Proposition 2.3.10. Il existe δ > 0 tel que, si p, n ∈ N sont des entiers premiers entre
eux tels que p

n < δ, alors la chirurgie de Dehn sur M de type (−n,−p + 3n) admet une
structure CR-sphérique.

Démonstration. Soient p, n ∈ N des entiers premiers entre eux. Soient α = −2p−1
3n , β = 2+p

3n ,
γ = p−1

3n et u = eiα + eiβ + eiγ . Il suffit de montrer que si pn est assez petit, alors la valeur
propre de ρ(m) = G−1

3 (u) associée à un vecteur propre négatif est eiγ , et donc que G3(u)
sera de type ( pn ,

−1
n ).

Puisque les vecteurs propres et les valeurs propres sont des fonctions continues de u
dans la composante connexe des elliptiques réguliers dans R2, comme dans la figure 2.7,
l’assertion est vraie pour tous (p, n) si et seulement si elle est vraie pour un choix particulier
pour (p, n). Pour le choix arbitraire (p, n) = (3, 23) un calcul explicite montre que G3(u)
est de type ( 3

23 ,
−1
23 ).

Corollaire 2.3.11. Il existe une infinité de chirurgies de Dehn sur M qui portent une
structure CR-sphérique.

2.4 Les variétés V (p, q, n)

Nous décrivons ici brièvement les variétés V (p, q, n) obtenues dans la preuve du théo-
rème de chirurgie 2.2.24. Nous les décrirons en détail et de façon indépendante du reste du
chapitre dans l’annexe A. Fixons donc des entiers p, q, n deux à deux premiers entre eux,
[U ] ∈ PU(2, 1) un élément elliptique de type ( pn ,

q
n) et φt le flot associé. Nous identifierons

ici ∂∞H2
C et S3. Prenons quelques notations :

Notation 2.4.1. 1. Choisissons α ∈ N tel que αp ≡ q mod n. Ainsi, le quotient
S3/〈[U ]〉 est homéomorphe à l’espace lenticulaire L(n, α). On dispose donc d’une
application quotient π : S3 → L(n, α)

2. Considérons un point x0 ∈ ∂∞H2
C qui n’est pas sur un des C-cercles invariants par

[U ]. Notons Kp,q l’orbite de x0 par φt. Il s’agit d’un nœud torique de type (p, q).
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3. Le tore invariant par φt décrit dans la remarque 1.4.17 sépare ∂∞H2
C en deux tores

pleins fermés T1 et T2, stables par φt, de sorte que ∂T1 = ∂T2 est un tore contenant
Kp,q.

Rappelons que V (p, q, n) est un quotient cyclique d’ordre n du complémentaire dans
S3 d’un voisinage tubulaire K(p, q).

Remarque 2.4.2. La variété V (p, q, n) est le complémentaire d’un nœud torique dans
L(n, α). En effet, c’est le complémentaire d’une orbite de π ◦ φt dans S3/〈[U ]〉.

De plus, on a la proposition suivante, qui nous donne le type d’homotopie de V (p, q, n) :

Proposition 2.4.3. V (p, q, n) est homotopiquement équivalent à S3 −Kp,q.

Démonstration. Écrivons S3 = T1 ∪ T2. On sait que V (p, q, n) est homotopiquement équi-
valent à (S3 −Kp,q)/〈[U ]〉, que nous pouvons écrire (T1/〈[U ]〉 ∪ T2/〈[U ]〉)− π(Kp,q).

Notons T ′1 = T1/〈[U ]〉 − π(Kp,q) et T ′2 = T2/〈[U ]〉 − π(Kp,q). Ainsi, V (p, q, n) est
homotopiquement équivalent à T ′1 ∪ T ′2, qui se rétractent sur des cercles, et l’intersection
T ′1∩T ′2 est un anneau qui se rétracte sur une courbe parallèle à π(Kp,q). Or, au revêtement
T1 ∪T2−Kp,q, une courbe parallèle à Kp,q dans ∂T1 = ∂T2 est homologue à p fois le cœur
de T1 dans T1 et à q fois le cœur de T2 dans T2. Comme le revêtement est d’ordre n sur
les tores et sur la courbe, cette relation est encore vraie au quotient.

Corollaire 2.4.4. Le groupe fondamental π1(V (p, q, n)) admet la présentation 〈a, b | ap =
bq〉.

Le résultat suivant, que nous énonçons simplement ici, sera démontré dans l’annexe A.

Proposition 2.4.5. La variété V (p, q, n) est homéomorphe à S3−Kp,q si et seulement si
n ≡ ±1 mod pq.
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Chapitre 3

Variétés de caractères pour les
formes réelles

3.1 Introduction

Les variétés de caractères de groupes de type fini sont des objets amplement étudiés et
utilisés, que ce soit du point de vue de la géométrie algébrique ou de celui des structures
géométriques et de la topologie. À l’aide de la théorie géométrique des invariants (GIT
pour ses initiales en anglais) on associe à un groupe de type fini Γ et à un groupe algébrique
complexe réductif G, une variété algébrique X (Γ). Elle tient compte des représentations
de Γ à valeurs dans G à conjugaison par un élément de G près. Les articles de Sikora
[Sik12] et Heusener [Heu16] reviennent en détail sur la construction.

Lorsque Γ a un sens géométrique, comme lorsqu’il s’agit du groupe fondamental d’une
variété, la variété des caractères reflète des propriétés géométriques. Pour les variétés de
caractères pour SL2(C), on peut citer par exemple la construction du A-polynôme pour
les complémentaires de nœuds, comme détaillé dans l’article de Cooper et Long [CL98], ou
les considérations liées au volume et nombre de pointes d’une variété hyperbolique, ainsi
qu’aux points idéaux de variétés de caractères traités par Morgan et Shalen dant [MS84],
Culler et Shalen dans [CS83] et le livre de Shalen [Sha02]. D’autre part, les variétés de
caractères des groupes de surfaces compactes pour SL2(C) sont munies de la structure
symplectique d’Atiyah-Bott-Goldman (voir par exemple l’article de Goldman [Gol04a]).

La construction de la variété des caractères, lorsque G est un groupe réductif com-
plexe, fait intervenir un quotient algébrique Hom(Γ, G)//G où l’action de G est donnée
par conjugaison. L’existence de ce quotient comme variété algébrique est assurée par la
théorie géométrique des invariants (GIT) (comme détaillé par exemple dans l’article de
Sikora [Sik12]), et il n’est pas bien défini pour un groupe algébrique en général, ou si on
considère un groupe sur un corps qui n’est pas algébriquement clos. Par ailleurs, pour la
forme compacte SU(n), le quotient Hom(Γ,SU(n))/SU(n) pris au sens des espaces topolo-
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giques, est bien défini et séparé. Il a été étudié par exemple par Florentino et Lawton dans
[FL09]. Cet espace, qui est un ensemble semi-algébrique, comme démontré dans l’article
de Procesi et Schwartz [PS85] , se plonge dans la variété des caractères pour SLn(C) .
Nous donnerons une preuve de ce dernier fait dans la section 3.3.2. Des quotients simi-
laires pour d’autres groupes ont été étudiés par Parreau dans [Par11], où elle étudie des
représentations complètement réductibles, et dans [Par12], où elle compactifie l’espace des
classes de conjugaison de représentations semi-simples à valeurs dans des groupes de Lie
connexes semi-simples et de centre fini.

Il est alors naturel de s’intéresser à une construction d’un objet semblable à une variété
de caractères dans des cas où G ne vérifie pas les hypothèses, par exemple lorsqu’il s’agit
d’une forme réelle de SLn(C). Pour les formes réelles de SL2(C), Goldman traite, dans
son article [Gol88], les points réels de la variété des caractères du groupe libre à deux
générateurs F2 et montre qu’ils correspondent à des représentations à valeurs soit dans
SU(2), soit dans SL2(R), qui sont les formes réelles de SL2(C). En s’inspirant de cette
dernière approche, nous nous concentrerons sur les variétés de caractères pour SLn(C) et
nous essaierons d’identifier les points qui proviennent d’une représentation à valeurs dans
une forme réelle de SLn(C).

Pour un groupe de type fini Γ, nous introduirons deux involutions anti-holomorphes
Φ1 et Φ2 de la variété des caractères pour SLn(C) de Γ induites respectivement par les
involutions A 7→ A et A 7→ tA

−1 de SLn(C). Nous montrons le résultat suivant :

Théorème 3.1.1. Soit x un point de la variété de caractères de Γ pour SLn(C) corres-
pondant à une représentation irréductible ρ de Γ. Si x est fixe par Φ1, alors ρ est conjuguée
à une représentation à valeurs dans SLn(R) ou SLn/2(H). Si x est fixe par Φ2, alors ρ est
conjuguée à une représentation à valeurs dans un groupe unitaire SU(p, q) avec p+ q = n.

Dans la deuxième section de ce chapitre, nous définirons les variétés des caractères
pour SLn(C) en donnant quelques généralités et des exemples que nous reprendrons par
la suite. Dans la troisième section, après avoir rappelé la définition des formes réelles de
SLn(C), nous proposons une définition de «variétés de caractères pour une forme réelle»
comme sous-ensemble de la variété des caractères pour SLn(C). Nous montrerons le théo-
rème 3.1.1 en combinant les propositions 3.3.13 et 3.3.15, afin de les identifier parmi les
points fixes d’involutions de la variété des caractères usuelle. On traite finalement, dans la
section 4, un exemple très détaillé : les variétés de caractères du produit libre Z/3Z∗Z/3Z
pour les groupes SLn(C), SU(2, 1) et SU(3). Elles sont particulièrement intéressantes d’un
point de vue géométrique car on y retrouve des représentations d’holonomie de structures
CR-sphériques : l’uniformisation complémentaire du nœud de huit donnée par Deraux et
Falbel dans [DF15] et celle du complémentaire de l’entrelacs de Whitehead donnée dans
[PW15]. La variété de caractères du groupe fondamental du complémentaire de l’entre-
lacs de Whitehead pour SU(2, 1) nous servira d’espace de déformation pour des structures
CR-sphériques dans le chapitre 4.
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3.2 Variété des caractères pour SLn(C)

Soit Γ un groupe de type fini et n ∈ N∗. Nous allons nous intéresser aux représentations
de Γ, à conjugaison près, à valeurs dans SLn(C) et dans ses formes réelles. Nous nous
attarderons sur le cas qui concerne les structures CR-sphériques, à savoir n = 3 et la
forme réelle SU(2, 1). Pour étudier ces représentations, le bon objet à considérer est la
variété des caractères pour SLn(C), que nous définissons dans la suite.

3.2.1 Définition des variétés de caractères

Nous allons donner une définition de la variété des caractères pour SLn(C) et quelques
propriétés qui nous seront utiles. Les variétés de caractères de groupes de type fini ont été
beaucoup étudiées, par exemple dans le cas SL2(C) par Culler et Shalen dans [CS83]. On
pourra retrouver les résultats généraux que nous énoncerons par exemple dans l’article de
Sikora [Sik12] ou dans les premières parties de l’article de Heusener [Heu16].

Définition 3.2.1. On appelle variété des représentations de Γ pour SLn(C) l’ensemble
Hom(Γ,SLn(C)).

Remarque 3.2.2. L’ensemble Hom(Γ,SLn(C)) a une structure de variété algébrique, pas
nécessairement irréductible. En effet, si s1, . . . , sk est un système de générateurs de Γ, un
élément de Hom(Γ,SLn(C)) correspond à la donnée de (S1, . . . , Sk) ∈ (Mn(C))k ' Ckn2

vérifiant les équations det(Si) = 1 pour 1 ≤ i ≤ k et, pour chaque relation du groupe,
les n2 équations en les coefficients associées à une égalité de la forme Sα1

i1
· · ·Sαlil = Id.

Puisque toutes ces équations sont polynomiales, on définit bien une variété algébrique,
peut-être avec plusieurs composantes irréductibles. Finalement, si on change de système
de générateurs, on obtient un isomorphisme de variétés algébriques.

Définition 3.2.3. Le groupe SLn(C) agit par conjugaison sur Hom(Γ, SLn(C)). La va-
riété des caractères pour SLn(C) est le quotient algébrique Hom(Γ, SLn(C))//SLn(C) de
Hom(Γ,SLn(C)) par cette action. On notera cette variété XSLn(C)(Γ).

Remarque 3.2.4. L’existence de ce quotient relève de la théorie géométrique des inva-
riants, et elle est due au fait que le groupe SLn(C) est réductif. La construction est faite
de sorte que, dans la variété algébrique XSLn(C)(Γ), l’anneau des fonctions est exactement
l’anneau des fonctions de Hom(Γ, SLn(C)) à valeurs dans C invariantes par conjugaison.

De plus, l’application quotient est fonctorielle. En particulier, si on dispose d’une ap-
plication surjective Γ̃ → Γ, on a une injection Hom(Γ,SLn(C)) ↪→ Hom(Γ̃,SLn(C)) qui
induit à son tour une injection XSLn(C)(Γ) ↪→ XSLn(C)(Γ̃). On pourra se référer à l’article
de Heusener [Heu16] pour une explication plus détaillée.

Le résultat suivant, dû à Procesi (Théorème 1.3 dans [Pro76] ), nous dit qu’il suffit
de comprendre les fonctions trace pour connaître l’anneau des fonctions invariantes par
conjugaison.



94 CHAPITRE 3

Théorème 3.2.5. L’anneau des fonctions de Hom(Γ,SLn(C)) à valeurs dans C inva-
riantes par conjugaison est engendré par les fonctions trace τγ : ρ 7→ tr(ρ(γ)), où γ ∈ Γ.

De façon plus précise, Procesi montre encore (Théorème 3.3 de [Pro76]) que cet anneau
de fonctions est engendré par un nombre fini de fonctions trace. On peut traduire ce
résultat en termes de variétés de caractères de la façon suivante :

Théorème 3.2.6. Il existe un nombre fini d’éléments γ1, . . . , γk de Γ tels que XSLn(C)(Γ)
est isomorphe, en tant que variété algébrique, à l’image de l’application

(τγ1 , . . . , τγk) : Hom(Γ,SLn(C))→ Ck.

Les variétés des caractères ont un lien étroit avec les caractères des représentations.
Rappelons rapidement leur définition :

Définition 3.2.7. Soit ρ ∈ Hom(Γ, SLn(C)). On appelle caractère de ρ la fonction χρ :
Γ→ C donnée par χρ(g) = tr(ρ(g)).

Remarque 3.2.8. On dispose d’une application Hom(Γ,SLn(C))→ XSLn(C)(Γ). Deux re-
présentations ρ, ρ′ ∈ Hom(Γ,SLn(C)) ont même image par cette projection si et seulement
si χρ = χρ′ . Ceci justifie le nom «variété des caractères» pour XSLn(C)(Γ). Nous ferons
parfois un abus de langage en identifiant l’image d’une représentation ρ dans une variété
de caractères au caractère χρ.

Finalement nous donnons l’énoncé du résultat suivant, qu’on peut trouver dans le
livre de Lubotzki et Magid [LM85]. Il concerne les représentations semi-simples, c’est-
à-dire celles qui s’écrivent comme somme directe de représentations irréductibles. Nous
l’utiliserons tout particulièrement dans le cas où les représentations sont irréductibles.

Théorème 3.2.9. (Théorème 1.28 de [LM85]) Soient ρ, ρ′ ∈ Hom(Γ,SLn(C)) des repré-
sentations semi-simples. Alors χρ = χρ′ si et seulement si ρ et ρ′ sont conjuguées.

3.2.2 Quelques variétés de caractères pour SL2(C) et SL3(C)

Nous considérons ici deux variétés de caractères pour SL3(C), sur lesquelles on s’at-
tardera ultérieurement : la variété des caractères du groupe libre à deux générateurs F2 et
celle du groupe fondamental du complémentaire du nœud de 8. Nous verrons aussi un ré-
sultat décrivant la variété des caractères de F2 pour SL2(C). Ces variétés nous permettront
de comprendre certaines représentations des groupes fondamentaux du complémentaire du
nœud de huit et du complémentaire de l’entrelacs de Whitehead à valeurs dans SU(2, 1)
et liées à des structures CR-sphériques.
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Le groupe libre à deux générateurs

On notera ici s et t deux générateurs du groupe libre à deux générateurs F2, de sorte
que F2 = 〈s, t〉. Nous allons utiliser les variétés de caractères XSL2(C)(F2) et XSL3(C)(F2).

Considérons d’abord le théorème suivant, qui décrit la variété des caractères du groupe
libre à deux générateurs pour SL2(C). On peut trouver une preuve détaillée et élémentaire
dans l’article de Goldman [Gol04b].

Théorème 3.2.10 (Fricke-Klein-Vogt). La variété des caractères XSL2(C)(F2) est iso-
morphe à C3, qui est l’image de Hom(F2,SLn(C)) par les applications trace des éléments
s, t et st.

Remarque 3.2.11. Grâce au théorème ci-dessus, on sait qu’il est possible d’exprimer
la trace de l’image de st−1 en fonction des traces des images de s, t et st pour toute
représentation ρ : F2 → SL2(C). En notant S et T les images de s et t respectivement, les
traces des images des quatre éléments sont reliées par l’équation des traces :

tr(S)tr(T ) = tr(ST ) + tr(ST−1)

D’autre part, dans son article [Law07], Lawton décrit la variété des caractères du
groupe libre à deux générateurs F2 pour SL3(C). Il obtient le résultat suivant :

Théorème 3.2.12. La variété algébrique XSL3(C)(F2) est isomorphe à la sous-variété
algébrique V de C9, image de Hom(Γ,SLn(C)) par les applications trace des éléments
s, t, st, st−1, de leurs inverses s−1, t−1, t−1s−1, ts−1, et du commutateur [s, t]. De plus, il
existe des polynômes P,Q ∈ C[X1, . . . , X8] tels que (x1, . . . , x9) ∈ V si et seulement si
x2

9 −Q(x1, . . . , x8)x9 + P (x1, . . . x8) = 0.

Remarque 3.2.13. Les polynômes P et Q sont explicites : on peut les trouver dans
l’article de Lawton [Law07] ou dans l’article de survol de Will [Wil15]. En notant ∆ =
Q2 − 4P , la variété V est un revêtement double de C8 ramifié au-dessus de la ligne de
niveau ∆ = 0. De plus, les deux racines de X2

9 −Q(x1, . . . , x8)X9 + P (x1, . . . x8), en tant
que polynôme en X9, sont donnés par les traces des commutateurs [s, t] et [t, s] = [s, t]−1.

Le complémentaire du nœud de 8

Nous présentons ici, succinctement, les résultats sur la variété des caractères pour
SL3(C) du groupe fondamental du complémentaire du nœud de 8. Il s’agit d’une des
très rares variétés des caractères pour SL3(C) de groupes fondamentaux de variétés de
dimension 3 qui ont été étudiées exhaustivement. Nous reviendrons par la suite sur cette
variété, dans la sous-section 3.4.4. Ces résultats on été obtenus indépendamment d’une
part par Falbel, Guilloux, Koseleff, Rouiller et Thistlethwaite dans [FGK+16], et d’autre
part par Heusener, Muñoz et Porti dans [HMP15]. En notant Γ8 le groupe fondamental
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du complémentaire du nœud de 8, ils décrivent la variété des caractères XSL3(C)(Γ8). Le
théorème 1.2 de [HMP15] peut être énoncé de la façon suivante :

Théorème 3.2.14. La variété des caractères XSL3(C)(Γ8) a cinq composantes : XTR, XPR,
R1, R2, R3. De plus :

1. La composante XTR contient uniquement les caractères de représentations totale-
ment réductibles.

2. La composante XPR contient uniquement des caractères de représentations réduc-
tibles.

3. Les composantes R1, R2, R3 correspondent aux représentations irréductibles.

Remarque 3.2.15. On reprend ici la notation R1, R2, R3 donnée dans [FGK+16]. Ces
composantes sont notées respectivement V0, V1 et V2 dans [HMP15].

Remarque 3.2.16. — La composante R1 contient la classe de la représentation dite
géométrique, obtenue à partir de la représentation d’holonomie Γ8 → PSL2(C)
de la structure hyperbolique complète de M8 en composant par la représentation
irréductible PSL2(C)→ SL3(C).

— La composante R3 s’obtient à partir de R2 par pré-composition par un automor-
phisme extérieur de Γ8. Ces composantes contiennent les caractères des représen-
tations ρ2 et ρ3 à valeurs dans SU(2, 1) données par Falbel dans [Fal08]. Rappelons
que ρ2 est la représentation d’holonomie de la structure de Deraux-Falbel sur M8

donnée dans [DF15], qui est d’holonomie périphérique unipotente.

En plus de déterminer les composantes irréductibles R1, R2 et R3, Falbel, Guilloux, Ko-
seleff, Rouillier et Thistlethwaite paramètrent, dans la section 5 de leur article [FGK+16],
des représentations explicites correspondant aux points de la variété des caractères

3.3 Variété des caractères pour une forme réelle

Nous allons nous intéresser aux représentations d’un groupe de type fini Γ à valeurs
dans certaines formes réelles de SLn(C) à conjugaison près, et tout particulièrement pour
les formes réelles SU(3) et SU(2, 1) de SL3(C). Pour le faire, nous allons considérer la
variété des caractères pour SLn(C) et nous essaierons de repérer les caractères provenant
de représentations à valeurs dans des formes réelles. Lorsque n = 2 cette question a été
traitée par Morgan et Shalen dans [MS84] et par Goldman dans son article [Gol88].

3.3.1 Formes réelles et définition

Commençons par rappeler la définition des formes réelles et par fixer des notations. On
peut retrouver les résultats de classification présentés ici dans le livre de Helgason [Hel08].
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La définition suivante, que nous utiliserons particulièrement dans le cas de SLn(C), est
celle de forme réelle :

Définition 3.3.1. Soit GC un groupe de Lie complexe. Une forme réelle de GC est un
groupe de Lie réel GR tel que GC = C⊗R GR.

On peut classifier les formes réelles de SLn(C). Elles sont dans trois familles : les groupes
réels SLn(R), les groupes unitaires SU(p, q) et les groupes quaternioniques SLn/2(H). Re-
venons sur la définitions des deux dernières familles.

Définition 3.3.2. Soient n ∈ N et p, q ∈ N tels que n = p+ q. Notons Ip,q la matrice par
blocs :

Ip,q =
(
Ip 0
0 −Iq

)

On définit le groupe SU(p, q) de la façon suivante :

SU(p, q) = {M ∈ SLn(C) | tMIp,qM = Ip,q}.

Il s’agit d’un groupe de Lie réel, qui est une forme réelle de SLn(C).

Définition 3.3.3. Soit n ∈ N. Notons J2n la matrice par blocs :

J2n =
(

0 In

−In 0

)

On définit le groupe SLn(H), noté encore SU∗(n) de la façon suivante :

SLn(H) = {M ∈ SL2n(C) |M−1
J2nM = J2n}.

Il s’agit d’un groupe de Lie réel, qui est une forme réelle de SL2n(C).

Pour étudier les représentations à valeurs dans des formes réelles, nous considérerons
la définition suivante de «variété de caractères pour une forme réelle» :

Définition 3.3.4. Soit G une forme réelle de SLn(C). Soit Γ un groupe de type fini.
On appellera variété des caractères de Γ pour G l’image de l’application Hom(Γ, G) →
XSLn(C)(Γ). Ainsi,

XG(Γ) = {χ ∈ XSLn(C) | ∃ρ ∈ Hom(Γ, G), χ = χρ}.

Remarque 3.3.5. Cette définition donne un sous-ensemble d’une variété algébrique com-
plexe, mais qui n’est pas a priori une variété algébrique réelle ni complexe : elle donne un
ensemble qui est image d’une variété algébrique réelle par une application polynomiale, et
donc un ensemble semi-algébrique. La définition peut sembler étrange si on la compare à
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celle de la variété des caractères pour SLn(C). Ceci est dû au fait que les formes réelles de
SLn(C) sont des groupes algébriques réels et non pas complexes ; la construction algébrique
de la variété des caractères ne s’adapte pas bien au cas où le corps n’est pas algébrique-
ment clos. Cependant, lorsqu’on considère la forme réelle compacte Gc, il est possible de
définir une variété des caractères pour Gc en considérant un quotient topologique. Nous
montrerons, dans la prochaine sous-section, que ce quotient topologique est homéomorphe
à la variété des caractères pour SU(n) comme définie ci-dessus.

3.3.2 La variété des caractères XSU(n)(Γ) comme quotient topologique

Fixons n ∈ N∗. Nous allons montrer que le quotient topologique Hom(Γ, SU(n))/SU(n),
où SU(n) agit par conjugaison, est homéomorphe à la variété des caractères XSU(n)(Γ).
Commençons par remarquer qu’une application naturelle entre ces deux ensembles est bien
définie. En effet, puisque deux représentations à valeurs dans SU(n) qui sont conjuguées
dans SU(n) sont aussi conjuguées dans SLn(C), l’application naturelle Hom(Γ,SU(n))→
XSLn(C)(Γ) se factorise par le quotient Hom(Γ,SU(n))/SU(n). On se propose de montrer
que cette application est injective, et qu’il s’agit en fait d’un homéomorphisme entre le
quotient topologique Hom(Γ,SU(n))/SU(n) et la variété des caractères XSU(n)(Γ).

Proposition 3.3.6. L’application Hom(Γ,SU(n))/SU(n)→ XSU(n)(Γ) est un homéomor-
phisme.

Démonstration. Par définition, on sait que l’application Hom(Γ,SU(n))/SU(n)→ XSLn(C)(Γ)
est continue et surjective. Puisqu’une bijection continue entre un compact et un espace
séparé est un homéomorphisme, il suffit de montrer que l’application est injective. On veut
donc montrer que si ρ1, ρ2 ∈ Hom(Γ, SU(n)) sont des représentations telles que χρ1 = χρ2 ,
alors ρ1 et ρ2 sont conjuguées dans SU(n). C’est l’objet du lemme 3.3.8, que nous montrons
ci-dessous.

Afin de terminer la preuve de la proposition 3.3.6, nous allons donc montrer le lemme
suivant, qui semble standard malgré le manque de références.

Lemme 3.3.7. Soient ρ1, ρ2 ∈ Hom(Γ,SU(n)). Si elles sont conjuguées dans SLn(C),
alors elles sont conjuguées dans SU(n).

Démonstration. Considérons d’abord le cas des représentations irréductibles, pour traiter
ensuite le cas général.

Premier cas : Les représentations ρ1 et ρ2 sont irréductibles. Soit G ∈ SLn(C) telle que
ρ2 = Gρ1G

−1. Soit J la forme hermitienne préservée par les images de ρ1 et ρ2. On sait
alors que l’image de ρ1 préserve aussi la forme tGJG. Or ρ1 agit de façon irréductible : son
image préserve alors une unique forme hermitienne à multiplication par un scalaire près.
On en déduit que J = λtGJG avec λ ∈ R. Comme J est définie positive, on a λ > 0 puis,
quitte à multiplier G par

√
λ, on a J = tGJG, i.e. que G ∈ SU(n).
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Cas général. Rappelons d’abord que toute représentation ρ ∈ Hom(Γ,SU(n)) est semi-
simple, et que ses sous-espaces stables sont en somme orthogonale.

Soit G ∈ SLn(C) telle que ρ2 = Gρ1G
−1. Puisque ρ1 est à valeurs dans SU(n), on sait

qu’elle est semi-simple. Elle s’écrit alors comme somme de représentations irréductibles
ρ1 = ρ

(1)
1 ⊕ · · · ⊕ ρ

(m)
1 sur des sous-espaces stables E1, . . . , Em de Cn, de sorte que l’image

de ρi agit de façon irréductible sur Ei et que les Ei sont en somme directe orthogonale.
Il en est de même pour ρ2, qui admet comme sous-espaces stables GE1, . . . , GEm. La
somme directe GE1 ⊕ · · · ⊕ GEm est donc orthogonale. Il existe alors U0 ∈ SU(n) tel
que, pour tout i ∈ [|1,m|] on ait U0GEi = Ei. Quitte à conjuguer ρ2 par U0, on peut
alors supposer que pour tout i ∈ [|1,m|] on a GEi = Ei. L’endomorphisme G s’écrit
alors G1 ⊕ · · · ⊕ Gm, agissant sur E1 ⊕ · · · ⊕ Em. Pour chaque i ∈ [|1,m|], puisque ρ(i)

1
et Giρ(i)

1 G−1
i sont unitaires et agissent de façon irréductible sur Ei, elles sont conjuguées

dans SU(Ei) d’après le premier cas. On peut donc remplacer Gi par G′i ∈ SU(Ei). En
posant G′ = G′1 ⊕ · · · ⊕G′m, on a G′ ∈ SU(n) et ρ2 = G′ρ1G

′−1.

À l’aide du lemme 3.3.7, nous allons montrer la proposition suivante, qui conclut
la preuve de la proposition 3.3.6, et assure que la variété des caractères XSU(n)(Γ) est
homéomorphe au quotient topologique Hom(Γ,SU(n))/SU(n).

Lemme 3.3.8. Soient ρ1, ρ2 ∈ Hom(Γ, SU(n)) telles que χρ1 = χρ2. Alors ρ1 et ρ2 sont
conjuguées dans SU(n).

Démonstration. Comme elles sont à valeurs dans SU(n), on sait que ρ1 et ρ2 sont semi-
simples. D’après le théorème 3.2.9, comme χρ1 = χρ2 et que ρ1 et ρ2 sont semi-simples, on
sait que ρ1 et ρ2 sont conjuguées dans SLn(C). On en déduit, grâce au lemme 3.3.7, que
ρ1 et ρ2 sont conjuguées dans SU(n).

3.3.3 Involutions anti-holomorphes et représentations irréductibles

Dans cette section, nous allons situer les variétés de caractères pour les formes réelles
de SLn(C) au sein de la variété des caractères XSLn(C)(Γ). Avant de nous restreindre aux
représentations irréductibles, considérons la proposition suivante, qui est plutôt de l’ordre
de la remarque, et qui nous assure que deux variétés de caractères à valeurs dans des formes
réelles unitaires et différentes s’intersectent uniquement en des points correspondant à des
représentations réductibles.

Proposition 3.3.9. Soit n ∈ N, et p, p′, q, q′ ∈ N tels que p+ q = p′+ q′ = n et p 6= p′, q′.
Soit ρ ∈ Hom(Γ, SLn(C)) telle que χρ ∈ XSU(p,q)∩XSU(p′,q′). Alors ρ est une représentation
réductible.

Démonstration. Supposons, par l’absurde, que ρ est irréductible. Il s’agit donc, à conjugai-
son près, de la seule représentation de caractère χρ. Comme χρ ∈ XSU(p,q), on peut supposer
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que ρ est à valeurs dans SU(p, q). Donc, pour tout g ∈ Γ, on a tρ(g)Jp,qρ(g) = Jp,q. D’autre
part, ρ est conjuguée à une représentation à valeurs dans SU(p′, q′) ; il existe alors une
matrice J ′p′,q′ , conjuguée à Jp′,q′ , telle que, pour tout g ∈ Γ, on ait tρ(g)J ′p′,q′ρ(g) = J ′p′,q′ .
On en déduit que, pour tout g ∈ Γ,

J ′p′,q′ρ(g)(J ′p′,q′)−1 = tρ(g)−1 = Jp,qρ(g)(Jp,q)−1.

La matrice J ′p′,q′(Jp,q)−1 commute donc à toute l’image de Γ. Comme ρ est irréductible, il
s’agit d’une homothétie. On en déduit que Jp,q a soit la même signature que Jp′,q′ , soit la
signature opposée, ce qui est absurde.

Désormais, nous allons nous restreindre aux représentations irréductibles et nous allons
considérer deux involutions anti-holomorphes de SLn(C), qui induisent des involutions
anti-holomorphes dans les variétés de caractères.

Notation 3.3.10. Nous noterons dans cette section φ1 et φ2 deux automorphismes anti-
holomorphes du groupe SLn(C), donnés par φ1(A) = A et φ2(A) = tA−1. Ces deux invo-
lutions induisent des involutions anti-holomorphes Φ1 et Φ2 de la variété des représenta-
tions Hom(Γ, SLn(C)), de sorte que, pour une représentation ρ, on a Φ1(ρ) = φ1 ◦ ρ et
Φ2(ρ) = φ2 ◦ ρ.

Notation 3.3.11. Les involutions Φ1 et Φ2 induisent à leur tour des involutions anti-
holomorphes de la variété des caractères XSLn(C)(Γ), que nous noterons encore Φ1 et Φ2.
Nous noterons Fix(Φ1) et Fix(Φ2) les points de XSLn(C)(Γ) fixes par Φ1 et Φ2 respective-
ment.

La remarque suivante assure que les variétés des caractères pour des formes réelles sont
contenues dans les points fixes de Φ1 et Φ2 dans XSLn(C)(Γ) :

Remarque 3.3.12. Si ρ ∈ Hom(Γ,SLn(C)) est conjuguée à une représentation à valeurs
dans SLn(R), alors χρ ∈ Fix(Φ1). De plus, si elle est à valeurs dans SLn/2(H), alors
χρ ∈ Fix(Φ1), puisqu’une matrice A ∈ SLn/2(H) est conjuguée à A. D’autre part, si ρ est
conjuguée à une représentation à valeurs dans SU(p, q), alors χρ ∈ Fix(Φ2). En effet, si A
est une matrice unitaire, alors elle est conjuguée à tA−1.

Ainsi, XSLn(R)(Γ) ⊂ Fix(Φ1), XSLn/2(H)(Γ) ⊂ Fix(Φ1) et XSU(p,q)(Γ) ⊂ Fix(Φ2).

Nous travaillerons désormais dans la direction du sens réciproque. Nous allons démon-
trer qu’une représentation irréductible de caractère inclus dans Fix(Φ1) ou Fix(Φ2) est
conjuguée à une représentation à valeurs dans une forme réelle de SLn(C). Commençons
par le cas de Fix(Φ2), qui correspond aux groupes unitaires. Le résultat est donné par la
proposition suivante :
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Proposition 3.3.13. Soit ρ ∈ Hom(Γ,SLn(C)) une représentation irréductible telle que
χρ ∈ Fix(Φ2). Alors il existe p, q ∈ N avec n = p + q tels que ρ soit conjuguée à une
représentation à valeurs dans SU(p, q).

Démonstration. On sait que χρ ∈ Fix(Φ2), donc les représentations ρ et Φ2(ρ) ont le
même caractère. Comme ρ est irréductible, ρ et Φ2(ρ) sont conjuguées. Il existe donc
P ∈ GLn(C) telle que, pour tout g ∈ Γ, on ait Pρ(g)P−1 = tρ(g)−1. En passant à l’inverse,
en conjuguant et en transposant, on obtient, pour tout g ∈ Γ,

tP−1tρ(g)−1tP = ρ(g).

En remplaçant tρ(g)−1 dans l’expression, on déduit que

(P−1tP )−1ρ(g)(P−1tP ) = ρ(g).

La matrice P−1tP commute donc à toute l’image de ρ. Or ρ est irréductible, donc il
existe λ ∈ C tel que P−1tP = λId. En considérant le déterminant, on sait que |λ| = 1.
Quitte à multiplier P par une racine carrée de λ, on peut supposer que λ = 1. On a
alors P = tP , ce qui veut dire que P est une matrice hermitienne. On dispose donc d’une
matrice hermitienne P telle que, pour tout g ∈ Γ, tρ(g)Pρ(g) = P . La représentation ρ est
donc à valeurs dans le groupe unitaire de P . Si P est de signature (p, q), la représentation
ρ est alors conjuguée à une représentation à valeurs dans SU(p, q).

Remarque 3.3.14. 1. Lorsque n = 3, on a comme seules alternatives SU(3) et
SU(2, 1).

2. Lorsque n = 2, les involutions Φ1 et Φ2 sont égales : on retrouve ici le résultat
montré par Morgan et Shalen dans [MS84] (proposition III.1.1) ou par Goldman
dans [Gol88] (théorème 4.3), à savoir qu’une représentation irréductible à caractère
réel est conjuguée soit à une représentation à valeurs dans SU(2), soit à une repré-
sentation à valeurs dans SU(1, 1) (sous les traits de SL2(R) pour Morgan et Shalen
et de SO(2, 1) pour Goldman).

Regardons maintenant le cas de Fix(Φ1), qui correspond aux représentations à valeurs
dans SLn(R) ou SLn/2(H). Le résultat est donné par la proposition suivante :

Proposition 3.3.15. Soit ρ ∈ Hom(Γ,SLn(C)) une représentation irréductible telle que
χρ ∈ Fix(Φ1). Alors ρ est soit conjuguée à une représentation à valeurs dans SLn(R), soit
à une représentation à valeurs dans SLn/2(H) (lorsque n est pair).

Nous allons donner deux preuves de ce résultat, de natures différentes. La première
s’inspire de la démonstration de la proposition 3.3.13, et la deuxième reprend la preuve
donnée par Morgan et Shalen dans [MS84] de ce fait lorsque n = 2. Pour la première
démonstration, nous aurons besoin des deux lemmes suivants :
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Lemme 3.3.16. Soit P ∈ SLn(C) telle que PP = Id. Alors il existe Q ∈ GLn(C) telle
que P = QQ−1.

Ce résultat est une conséquence immédiate du théorème 90 de Hilbert, qui assure que
H1(Gal(C/R),SLn(C)) est trivial. On donne ici une preuve élémentaire.

Démonstration. On cherche Q sous la forme Qα = αId +αP . Les matrices de cette forme
vérifient immédiatement QαP = Qα. Il suffit donc de trouver α ∈ C tel que det(Qα) 6= 0.
Or det(Qα) = αn det(P + α

α Id), donc tout α tel que −α
α ne soit par valeur propre de P

convient.

Lemme 3.3.17. Soit P ∈ SL2m(C) telle que PP = −Id. Alors il existe Q ∈ GL2m(C)
telle que P = QJ2mQ

−1.

Démonstration. On cherche Q sous la forme Qα = −αId− αJ2mP . Les matrices de cette
forme vérifient immédiatement QαP = αP + αJ2m = J2mQα. Il suffit donc de trouver
α ∈ C tel que det(Qα) 6= 0. Or det(Qα) = α2m det(J2mP − α

α Id), donc tout α tel que α
α

ne soit par valeur propre de J2mP convient.

Démonstration de la proposition 3.3.15. On sait que χρ ∈ Fix(Φ1), donc les représenta-
tions ρ et Φ1(ρ) ont le même caractère. Comme ρ est irréductible, ρ et Φ1(ρ) sont conju-
guées. Il existe alors P ∈ SLn(C) telle que, pour tout g ∈ Γ, on ait Pρ(g)P−1 = ρ(g). En
considérant la conjugaison complexe, on obtient Pρ(g)P−1 = ρ(g). En remplaçant ρ(g)
dans l’expression, on déduit que pour tour g ∈ Γ :

(PP )ρ(g)(PP )−1 = ρ(g).

La matrice PP commute alors à toute l’image de ρ. Or ρ est irréductible, donc il existe
λ ∈ C tel que PP = λId. En particulier, P et P commutent, d’où, en conjuguant l’égalité
précédente, on a λ ∈ R. De plus, en prenant le déterminant, on a λn = 1, d’où λ = ±1 et
PP = ±Id. On a alors deux cas :

Premier cas : PP = Id
D’après le lemme 3.3.16, il existe Q ∈ SLn(C) telle que P = Q−1Q.
On en déduit que, pour tout g ∈ Γ :

Q−1Qρ(g)Q−1Q = ρ(g)

Q−1ρ(g)Q = Q−1ρ(g)Q

C’est-à-dire que la représentation Q−1ρQ est à valeurs dans SLn(R).
Deuxième cas : PP = −Id
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En prenant le déterminant, on remarque que ce cas ne peut avoir lieu que si n est
pair. Posons m = n

2 . D’après le lemme 3.3.17, il existe Q ∈ GL2m(C) telle que
P = QJ2mQ

−1.
On en déduit que, pour tout g ∈ Γ :

QJ2mQ
−1ρ(g)QJ2mQ−1 = −ρ(g)

(Q−1ρ(g)Q)−1J2mQ
−1ρ(g)QJ2m = −Id

(Q−1ρ(g)Q)−1J2mQ
−1ρ(g)Q = J2m.

C’est-à-dire que la représentation Q−1ρQ est à valeurs dans SLm(H).

Preuve alternative. (D’après Morgan-Shalen, proposition III.1.1 de [MS84]) On reprend
ici la preuve donnée par Morgan et Shalen dans la troisième partie de l’article [MS84]
pour le cas de SL2(C). Il suffit de la retranscrire pour le cas de SLn(C), et de modifier
légèrement le dernier argument.

Le sous-groupe ρ(Γ) agit de manière irréductible sur l’espace vectoriel Cn. D’après
le «lemme de Burnside» (voir par exemple le lemme 1.2 de [Bas80]), on sait d’une part
que ρ(Γ) engendre Mn(C) comme espace vectoriel et, d’autre part, qu’il existe une base
(e1, . . . , en2) de Mn(C) telle que tout élément de ρ(Γ) s’écrit sous la forme α1e1 + · · · +
αn2en2 où chaque αi est la trace d’un élément de ρ(Γ). Puisque χρ ∈ Fix(Φ1), les αi sont
réels, et ρ(Γ) est contenu dans le R-espace vectoriel engendré par (e1, . . . , en2). On en
déduit que (e1, . . . , en2) est une R-base pour le R-espace vectoriel A engendré par ρ(Γ),
qui est une R-algèbre. On a alors queMn(C) = C⊗RA. PuisqueMn(C) est une C-algèbre
simple, A est une R-algèbre simple. D’après la classification de Wedderburn des algèbres
simples (voir le théorème 26.4 de [CR62]), A est isomorphe à une algèbre de matrices
sur une algèbre à division sur R. On en déduit que A est soit isomorphe à Mn(R), soit
isomorphe à Mn/2(H) (ce dernier cas n’ayant lieu que si n est pair). Pour conclure, il
nous reste à montrer que cet isomorphisme est donné par la conjugaison par une matrice
de GLn(C). Détaillons le cas où A est isomorphe àMn(R) ; l’autre cas est complètement
analogue.

On a un isomorphisme de R-algèbres ϕ : A → Mn(R). En étendant les scalaires aux
complexes, on a un isomorphisme de C-algèbres Id ⊗R ϕ : C ⊗R A → C ⊗RMn(R). Or
C⊗RA = C⊗RMn(R) =Mn(C), donc Id⊗Rϕ est un automorphisme d’algèbres deMn(C).
D’après le théorème de Skolem-Noether, comme tous les automorphismes d’algèbre de
Mn(C) sont intérieurs, il existe P ∈ GLn(C) telle que Id⊗R ϕ soit la conjugaison par P .
En particulier, PAP−1 =Mn(R).

En regroupant les propositions que nous avons montré ci-dessus, on obtient que toute
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représentation irréductible dont le caractère est dans Fix(Φ1) ou Fix(Φ2) est conjuguée à
une représentation à valeurs dans une forme réelle de SLn(C). En regroupant les proposi-
tions 3.3.13 et 3.3.15, on obtient immédiatement une preuve du Théorème 3.1.1.

3.4 Un exemple détaillé : le produit libre Z/3Z ∗ Z/3Z

Dans cette section, nous allons étudier en détail les variétés de caractères XSU(2,1)(Z/3Z∗
Z/3Z) et XSU(3)(Z/3Z∗Z/3Z), qui nous fourniront des espaces de déformations des repré-
sentations d’holonomie des uniformisations CR-sphériques du complémentaire du nœud
de 8 et du complémentaire de l’entrelacs de Whitehead. Nous commencerons par étudier
en détail la variété des caractères XSL3(C)(Z/3Z ∗Z/3Z) à partir de la variété XSL3(C)(F2)
donnée par Lawton dans [Law07]. Nous nous intéresserons ensuite aux points fixes de
l’involution Fix(Φ2), qui nous donneront les deux variétés de caractères, pour finalement
les décrire en détail et reconnaître des tranches qui ont été paramétrées auparavant par
Parker et Will dans [PW15] et par Falbel, Guilloux, Koseleff, Rouillier et Thistlethwaite
dans [FGK+16].

3.4.1 La variété des caractères XSL3(C)(Z/3Z ∗ Z/3Z)

Nous allons nous intéresser à la variété des caractères XSL3(C)(Z/3Z ∗ Z/3Z). Remar-
quons d’abord que Z/3Z ∗ Z/3Z est un quotient du groupe libre à deux générateurs F2.
Grâce à la remarque 3.2.4, nous allons identifier XSL3(C)(Z/3Z ∗ Z/3Z) comme une sous-
variété de XSL3(C)(F2) ⊂ C9. Commençons par faire quelques remarques élémentaires sur
les éléments de SL3(C) d’ordre 3.

Remarque 3.4.1. — Si S ∈ SL3(C), alors le polynôme caractéristique de S est χS =
X3 − tr(S)X2 + tr(S−1)X − 1.

— Si S ∈ SL3(C) est d’ordre 3, alors elle annule le polynôme X3 − 1, qui est scindé à
racines simples. La matrice S est donc diagonalisable et admet pour valeurs propres
des racines cubiques de l’unité.

Le lemme suivant, élémentaire lui aussi, nous servira à séparer les composantes irré-
ductibles de XSL3(C)(Z/3Z ∗ Z/3Z).

Lemme 3.4.2. Soit S ∈ SL3(C). On a équivalence entre les propositions suivantes :

1. S3 = Id

2. On se trouve dans l’un des deux cas suivants :

(a) Il existe i ∈ {0, 1, 2} tel que S = ωiId.

(b) tr(S) = tr(S−1) = 0.

Démonstration.
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(a)⇒ (1) : Évident
(b)⇒ (1) : Dans ce cas, χS = X3 − 1. D’après le théorème de Cayley-Hamilton, on a

S3 − Id = 0.
(1)⇒ (2) : Si S3 = Id, alors S est diagonalisable et a pour valeurs propres des racines

cubiques de l’unité. Si S a une valeur propre triple, on se trouve dans le cas (a).
Sinon, comme det(S) = 1, les trois valeurs propres sont distinctes et égales à
(1, ω, ω2). On en déduit que tr(S) = tr(S−1) = 1 + ω + ω2 = 0.

Nous pouvons maintenant identifier les composantes irréductibles de XSL3(C)(Z/3Z ∗
Z/3Z), grâce à la proposition suivante :

Proposition 3.4.3. La variété XSL3(C)(Z/3Z ∗Z/3Z) a 16 composantes irréductibles : 15
points et une composante irréductible X0 de dimension complexe 4.

Démonstration. Considérons XSL3(C)(Z/3Z ∗ Z/3Z) ⊂ XSL3(C)(F2) ⊂ C9, comme l’image
de Hom(Z/3Z ∗ Z/3Z,SL3(C)) par les applications trace des éléments s, t, st, st−1, s−1,
t−1, t−1s−1, ts−1 et du commutateur [s, t]. Soit ρ ∈ Hom(Z/3Z ∗ Z/3Z, SL3(C)). Notons
S = ρ(s) et T = ρ(t). D’après le lemme 3.4.2, soit l’un parmi S et T est une homothétie,
soit tr(S) = tr(S−1) = tr(T ) = tr(T−1) = 0. Traitons ces deux cas séparément.

Premier cas : S ou T est une homothétie. Supposons, par exemple, que S = ωiId avec
i ∈ {0, 1, 2}. Puisque T est diagonalisable, la représentation est totalement réductible, et
elle est conjuguée ou bien à une représentation de la forme

S = ωiId T = ωjId

avec i, j ∈ {0, 1, 2}, ou bien à une représentation donnée par

S = ωiId T =


ω2 0 0
0 ω 0
0 0 1

 .
En tenant compte des symétries, on obtient 15 points de la variété des caractères,

classifiés par les traces de S et T de la façon suivante (où i, j ∈ {0, 1, 2}) :

tr(S) 3ωi 0 3ωi

tr(T ) 3ωj 3ωj 0

Deuxième cas : tr(S) = tr(S−1) = tr(T ) = tr(T−1) = 0. D’après le lemme 3.4.2, tous
les points de XSL3(C)(F2) qui vérifient cette condition sont dans XSL3(C)(Z/3Z ∗ Z/3Z).
Notons z = tr(ST ), z′ = tr((ST )−1), w = tr(ST−1), w′ = tr(TS−1) et x = tr([S, T ]).
L’équation définissant XSL3(C)(F2) ⊂ C9 devient alors :
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x2 − (zz′ + ww′ − 3)x+ (zz′ww′ + z3 + z′3 + w3 + w′3 − 6zz′ − 6ww′ + 9) = 0

Ce polynôme est irréductible. En effet, s’il ne l’était pas, il serait égal à un produit
de deux polynômes de degré 1 en x. En remplaçant z′, w et w′ par 0, on aurait une
écriture de la forme x2 + 3x+ z3 + 9 = (x−R1(z))(x−R2(z)), avec R1(z)R2(z) = z3 + 9
et R1(z) + R2(z) = −3. En considérant les degrés des polynômes R1 et R2 on obtient
facilement une contradiction.

Puisque le polynôme qui définitX0 est irréductible,X0 est une composante irréductible
de XSL3(C)(Z/3Z ∗Z/3Z). De plus, elle se plonge dans C5 et elle est un revêtement double
ramifié de C4.

3.4.2 Représentations réductibles dans la composante X0 ⊂ XSL3(C)(Z/3Z∗
Z/3Z)

Pour finir de décrire la variété XSL3(C)(Z/3Z ∗ Z/3Z), nous allons caractériser les
points correspondant aux représentations réductibles. Les 15 points isolés de la variété
proviennent de représentations totalement réductibles ; il nous reste à déterminer les points
de la composante X0 correspondant à des représentations réductibles.

Notation 3.4.4. Nous considérons ici X0 ⊂ C5, avec les coordonnées (z, z′, w, w′, x)
correspondant aux traces des images de (st, (st)−1, st−1, ts−1, [s, t]) respectivement. On
notera Xred

0 l’image des représentations réductibles dans X0

Remarque 3.4.5. Si les coordonnées (z, z′, w, w′, x) correspondent à une représentation
réductible, alors ∆(z, z′, w, w′) = 0. En effet, lorsque la représentation est réductible, les
deux commutateurs [s, t] et [t, s] ont même trace, et le polynôme X2 −Q(z, z′, w, w′)X +
P (z, z′, w, w′) a une racine double égale à ces traces.

Nous allons monter que les caractères de représentations réductibles se trouvent dans 9
droites complexes, qui s’intersectent trois par trois en six points, correspondant aux repré-
sentations totalement réductibles. Avant de faire la démonstration, prenons une notation
pour ces droites.

Notation 3.4.6. Posons, pour i, j ∈ {0, 1, 2},

L(i,j) = {(z, z′, w, w′, x) ∈ X0 | ωiz = ω−iz′;ωjw = ω−jw′;ωiz + ωjw = 3}.

Chaque L(i,j) est une droite complexe paramétrée par la coordonnée z (ou w), et ces
droites s’intersectent trois par trois aux six points de coordonnées (z, w) = (0, 3ωj) et
(z, w) = (3ωi, 0), où i, j ∈ {0, 1, 2}.
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Avec ces notations, nous pouvons énoncer plus simplement la proposition qui décrit les
points de X0 qui correspondent aux représentations réductibles.

Proposition 3.4.7. Les points de X0 correspondant à des représentations réductibles sont
exactement ceux des droites L(i,j). En d’autres termes, on a

Xred
0 =

⋃
i,j∈{0,1,2}

L(i,j).

Démonstration. Nous allons montrer une double inclusion. Montrons d’abord que

Xred
0 ⊂

⋃
i,j∈{0,1,2}

L(i,j).

Soit ρ ∈ Hom(Z/3Z ∗ Z/3Z, SL3(C)) une représentation réductible telle que χρ ∈ X0.
Notons S = ρ(s) et T = ρ(t). Puisque la représentation est réductible, on peut supposer,
quitte à conjuguer ρ, que

S = ωi
(
S′

1

)
et T = ωj

(
T ′

1

)

avec i, j ∈ {0, 1, 2}, et S′, T ′ ∈ SL2(C) d’ordre 3 (et de trace −1). On remarque qu’il
suffit de montrer que, lorsque i = j = 0, on a χρ ∈ L(0,0), pour avoir les autres cas
par symétrie. Plaçons-nous dans ce cas, avec i = j = 0. Puisque S′T ′ ∈ SL2(C), on a
tr(S′T ′) = tr((S′T ′)−1), donc tr(ST ) = tr((ST )−1) et z = z′. De même, on sait que w = w′.
De plus, l’équation des traces dans SL2(C) donne : tr(S′)tr(T ′) = tr(S′T ′) + tr(S′T ′−1).
Donc (−1)2 = (z − 1) + (w − 1) , i.e. z + w = 3. On obtient bien que χρ ∈ L(0,0).

Montrons maintenant l’autre inclusion. Pour le faire, il suffit de montrer que tous les
points de L(0,0) sont atteints par des représentations données par

S =
(
S′

1

)
et T =

(
T ′

1

)

avec S′, T ′ ∈ SL2(C), et de retrouver les points des autres droites L(i,j) en considérant
(ωiS, ωjT ). Comme l’image de toute représentation réductible de cette forme vérifie z = z′,
w = w′ et z + w = 3, nous sommes donc ramenés à montrer que tout z ∈ C s’écrit
comme 1 + tr(S′T ′) avec S′, T ′ ∈ SL2(C) d’ordre 3 et trace −1. Fixons z ∈ C. Puisque
la variété des caractères à valeurs dans SL2(C) de F2 est isomorphe à C3 par les traces
de deux générateurs et de leur produit, il existe des matrices S′, T ′ ∈ SL2(C) telles que
(tr(S′), tr(T ′), tr(S′T ′)) = (−1,−1, z − 1). Dans ce cas, les deux matrices S′ et T ′ sont de
trace −1 et donc d’ordre 3, et on a z = 1 + tr(S′T ′).

Remarque 3.4.8. Les droites L(i,j) s’intersectent trois par trois aux six points de co-
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ordonnées (z, w) = (3ωi, 0) et (z, w) = (0, 3ωi) avec i ∈ {0, 1, 2}. Les représentations
correspondantes sont exactement les représentations totalement réductibles, où S et T
sont diagonales de valeurs propres (1, ω, ω2).

3.4.3 Les points fixes de l’involution Φ2

Nous allons décrire ici les variétés de caractères XSU(2,1)(Z/3Z∗Z/3Z) et XSU(3)(Z/3Z∗
Z/3Z) en tant que points fixes de l’involution Φ2 de XSL3(C)(Z/3Z∗Z/3Z). Dans cette sous-
section plutôt technique, nous prendrons des coordonnées et déterminerons des équations
qui définissent Fix(Φ2). Nous allons identifier les caractères correspondant à des représen-
tations réductibles comme un arrangement de 9 droites, et nous montrerons ensuite que
le reste des points forment une sous-variété lisse de dimension réelle 4. Nous la décrirons
ensuite en détail dans la sous-section 3.4.4.

Remarque 3.4.9. Remarquons tout d’abord que les 15 points isolés de XSL3(C)(Z/3Z ∗
Z/3Z) proviennent de représentations totalement réductibles à valeurs dans SU(2, 1) et
SU(3) ; ils sont donc dans XSU(2,1)(Z/3Z ∗ Z/3Z) ∩ XSU(3)(Z/3Z ∗ Z/3Z), et donc dans
Fix(Φ2)

Nous nous concentrerons donc dans la suite sur les points de Fix(Φ2)∩X0, qui sont dans
l’autre composante irréductible de XSL3(C)(Z/3Z∗Z/3Z). Rappelons que nous avons identi-
fié XSL3(C)(Z/3Z∗Z/3Z) à {(z, z′, w, w′, x) ∈ C5 | x2−Q(z, z′, w, w′)x+P (z, z′, w, w′) = 0}
en considérant les traces de st, (st)−1, st−1, ts−1 et [s, t].

Remarque 3.4.10. Si (z, z′, w, w′, x) ∈ Fix(Φ2) ∩ X0, alors z′ = z et w′ = w. Dans ce
cas, les polynômes P et Q, que nous noterons désormais P (z, w) et Q(z, w), sont à valeurs
réelles. De plus, on peut écrire le discriminant de X2 −Q(z, w)X + P (z, w) comme

∆(z, w) = f(z) + f(w)− 2|z|2|w|2 + 27

où f(z) = |z|4 − 8Re(z3) + 18|z|2 − 27 est la fonction décrite par Goldman dans
[Gol99] que nous avons étudié dans la section 1.2 du chapitre 1, plus précisément dans la
proposition 1.2.27. En un point de Fix(Φ2)∩X0, les deux racines deX2−Q(z, w)X+P (z, w)
sont les traces des images des commutateurs [s, t] et [t, s]. Puisque ces commutateurs sont
inverses l’un de l’autre, et qu’on se trouve dans Fix(Φ2), les deux racines sont des nombres
complexes conjugués, ce qui est équivalent à dire que ∆(z, w) ≤ 0.

Proposition 3.4.11. On a :

Fix(Φ2) ∩X0 = {(z, z′, w, w′, x) ∈ X0 | z′ = z, w′ = w,∆(z, w) ≤ 0}

Démonstration. Nous allons montrer une double inclusion. La première inclusion est don-
née par la remarque 3.4.10 ; montrons la deuxième.
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Soient z, w ∈ C tels que ∆(z, w) ≤ 0. Soit x une racine de X2 −Q(z, w)X + P (z, w).
Puisque ∆(z, w) ≤ 0, l’autre racine du polynôme est x. On sait que (z, z, w,w, x) ∈
X0 ; on veut donc montrer que (z, z, w,w, x) ∈ Fix(Φ2). Soit ρ ∈ Hom(Γ,SL3(C)) une
représentation semi-simple qui se projette sur X0 en (z, z, w,w, x). Il suffit de monter
que pour tout γ ∈ Γ on a tr(ρ(γ)) = tr(ρ(γ)−1). Or, la représentation tρ−1 admet pour
image (z, z, w,w, x) dans X0. On en déduit que les représentations ρ et tρ−1 sont semi-
simples et ont le même caractère. Elles sont alors conjuguées et pour tout γ ∈ Γ on a
tr(ρ(γ)) = tr(ρ(γ)−1), d’où (z, z, w,w, x) ∈ Fix(Φ2).

Notation 3.4.12. Nous considérerons désormais Fix(Φ2) ∩ X0 comme {(z, w, x) ∈ C3 |
∆(z, w) ≤ 0, x2−Q(z, w)x+P (z, w) = 0}. La projection sur les deux premières coordonnées
est un revêtement double sur {(z, w) ∈ C2 | ∆(z, w) ≤ 0} en dehors de la ligne de niveau
∆(z, w) = 0, où les points ont une unique pré-image.

Nous allons identifier les points correspondant aux représentations réductibles, puis
montrer qu’en dehors de ces points, les variétés de caractères pour SU(2, 1) et SU(3) sont
des variétés différentielles lisses.

Commençons par identifier les points de X0 ∩ Fix(Φ2) correspondant à des représen-
tations réductibles à l’aide des coordonnées (z, w) et de la fonction ∆ : C2 → R.

Proposition 3.4.13. Soit (z, w, x) ∈ X0 ∩ Fix(Φ2). Soit ρ ∈ Hom(Z/3Z ∗ Z/3Z, SL3(C))
de coordonnées (z, z, w,w, x). Les trois assertions suivantes sont équivalentes :

1. La représentation ρ est réductible.

2. Il existe i, j ∈ {0, 1, 2} tels que ωiz et ωjw soient réels et ωiz + ωjw = 3.

3. On a (z, w) 6= (0, 0) et, au point (z, w) ∈ C2, la différentielle réelle d∆(z,w) : C2 → R
est nulle.

Dans ce cas, on a ∆(z, w) = 0.

Démonstration.
(1)⇔ (2) C’est une conséquence immédiate de la proposition 3.4.7 et du fait qu’on se

trouve dans Fix(Φ2) et donc que, en reprenant les coordonnés (z, z′, w, w′, x) ∈ C5,
on a z′ = z et w′ = w.

(2)⇒ (3) Remarquons d’abord que pour tout z ∈ C, on a f(z) = f(z) = f(ωz).
La fonction ∆ est donc invariante par conjugaison complexe et par multiplication
par ω sur chacune de ses coordonnées. Il suffit donc de vérifier que si z ∈ R et
w = 3− z, alors d∆(z,w) = 0. Or ∆ est symétrique ; comme elle est aussi invariante
par conjugaison complexe sur chacune de ses coordonnées, il est suffisant de vérifier
que si z ∈ R, alors ∂∆

∂z (z, 3− z) = 0, la nullité des dérivées partielles ∂∆
∂z ,

∂∆
∂w et ∂∆

∂w

en découle par symétrie. On a :

∂∆
∂z

(z, w) = 2zz2 − 12z2 + 18z − 2z|w|2.
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Lorsque z ∈ R, on a

∂∆
∂z

(z, w) = 2z(z2 − 6z + 9− |w|2)

donc ∂∆
∂z (z, 3− z) = 0.

(3)⇒ (1) Supposons que d∆(z,w) = 0. On sait alors que ∂∆
∂z (z, w) = 0, et donc

0 = z
∂∆
∂z

(z, w) = (2|z|4 + 18|z|2 − 2|z|2|w|2)− 12z3.

On en déduit que z3 ∈ R. Quitte à multiplier z par une racine cubique de l’unité,
on peut supposer que z ∈ R. De même, on peut supposer que w ∈ R. On a donc :

0 = ∂∆
∂z

(z, w) = 2z(z2 − 6z + 9− w2)

0 = ∂∆
∂w

(z, w) = 2w(w2 − 6w + 9− z2)

On en déduit que z(z + w − 3)(z − w − 3) = 0 = w(z + w − 3)(w − z − 3).
Si w = 0, comme (z, w) 6= (0, 0), on a z 6= 0 et (z − 3)2 = 0, d’où z = 3 et
z + w = 3. De même, si z = 0 on a le résultat. Finalement, si z 6= 0 6= w, on a
(z + w − 3)(z − w − 3) = 0 = (z + w − 3)(w − z − 3). En additionnant les deux
termes on obtient z + w = 3.

Finalement, on vérifie que ∆(z, 3 − z) = 0 lorsque z ∈ R. Si on se trouve dans le cas
donné par l’équivalence que nous venons de démontrer, on aura donc bien ∆(z, w) = 0.

On peut faire deux remarques sur cette proposition :

Remarque 3.4.14. Puisque ∆(0, 0) 6= 0, les points critiques de ∆ sur la ligne de niveau
∆(z, w) = 0 sont exactement les points correspondant à des représentations réductibles. Un
point non lisse de la courbe ∆(z, w) = 0 correspond donc à une représentation réductible.

Remarque 3.4.15. Il y a exactement deux points critiques de ∆ dans Fix(Φ2) qui ne
correspondent pas à des représentations réductibles : ce sont les points de coordonnées
(z, w, x) = (0, 0, 3ω) et (z, w, x) = (0, 0, 3ω2). L’image des représentations correspondantes
est un sous-groupe fini d’ordre 27 de SU(3).

Montrons maintenant que les points correspondant à des représentations irréductibles
forment une variété différentielle.

Proposition 3.4.16. En dehors des points correspondant à des représentations réduc-
tibles, l’ensemble X0∩Fix(Φ2) est une sous-variété différentielle de C3 de dimension réelle
4.
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Démonstration. Rappelons que nous avons défini X0 ∩ Fix(Φ2) comme :

{(z, w, x) ∈ C3 | x2 −Q(z, w)x+ P (z, w) = 0,∆(z, w) ≤ 0}

où
Q(z, w) = |z|2 + |w|2 − 3

P (z, w) = 2Re(z3) + 2Re(w3) + |z|2|w|2 − 6|z|2 − 6|w|2 + 9.

On peut donc ré-écrire X0 ∩ Fix(Φ2) comme :

{(z, w, x) ∈ C3 | x+ x = Q(z, w), xx = P (z, w)}.

Considérons les fonctions f1, f2 : C3 → R données par f1(z, w, x) = Q(z, w)− (x+ x)
et f2(z, w, x) = P (z, w) − (xx), puis f = (f1, f2) : C3 → R2. Avec ces notations, X0 ∩
Fix(Φ2) = f−1({0}). Nous allons montrer qu’en dehors des points correspondant à des
représentations réductibles, f est une submersion, i.e. que df est de rang 2.

Soit (z0, w0, x0) ∈ X0 ∩ Fix(Φ2). Remarquons d’abord que

∂f

∂x
(z0, w0, x0) =

(
−1
−x0

)
et ∂f
∂x

=
(
−1
−x0

)
,

donc f est toujours de rang au moins 1 et, si x0 /∈ R, l’application f est une submersion
en (z0, w0, x0). Supposons maintenant que df(z0, w0, x0) est de rang 1. En particulier,
x0 ∈ R. Nous voulons montrer que dans ce cas, le point (z0, w0, x0) correspond à une
représentation réductible.

On a

z0
∂f

∂z
(z0, w0, x0) =

(
|z0|2

3z3
0 + |z0|2|w0|2 − 6|z0|2

)
,

z0
∂f

∂z
(z0, w0, x0) =

(
|z0|2

3z0
3 + |z0|2|w0|2 − 6|z0|2

)
,

et, comme ces deux vecteurs sont liés, on a z3
0 ∈ R. De même, w3

0 ∈ R. Il existe donc
r1, r2 ∈ R et i, j ∈ {0, 1, 2} tels que z0 = ωir1 et w0 = ωjr2. D’après la proposition 3.4.7,
il suffit de montrer que r1 + r2 = 3 pour conclure. Considérons deux cas :

Premier cas : r1 ou r2 est nul. Supposons, par exemple, que r2 = 0. Dans ce cas,
comme f(0, 0, x0) 6= (0, 0), on a r1 6= 0. D’une part, on a 2x0 = Q(z, 0) = r2

1 − 3. D’autre
part, comme z0

∂f
∂z (z0, w0, x0) et ∂f

∂x (z0, w0, x0) sont liés, on a x0 = 3(r1 − 2). On en déduit
que 6(r1 − 2) = 2x0 = r2

1 − 3, d’où r2
1 − 6r1 + 9 = 0 et r1 = 3.
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Deuxième cas, r1, r2 6= 0. On sait que les vecteurs suivants sont colinéaires :

z0
∂f

∂z
(z0, w0, x0) =

(
|z0|2

3z3
0 + |z0|2|w0|2 − 6|z0|2

)
= r2

1

(
1

3r1 + r2
2 − 6

)

w0
∂f

∂w
(z0, w0, x0) =

(
|w0|2

3w3
0 + |w0|2|z0|2 − 6|w0|2

)
= r2

2

(
1

3r2 + r2
1 − 6

)
.

On en déduit que 3r1 + r2
2 − 6 = 3r2 + r2

1 − 6. Si r1 6= r2, alors ce sont les deux racines
d’un polynôme de la forme X2 − 3X + k, d’où r1 + r2 = 3. Si par contre r1 = r2 on a,
d’une part, 2x0 = Q(z0, w0) = 2r2

1 − 6 et, puisque z0
∂f
∂z (z0, w0, x0) et ∂f

∂x (z0, w0, x0) sont
colinéaires, x0 = r2

1 − 3r1 − 6. On en déduit que r1 = 3
2 et r1 + r2 = 3.

3.4.4 Description de XSU(2,1)(Z/3Z ∗ Z/3Z) et XSU(3)(Z/3Z ∗ Z/3Z)

Nous allons décrire ici les variétés de caractères XSU(2,1)(Z/3Z∗Z/3Z) et XSU(3)(Z/3Z∗
Z/3Z). Pour le faire, nous allons regarder en détail Fix(Φ2), et vérifier qu’il est l’union
des deux variétés de caractères, et que leur intersection correspond à des représentations
réductibles. Nous considérerons finalement deux tranches de Fix(Φ2), qui ont été étudiées
respectivement par Parker et Will dans [PW15] et par Falbel, Guilloux, Koseleff, Rouiller
et Thistlethwaite dans [FGK+16].

Considérons d’abord les 15 points isolés de XSL3(C)(Z/3Z ∗ Z/3Z), qui sont tous dans
Fix(Φ). Ils correspondent à des représentations totalement réductibles. Comme une ma-
trice d’ordre 3 est conjuguée à une matrice dans SU(2, 1) et SU(3), on a la remarque
suivante :

Remarque 3.4.17. Les points de Fix(Φ2) correspondant à des représentations totalement
réductibles sont dans XSU(2,1)(Z/3Z ∗ Z/3Z) ∩ XSU(3)(Z/3Z ∗ Z/3Z).

Il nous reste à considérer les représentations de X0 ∩ Fix(Φ2). La proposition 3.3.9
nous assure que les points correspondant à des représentations irréductibles sont dans
exactement l’une des variétés de caractères XSU(2,1)(Z/3Z∗Z/3Z) et XSU(3)(Z/3Z∗Z/3Z).
En ce qui concerne les points de X0 correspondant à des représentations réductibles,
nous reprenons rapidement la preuve de la proposition 3.4.7 pour aboutir à la remarque
suivante :

Remarque 3.4.18. Les points de Fix(Φ2)∩X0 correspondant à des représentations réduc-
tibles sont dans XSU(2,1)(Z/3Z∗Z/3Z). Seulement certains sont dans XSU(3)(Z/3Z∗Z/3Z).

Démonstration. Une représentation réductible ρ de caractère dans X0 est conjuguée à une
représentation donnée par

S = ωi
(
S′

1

)
et T = ωj

(
T ′

1

)
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avec i, j ∈ {0, 1, 2}, et S′, T ′ ∈ SL2(C) d’ordre 3 (et de trace −1). Comme χρ ∈ Fix(Φ2),
la représentation ρ′ : Z/3Z ∗Z/3Z→ SL2(C) donnée par ρ′(s) = S′ et ρ′(t) = T ′, est dans
Fix(Φ2) ⊂ XSL2(C)(Z/3Z∗Z/3Z). Si ρ est totalement réductible, alors, d’après la remarque
3.4.18, χρ ∈ XSU(2,1)(Z/3Z ∗ Z/3Z) ∩ XSU(3)(Z/3Z ∗ Z/3Z). Sinon, ρ′ est irréductible et,
d’après la proposition 3.3.13, quitte à conjuguer ρ′, on a S′, T ′ ∈ SU(2) ou SU(1, 1).
Si S′, T ′ ∈ SU(2), alors S, T ∈ SU(2, 1) ∩ SU(3). Si par contre S′, T ′ ∈ SU(1, 1), alors
S, T ∈ SU(2, 1). Il nous reste uniquement à montrer que le deuxième cas a bien lieu. Or,
le point (4,−1, 7) ∈ X0 ∩ Fix(Φ2) correspond à une représentation réductible, dont un
élément a trace 4, et donc n’est pas dans SU(3).

En remarquant, de plus, qu’une représentation irréductible ne peut pas être en même
temps à valeurs dans SU(2, 1) et dans SU(3), on obtient la proposition suivante :

Proposition 3.4.19. On a

Fix(Φ2) = XSU(2,1)(Z/3Z ∗ Z/3Z) ∪ XSU(3)(Z/3Z ∗ Z/3Z).

Les parties XSU(3)(Z/3Z ∗Z/3Z) et XSU(2,1)(Z/3Z ∗Z/3Z) sont non vides et s’intersectent
uniquement en des points correspondant à des représentations réductibles.

Finalement, nous allons tracer quelques tranches de Fix(Φ2), qui correspondent aux
projections sur les coordonnées (z, w), puis à se restreindre à une tranche de la forme z = z0

ou w = w0. Rappelons que la projection sur les coordonnées (z, w) est un revêtement double
en dehors de la ligne de niveau ∆(z, w) = 0, où les points ont une unique pré-image. Nous
traçons donc, dans un plan (z, w0), la courbe ∆(z, w0) = 0, puis nous identifions les régions
contenues dans XSU(2,1)(Z/3Z ∗ Z/3Z) et celles contenues dans XSU(3)(Z/3Z ∗ Z/3Z).

La tranche de Parker-Will

Dans leur article, [PW15], Parker et Will donnent une paramétrisation explicite des
représentations de Z/3Z ∗ Z/3Z = 〈s, t〉 à valeurs dans SU(2, 1) telles que l’image st
est un élément unipotent. Ceci correspond exactement aux représentations telles que la
trace de l’image de st est égale à 3. Elles forment une famille de représentations du
groupe fondamental de l’entrelacs de Whitehead qui contient la représentation d’holonomie
d’une uniformisation CR-sphérique de la variété. Cette représentation a pour coordonnées
(z, w, x) = (3, 3, 15+3i

√
15

2 ). On peut voir cette tranche dans la figure 3.1. On voit trois
lobes correspondant à des représentations à valeurs dans SU(2, 1), qui s’intersectent en
un point singulier, de coordonnée z = 0, qui correspond à une représentation totalement
réductible, de coordonnées (z, w, x) = (0, 3, 3). En revenant aux coordonnées (z, w, x) sur
X0 ∩ Fix(Φ2), les représentations de la tranche z = 0 forment, topologiquement, trois
sphères qui se touchent en un point.
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Figure 3.1 – La tranche de Parker-Will de XSU(2,1)(Z/3Z ∗ Z/3Z).

La tranche de Thistlethwaite

Dans la dernière section de leur article [FGK+16], Falbel, Guilloux, Koseleff, Roullier
et Thistlethwaite donnent une paramétrisation explicite de représentations relevant les
composantes irréductibles R1, R2 et R3 de XSL3(C)(Γ8), comme nous l’avons vu dans la
sous-section 3.2.2. Ils donnent aussi des conditions nécessaires et suffisantes pour que les
représentations soient à valeurs dans SU(2, 1) ou SU(3) : ils donnent donc un paramétrage
de relevés des intersections de R1 et R2 avec XSU(2,1)(Γ8) et XSU(3)(Γ8). Rappelons que le
groupe fondamental du nœud de huit admet la présentation :

Γ8 = 〈g1, g2, g3 | g2 = [g3, g
−1
1 ], g1g2 = g2g3〉

Comme le remarquent Deraux dans [Der14] et Parker et Will dans [PW15], si G1, G2 et
G3 sont les images de g1, g2 et g3 respectivement par une représentation qui a un caractère
dans R2, alors (G1G2) = (G2

1G2)3 = G4
2 = Id. En posant T = (G1G2)−1 et S = (G2

1G2),
on a deux éléments de SL3(C) d’ordre 3 qui engendrent l’image de la représentation,
puisqu’on a G1 = ST,G3 = TS et G2 = (TST )−1 = (TST )3. On peut donc considérer
R2 ⊂ XSL3(C)(Z/3Z ∗ Z/3Z) : cette composante correspond à la tranche de coordonnée
w = 1, puisque TST est d’ordre 4 si et seulement si tr(TST ) = tr(ST 2) = tr(ST−1) =
1. On peut voir cette tranche, que nous avons déjà étudiée dans la sous-section 2.3.3
au chapitre 2, dans la figure 3.2. Il y a trois régions de représentations à valeurs dans
SU(2, 1) et une région de représentations à valeurs dans SU(3). Elles s’intersectent en trois
points singuliers, qui correspondent à des représentations réductibles. En revenant aux
coordonnées (z, x) sur la tranche de w = 1 de X0 ∩Fix(Φ2), ces régions sont les images de
quatre sphères topologiques qui s’intersectent en trois points.
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Figure 3.2 – La tranche de Falbel, Guilloux, Koseleff, Roullier et Thistlethwaite de
XSU(2,1)(Z/3Z ∗ Z/3Z) ∪ XSU(3)(Z/3Z ∗ Z/3Z). Elle est donnée par w = 1

Autres tranches remarquables

Finalement, pour compléter le panorama, nous allons décrire trois tranches de plus
de X0 ∩ Fix(Φ2). Rappelons que, grace à la proposition 3.4.16, une tranche de la forme
w = w0 n’aura des points singuliers que si w3

0 ∈ R. D’une part, dans la figure 3.3, on voit
les tranches w = 3.5 et w = 3.5 + 0, 1i. Dans chacune des deux, il y a trois régions qui
correspondent à des représentations irréductibles à valeurs dans SU(2, 1), qui s’intersectent,
dans la tranche w = 3.5 en trois points qui correspondent à des représentations réductibles.
Il n’y a aucun point correspondant à des représentations à valeurs dans SU(3).

D’autre part, dans la figure 3.4, on voit la tranche w = 1 + 0, 1i : il y a trois régions
correspondant à des représentations irréductibles à valeurs dans SU(2, 1) et une région
correspondant à des représentations à valeurs dans SU(3).



116 CHAPITRE 3

(a) La tranche w0 = 3.5. Il y a trois
points singuliers.

(b) La tranche w0 = 3.5 + 0, 1i. Le do-
maine est lisse.

Figure 3.3 – Les tranches w0 = 3.5 et w0 = 3.5 + 0.1i.

Figure 3.4 – La tranche w0 = 1 + 0, 1i. Le domaine est lisse.



Chapitre 4

Déformation effective d’un
domaine de Ford

4.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous allons nous intéresser à des déformations de structures CR-
sphériques sur le complémentaire de l’entrelacs de Whitehead. Dans un premier temps,
dans la section 4.2.5, nous allons étudier le complémentaire de l’entrelacs de Withehead,
et rappeler les uniformisations CR-sphériques données par Schwartz dans [Sch07] et par
Parker et Will dans [PW15] pour appliquer le théorème de chirurgie 2.2.24. On obtiendra
donc une famille infinie de chirurgies de Dehn sur le complémentaire de l’entrelacs de
Whitehead munies de structures CR-sphériques, données par certains points dans des
voisinages des représentations d’holonomie des structures de Schwartz et de Parker-Will.
Deux questions viennent alors naturellement :

— Peut-on avoir un ensemble explicite de représentations qui soient des représenta-
tions d’holonomie de structures CR-sphériques sur des chirurgies sur le complémen-
taire de l’entrelacs de Whitehead ?

— Ces structures CR-sphériques sont-elles uniformisables ?
Nous essaierons dans la suite du chapitre de répondre aux deux questions favora-

blement, en étudiant une famille de représentations paramétrée par Parker et Will dans
[PW15].

Nous prendrons comme point de départ l’uniformisation CR-sphérique du complémen-
taire de l’entrelacs de Whitehead (WLC) donnée par Parker et Will dans [PW15]. Dans
ce même article, Parker et Will étudient un espace de déformations à deux paramètres
réels (α1, α2) ∈] − π

2 ,
π
2 [2 de représentations de Z/3Z ∗ Z/3Z à valeurs dans SU(2, 1), qui

donne des représentations du groupe fondamental de WLC à valeurs dans PU(2, 1) ; la
représentation d’holonomie de l’uniformisation de Parker et Will ayant des coordonnées
(0, αlim

2 ). Ces représentations son aussi paramétrées par la trace d’un élément particulier

117
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U ∈ SU(2, 1), donné par U = ρ(st−1) si Z/3Z ∗ Z/3Z = 〈s, t | s3 = t3 = 1〉. Nous allons
considérer les représentations de paramètre (0, α2) pour α2 ∈]0, π2 [, et nous allons montrer
que lorsque [U ] est loxodromique ou elliptique d’ordre ≥ 9, la représentation de paramètre
(0, α2) est la représentation d’holonomie d’une uniformisation CR-sphérique d’une chirur-
gie de Dehn sur WLC. Cette chirurgie de Dehn sera obtenue comme la variété à l’infini
d’une variété hyperbolique complexe. En particulier, grâce au théorème du polyèdre de
Poincaré, nous obtiendrons que l’image des représentations d’holonomie est discrète dans
PU(2, 1).

Les représentations que nous considérons ont déjà été étudiées par d’autres techniques,
notamment par Parker et Will dans [PW15] et par Parker, Wang et Xie dans [PWX16].
Dans [PW15], Parker et Will étudient un voisinage explicite des représentations de para-
mètre {0}×]−αlim

2 , αlim
2 [, et montrent que les représentations de Z/3Z∗Z/3Z associées sont

fidèles et discrètes en étudiant un domaine de Ford et en utilisant le théorème du polyèdre
de Poincaré. Ces points correspondent à des représentations pour lesquelles l’élément [U ]
est loxodromique. Nous reviendrons plus en détail sur leur construction dans la section
4.2.5. D’autre part, dans [PWX16], Parker, Wang et Xie étudient des groupes de triangle
(3, 3, n), pour lesquels un certain élément n’est pas elliptique, en construisant un domaine
de Dirichlet et en utilisant le théorème du polyèdre de Poincaré dans H2

C pour montrer
que ces groupes sont discrets. Dans notre situation, ces groupes contiennent comme sous-
groupe d’indice 2 l’image des représentations de paramètre (0, α2) pour lesquelles [U ] est
elliptique de type ( 1

n ,
−1
n ) avec n ≥ 4. Le domaine de Dirichlet obtenu par Parker, Wang

et Xie coïncide avec celui que nous allons obtenir en déformant le domaine de Ford de
Parker-Will, mais nous allons identifier la variété à l’infini et utiliser des techniques dif-
férentes pour montrer que la combinatoire du domaine de Dirichlet est bien celle qui est
attendue, aussi bien dans H2

C que dans ∂∞H2
C.

Dans la section 4.2, nous allons reprendre rapidement les structures CR-sphériques de
Schwartz et de Parker-Will sur le complémentaire de l’entrelacs de Whitehead, et nous
appliquerons le théorème de chirurgie 2.2.24 du chapitre 2 dans ces deux cas. Dans ce
chapitre, on se propose désormais d’exhiber une partie explicite de XSU(2,1)(Z/3Z ∗Z/3Z)
qui correspond à des holonomies de structures CR-sphériques sur des chirurgies, et de
vérifier si ces structures sont uniformisables. Nous le ferons sur une famille à un paramètre,
contenue dans la paramétrisation de Parker-Will donnée dans [PW15]. Dans la section
4.3, nous énoncerons les résultats de chirurgie et d’uniformisation et nous établirons une
stratégie de preuve. Le reste du chapitre est consacré à la preuve de ces énoncés : la section
4.4 fixe les notations et décrit plus en détail la construction de Parker et Will ; on donnera
la preuve des énoncés dans la section 4.5, en admettant des conditions techniques, que
nous montrerons dans les sections suivantes. On vérifiera ensuite les conditions sur les
faces du domaine que nous construisons : une condition de topologie des faces dans la
section 4.6, une condition de combinatoire locale dans la section 4.7, puis nous montrons
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que la combinatoire globale des intersections des faces est celle attendue dans la section
4.8.

4.2 Chirurgies sur le complémentaire de l’entrelacs de Whi-
tehead

Dans cette section, nous allons nous intéresser aux structures CR-sphériques sur le
complémentaire de l’entrelacs de Whitehead et aux chirurgies sur cet entrelacs portant
une structure CR-sphérique. Nous utiliserons ici des résultats de R. Schwartz, qu’on peut
trouver dans son livre [Sch07] et de Parker et Will, donnés dans l’article [PW15].

4.2.1 Le complémentaire de l’entrelacs de Whitehead

L’entrelacs de Whitehead est l’entrelacs dont une projection est donnée dans la figure
4.1. Il a un nombre minimal de cinq croisements et deux composantes, qui sont chacune
un cercle non noué.

Figure 4.1 – L’entrelacs de Whitehead (SnapPy)

Remarque 4.2.1. Notons W l’entrelacs de Whitehead et W ′ le même entrelacs où l’on
a échangé les composantes. Alors W et W ′ sont isotopes. En d’autres mots, les deux
composantes de l’entrelacs de Whitehead jouent le même rôle. Ce fait se verra reflété dans
la structure CR-sphérique de Parker-Will, que nous verrons plus loin.

Notation 4.2.2. Nous noterons dans la suite WLC le complément de l’entrelacs de Whi-
tehead dans S3. Le complémentaire d’un voisinage tubulaire de l’entrelacs dans S3 est
une variété compacte à deux bords toriques que nous noterons T1 et T2. Son intérieur est
homéomorphe à WLC ; nous identifierons WLC à WLC ∪ T1 ∪ T2.

Le groupe fondamental du complémentaire de l’entrelacs de Whitehead est donné par
la présentation :

π1(WLC) = 〈u, v | [u, v][u, v−1][u−1, v−1][u−1, v]〉
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En changeant les générateurs par s, t vérifiant u = st et v = tst, on obtient une nouvelle
présentation, à savoir :

π1(WLC) = 〈s, t | ts−1t−3s−2t−1st3s2〉

Remarque 4.2.3. Cette présentation est celle fournie par SnapPy, avec t = a et s−1 = b.

Dans cette présentation, les couples longitude-méridien des sous-groupes périphériques
correspondant à T1 et T2 sont donnés par :

l1 = t−2s−1ts2t−1s−1 m1 = t−2s−1

l2 = ststs−1t3s−1t m2 = st

Remarque 4.2.4. Dans ce marquage, les méridiens mi correspondent aux courbes méri-
diennes de WLC dans S3 et les longitudes sont homologiquement triviales.

Remarquons, comme le font Parker et Will dans [PW15], qu’en imposant la relation
s3 = t3 = 1, le groupe obtenu est le produit libre Z/3Z∗Z/3Z ; π1(WLC) se surjecte donc
sur ce groupe.

4.2.2 Espaces de déformations

Nous allons considérer des représentations de π1(WLC) qui transitent par ce quotient,
le tout à conjugaison près. Nous avons montré dans la section 3.4 du chapitre 3, que
la variété des caractères XSL3(C)(Z/3Z ∗ Z/3Z) a 16 composantes irréductibles, dont 15
points isolés et une composante irréductible X0. Dans leur article [GW16], Guilloux et
Will montrent que la composante X0 est aussi une composante irréductible de la variété
des caractères XSL3(C)(π1(WLC)). Nous allons donc nous restreindre à cette composante
X0, et à son intersection avec la variété des caractères XSU(2,1)(Z/3Z ∗ Z/3Z). Ceci nous
fournit toute une composante de déformations pour les représentations de π1(WLC) à
valeurs dans SU(2, 1), considérées à conjugaison près.

Rappelons que cet espace peut être paramétré par des traces. Plus précisément, si
Z/3Z ∗ Z/3Z = 〈s, t | s3, t3〉, les traces de s, s−1, t, t−1, st, (st)−1, s−1t, st−1 et du commu-
tateur [s, t] déterminent, à conjugaison près, une représentation irréductible de Z/3Z∗Z/3Z
dans SL3(C).

Dans la section 4 de son article [Wil15], Will se restreint au cas de SU(2, 1). On
remarque que si U ∈ SU(2, 1), alors tr(U−1) = tr(U) ; on peut alors considérer uniquement
les traces de s, t, st, s−1t et du commutateur [s, t].

Lorsqu’on se restreint à SU(2, 1) ou SU(3), un élément U vérifie tr(U−1) = tr(U) ; on
peut alors considérer uniquement les traces de s, t, st, s−1t et du commutateur [s, t]. De
plus, dans la composante X0, les éléments s et t ont pour image des elliptiques réguliers
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d’ordre 3, qui sont alors de trace nulle. Notons, pour ρ ∈ Hom(Z/3Z ∗ Z/3Z,SU(2, 1)),
zρ = tr(ρ(st)), wρ = tr(ρ(st−1)) et xρ = tr(ρ([s, t])). Comme nous l’avons vu dans la section
3.4, dans ces coordonnées, l’union des deux variétés de caractères XSU(2,1)(Z/3Z ∗ Z/3Z)
et XSU(3)(Z/3Z ∗ Z/3Z) est décrite dans X0 par :

{(z, w, x) ∈ C3 | x+ x = Q(z, w), xx = P (z, w)}

où

Q(z, w) = |z|2 + |w|2 − 3

et P (z, w) = 2Re(z3) + 2Re(w3) + |z|2|w|2 − 6|z|2 − 6|w|2 + 9.

4.2.3 Représentations de Parker-Will

Dans leur article [PW15], Parker et Will construisent ensuite une famille de repré-
sentations ρ à valeurs dans SU(2, 1), de sorte que ρ(s) et ρ(t) sont elliptiques d’ordre
3 et ρ(st) et ρ(ts) sont unipotents. En termes de traces, ils paramètrent la tranche de
X0 ∩ XSU(2,1)(Z/3Z ∗ Z/3Z) où une des coordonnées vaut 3, à savoir une partie de l’en-
semble

{(3, w, x) ∈ C3 |, x+ x = Q(3, w), xx = P (3, w)}.

Dans le modèle de Siegel, cette famille est paramétrée par (α1, α2) ∈] − π
2 ,

π
2 [2, expli-

citement par :

ρ(s) = e−iα1/3


eiα1 x1e

iα1−iα2 −1
−x1e

iα2 −eiα1 0
−1 0 0

 , ρ(t) = eiα1/3


0 0 −1
0 −e−iα1 −x1e

−iα1−iα2

−1 x1e
iα2 e−iα1


où x1 =

√
2 cos(α1). Puisque ρ(s)3 = ρ(t)3 = Id, on a :

ρ(l1) = ρ(ts−1ts−1ts−1) ρ(m1) = ρ(ts−1)

ρ(l2) = ρ(ststst) ρ(m2) = ρ(st)

On déduit les relations ρ(l1) = ρ(m1)3 et ρ(l2) = ρ(m2)3 dans toute la famille de
représentations. De plus, par construction, ρ(m2) est unipotent pour toutes les repré-
sentations paramétrées par Parker et Will. Pour l’autre représentation périphérique, le
type de ρ(m1) = ρ(ts−1) est donné par la courbe de la figure 4.2. Si (α1, α2) est sur la
courbe, alors ρ(ts−1) est parabolique, s’il est à l’intérieur, ρ(ts−1) est loxodromique, et
s’il est à l’extérieur, elliptique. On note ces régions L et E respectivement. En notant
αlim

2 = arccos(
√

3
8), la courbe a deux points de rebroussement en (0,±αlim

2 ), pour lesquels
ρ(ts−1) est unipotente.
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Figure 4.2 – Courbe des unipotents dans la tranche de Parker-Will

D’autre part, Parker et Will définissent la région Z par l’équation

D(4 cos2(α1), 4 cos2(α2)) > 0,

où D(x, y) = x3y3 − 9x2y2 − 27xy2 + 81xy − 27x− 27. Ils montrent, à l’aide du théorème
du polyèdre de Poincaré, que l’image de ρ est fidèle et discrète à l’intérieur de la région Z.

Figure 4.3 – La région Z dans la tranche de Parker-Will

Remarque 4.2.5. En reprenant les coordonnées (z, w, x) pour la variété des caractères
XSU(2,1)(Z/3Z ∗ Z/3Z) que nous avons décrite précédemment, la projection sur w de la
tranche z = 3 est un revêtement de degré 2, en dehors de la courbe rouge de la figure 4.4,
pour laquelle les points ont uniquement un antécédent.

Dans la paramétrisation de Parker-Will, l’application ρ 7→ zρ a pour image l’union des
trois lobes dessinés dans la figure 4.4. Le type de ρ(s−1t) est alors déterminé par le signe
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de f(zρ), où f(z) = |z|4 − 8Re(z3) + 18|z|2 − 27 est la fonction définie par Goldman dans
[Gol99, Théorème 6.2.4] et que nous avons étudié dans la proposition 1.2.27. Les régions E
et L sont alors séparées par la courbe bleue de la figure 4.4, qui a pour équation f(z) = 0.

Figure 4.4 – La tranche de Parker-Will en coordonnées de traces.

4.2.4 Structures d’holonomie périphérique parabolique

Nous allons nous intéresser aux structures CR-sphériques sur le complémentaire de
l’entrelacs de Whitehead. Lorsque ces structures ont une holonomie périphérique para-
bolique, nous allons les déformer pour obtenir des structures CR-sphériques soit sur des
chirurgies de Dehn, soit sur des variétés obtenues de façon similaire, en recollant le com-
plémentaire d’un nœud torique dans un espace lenticulaire. Nous allons, dans un premier
temps, appliquer le théorème de chirurgie 2.2.24, pour ensuite donner des bornes explicites
pour les déformations et de s’interroger sur l’uniformisabilité de ces structures. Nous regar-
derons de près la structure construite par Parker et Will dans [PW15] qui admet comme
holonomie la représentation ρ correspondant au point (0, αlim

2 ). Nous considérerons aussi
brièvement la structure construite par Schwartz dans son livre [Sch07], qui correspond au
point (αlim

1 , 0), où αlim
1 = arccos(

√
3

4 ).

Structure de Parker-Will

Dans [PW15], Parker et Will étudient les groupes à l’intérieur de la région Z. Ils
montrent dans ce cas, grâce au théorème du polyèdre de Poincaré, qu’il s’agit de représen-
tations discrètes et injectives de Z/3Z∗Z/3Z, et qu’il s’agit des représentations d’holonomie
pour des variétés ouvertes de dimension 4 portant une (PU(2, 1),H2

C)-structure. Dans la
section 6 de l’article, ils étudient le groupe de paramètre (0, αlim

2 ) et montrent qu’il s’agit
de la représentation d’holonomie d’une uniformisation CR-sphérique du complémentaire
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de l’entrelacs de Whitehead. Dans ce cas, ils trouvent les images de s et t :

ρ(s) =


1

√
3

2 − i
√

5
2 −1

−
√

3
2 − i

√
5

2 −1 0
−1 0 0

 , ρ(t) =


0 0 −1
0 −1 −

√
3

2 + i
√

5
2

−1
√

3
2 + i

√
5

2 1


Ils construisent ensuite un domaine de Ford invariant par l’holonomie ρ(m2) = ρ(st)

de la deuxième pointe. Ce domaine est un horotube (voir la figure 7 et la proposition 6.8
de [PW15]).

Remarque 4.2.6. On remarque que, pour la représentation d’holonomie de la structure
uniformisable, les traces de s, t, st, s−1t et [s, t] sont respectivement (0, 0, 3, 3, x0), où x0 =
15
2 −

3
2 i
√

15.

Proposition 4.2.7. Considérons WLC muni de la structure CR-sphérique uniformisable
de Parker-Will. Il existe une involution antiholomorphe ι de WLC qui échange ses deux
pointes.

Démonstration. Considérons l’automorphisme ϕ de Z/3Z ∗ Z/3Z donné par

ϕ(s) = s−1, ϕ(t) = t

et la représentation ρ′ = ρ ◦ ϕ. Puisque [s−1, t] est conjugué à [s, t]−1, le caractère χρ a
pour coordonnées (0, 0, 3, 3, x0) alors que χρ′ a pour coordonnées (0, 0, 3, 3, x0). D’après le
théorème 3.2.9, les représentations ρ et ρ′ sont conjuguées dans SLn(C). Comme elles sont
irréductibles et dans SU(2, 1), elles sont alors conjuguées dans SU(2, 1). Il existe donc des
involutions antiholomorphes ι et η de CP2 et SU(2, 1) respectivement telles que :

1. ι stabilise H2
C et ∂∞H2

C

2. Pour tous U ∈ SU(2, 1) et [Z] ∈ CP2 on a [η(U)][ι(Z)] = ι([U ][Z]).

3. η(ρ(s)) = ρ′(s) = ρ(s)−1

4. η(ρ(t)) = ρ′(t) = ρ(t)

Or Im(ρ) = Im(ρ′) = Γ, d’où l’ensemble de discontinuité ΩΓ est stabilisé par ι. L’invo-
lution ι induit donc une involution antiholomorphe de WLC = Γ\ΩΓ. La représentation
d’holonomie de la structure donnée par ι(Γ\ΩΓ) est alors ρ′. Mais ρ′(st) = ρ(s−1t) =
ρ(t−1)ρ(ts−1)ρ(t) et ρ′(s−1t) = ρ(st). L’involution η échange alors les holonomies périphé-
riques des deux pointes : on en déduit que ι échange les deux pointes de WLC.

En particulier, on déduit qu’il existe voisinage de la première pointe dont l’image par
la développante est un horotube invariant par ρ(m1) = ρ(ts−1) . En effet, il est l’image par
ι d’un voisinage de la deuxième pointe, dont l’image par la développante est un horotube
invariant par ρ(m2) = η(ρ(s)−1ρ(m1)ρ(s)).
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La structure de Schwartz

Pour sa part, Schwartz avait déjà étudié dans son livre [Sch07] les groupes correspon-
dant à l’axe réel dans le paramétrage de Parker et Will, en les construisant à partir de
groupes de triangle. Il montre notamment que ces représentations sont discrètes sur le
segment [−αlim

1 , αlim
1 ] × {0}, et que la représentation correspondant à (αlim

1 , 0) est la re-
présentation d’holonomie d’une uniformisation CR-sphérique du complémentaire de l’en-
trelacs de Whitehead. D’autre part, ses résultats peuvent être reformulés pour établir que
l’image par une développante d’un voisinage de chaque pointe est un horotube. Il décrit
aussi l’image des deux holonomies périphériques : la première est unipotente horizontale,
et la deuxième est engendrée par un élément ellipto-parabolique [P ]. En effectuant le calcul
explicite de P à partir des données du chapitre 4 de [Sch07], on obtient que P conjugué
dans SU(2, 1) à

eiθ


1 0 − i

2
0 e−3iθ 0
0 0 1


où θ = 1

3 arccos(−7
8). Dans les coordonnées de XSU(2,1)(Z/3Z ∗ Z/3Z), cette repré-

sentation se trouve au point (3, wsch), où wsch = 2eiθ + e−2iθ ≈ 1, 09062813494126 +
0, 557252430478823i. C’est le point d’intersection des courbes rouges et bleue de la tranche
de Parker-Will, tracée dans la figure 4.4.

4.2.5 Chirurgies CR-sphériques.

On se propose désormais d’appliquer le théorème de chirurgie 2.2.24 à l’uniformisa-
tion de Parker-Will du complémentaire de l’entrelacs de Whitehead. Nous reprenons les
notations de la section 2.2 du chapitre 2 en rapport avec les épaississements du bord
pour énoncer les résultats plus simplement. Nous notons enfin (Dev0, ρ0) la structure CR-
sphérique sur WLC donnée par l’uniformisation de Parker-Will. Nous utiliserons l’abus
de langage qui consiste à identifier les représentations ρ : Z/3Z ∗ Z/3Z → SU(2, 1) à des
représentations ρ : π1(WLC)→ PU(2, 1).

Application du théorème de chirurgie

Dans la section précédente, nous avons vu que les hypothèses du théorème de chirurgie
2.2.24 sont vérifiées : les images des deux holonomies périphériques sont engendrées par
les éléments unipotents ρ(m1) = ρ(st) et ρ(m1) = ρ(ts−1), et il existe s ∈ [0, 1[ tel
que Dev0(T̃1[s,1[) et Dev0(T̃2[s,1[) soient des horotubes invariants par ρ0(m1) et ρ0(m2)
respectivement.

Remarque 4.2.8. Pour toutes les représentations de π1(WLC) qui proviennent de repré-
sentations de Z/3Z ∗ Z/3Z, les relations ρ(l1) = ρ(m1)3 et ρ(l2) = ρ(m2)3 sont vérifiées.
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L’espace paramétré par Parker et Will est donc inclus dans R1(π1(WLC),PU(2, 1)). Ces
relations sont rigides, c’est à dire qu’elles sont vérifiées dans toute la composante de la va-
riété des caractères de WLC. Ce fait est démontré, avec d’autres techniques, par Guilloux
et Will dans [GW16].

En appliquant le théorème de chirurgie 2.2.24, on obtient :

Proposition 4.2.9. Il existe un voisinage ouvert Ω de ρ0 dans R1(π1(WLC),PU(2, 1))
tel que, pour tout ρ ∈ Ω, il existe une structure CR-sphérique (Devρ, ρ) sur WLC et pour
i = 1, 2 :

1. Si ρ(mi) est loxodromique, la structure (Devρ, ρ) s’étend en une structure sur la
chirurgie de Dehn de WLC de type (−1, 3) sur Ti.

2. Si ρ(mi) est elliptique de type ( pn ,
1
n), la structure (Devρ, ρ) s’étend en une structure

sur la chirurgie de Dehn de WLC de type (−p, n+ 3p) sur Ti.

3. Si ρ(mi) est elliptique de type ( pn ,
q
n), la structure (Devρ, ρ) s’étend en une structure

sur le recollement de WLC avec la variété V (p, q, n) le long de Ti.

Remarque 4.2.10. Le marquage (l0,m0) du théorème 2.2.24 ne correspond pas au
marquage (l1,m1) que nous considérons depuis la sous-section 4.2.1. Nous savons que
3m1− l1 ∈ ker(ρ) et que l’image de chaque représentation d’holonomie périphérique de T1

est engendrée par ρ(m1). Le marquage auquel s’appliquent les conclusions du théorème est
alors donné par l0 = m1 et m0 = 3m1−l1. En particulier, nl0 +pm0 = nm1 +p(3m1−l1) =
−3l1 + (n+ 3p)m1. La relation est la même pour l’holonomie périphérique de T2.

En particulier, dans la région paramétrée par Parker et Will, l’holonomie périphérique
de T2 reste unipotente, tandis qu’au voisinage de ρ, il existe des ouverts où l’holonomie
périphérique de T1 est loxodromique et elliptique respectivement.

On obtient donc :

Corollaire 4.2.11. Il existe une infinité de structures CR-sphériques sur la chirurgie de
Dehn de WLC de type (−1, 3) sur T1.

Remarque 4.2.12. À l’aide de SnapPy, on sait que la chirurgie de Dehn deWLC de type
(−1, 3) sur T1 est une variété avec une pointe torique de groupe fondamental 〈a, b | a3b3〉
qui n’est pas hyperbolique. La chirurgie de Dehn sur T2 de type (0, 1) de cette variété est
l’espace lenticulaire L(3, 1).

Chirurgies de Dehn attendues

Afin d’expliciter le troisième point de la proposition 4.2.9 et pouvoir déterminer les chi-
rurgies de Dehn sur T1 qui admettent des structures CR-sphériques prolongeant (Devρ, ρ),
nous avons besoin d’identifier le type de l’élément elliptique qui apparaît comme géné-
rateur de l’holonomie périphérique lors de la déformation. À l’extérieur de la courbe des
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unipotents de la région paramétrée par Parker et Will, ρ(m1) est elliptique. On se place
dans un premier temps au point ρ1 de coordonnées (α1, α2) = (0, 2π

3 ). En notant ω = e
2iπ

3 ,
l’élément ρ1(m1) est conjugué à

ρ1(s−1t) =


1 −

√
2ω −1

−
√

2ω 1 + 2ω2 −
√

2
−1 −

√
2 −2ω2


Les valeurs propres de cette matrice sont −ω2, −ω et 1, de vecteurs propres respectifs

V1 =


1

−
√

2ω
ω2

 , V2 =


1
0
−ω

 , V3 =


√

2
−ω
√

2ω2

 .
De plus, ces vecteurs sont de normes Φ(V1) = Φ(V2) = 1 et Φ(V3) = −1 : le point fixe
de ρ(s−1t) est alors [V3]. Après calcul, on déduit que ρ1(m1) est de type (1

9 ,
−1
9 ). Or, si

un élément elliptique régulier admet comme valeurs propres de ses vecteurs positifs e2iπα

et e2iπβ, les valeurs 2α − β et 2β − α ne s’annulent pas. Si de plus l’élément est de type
( pn ,

q
n), quitte à échanger α et β on a 2α − β = p

n et 2β − α = q
n . Comme E est connexe,

par continuité des vecteurs propres et des valeurs propres des matrices, si ρ ∈ E est de
type ( pn ,

q
n) avec p ≥ q, alors p > 0 > q.

Puisque tr(m1) est un paramètre local de la région paramétrée par Parker et Will,
il existe un ouvert autour de 3 ∈ C de traces atteintes par tr(m1). Or nous venons de
voir que si ρ(m1) est dans E et sa trace est de la forme e2iπ 2p−1

n + e2iπ 2−p
n + e2iπ−p−1

n avec
1 > 0 > p > −n, alors ρ(m1) est elliptique de type ( pn ,

1
n). En changeant p en −p pour

avoir un énoncé plus lisible, on obtient la proposition suivante :

Proposition 4.2.13. Il existe δ > 0 tel que pour tous les entiers p, n premiers entre
eux vérifiant 0 < p < n et p

n < δ, il existe une déformation de la structure (Dev0, ρ0) qui
s’étend en une structure CR-sphérique sur la chirurgie de Dehn deWLC de type (p, n−3p)
sur T1.

Remarque 4.2.14. Si l’ouvert pour lequel la proposition 4.2.13 s’applique est assez grand,
on aura des structures CR-sphériques sur des variétés qui ont déjà été étudiées. En vérifiant
sur SnapPy, on remarque que pour les paramètres (p, n) = (1, 4), la chirurgie obtenue
est celle du complémentaire du nœud de huit, et que la représentation correspondante
coïncide avec celle de la structure de Deraux-Falbel. D’autre part, lorsque (p, n) = (1, 5),
la chirurgie de Dehn obtenue est la variété m009 du recensement de Falbel, Koseleff et
Rouillier de [FKR13], et la représentation coïncide avec celle étudiée par Deraux dans
[Der15], où il montre qu’elle donne une uniformisation CR-sphérique de la variété m009.

On s’attend donc à ce que ces structures soient obtenues comme des chirurgies de Dehn
CR-sphériques sur la structure de Parker-Will sur WLC. Nous le vérifierons dans la suite
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de ce chapitre.

Chirurgies sur la structure de Schwartz

On peut aussi appliquer le théorème de chirurgie 2.2.24 à l’uniformisation de Schwartz
de WLC que nous avons décrit brièvement dans le paragraphe 4.2.4. Dans la suite de
ce texte nous ne reviendrions plus sur ce cas, et nous prendrons comme point de départ
l’uniformisation de Parker et Will.

La structure de Schwartz vérifie les hypothèses du théorème de chirurgie 2.2.24 pour
la pointe d’holonomie périphérique unipotente ; il suffit de décrire un espace de représen-
tations pour lesquels la pointe qui n’est pas unipotente reste à holonomie périphérique
constante et où l’holonomie périphérique unipotente de l’autre pointe devient elliptique
ou loxodromique. Ceci revient à considérer les points de XSU(2,1)(Z/3Z ∗ Z/3Z) de coor-
données (z, wsch), où l’on prend comme point de départ les coordonnées (3, wsch) de la
représentation de Schwartz que nous avons décrit dans le paragraphe 4.2.4.

Figure 4.5 – La tranche de Schwartz, w = wsch de XSU(2,1)(Z/3Z ∗ Z/3Z).

Ces points correspondent à l’intérieur des lobes de la courbe rouge de la figure 4.5, sur
laquelle est aussi tracée la courbe des éléments non réguliers. On constate qu’au voisinage
du point de coordonnée 3, il y a des représentations pour lesquelles l’holonomie périphé-
rique est loxodromique ou elliptique. Pour connaître en détail le type de l’elliptique obtenu
par la déformation, l’argument de continuité donne dans le paragraphe 4.2.5 est encore
valable : les elliptiques qui apparaissent sont donc de type ( pn ,

q
n), où p > 0 > q. En appli-

quant le théorème de chirurgie 2.2.24, et en notant ρsch la représentation d’holonomie de
la structure de Schwartz sur WLC on obtient :

Proposition 4.2.15. Il existe un voisinage ouvert Ω de ρsch dans R1(π1(WLC),PU(2, 1))
tel que, pour tout ρ ∈ Ω, il existe une structure CR-sphérique (Devρ, ρ) sur WLC, proche
de l’uniformisation de Schwartz, et telle que :
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1. Si ρ(m1) est loxodromique, la structure (Devρ, ρ) s’étend en une structure sur la
chirurgie de Dehn de WLC de type (−1, 3) sur T1.

2. Si ρ(m1) est elliptique de type ( pn ,
1
n), la structure (Devρ, ρ) s’étend en une structure

sur la chirurgie de Dehn de WLC de type (−p, n+ 3p) sur T1.

3. Si ρ(m1) est elliptique de type ( pn ,
q
n), la structure (Devρ, ρ) s’étend en une structure

sur le recollement de WLC avec la variété V (p, q, n) le long de T1.

Plus concrètement, pour les chirurgies de Dehn, on obtient les deux propositions sui-
vantes :

Proposition 4.2.16. Il existe un ouvert de dimension réelle 2 qui paramètre des structures
CR-sphériques sur la chirurgie de Dehn de type (−1, 3) sur T1 sur WLC, qui s’obtiennent
en déformant l’uniformisation de Schwartz.

Proposition 4.2.17. Il existe δ > 0 tel que pour tous les entiers p, n premiers entre eux
vérifiant 0 < p < n et p

n < δ, il existe une déformation de l’uniformisation de Schwartz qui
s’étend en une structure CR-sphérique sur la chirurgie de Dehn deWLC de type (p, n−3p)
sur T1.

Le complémentaire du nœud de 8

Nous faisons finalement une série de remarques autour du constat suivant, fait par
Parker et Will dans [PW15] :

Remarque 4.2.18. Au point de coordonnées (α1, α2) = (0, arctan(
√

7)), en posant G1 =
ρ(st), G2 = ρ((tst)3) et G3 = ρ(ts), on obtient la représentation ρ2 du groupe fondamental
du complémentaire du nœud de huit trouvée par Falbel dans [Fal08]. Cette représentation
est aussi la représentation d’holonomie de l’uniformisation de Deraux-Falbel, donnée dans
[DF15].

Remarque 4.2.19. Au point de coordonnées (α1, α2) = (0, arctan(
√

7)), l’élément ρ(m1) =
ρ(ts−1) est un elliptique de type (−1

4 ,
1
4). Si l’ouvert Ω donné par la proposition 4.2.9

contient le point (0, arctan(
√

7)), la chirurgie de Dehn attendue est celle de type (1,−1)
sur T1. Il s’agit, en effet, du complémentaire du nœud de huit.

En remarquant que tst est conjugué à st−1, on obtient la proposition suivante :

Proposition 4.2.20. Soit ρ ∈ Hom(Z/3Z ∗ Z/3Z,SU(2, 1)) une représentation. On a
équivalence entre :

1. ρ(tst) est d’ordre 4

2. tr(ρ(st−1)) = 1

3. χρ a pour coordonnées (0, 0, z, 1, x) dans XSU(2,1)(Z/3Z ∗ Z/3Z) avec z, x ∈ C
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4. En posant G1 = ρ(st), G2 = ρ((tst)3) et G3 = ρ(ts), on obtient une représentation
de π1(M8).

Remarque 4.2.21. Dans ce cas, les coordonnées de χρ sont de la forme (0, 0, zρ, 1, xρ).
L’application [ρ] 7→ zρ est un revêtement d’ordre 2 sur son image, en dehors de la courbe
du bord où les points ont un unique antécédent. On retrouve ici la paramétrisation de
la composante de la variété des caractères de M8 donnée par Falbel, Guilloux, Koseleff,
Rouillier et Thistlethwaite dans [FGK+16] que nous avons étudiée dans la section 3.2 du
chapitre 3.

4.3 Déformation effective : Énoncés et stratégie de preuve

On se propose de donner une borne effective, au moins dans une direction, à la proposi-
tion 4.2.9, en déformant le domaine de Ford de l’uniformisation de Parker-Will. Nous allons
considérer les représentations paramétrées par Parker et Will dans [PW15] de paramètre
(0, α2), où α2 ∈]− π

2 ,
π
2 [, en prenant comme point de départ l’holonomie de l’uniformisation,

qui a pour paramètre (0, αlim
2 ).

4.3.1 Structures CR-sphériques : énoncés

Notation 4.3.1. Si ρ est la représentation de paramètre (0, α2) dans la paramétrisation
de Parker et Will, nous noterons Γ(α2) = Im(ρ) son image. Dans la suite, afin d’alléger les
notations, nous noterons souvent Γ pour Γ(α2), le paramètre restant sous-entendu. Pour le
paramètre αlim

2 , nous notons ρ∞ = ρ(αlim
2 ) et Γ∞ = Γ(αlim

2 ) Notons enfin ρn, pour n ≥ 4,
la représentation ρ(α2) telle que 8 cos2(α2) = 2 cos(2π

n ) + 1.

On se propose de montrer les deux théorèmes suivants :

Théorème 4.3.2. Soit n ≥ 4. Soit ρn la représentation de paramètre (0, α2) telle que
8 cos2(α2) = 2 cos(2π

n ) + 1 dans la paramétrisation de Parker-Will. Alors ρn est la repré-
sentation d’holonomie d’une structure CR-sphérique sur la chirurgie de Dehn du complé-
mentaire de l’entrelacs de Whitehead sur T1 de type (1, n− 3) (i.e. de pente 1

n−3).

Théorème 4.3.3. Soit α2 ∈]0, αlim
2 [. Soit ρ la représentation de paramètre (0, α2) dans la

paramétrisation de Parker-Will. Alors ρ est la représentation d’holonomie d’une structure
CR-sphérique sur la chirurgie de Dehn du complémentaire de l’entrelacs de Whitehead sur
T1 de type (1,−3) (i.e. de pente −1

3).

Remarque 4.3.4. Nous donnerons une preuve du théorème 4.3.2 pour n ≥ 9 ; les tech-
niques que nous employons pour la preuve ne nous permettent pas de traiter les cinq
derniers cas. Cependant, la combinatoire globale de bissecteurs dont nous aurions besoin
pour conclure pour n ≥ 4 est montrée par Parker, Wang et Xie dans [PWX16], mais
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avec d’autres techniques, faisant intervenir notamment une paramétrisation d’une famille
de groupes de triangle. Le résultat sur la combinatoire globale correspond à l’énoncé du
théorème 4.3 de [PWX16] ; le lien entre leur notation et la notre est donnée par U = I1I2,
S−1 = I1I3 et T = I3I2.

4.3.2 Stratégie de preuve

À l’aide de l’image Γ∞ de la représentation d’holonomie ρ∞ : π1(WLC) → PU(2, 1),
Parker et Will construisent un domaine de Ford pour l’ensemble des classes à gauche
[A]\Γ∞ pour un certain élément unipotent [A], qui engendre l’image d’une des holonomies
périphériques. Cette structure a une symétrie qui échange les deux pointes, que nous avons
vue dans la proposition 4.2.7 ; notons U l’image de A par l’involution η correspondante.

Nous allons considérer les déformations de la représentation d’holonomie ρ données
par Parker et Will et déformer le domaine de Ford pour [U ]\Γ en un domaine centré en
un point fixe de [U ] et invariant par [U ], avec des identifications de faces donnés par des
éléments de Γ et avec la même combinatoire locale que le domaine de Parker et Will. Si [U ]
est elliptique, ce sera un domaine de Dirichlet, comme celui donné par Deraux et Falbel
dans [DF15] pour le complémentaire du nœud de huit. Si par contre [U ] est loxodromique,
le domaine sera centré à l’extérieur de H2

C.
En considérant séparément un voisinage de la pointe et le reste de la structure, nous

identifierons la structure obtenue comme une chirurgie de Dehn, comme dans le théorème
de chirurgie 2.2.24.

Nous allons déformer le domaine de Ford de Parker et Will. Pour le faire, nous déforme-
rons leur construction en définissant une famille à paramètre de bissecteurs (J ±k )k∈Z ⊂ H2

C
invariante par l’action de [U ]. On définira les 3-faces du domaine F±k ⊂ J

±
k en coupant

d’une part le bissecteur J +
k par les bissecteurs J −k et J −k+1 pour définir la face F+

k et
d’autre part en coupant le bissecteur J −k par les bissecteurs J +

k et J +
k−1 pour définir la

face F−k . La figure 4.6 donne une idée de la forme de ces 3-faces. On donnera une définition
plus précise dans la section 4.4, en même temps que les notations que nous utiliserons dans
la suite.

Pour établir nos résultats, nous aurons besoin de vérifier trois conditions : une condition
de topologie des faces, que nous noterons (TF), une condition de combinatoire locale
des intersections, que nous noterons (CL) et une condition de combinatoire globale des
intersections, que nous noterons (CG). Plus précisément, on peut les énoncer de la façon
suivante :

Notation 4.3.5. Nous appellerons conditions (TF), (CL) et (CG) les conditions sui-
vantes :

(TF) Les intersections de la forme F+
k ∩F

−
k et F+

k ∩F
−
k−1 sont des disques de Giraud

bitangents. En particulier, ∂∞F+
k est bordée par deux cercles bitangents, qui défi-
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nissent un «bigone» et un «quadrilatère». Il en est de même pour les intersections
de la forme F−k ∩ F

+
k et F−k ∩ F

−
k+1.

(CL) Les intersections de la forme F+
k ∩F

+
k+1 et F−k ∩F

−
k+1 sont réduites à deux points ;

celles de la forme F+
k ∩ F

−
k+1 sont réduites à un point ; tous ces points se trouvent

dans ∂∞H2
C.

(CG) La face F±k intersecte F±k+l si et seulement si l ∈ {−1, 0, 1}. La face F+
k intersecte

F−k+l si et seulement si l ∈ {−1, 0, 1}. Les indices sont pris modulo n lorsque [U ]
est elliptique d’ordre n.

Figure 4.6 – Vues schématiques d’une face F±k . La région bleue est dans ∂∞H2
C ; les deux

régions rouges sont des disques de Giraud dans H2
C. La région bleue est composée d’un

bigone B±k et d’un quadrilatère Q±k .

Si ces trois conditions sont vérifiées, alors les faces F±k sont bien définies et bordent
un domaine dans H2

C, qui est muni des mêmes identifications que celui de Parker et Will
données dans [PW15]. Il en est de même pour le bord à l’infini du domaine, qui est bordé
par les bigones et quadrilatères de ∂∞F±k . La figure 4.6 donne une vue schématique de la
topologie des faces, sur laquelle nous reviendrons ultérieurement.

Dans le cas où les trois conditions sont vérifiées, le domaine défini dans ∂∞H2
C muni

des identifications de faces détermine une structure CR-sphérique sur WLC, qui s’étend
à la chirurgie prévue par le théorème 4.2.9, à savoir :

1. Si [U ] est loxodromique, la structure (Devρ, ρ) s’étend en une structure sur la
chirurgie de Dehn de WLC de type (−1, 3) sur T1.

2. Si [U ] est elliptique de type ( pn ,
1
n), la structure (Devρ, ρ) s’étend en une structure

sur la chirurgie de Dehn de WLC de type (−p, n+ 3p) sur T1.

3. Si [U ] est elliptique de type ( pn ,
q
n), la structure (Devρ, ρ) s’étend en une structure

sur le recollement de WLC avec la variété V (p, q, n) le long de T1.

Nous allons montrer les conditions (TF), (CL) et (CG) dans le cas particulier des
déformations de paramètre (0, α2) pour α2 ∈]0, π2 [ de la paramétrisation de Parker-Will.
Ceci nous donnera les théorèmes 4.3.3 et 4.3.2.

Nous allons commencer par fixer les notations et rappeler la combinatoire initiale
dans la section 4.4. Ensuite, en supposant vraies les conditions (TF), (CL) et (CG), nous
donnerons la preuve des énoncés sur les structures CR-sphériques dans la section 4.5. Nous
allons par la suite vérifier les trois conditions, ce qui relève d’un travail plus technique. Nous
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montrerons la condition de topologie des faces (TF) dans la section 4.6, puis la condition de
combinatoire locale (CL) dans la section 4.7, et finalement nous considérerons la condition
de combinatoire globale (CG) en deux temps, dans la section 4.8 pour une stratégie globale
de preuve, puis dans les sous-sections 4.8.4 pour le cas où [U ] est loxodromique et 4.8.5
pour le cas où [U ] est elliptique.

4.3.3 Résultats utilisant le théorème du polyèdre de Poincaré

On peut se demander si les structures CR-sphériques données par les théorèmes 4.3.2
et 4.3.3 sont uniformisables. Pour avoir un tel résultat, nous aurons besoin d’appliquer un
théorème du polyèdre de Poincaré dans H2

C. Nous discuterons une version de ce théorème,
dont une preuve complète paraîtra dans le livre de Parker [Parar] dans l’annexe B. En
appliquant le théorème du polyèdre de Poincaré dans H2

C à partir du théorème 4.3.2, on
obtient le théorème suivant :

Théorème 4.3.6. Soit n ≥ 4. Alors la chirurgie de Dehn du complémentaire de l’entrelacs
de Whitehead sur T1 de pente 1

n−3 admet une uniformisation CR-sphérique, donnée par le
groupe Γn.

Encore une fois, notre preuve n’est valable que pour n ≥ 9 ; et l’application du théorème
du polyèdre de Poincaré est essentiellement la même que celle faite par Parker, Wang et
Xie dans [PWX16]. En reprenant les résultats de combinatoire des intersections montrés
dans [PWX16] on peut compléter la preuve pour les cinq derniers cas. Pour les paramètres
α2 ∈ [π6 , α

lim
2 [, le théorème du polyèdre de Poincaré s’applique encore, et, mis à part la

condition d’être un polyèdre (où toutes les faces sont homéomorphes à des boules), on
vérifie toutes les hypothèses lorsque α2 ∈]0, π6 [ : on pourra voir le lemme 4.6.1 pour plus
de détails. Ceci nous permet de conjecturer l’énoncé suivant :

Conjecture 4.3.7. Soit α2 ∈]0, αlim
2 [. Alors le groupe Γ(α2) donne une uniformisation

CR-sphérique sur la chirurgie de Dehn du complémentaire de l’entrelacs de Whitehead sur
T1 de pente −1

3 .

4.4 Notations et combinatoire initiale

Avec les notations et les outils liés aux bissecteurs, aux exteurs et à certaines de leurs
intersections que nous avons étudié dans le chapitre 1, nous allons décrire une déformation
du domaine de Ford construit par Parker et Will dans [PW15]. Commençons par rappeler
la combinatoire de ce domaine et par fixer des notations pour certains éléments du groupe
et des points dans CP2.
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4.4.1 Notations - points remarquables

Fixons d’abord des notations pour certains éléments du groupe et des points remar-
quables de CP2 que nous allons considérer.

Notation 4.4.1 (Éléments). Dans la famille de représentations ρ de Z/3Z∗Z/3Z = 〈s, t〉
à valeurs dans SU(2, 1) paramétrée par par Parker et Will, notons S = ρ(s) et T = ρ(t).
Ce sont deux éléments elliptiques réguliers d’ordre 3.

Notons, comme le font Parker et Will, A = ST et B = TS. Ces deux éléments,
conjugués par S, sont unipotents dans leur famille de représentations, paramétrée par
(α1, α2) ∈]−π2 ,

π
2 [2. Finalement, nous notons U = S−1T , V = SUS−1 = TS−1 et W =

SV S−1 = STS.

Notation 4.4.2 (Points fixes). Si [G] ∈ PU(2, 1) est un élément unipotent ou régulier,
nous noterons [pG] ∈ CP2 un point fixe particulier.

— Si [G] est parabolique, [pG] est son unique point fixe dans ∂∞H2
C.

— Si [G] est elliptique régulier, [pG] est son unique point fixe dans H2
C.

— Si [G] est loxodromique, [pG] est son unique point fixe dans CP2 −H2
C.

Remarque 4.4.3. Lorsque [G] est unipotent ou régulier, l’application [G] 7→ [pG] est
continue.

Ainsi, sur toute la région paramétrée par Parker et Will, on a : [pA] =


1
0
0

 et [pB] =


0
0
1

.
Nous nous restreindrons, dans un premier temps, aux déformations à partir de la

structure de Parker-Will avec coordonnée α1 = 0. Dans ce cas, on a :

S =


1

√
2e−iα2 −1

−
√

2eiα2 −1 0
−1 0 0

 , T =


0 0 −1
0 −1 −

√
2e−iα2

−1
√

2eiα2 1



et U =


1 −

√
2eiα2 −1

−
√

2eiα2 1 + 2e2iα2 2
√

2 cos(α2)
−1 2

√
2 cos(α2) 2 + 2e−2iα2

 .

Puis [pU ] =


1

−
√

2
2 e

iα2

e2iα2

 , [pV ] = [SpU ] =


−e2iα2

−
√

2
2 e

iα2

−1

 et [pW ] = [SpV ] =


−e2iα2

√
2e3iα2 +

√
2

2 e
iα2

e2iα2
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Notation 4.4.4. Lorsque U n’est pas unipotent, il a trois valeurs propres distinctes. Nous
noterons p′U et p′′U des vecteurs propres associés aux valeurs propres différentes de 1. En
notant δ une racine carrée de (8 cos2(α2)− 3)(8 cos2(α2) + 1), on a :

[p′U ] =


2(2e2iα2 + 1)

−
√

2eiα2(2e2iα2 + 1 + δ)
−(8 cos2(α2) + 1)− δ

 et [p′′U ] =


2(2e2iα2 + 1)

−
√

2eiα2(2e2iα2 + 1− δ)
−(8 cos2(α2) + 1) + δ


Remarque 4.4.5. Lorsque α2 > αlim

2 , l’élément U est elliptique régulier de valeurs propres
1, eiβ et e−iβ pour un certain β ∈]0, π2 [. Les vecteurs propres respectifs sont alors pU , p′U
et p′′U . Dans ce cas, tr(U) = 2 cos(β) + 1 et (8 cos2(α2) − 3)(8 cos2(α2) + 1) = (tr(U) −
3)(tr(U) + 1) = −4 sin2(β). On prendra alors 2i sin(β) pour valeur de δ.

Remarque 4.4.6. Lorsque α2 < αlim
2 , l’élément U est loxodromique de valeurs propres

1, el et e−l pour un certain l ∈ R+. Les vecteurs propres respectifs sont alors pU , p′U et p′′U .
Dans ce cas, tr(U) = 2 cosh(l) + 1 et (8 cos2(α2)− 3)(8 cos2(α2) + 1) = (tr(U)− 3)(tr(U) +
1) = 4 sinh2(l). On prendra alors 2 sinh(l) pour valeur de δ.

4.4.2 Combinatoire de l’uniformisation de Parker-Will

Notation 4.4.7. En suivant l’article de Parker et Will [PW15], on note I+
0 = B(pA, S−1pA),

puis, pour k ∈ Z, on pose I+
k = AkI+

0 = B(pA, AkS−1pA). De même, on note I−0 =
B(pA, SpA) et I−k = AkI−0 = B(pA, AkSpA). Ce sont des bissecteurs fermés dans H2

C.

Parker et Will montrent que, pour la représentation de paramètre (0, αlim
2 ), les bissec-

teurs I±k bornent un polyèdre infini dans H2
C, localement fini et invariant par [A], qui est

muni d’identifications de faces. Son bord à l’infini est la région de ∂∞H2
C contenant [pA] et

délimitée par les sphères ∂∞I+
k et ∂∞I−k ; Parker et Will montrent que cette région est un

domaine de Ford invariant par [A] pour l’uniformisation CR-sphérique du complémentaire
de l’entrelacs de Whitehead.

Le domaine dans ∂∞H2
C a quatre types de faces : des quadrilatères Q+

k et Q−k , inclus
dans ∂∞I+

k et ∂∞I−k respectivement, et des bigones B+
k et B−k , inclus dans ∂∞I

+
k et ∂∞I−k

respectivement. On peut voir les incidences, combinatoirement, dans la figure 4.7.

A

pV

pV

ApV

ApV

A−1pV

A−1pV

pU ApUA−1pU

Q+
0 Q+

1Q+
−1

Q−
0 Q−

1Q−
−1 B+

0 B+
1B+

−1

B−
0 B−

1B−
−1

Figure 4.7 – Combinatoire du bord du domaine de Ford pour Γ∞ construit par Parker
et Will. Les deux bords horizontaux s’identifient par une translation verticale.
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Ainsi, le quadrilatère Q+
0 a pour sommets [pU ], [A−1pV ], [pV ] et [ApU ] et le bigone B+

0
a pour sommets [pU ] et [pV ]. Les arêtes de Q+

0 et B+
0 sont des arcs des cercles de Giraud

∂∞I+
0 ∩ ∂∞I

+
−1 et ∂∞I+

0 ∩ ∂∞I
−
0 , qui contiennent respectivement {[A−1pV ], [pU ], [pV ]} et

{[ApV ], [pU ], [pV ]}.

Remarque 4.4.8. Cette configuration donne bien un bigone et un quadrilatère puisque
les deux cercles de Giraud sont tangents en [pU ] et [pV ]. La preuve est faite en détail dans
[PW15], et nous redémontrerons ce fait quand nous déformerons ces domaines.

Nous n’utiliserons cependant pas ce domaine pour la déformation, mais son image
par l’involution ι que nous avons définie dans la proposition 4.2.7. Rappelons que ι est
compatible avec l’involution η : Im(ρ)→ Im(ρ) qui vérifie η(T ) = T et η(S) = S−1. Ainsi,
η(A) = U et η(B) = V .

Notation 4.4.9. Nous noterons J ±0 = ι(I±0 ). Ainsi, J +
k = UkB(pU , pV ) et J −k =

UkB(pU , pW ). Par ailleurs, nous ferons un abus de langage et nous noterons encore Q±k et
B±k les images des quadrilatères et des bigones par l’involution ι.

Les incidences et la combinatoire du bord du nouveau domaine de Ford dans ∂∞H2
C

que nous considérons sont données dans la figure 4.8. Le quadrilatère Q+
0 a pour sommets

[pA], [U−1pB], [pB] et [UpA] et le bigone B+
0 a pour sommets [pA] et [pB]. Les arêtes de

Q+
0 et B+

0 sont des arcs des cercles de Giraud ∂∞J +
0 ∩ ∂∞J

+
−1 et ∂∞J +

0 ∩ ∂∞J
−
0 , qui

contiennent respectivement {[U−1pB], [pA], [pB]} et {[UpA], [pA], [pB]}.

U

pB

pB

UpB

UpB

U−1pB

U−1pB

pA UpAU−1pA

Q+
0 Q+

1Q+
−1

Q−
0 Q−

1Q−
−1 B+

0 B+
1B+

−1

B−
0 B−

1B−
−1

Figure 4.8 – Combinatoire du bord du domaine de Ford après l’involution. Les deux
bords horizontaux s’identifient par une translation verticale.

Par ailleurs, nous noterons les faces du domaine contenu dans H2
C de la façon suivante :

Notation 4.4.10. Pour k ∈ Z, on définit la 3-face F+
k comme

F+
k =

{
[z] ∈ J +

k | |〈z, pU 〉| ≤ min(|〈z, UkpW 〉|, |〈z, Uk−1pW 〉|)
}
.

Son bord dans J +
k est alors donné par J +

k ∩(J −k ∪J
−
k−1). On pose aussi la face F−k comme

F−k =
{

[z] ∈ J −k | |〈z, pU 〉| ≤ min(|〈z, UkpV 〉|, |〈z, Uk+1pV 〉|)
}
.

Son bord dans J −k est alors donné par J −k ∩ (J +
k ∪ J

+
k+1).
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Remarque 4.4.11. Le bord de la face F+
k est, a priori, l’union des deux disques de Giraud

J +
k ∩J

−
k et J +

k ∩J
−
k−1. Nous allons montrer, dans la section 4.6, que c’est bien le cas, et

que ces deux disques sont bi-tangents à l’infini tout au long de la déformation.

On se propose de déformer le domaine de Ford de Parker-Will en un domaine avec
la même combinatoire locale. Ce sera soit un domaine de Dirichlet, soit un domaine de
Ford centré en dehors de H2

C suivant que [U ] soit elliptique ou loxodromique. Désormais,
tous les points et les éléments de la représentation de Z/3Z∗Z/3Z à valeurs dans SU(2, 1)
dépendent du paramètre α2, que nous faisons varier.

Rappelons que les représentations de paramètre α2 ∈ [−αlim
2 , αlim

2 ] ont été étudiées par
Parker et Will dans [PW15] à l’aide d’un domaine de Ford dans H2

C centré au point [pA]. Ils
montrent, grâce au théorème du polyèdre de Poincaré, que la représentation de Z/3Z∗Z/3Z
est alors fidèle et discrète, et que le quotient de H2

C par son image est une variété. De plus,
lorsque α2 = αlim

2 , ils montrent que la variété au bord est le complémentaire de l’entrelacs
de Whitehead, comme nous venons de le décrire.

D’autre part, Parker, Wang et Xie étudient les représentations de paramètre α2 ∈
]αlim

2 , π2 [ pour lesquelles [U ] est d’ordre fini ≥ 4. Ils obtiennent ces groupes comme le sous-
groupe d’indice 2 d’un certain groupe de triangle (3, 3, n) engendré par les involutions
I1, I2, I3. Pour notre notation, on a S = I3I1, T = I3I2 et U = I1I2. Ils construisent un
domaine de Dirichlet dans H2

C pour ces groupes, et montrent à l’aide du théorème du
polyèdre de Poincaré qu’ils sont discrets, et que le quotient de H2

C par ces groupes est une
variété. Lorsque n ≥ 9 , ces domaines de Dirichlet coïncident avec ceux que nous allons
construire dans la suite, mais nous allons étudier la combinatoire des intersections avec
des techniques différentes, dans l’espoir que celles-ci s’adapteront aux représentations qui
ne sont pas obtenues à partir de groupes de triangle. Nous reviendrons sur ceci dans la
sous-section 4.8.5.

4.5 Déformation effective : Preuve

Nous allons supposer ici que les conditions de topologie des faces (TF), de combinatoire
(CL) et de combinatoire globale (CG) sont vérifiées , et nous allons démontrer les théorèmes
4.3.2 et 4.3.3, puis, en considérant le théorème du polyèdre de Poincaré, nous discuterons
le théorème 4.3.6 et la conjecture 4.3.7. Nous montrerons ensuite les conditions dans les
sections 4.6, 4.7 et 4.8 respectivement. Nous supposons donc désormais que la combinatoire
de l’incidence des faces F±k , ainsi que de leurs bords à l’infini, est celle attendue lorsque
α2 ∈]0, αlim

2 ] où l’élément [U ] est loxodromique ou unipotent, et lorsque α2 ∈]αlim
2 , π2 [ et

que [U ] est elliptique d’ordre fini ≥ 9.

Notation 4.5.1. Nous dirons ici que α2 est un paramètre admissible si α2 ∈]0, αlim
2 ] ou

si α2 ∈]αlim
2 , π2 [ et que [U ] est elliptique de type ( 1

n ,
−1
n ) avec n ≥ 9.
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Remarque 4.5.2. Les paramètres pour lesquels [U ] est d’ordre 4, 5, 6, 7 ou 8 conviennent
aussi pour la suite, mais notre approche avec les sphères visuelles pour gérer les intersec-
tions globales ne nous permet pas de conclure pour ces paramètres. Le résultat est tout de
même vrai ; on peut trouver une preuve dans [PWX16], où Parker, Wang et Xie montrent,
avec d’autres techniques et faisant intervenir une paramétrisation de groupes de triangle,
que la combinatoire globale des bissecteurs J ±k est celle qui est attendue lorsque [U ] est
elliptique de type ( 1

n ,
−1
n ) avec n ≥ 4.

Commençons par fixer des notations et rappeler le résultat d’uniformisation de Parker
et Will, qui donne une structure CR-sphérique sur WLC pour le paramètre α2 = αlim

2 .

Notation 4.5.3. Notons D0 ⊂ H2
C le domaine de Ford donné par Parker et Will dans

[PW15]. Il correspond au paramètre α2 = αlim
2 . Son bord est donné par les faces F±k .

Notons aussi ∂∞D0 ⊂ ∂∞H2
C son bord à l’infini. Le bord de ce dernier dans ∂∞H2

C est
donné par les bigones B±k et les quadrilatères Q±k .

Dans [PW15], Parker et Will montrent que les identifications des faces F±k de D0 sont
données par le groupe Γ∞ modulo l’action de [U ] : à l’aide du théorème du polyèdre de
Poincaré, ils montrent que dans ce cas, le groupe Γ∞ est discret et que la variété au bord,
qui est homéomorphe à WLC, est uniformisable.

On sait donc que Γ∞\∂∞D0 est homéomorphe au complémentaire de l’entrelacs de
Withehead. Nous avons vu, dans la section 4.2.5, que l’image par la développante d’un
voisinage de la pointe associée à T1 est un horotube pour l’action de [U ]. Si on considère
uniquement un épaississement des quadrilatères et des bigones avant de faire le quotient de
∂∞D0 par Γ∞, on retrouve la structure pour WLC en dehors d’un voisinage de la pointe
numéro 1.

À l’aide des conditions combinatoires (CL) et (CG), nous allons établir le lemme sui-
vant, qui assure que le domaine D0 se déforme en un domaine dans H2

C, qui a pour bord
les faces F±k .

Lemme 4.5.4. Si α2 est un paramètre admissible, alors les faces F±k bordent un domaine
D(α2) dans H2

C, obtenu comme déformation de D0.

Démonstration. Posons

D(α2) =
{

[z] ∈ H2
C | ∀k ∈ Z : |〈z, pU 〉| ≤ min(|〈z, UkpV 〉|, |〈z, UkpW 〉|)

}
.

Ce sont les points de H2
C qui sont «plus près» de [pU ] que des orbites par [U ] de [pV ] et

[pW ]. Lorsque α2 = αlim
2 , ce domaine coïncide bien avec le domaine de Ford D0 de Parker

et Will. Il est alors bordé par les faces F±k qui sont sur les bissecteurs J ±k pour k ∈ Z.
Lorsque α2 ∈]0, π2 [ est un paramètre admissible, l’élément [U ] engendre un sous-groupe
discret et le domaine D(α2) a son bord inclus dans les bissecteurs J ±k . Or, d’après la
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condition de combinatoire globale (CG), les bissecteurs n’intersectent que leurs voisins
dans la combinatoire locale, et ils déterminent les faces F±k : ces faces forment donc le
bord du domaine D(α2), qui est obtenu en déformant D0.

Il en est de même pour le bord à l’infini : les quadrilatères et les bigones bordent un
domaine de ∂∞H2

C qui s’obtient en déformant ∂∞D0.

Lemme 4.5.5. Si α2 est un paramètre admissible, les bigones et quadrilatères B±k et Q±k
bornent un domaine dans ∂∞H2

C, obtenu comme déformation de ∂∞D′0. C’est le bord à
l’infini de D(α2) ; nous le noterons ∂∞D(α2).

Nous allons maintenant nous intéresser à la topologie de la variété Γ(α2)\∂∞D(α2)
pour les paramètres admissibles, et nous allons montrer qu’elle correspond à celle attendue
par le théorème de chirurgie 2.2.24, et que nous avons identifiée dans la section 4.2.5. Pour
le faire, nous allons couper le domaine ∂∞D(α2) en deux morceaux : l’un «proche» des
faces, qui donnera une structure en dehors de la pointe associée à T1, et l’autre «loin» des
faces, qui donnera le tore à recoller sur le bord T1 pour obtenir une chirurgie de Dehn.

Notation 4.5.6. Notons V0 un épaississement de
⋃
k∈Z(Q+

k ∪B
+
k ∪Q

−
k ∪B

−
k ) dans ∂∞D0,

et N0 son complémentaire.

Lemme 4.5.7. Si α2 est un paramètre admissible, V0 se déforme en un épaississement
V(α2) de

⋃
k∈Z(Q+

k ∪B
+
k ∪Q

−
k ∪B

−
k ) dans ∂∞D(α2). Le quotient Γ(α2)\V(α2) est homéo-

morphe à WLC privé de la pointe associée à T1.

Démonstration. D’après les conditions de combinatoire locale et globale (CL) et (CG), les
bigones et les quadrilatères B±k et Q±k . s’intersectent avec la même combinatoire locale que
pour le paramètre αlim

2 , et forment donc une surface dans ∂∞H2
C. On peut donc considérer

un épaississement V(α2) de cette surface, qui est alors une déformation de V0. Un domaine
fondamental dans V(α2) pour l’action de 〈[U ]〉 est alors donné par un épaississement de
B+

0 ∪Q
+
0 ∪ B

−
0 ∪Q

+
0 . Les identifications des faces étant données par les mêmes éléments

du groupe, la topologie du quotient Γ(α2)\V(α2) est la même que celle de Γ∞\V0, qui est
exactement la structure de Parker-Will sur WLC privé de la pointe associée à T1.

Nous allons nous concentrer maintenant à l’autre partie de la structure, qui permet
d’identifier la variété sur laquelle s’étend la structure sur WLC privé d’une pointe par le
lemme 4.5.7. Ce sera à chaque fois la chirurgie de Dehn prévue dans la section 4.2.5.

Notation 4.5.8. Notons N(α2) = ∂∞D(α2)− V(α2)

Les deux propositions suivantes concluent la preuve des théorèmes 4.3.2 et 4.3.3, en
identifiant la topologie de la variété 〈[U ]〉\N(α2), qui se recolle à la structure CR-sphérique
sur WLC donnée par 〈[U ]〉\D(α2)
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Proposition 4.5.9. Si α2 ∈]0, αlim
2 [, alors le quotient 〈[U ]〉\N(α2) est un tore plein, où

la courbe l−1
1 m3

1 est homotopiquement triviale.

Démonstration. Le domaine ∂∞D0 est un horotube, qui est borné par les quadrilatères Q±k
et les bigones B±k lorsque α2 = αlim

2 . Si α2 < αlim
2 , l’élément [U ] est loxodromique. Dans ce

cas, N(α2) devient homéomorphe à un cylindre où la courbe l−1
1 m3

1 est homotopiquement
triviale. Cette vérification est analogue à celle que nous avons fait dans la preuve du
théorème 2.2.24, plus précisément dans la section 2.2 du chapitre 2. Si α2 < π

6 , alors
le cylindre devient une surface de genre infini, mais, par continuité, la même courbe est
homotopiquement triviale, car elle reste dans un compact fixé.

Proposition 4.5.10. Soit α2 ∈]αlim
2 , π2 [ un paramètre admissible. Alors [U ] est elliptique

d’ordre n ≥ 9. Le quotient 〈[U ]〉\N(α2) est alors un tore plein, où la courbe l1mn−3
1 est

homotopiquement triviale.

Démonstration. Le domaine ∂∞D0 est un horotube, qui est bordé par les quadrilatères Q±k
et les bigones B±k lorsque α2 = αlim

2 . Si α2 > αlim
2 est un paramètre admissible, l’élément

[U ] est elliptique et ∂∞D(α2) est un tore invariant par [U ]. Comme [U ] = ρ(m1) est de
type ( 1

n ,
−1
n ), ce tore n’est pas noué, et N(α2) est un tore plein invariant par [U ] où la

courbe l1mn−3
1 est homotopiquement triviale. En effet, avec les notations de la remarque

4.2.10, les lacets ln0 = mn
1 et m0 = l−1

1 m3
1 sont homotopes dans N(α2) à un des deux

C-cercles invariants par [U ] : le lacet l1mn−3
1 est homotopiquement trivial dans N(α2). On

en déduit que le quotient 〈[U ]〉\N(α2) est, lui aussi, un tore plein où la courbe l1mn−3
1 est

homotopiquement triviale. Cette vérification est analogue à celle que nous avons fait dans
la preuve du théorème 2.2.24, plus précisément dans la section 2.2 du chapitre 2.

Les deux dernières propositions concluent la preuve des théorèmes 4.3.2 et 4.3.3. Il
nous reste à discuter de l’utilisation du théorème du polyèdre de Poincaré pour H2

C pour
aboutir au théorème 4.3.6 et à une partie de la conjecture 4.3.7.

Lorsque α2 ∈]π6 ,
π
2 [ est un paramètre admissible, le domaine D(α2) est un polyèdre

invariant par l’action de [U ], et dont l’identification de faces est donnée par S et ses
conjugués par [U ]. On est dans le cadre du théorème du polyèdre de Poincaré pour H2

C
que nous décrivons dans l’annexe B, et dont une preuve paraîtra dans le livre de Parker
[Parar].

En appliquant ce théorème au domaine D(α2) et les identifications de faces entre les
F±k dans H2

C, on déduit que pour les paramètres α2 admissibles, le groupe Γ(α2) est discret
et que la structure de la variété au bord Γ(α2)\D(α2) est uniformisable. Ceci montre le
théorème 4.3.6 et une partie de la conjecture 4.3.7.

Lorsque α2 ∈]0, π6 [, le domaine D(α2) a les mêmes identifications de faces, mais les
faces F±k ne sont plus homéomorphes à des boules de dimension 3 : on ne se trouve donc
pas dans les conditions d’application du théorème du polyèdre de Poincaré pour H2

C. On
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peut tout de même concevoir qu’un énoncé analogue s’applique, pour des domaines dont
les faces ne sont pas des boules, mais nous n’irons pas plus loin dans cette direction, en
nous limitant à énoncer la conjecture 4.3.7.

Pour compléter les preuves que nous venons de donner, il nous reste à montrer les
conditions de topologie des faces (TF), combinatoire locale (CL) et combinatoire globale
(CG). La suite de ce chapitre sera donc consacrée à montrer ces trois points, qui sont
plutôt techniques. En effet, ce n’est pas évident de pouvoir se ramener à un nombre fini de
vérifications pour les considérations globales, et nous aurons besoin de mettre en œuvre
des techniques liées aux sphères visuelles décrites dans le chapitre 1.

4.6 Topologie des faces lors de la déformation (TF)

Dans cette section, nous allons montrer la condition de topologie des faces (TF) et nous
donnerons l’essentiel des outils pour montrer la condition de combinatoire locale (CL) que
nous avons donné dans stratégie de preuve de la section 4.3. Remarquons d’abord qu’il y
a un changement de la topologie des bissecteurs lorsque α2 = π

6 .

Lemme 4.6.1. Si α2 ∈]π6 ,
π
2 [, alors J +

k et J −k sont des bissecteurs métriques. Si α2 = π
6 ,

alors J +
k et J −k sont des éventails. Si α2 ∈]0, π6 [, alors J +

k et J −k sont des cônes de
Clifford.

Démonstration. D’après la proposition 1.6.30, il suffit de considérer la signature de la
restriction de la forme hermitienne au plan engendré par pU et pV . Or :

— 〈pU , pU 〉 = 〈pV , pV 〉 = 4 cos2(α2)− 3
2

— 〈pU , pV 〉 = −3
2

Dans la base (pU , pV ), le déterminant de la forme hermitienne vaut

(
4 cos2(α2)− 3

2

)2
−
(3

2

)2
= 4 cos2(α2)(4 cos2(α2)− 3).

Il est donc strictement positif si α2 ∈ [0, π6 [, nul si α2 = π
6 et strictement négatif si

α2 ∈]π6 ,
π
2 [.

4.6.1 Incidence de points et bissecteurs

Commençons par vérifier l’incidence des points et des bissecteurs : ces points serviront
de sommets pour les faces qui s’appuient sur les surfaces spinales.

Lemme 4.6.2. Le point [pA] appartient aux bissecteurs J +
0 , J −0 ,J +

−1 et J −−1.

Démonstration. Il suffit de calculer les produits hermitiens de pA avec pU , pV , pW , U−1pV

et U−1pW et de vérifier qu’ils ont le même module.
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On calcule immédiatement : 〈pA, pU 〉 = e2iα2 , 〈pA, pV 〉 = −1 et 〈pA, pW 〉 = e2iα2 . De
plus, 〈pA, U−1pV 〉 = 〈UpA, pV 〉 = e2iα2 et 〈pA, U−1pW 〉 = 〈UpA, pW 〉 = −1. Tous ces
produits sont de module 1, ce qui suffit à conclure.

Lemme 4.6.3. Le point [pB] appartient aux bissecteurs J +
0 , J −0 ,J +

1 et J −−1.

Démonstration. Il suffit de calculer les produits hermitiens de pB avec pU , pV , pW , UpV et
U−1pW et de vérifier qu’ils ont le même module.

On calcule immédiatement : 〈pB, pU 〉 = 1, 〈pB, pV 〉 = −e−2iα2 et 〈pB, pW 〉 = 1. De
plus, 〈pB, UpV 〉 = 1 et 〈pB, U−1pW 〉 = 〈UpB, pW 〉 = 1. Tous ces produits sont de module
1, ce qui suffit à conclure.

On obtient, en translatant par Uk, le corollaire suivant :

Corollaire 4.6.4. Pour k ∈ Z on a les incidences suivantes :
— Le bissecteur J +

k contient les points UkpA, Uk+1pA, U
kpB et Uk−1pB.

— Le bissecteur J −k contient les points UkpA, Uk+1pA, U
kpB et Uk+1pB.

Lemme 4.6.5. Les intersections J +
k ∩ J

−
k et J −k ∩ J

+
k+1 sont des disques de Giraud. Si

de plus α2 6= 0, leur bord est un cercle lisse dans ∂∞H2
C.

Démonstration. On se trouve dans le cadre de la proposition 1.6.52 pour l’intersection
J +
k ∩ J

−
k , puisque pV = SpU et pW = S2pU . Il en est de même pour J −k ∩ J

+
k+1 car

pV = TpU et pW = T 2pU . Il suffit alors de calculer la quantité 〈pU�pV ,pU�pV 〉〈pU�pV ,pW�pU 〉 et de la
comparer à 2

3 ; l’autre cas est complètement analogue.
On calcule :

〈pU � pV , pU � pV 〉 = −4 cos2(α2)(4 cos2(α2)− 3)

〈pU � pV , pW � pU 〉 = −6 cos2(α2)

Le quotient est alors égal à 2
3(4 cos2(α2) − 3), qui est ≤ 2

3 , avec égalité si et seulement si
α2 = 0.

Corollaire 4.6.6. Pour tout k ∈ Z on a :
— J +

k ∩ J
−
k est un disque de Giraud qui contient les points UkpA, UkpB et Uk+1pA.

— J −k ∩J
+
k+1 est un disque de Giraud qui contient les points UkpB, Uk+1pA et Uk+1pB.

Remarque 4.6.7. Si α2 = 0 alors 2
3(4 cos2(α2)− 3) = 2

3 , et les intersections J
+
k ∩ J

−
k et

J −k ∩J
+
k+1 sont des hexagones dont on identifie les sommets opposés. Il s’agit du cas limite

de la proposition 1.6.52 ; le bord de chaque hexagone est constitué de trois C-cercles.
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Nous allons rappeler la définition des faces de dimension 3 du domaine de Ford dans
H2

C, qui seront inclues dans les bissecteurs J ±k et que nous déformerons. Leur bord à
l’infini sera constitué de bigones et quadrilatères, qui seront les faces bordant le domaine
∂∞D(α2) de ∂∞H2

C. Ce domaine, muni des identifications de faces données par le groupe
Γ, nous donne des structures CR-sphériques sur des chirurgies de Dehn de l’entrelacs de
Whitehead.

Définition 4.6.8. Pour k ∈ Z, on définit la 3-face F+
k comme

F+
k =

{
[z] ∈ J +

k | |〈z, pU 〉| ≤ min(|〈z, UkpW 〉|, |〈z, Uk−1pW 〉|)
}
.

Son bord dans J +
k est alors donné par J +

k ∩(J −k ∪J
−
k−1). On pose aussi la face F−k comme

F−k =
{

[z] ∈ J −k | |〈z, pU 〉| ≤ min(|〈z, UkpV 〉|, |〈z, Uk+1pV 〉|)
}
.

Son bord dans J −k est alors donné par J −k ∩ (J +
k ∪ J

+
k+1).

Remarque 4.6.9. Le bord de la face F+
k est, a priori, l’union des deux disques de Giraud

J +
k ∩ J

−
k et J +

k ∩ J
−
k−1. Nous allons montrer, dans la section suivante, que c’est bien le

cas tout au long de la déformation, et que ces deux disques sont bi-tangents à l’infini.

4.6.2 Symétrie

Le domaine que nous nous apprêtons à déformer admet une symétrie, qui échange les
faces F+

k et les faces F−k . Grâce à cette symétrie et à l’invariance du domaine par [U ], il
suffira de vérifier la plupart des énoncés que nous donnerons pour le bissecteur J +

0 ou J −0
pour les montrer pour toute la famille.

Considérons l’involution I de U(2, 1) donnée par :

I =


1 0 0

−
√

2eiα2 −1 0
−1 −

√
2e−iα2 1

 .
Elle vérifie IpU = pU , IpV = pW et IpW = pV . De plus, on a IUI = U−1 ; on en déduit

que, pour tout k ∈ Z, IUkpV = IUkIpW = U−kpW , et donc que

∀k ∈ Z IJ +
k = J −−k

En particulier, l’action de [I] sur CP2 échange les bissecteurs J +
0 et J −0 .

4.6.3 L’intersection F−0 ∩ F−−1

Commençons par étudier l’intersection dans H2
C de 3-faces de la forme F±k ∩F

±
k+1. Nous

allons montrer que ces faces sont bi-tangentes dans ∂∞H2
C, et qu’elles ne s’intersectent pas
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ailleurs. Ceci montrera la condition de topologie des faces (TF) que nous avons établi dans
la section 4.3. Par symétrie, il suffit d’étudier l’intersection F−0 ∩ F

−
−1. Nous utiliserons

le lemme suivant, qui détermine l’intersection E(pU , pV ) ∩ E(pW , U−1pW ) pour étudier
l’intersection des bissecteurs J −0 et J −−1.

Lemme 4.6.10. Les exteurs E(pU , pV ) et E(pW , U−1pW ) forment une paire équilibrée. Il
s’intersectent en l’union d’un plan réel m et d’une droite complexe l donnés par :

m =



z1

z2

1

 ∈ CP2 | z1 ∈ R, z2 ∈ iR

 ∪



1
z2

0

 ∈ CP2 | z2 ∈ iR

 ∪



0
1
0




l =


sin(α2)
−i
√

2
2

− sin(α2)


⊥

Démonstration. Considérons les vecteurs

f =


−1

−i
√

2
2 sin(α2)

1

 et f ′ =


1
0
1

 .
On a 〈f, pU 〉 = 〈f, pV 〉 = 〈f ′, pW 〉 = 〈f ′, U−1pW 〉 = 0, donc [f ] est le foyer de E(pU , pV )

et [f ′] est le foyer de E(pW , U−1pW ). Or on a :

〈pu, f ′〉 = 2 cos(α2)e−iα2

〈pV , f ′〉 = −2 cos(α2)e−iα2

〈pW , f〉 = (i sin(α2)(4e−2iα2 + 2)− 2e−iα2)e−iα2

〈U−1pW , f〉 = (i sin(α2)(4e2iα2 + 2) + 2eiα2)e−iα2

= −e−2iα2〈pW , f〉

d’où [f ′] ∈ E(pU , pV ) et [f ] ∈ E(pW , U−1pW ). Il s’agit donc d’une paire équilibrée.
D’après le théorème 1.6.41, l’intersection des deux exteurs est donnée par une droite com-
plexe l et un R-plan. La droite complexe est donnée par l = l[f ],[f ′] ; on vérifie aisément
qu’on a bien

l = l[f ],[f ′] =


sin(α2)
−i
√

2
2

− sin(α2)


⊥

.

On sait que les points [f ], [f ′] et [pA] sont dans le R-plan m donné dans l’énoncé.
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Comme ces points ne sont pas alignés, il y a au plus un R-plan qui les contient. Or, d’après
le corollaire 4.6.4, nous savons que [pA] ∈ E(pU , pV )∩E(pU , pW )∩E(pU , U−1pW ), et donc
que [pA] appartient à E(pU , pV ) ∩ E(pW , U−1pW ). Puisque [pA] /∈ l, le R-plan m passant
par [f ], [f ′] et [pA] est le R-plan de l’intersection de la paire équilibrée d’exteurs.

Pour comprendre l’intersection des faces F−0 et F−−1, commençons par regarder la triple
intersection d’exteurs E+

0 ∩E
−
0 ∩E

−
−1. Nous utiliserons de façon cruciale le lemme précédent.

Lemme 4.6.11. La triple intersection d’exteurs E+
0 ∩E

−
0 ∩E

−
−1 est donnée par deux cercles

topologiques, un contenu dans le R-plan m et l’autre contenu dans la droite complexe l. La
triple intersection de bissecteurs J +

0 ∩ J
−
0 ∩ J

−
−1 est réduite à {[pA], [pB]}.

Démonstration. D’après le corollaire 4.6.4, nous savons que [pA] et [pB] sont dans la triple
intersection. Considérons la triple intersection des exteurs E+

0 ∩ E−0 ∩ E−−1. On a :

E+
0 ∩ E−0 ∩ E−−1 = E(pU , pV ) ∩ E(pU , pW ) ∩ E(pU , U−1pW )

= E(pU , pV ) ∩ E(pU , pW ) ∩ E(pW , U−1pW )

= E(pU , pW ) ∩ (P ∪ l)

Où m et l sont le plan réel et la droite complexe du lemme 4.6.10. Regardons d’abord
l’intersection E(pU , pW ) ∩m avec le plan réel. Pour r, s ∈ R, notons

qr,s =


r

i
√

2s
1

 et qr =


r

i
√

2
0

 .
Le R-plan m est alors égal à {[pA]} ∪ {[ qr] | r ∈ R} ∪ {[qr,s] | r, s ∈ R} . Montrons que

m ∩ J −0 = {[pA], [pB]}. Soit r, s ∈ R. On a :

|〈pU , qr〉|2 = r2 + 2r sin(α2) + 1

|〈pW , qr〉|2 = r2 + 2r sin(α2) + 1 + 8 cos2(α2)

Les points de la forme [qr] ne sont donc pas dans la triple intersection. On calcule, par
ailleurs,

|〈pU , qr,s〉|2 = r2 + s2 + 1 + 2r(2 cos(α2)2 − 1) + 2(r − 1)s sin(α2)

|〈pW , qr,s〉|2 = (8 cos(α2)2 + 1)s2 + r2 + 2(r − 1)s sin(α2)− 2r + 1.

On en déduit que |〈pW , qr,s〉|2 = |〈pU , qr,s〉|2 si et seulement si 4 cos2(α2)r = 8 cos2(α2)s2.
Comme α2 6= ±π

2 , cette condition équivaut à 2s2 − r = 0. Or 〈qr,s, qr,s〉 = 2s2 + 2r. Si ce
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point est dans J −0 , alors s2 + r ≤ 0 et 2s2 − r ≥ 3s2 ≥ 0, avec égalité si et seulement si
r = s = 0. On a donc m ∩ J −0 = {[pA], [pB]}.

Regardons maintenant l’intersection avec la droite complexe. Les vecteurs


1
0
1

 et


−1

2
√

2i sin(α2)
1

 forment une base de


sin(α2)
−i
√

2
2

− sin(α2)


⊥

. Posons donc, pour µ ∈ C, qµ =


−1 + µ

2
√

2i sin(α2)
1 + µ

 On a :

|〈pU , qµ〉|2 = 4 cos2(α2)|µ|2

|〈pW , qµ〉|2 = 4(9− 8 cos2(α2)) cos2(α2).

Le point [qµ] est donc dans la triple intersection si et seulement si |µ|2 = 9 − 8 cos2(α2).
Or 〈qµ, qµ〉 = 2(|µ|2 − 4 cos2(α2) + 3), donc pour les points de la triple intersection cette
quantité est égale à 24 sin2(α2). Ces points ne sont donc jamais dans H2

C.
On en déduit que la triple intersection J +

0 ∩ J
−
0 ∩ J

−
−1 est réduite à {[pA], [pB]}.

En étudiant le tore T = E−0 ∩E
−
−1 ⊂ CP2, et ses intersections avec E+

0 et H2
C, nous ob-

tenons finalement la proposition suivante. La combinatoire de ces intersections est donnée
par la figure 4.9.

Proposition 4.6.12. L’intersection F−0 ∩ F−−1 est réduite à {[pA], [pB]}.

Démonstration. Nous allons étudier le tore T = E−0 ∩E
−
−1 ⊂ CP2, et ses intersections avec

E+
0 et H2

C. Nous savons, grâce au lemme 4.6.11, que T∩E+
0 est l’union de deux cercles qui

séparent T en deux parties. Nous allons montrer que T ∩ H2
C est toujours du même côté

de ces deux cercles, mis à part aux points [pA] et [pB] ; ceci permettra de conclure par un
argument de continuité.

Commençons par paramétrer le tore T. On sait que T = E(pU , pW ) ∩ E(pU , U−1pW ),
on peut donc le paramétrer, grâce à la proposition 1.6.43, par

T =
{

[(pW − eiθpU ) � (U−1pW − eiφpU )] | (θ, φ) ∈ (R/2πZ)2
}

Calculons plus précisément les coordonnées de ces points. On a

(pW − eiθpU ) � (U−1pW − eiφpU ) = pW � U−1pW − e−iθpU � U−1pW − e−iφpW � pU

On calcule :
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(a) α2 = αlim
2 ' 0, 91 (b) α2 = 0, 7

(c) α2 = π
6 (d) α2 = 0, 02

(e) α2 = 0

Figure 4.9 – Les courbes des équations (4.1) et (4.2) (en bleu), la courbe d’intersection
avec ∂∞H2

C (en vert) et le rectangle d’étude (en rouge) pour α2 ∈ {0; 0.02; π6 ; 0.7;αlim
2 }.
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pW � U−1pW =
√

2 cos(α2)e−2iα2


−3
0
−3



pU � U−1pW =
√

2 cos(α2)e−2iα2


2e2iα2

√
2eiα2

−1



pW � pU =
√

2 cos(α2)e−2iα2


−1

√
2e−iα2

2e−2iα2



Posons, pour (θ, φ) ∈ R2/Z2,

v(θ, φ) =


3
0
3

− e−iθ


2e2iα2

√
2eiα2

−1

− e−iφ

−1

√
2e−iα2

2e−2iα2



=


−3− 2ei(2α2−θ) + e−iφ

−
√

2(ei(α2−θ) + ei(−α2−φ))
−3 + e−iθ − 2ei(−2α2−φ)


Le vecteur v(θ, φ) est un multiple de (pW − eiθpU ) � (U−1pW − eiφpU ). Ainsi, on a T ={
[v(θ, φ)] | (θ, φ) ∈ R2/Z2}.

Afin de simplifier les calculs qui suivent, nous allons changer de variables. On pose

σ = θ + φ

2

δ = θ − φ
2

Avec ces nouvelles variables, on a

v(θ, φ) = e−iσ


−3eiσ − 2ei(2α2−δ) + eiδ

−2
√

2 cos(α2 − δ)
−3eiσ − 2ei(−2α2+δ) + e−iδ

 .

Étudions maintenant l’intersection de T avec E+
0 . Cette intersection est donnée par

l’intersection de T avec le plan réel m et la droite complexe l données dans le lemme
4.6.10.

Commençons par regarder l’intersection avec m. Le point [v(θ, φ)] appartient au R-plan
m si et seulement si les quotients des premier et troisième coefficients du vecteur par le
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deuxième sont imaginaires purs, ce qui équivaut à :

−3 cos(σ)− 2 cos(2α2 − δ) + cos(δ) = 0 (4.1)

Remarquons que si α2 ∈]0, π2 [, cette équation n’a pas de solutions en δ si σ = 0.

Regardons maintenant l’intersection avec la droite complexe l. Le point [v(θ, φ)] ap-

partient à la droite complexe l si et seulement si
〈
v,


sin(α2)
−i
√

2
2

− sin(α2)


〉

= 0, ce qui se traduit

en coordonnées par :

2i(cos(α2 − δ)− sin(α2)(2 sin(2α2 − δ)− sin(δ)) = 0

or

(cos(α2 − δ)− sin(α2)(2 sin(2α2 − δ)− sin(δ))

= cos(α2) cos(δ) + 2 sin(α2) sin(δ)− 2 sin(α2)(sin(2α2) cos(δ)− cos(2α) sin(δ))

= cos(α2) cos(δ)(1− 4 sin2(α2)) + 4 cos2(α2) sin(α2) sin(δ)

= cos(α2)(− cos(δ) + 2 cos(δ) cos(2α2) + 2 sin(2α2) sin(δ))

= cos(α2)(− cos(δ) + 2 cos(2α2 − δ))

Donc le point v(θ, φ) appartient à la droite complexe l si et seulement si

2 cos(2α2 − δ)− cos(δ) = 0 (4.2)

Si α2 6= 0, on peut ré-écrire cette condition sous la forme

tan(δ) = 1− 2 cos(2α2)
2 sin(2α2) (4.3)

En notant δ0 = arctan
(

1−2 cos(2α2)
2 sin(2α2)

)
, un point de T appartient à la droite complexe l

si et seulement si δ = δ0 mod π.

Nous prendrons désormais comme carte pour étudier T le domaine {(δ, σ) ∈ R2 | δ0 ≤
δ ≤ δ0 + π, 0 ≤ σ ≤ 2π}, et nous noterons v(σ, δ) la paramétrisation.

Pour étudier l’intersection de H2
C avec T, nous allons étudier la fonction

h : (σ, δ) 7→ 〈v(σ, δ), v(σ, δ)〉
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On a

∂h

∂σ
(σ, δ) = 2Re

(〈
∂(eiσv(σ, δ))

∂σ
, eiσv(σ, δ)

〉)

= 2Re


〈
−3ieiσ

0
−3ieiσ

 ,

−3eiσ − 2ei(2α2−δ) + eiδ

−2
√

2 cos(α2 − δ)
−3eiσ − 2ei(−2α2+δ) + e−iδ


〉

= 6 (2(sin(2α2 − δ − σ) + sin(−2α2 + δ − σ)) + sin(σ − δ) + sin(δ + σ))

= −12 sin(σ)(2 cos(2α2 − δ)− cos(δ))

Cette dérivée partielle s’annule donc si et seulement si δ ∈ {δ0, δ0 +π} ou σ ∈ {0,±π}.
Fixons δ1 ∈]δ0, δ0 + π[. On a, dans ce cas, 2 cos(2α2 − δ1)− cos(δ1) > 0.
Considérons la fonction

hδ1 :
[−π, π] → R

σ 7→ h(σ, δ1)

On sait alors que h′δ1
(σ) = ∂h

∂σ (σ, δ1) a le même signe que − sin(σ) ; la fonction hδ1 est
donc strictement décroissante sur [0, π] et strictement croissante sur [π, 2π]. Les valeurs de
σ pour lesquelles hδ1(σ) ≤ 0 forment donc un intervalle (éventuellement vide) centré en
π. Or, d’après le lemme 4.6.11, on sait que T ∩ E+

0 ∩H2
C est réduit à {[pA], [pB]}, qui sont

dans le R-plan m. L’ensemble T ∩ H2
C − {[pA], [pB]} est alors dans la même composante

connexe de T− E+
0 que l’intervalle des points v(π, δ) pour δ0 < δ < δ0 + π.

Or, lorsque α2 = αlim
2 , Parker et Will montrent dans [PW15] que F−0 ∩F

−
−1 est réduit

à {[pA], [pB]}. On sait donc, pour ce paramètre α2, que l’ensemble T∩H2
C−{[pA], [pB]} est

dans la composante connexe de T − E+
0 qui n’est pas contenue dans F−0 . Par continuité,

c’est vrai aussi pour tous les paramètres α2 ∈]0, π2 [.
On en déduit que l’intersection F−0 ∩ F

−
−1 est réduite à {[pA], [pB]}.

Remarque 4.6.13. L’intersection des bissecteurs J −0 et J −−1 n’est pas toujours connexe.
Pour des valeurs de α2 proches de 0, elle a deux composantes connexes, comme montré
dans la figure 4.9d.

4.6.4 Les faces dans ∂∞H2
C sont bien définies

Nous allons montrer maintenant que les 2-faces dans ∂∞H2
C sont bien définies et que

les incidences locales des bissecteurs sont les mêmes que celles de la structure de Parker et
Will lorsque α2 ∈]0, π2 [. Ceci montrera pratiquement la condition de combinatoire locale
(CL) que nous avons donné dans la section 4.3. Nous devons montrer que chaque surface
spinale de la forme ∂∞F±k est découpée en un quadrilatère et un bigone de sommets dans
les orbites de [pA] et [pB] par des puissances de [U ]. On prend comme point de départ,
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et on s’en inspire, la preuve de Parker et Will dans [PW15]. La proposition 4.6.12 donne
immédiatement le lemme suivant :

Lemme 4.6.14. Les disques de Giraud J +
0 ∩ J

−
0 et J +

0 ∩ J
−
−1 sont tangents en [pA] et

en [pB].

pAB

pSTS pTST

pST−1

r+0

r−0

pS−1T

pBA

Figure 4.10 – (Tirée de [PW15]) Les traces des bissecteurs voisins de I+
0 sur ∂∞I+

0 , avec
des coordonnées géographiques sur la sphère ∂∞I+

0 . On y voit un bigone de sommets pST−1

et pS−1T et un quadrilatère, de sommets pST−1 , pTST , pS−1T et pSTS .

Proposition 4.6.15. Pour tout α2 ∈]0, π2 [ et pour tout k ∈ Z, les bigones B+
k et B−k ,

ainsi que les quadrilatères Q+
k et Q−k , sont bien définis. Si α2 ∈]0, π6 [, alors le quadrilatère

Q±k est de genre 1, c’est-à-dire qu’il est difféomorphe à un tore privé d’un disque.

Démonstration. Par symétrie, il suffit de montrer que le bigone B+
0 et le quadrilatère Q+

0
sont bien définis tout au long de la déformation. D’après le lemme 4.6.14, les cercles de
Giraud ∂∞J +

0 ∩ ∂∞J
−
0 et ∂∞J +

0 ∩ ∂∞J
−
−1 sont bi-tangents et séparent la surface spinale

∂∞J +
0 en quatre composantes, comme dans la figure 4.10, tirée de [PW15] et tracée pour

le paramètre α2 = αlim
2 . Les points [pA] et [pB] coupent ces cercles de Giraud en deux

arcs chacun. L’arc de ∂∞J +
0 ∩ ∂∞J

−
0 qui contient [UpA] et l’arc de ∂∞J +

0 ∩ ∂∞J
−
−1 qui

contient [U−1pB] bordent donc un «quadrilatère» qui a comme sommets [pA], [UpA], [pB]
et [U−1pB]. Les deux autres arcs bordent un «bigone» de sommets [pA] et [pB].

Il nous reste maintenant une vérification d’ordre topologique à faire. En effet, si α2 ∈
]π6 ,

π
2 [, la surface spinale ∂∞J+

0 est une sphère lisse ; si α2 = π
6 , alors ∂∞J

+
0 est une sphère

avec un point singulier (qui est le foyer du bissecteur) ; et si α2 ∈]0, π6 [, alors ∂∞J+
0 est un

tore. Dans les deux premiers cas, les deux cercles de Giraud bi-tangents découpent ∂∞J+
0

en quatre disques topologiques, mais dans le dernier cas on obtient trois disques et un
tore privé d’un disque. Une vue schématique est donnée dans les figures 4.11 et 4.12. Pour
identifier la composante qui devient de genre 1, il suffit de vérifier que, lorsque α2 = π

6 , la
singularité se trouve à l’intérieur du quadrilatère Q+

0 .
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Lorsque α2 = π
6 , on a :

[pU ] =


1

−
√

2
2 e

iπ6

ei
π
3

 , [pV ] =


−ei

π
3

−
√

2
2 e

iπ6

−1

 , [UpA] =


1

−
√

2ei
π
6

−1

 et [U−1pB] =


1

√
2e−i

π
6

−1

 .

Le foyer de E+
0 = E(pU , pV ) est alors le point

[f ] =


1
−i
√

2
−1

 .
Les points [f ], [UpA] et [U−1pB] sont alors alignés, dans la même tranche de l’exteur

E+
0 . Considérons l’intersection de cette droite complexe avec ∂∞H2

C. C’est le C-cercle {[qθ] |
θ ∈ [0, 2π]}, où

qθ =


1
√

2eiθ

−1

 .
On a

〈pU , qθ〉 = 〈pV , qθ〉 = −1− ei(θ−
π
6 ) + e−i

π
3

= −ei
π
3 − ei(θ−

π
6 )

= −2 cos(π4 + θ

2)ei(
π
12 + θ

2 )

On a donc :
|〈pU , qθ〉|2 = |〈pV , qθ〉|2 = 4 cos2(π4 + θ

2) = 2(1 + sin(θ))

On a, d’autre part,

pW = ei
π
3


−1

√
2ei

π
6 +

√
2

2 e
−iπ6

1

 et U−1pW =


1

√
2

2 e
iπ6 +

√
2e−i

π
6

−1

 .
On calcule alors

|〈pW , qθ〉|2 = |2 + 2ei(θ−
π
6 ) + ei(θ+

π
6 )|2

= 6
√

3 cos(θ) + 2 sin(θ) + 11

|〈U−1pW , qθ〉|2 = | − 2 + ei(θ−
π
6 ) + 2ei(θ+

π
6 )|2

= −6
√

3 cos(θ) + 2 sin(θ) + 11

On en déduit que [qθ] ∈ J +
0 si et seulement si θ ∈ [π6 ,

2π
3 ] ∪ [4π

3 ,
11π
6 ]. Or UpA = q 4π

3
,
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U−1pB = q 11π
6

et f = q 3π
2

d’où [f ] se trouve à l’intérieur de Q+
0 .

Figure 4.11 – Vues schématiques d’une face F±k . La région bleue est dans ∂∞H2
C ; les

deux régions rouges sont des disques de Giraud dans H2
C. La région bleue est composée

d’un bigone B±k et d’un quadrilatère Q±k .

Figure 4.12 – Vues schématiques d’une face F±k pour α2 ∈]0, π6 [. La région bleue est dans
∂∞H2

C ; les deux régions rouges sont des disques de Giraud dans H2
C. Cette fois, le bord à

l’infini de la face est sur un tore, et on a un point singulier dans H2
C qui n’apparaît pas

dans la figure. Le quadrilatère Q±k a maintenant une anse.

4.7 Combinatoire locale (CL)

En rassemblant les résultats de la section précédente, nous pouvons désormais montrer
la condition de combinatoire locale (CL) que nous avons donnée dans la section 4.3. Nous
allons montrer que la combinatoire locale des faces reste constante le long de la défor-
mation. Plus précisément, on a les deux propositions suivantes. La première concerne les
faces de dimension trois F±k ⊂ H2

C ; la deuxième leur bord à l’infini constitué des bigones
et des quadrilatères dans ∂∞H2

C.

Proposition 4.7.1. On a les intersections suivantes des 3-faces :

1. F+
0 intersecte F−0 et F−−1 le long de disques de Giraud.

2. F−0 intersecte F+
0 et F+

1 le long de disques de Giraud.

3. F+
0 ∩ F

+
1 est réduit à {[pB], [UpA]}

4. F−0 ∩ F
−
−1 est réduit à {[pB], [pA]}

Démonstration. Les deux premiers points sont donnés par le lemme 4.6.5. Le troisième et
le quatrième sont symétriques, et donnés par la proposition 4.6.12.

En considérant le bord à l’infini, la proposition suivante en découle :
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Proposition 4.7.2. Les faces Q+
0 et B+

0 intersectent les faces contenues dans J −0 , J −−1,
J +
−1 et J +

1 exactement comme dans la figure 4.8. À savoir :

1. B+
0 intersecte Q−0 et Q−−1 en deux arcs de son bord.

2. Q+
0 intersecte Q−0 , B−0 , Q−−1 et B−−1 en les quatre arcs de son bord.

3. L’intersection de B+
0 et de Q+

0 avec B+
−1 et Q+

−1 est réduite à {[U−1pB], [pA]}.

4. L’intersection de B+
0 et de Q+

0 avec B+
1 et Q+

1 est réduite à {[pB], [UpA]}

Par symétrie, on obtient la combinatoire locale pour les faces contenues dans J −0 :

Proposition 4.7.3. Les faces Q−0 et B−0 intersectent les faces contenues dans J +
0 , J +

1 ,
J −−1 et J −1 exactement comme dans la figure 4.8. À savoir :

1. B−0 intersecte Q+
0 et Q+

1 en deux arcs de son bord.

2. Q−0 intersecte Q+
0 , B+

0 , Q+
1 et B+

1 en les quatre arcs de son bord.

3. L’intersection de B−0 et de Q−0 avec B−−1 et Q−−1 est réduite à {[pA], [pB]}.

4. L’intersection de B−0 et de Q−0 avec B−1 et Q−1 est réduite à {[UpA], [UpB]}

4.8 Combinatoire globale (CG)

Finalement, il nous reste à vérifier la condition de combinatoire globale (CG) de la
stratégie de preuve de la section 4.3. Ce point s’avère bien plus technique que les deux
autres : nous utiliserons ici des projections sur des sphères visuelles pour le montrer.
Commençons par fixer une stratégie de preuve de la condition (CG).

4.8.1 Stratégie

On se propose de montrer que, lors de la déformation, si [U ] est loxodromique ou de
type ( 1

n ,
−1
n ) avec n ≥ 9, alors les intersections des faces F+

k et F−k et leurs bords à l’infini
sont exactement celles décrites par la combinatoire locale. Comme le domaine est invariant
par [U ] et que nous avons décrit la combinatoire des intersections de faces F±k ainsi que
de B±0 et Q±0 avec les faces contenues dans les bissecteurs voisins, il suffira de montrer les
deux propositions suivantes pour avoir la combinatoire globale des intersections des faces.

Proposition 4.8.1. Si [U ] est loxodromique, alors
— J +

0 intersecte J +
k si et seulement si k ∈ {−1, 0, 1}.

— J −0 intersecte J −k si et seulement si k ∈ {−1, 0, 1}.
— J +

0 intersecte J −k si et seulement si k ∈ {−1, 0, 1}. De plus, J +
0 ∩ J

−
1 = {[UpA]}

et J +
0 ∩ J

−
−1 = {[U−1pB]}.

Proposition 4.8.2. Si [U ] est elliptique d’ordre ≥ 9, alors
— J +

0 intersecte J +
k si et seulement si k ≡ −1, 0, 1 mod n.
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— J −0 intersecte J −k si et seulement si k ≡ −1, 0, 1 mod n.
— J +

0 intersecte J −k si et seulement si k ≡ −1, 0, 1 mod n. De plus, J +
0 ∩ J

−
1 =

{[UpA]} et J +
0 ∩ J

−
−1 = {[U−1pB]}.

Pour montrer ces deux propositions, nous allons projeter les bissecteurs J ±k sur la
sphère visuelle de [pU ]. On obtiendra alors une famille de disques invariante par l’action
de [U ] sur la sphère visuelle. Pour le cas où [U ] est loxodromique, cette projection suffira
pour montrer la proposition 4.8.1. Dans le cas où [U ] est elliptique, il nous faudra raffiner
l’argument avant de finir la preuve de la proposition 4.8.2.

Rappelons que dans [PW15], Parker, Wang et Xie donnent une preuve de la proposition
4.8.2 pour n ≥ 4. La correspondance avec leurs notations est donnée par J+

k = B−2k et
J −k = B−2k−1. Nous allons tout de même donner une preuve de la proposition 4.8.2 mais
qui utilise des outils différents, qui pourraient être appliqués en dehors des représenta-
tions provenant de groupes de triangle. Nos méthodes ne nous permettront pas cependant
d’atteindre les cas n = 4, 5, 6, 7, 8, qui sont traités par Parker, Wang et Xie.

4.8.2 Premières données

Commençons par établir quelques résultats sur la projection des bissecteurs J ±k sur
la sphère visuelle L[pU ] de [pU ]. Nous allons identifier ces projections comme des disques
dont les bords passent par des points connus. Rappelons que nous avons étudié les sphères
visuelles de points de CP2 dans la section 1.5 du chapitre 1. D’abord, établissons un critère
de tangence d’une droite complexe à une surface spinale.

Lemme 4.8.3 (Critère de tangence). Soient p, q ∈ C3−{0} tels que 〈p, p〉 = 〈q, q〉 6= 0 et
〈p, q〉 ∈ R − {0}. Soit [r] ∈ S(p, q). Alors la droite complexe l[p],[r] est tangente à S(p, q)
en [r] si et seulement s’il existe ε ∈ {±1} tel que :

1. 〈p, r〉 = ε〈q, r〉

2. 〈q, p〉 6= ε〈p, p〉

Démonstration. Nous allons montrer que l[p],[r] intersecte S(p, q) uniquement en [r] si et
seulement si on se trouve dans les conditions de l’énoncé. Un autre point de l[p],[r]∩S(p, q)
est de la forme [p+ λr] avec λ ∈ C, et vérifie :

〈p+ λr, p+ λr〉 = 0

|〈p, p+ λr〉|2 = |〈q, p+ λr〉|2

En développant et en utilisant que 〈r, r〉 = 0 et que 〈p, p〉 = 〈q, q〉 ∈ R et que |〈p, r〉| =
|〈q, r〉|, on obtient :

〈p, p〉+ 2Re(λ〈p, r〉) = 0 (4.4)
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〈p, p〉Re(λ〈p, r〉) = Re(λ〈q, p〉〈q, r〉) (4.5)

En remplaçant Re(λ〈p, r〉) dans la deuxième équation et en remarquant que 〈q, p〉 ∈ R −
{0}, on a :

−1
2〈p, p〉 = Re(λ〈p, r〉) (4.6)

−1
2
〈p, p〉2

〈q, p〉
= Re(λ〈q, r〉) (4.7)

On retrouve deux équations de droites réelles dans C pour λ. L’intersection de ces droites
est vide si et seulement s’il s’agit de deux droites distinctes et parallèles. Comme |〈p, r〉| =
|〈q, r〉|, ceci est équivalent à l’existence de ε ∈ {±1} tel que 〈p, r〉 = ε〈q, r〉 et que−1

2〈p, p〉 6=
ε
(
−1

2
〈p,p〉2
〈q,p〉

)
, i.e. 〈q, p〉 6= ε〈p, p〉.

Lemme 4.8.4. Pour α2 6= ±αlim
2 ,±π

2 , les droites complexes l[pU ],[UpA] et l[pU ],[U−1pB ] sont
tangentes à la sphère S(pU , pV ) respectivement en [UpA] et [U−1pB].

Démonstration. D’après les lemmes 4.6.2 et 4.6.3, on sait que [UpA] et [U−1pB] appar-
tiennent à S(pU , pV ). De plus, on a :

〈pu, pu〉 = 〈pv, pv〉 = 4 cos2(α2)− 3
2

〈pU , UpA〉 = 〈pV , UpA〉 = e−2iα2

〈pU , U−1pB〉 = 〈pV , U−1pB〉 = 1

et 〈pV , pU 〉 = −3
2 .

D’après le lemme 4.8.3, on a bien les tangences de l’énoncé.

Puisque, grâce à la proposition 1.6.33, on sait que la projection d’un bissecteur de la
forme B(p, q) sur la sphère visuelle L[p] est un disque, on déduit le corollaire suivant :

Corollaire 4.8.5. π[pU ](J +
0 ) est un disque dont le bord passe par π[pU ](l[pU ],[UpA]) et

π[pU ](l[pU ],[U−1pB ]).

Notation 4.8.6. Nous noterons ces disques D±k , de sorte que D±k = π[pU ](J ±0 ).

Rappelons aussi qu’on dispose d’une symétrie associée à l’involution I ∈ U(2, 1) donnée
par :

I =


1 0 0

−
√

2eiα2 −1 0
−1 −

√
2e−iα2 1

 .
Comme nous l’avons discuté dans la section 4.6.2, elle vérifie IpU = pU , IpV = pW et

IpW = pV . L’action de [I] sur CP2 fixe [pU ] et échange les bissecteurs J +
0 et J −0 .
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4.8.3 La carte ψp′U ,p′′U de L[pU ].

Nous allons nous placer dans la carte ψp′U ,p′′U de L[pU ] pour identifier les intersections
des disques D±k et en déduire la combinatoire globale des intersections des bissecteurs J ±k .

Notation 4.8.7. Afin d’alléger les notations, pour [q] ∈ CP2 − {[pU ]} nous noterons
désormais ψ(q) pour ψp′U ,p′′U (l[pU ],[q]).

Remarque 4.8.8. L’image par ψ de plusieurs points est simple à calculer. En effet, on
a :

— ψ(p′U ) =∞ et ψ(p′′U ) = 0
— ψ(pB) = 1
— ψ(pA) = −(8 cos2(α2)+1)+δ

−(8 cos2(α2)+1)−δ = tr(U)+1−δ
tr(U)+1+δ .

Les éléments U et I de U(2, 1) fixent pU et agissent donc naturellement sur L[pU ] de
façon projective. Nous allons identifier maintenant ces deux actions dans la carte ψp′U ,p′′U .
Commençons par U :

Remarque 4.8.9. L’action de U sur CP2 fixe [pU ], [p′U ] et [p′′U ]. Elle agit donc sur L[pU ]

en fixant ψ(p′U ) et ψ(p′′U ). Dans la carte ψp′U ,p′′U , l’action est donc donnée soit par une
rotation, soit par une homothétie de centre 0. Nous détaillerons plus loin l’angle et la
raison respectifs.

Regardons maintenant l’action de I.

Lemme 4.8.10. L’action de I sur LpU est donnée, dans la carte ψp′U ,p′′U , par z 7→
1
z .

Démonstration. L’involution I vérifie Ip′U = p′′U , Ip′′U = p′U et IpB = pB. Comme ψ(p′U ) =
∞, ψ(p′′U ) = 0 et ψ(pB) = 1, l’involution I agit sur la carte ψp′U ,p′′U par une application
projective qui fixe 1 et qui échange 0 et ∞. Il s’agit donc de z 7→ 1

z .

4.8.4 Le côté loxodromique

Dans cette sous-section, nous allons étudier le cas où [U ] est loxodromique. Nous allons
étudier la position relative des disques D±k dans L[pU ], ce qui suffira pour déterminer la
combinatoire globale des intersections des bissecteurs J ±k . Nous montrerons que ces disques
sont disposés comme dans la figure 4.13.

On s’intéresse ici aux paramètres α2 ∈]π6 , α
lim
2 [. Grâce à la remarque 4.4.6, nous savons

que pour un tel α2, l’élément U est loxodromique et a pour valeurs propres 1, el et e−l. La
longueur l ∈]0, argch(5

2)[ sert alors aussi de paramètre pour la déformation. Elle est reliée
à α2 par la relation :

2 cosh(l) + 1 = tr(U) = 8 cos2(α2)
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Figure 4.13 – Les disques D±k (en bleu) pour α2 = 0.91.

Dans ce cas, rappelons aussi que, en posant δ = 2 sinh(l), on a :

[p′U ] =


2(2e2iα2 + 1)

−
√

2eiα2(2e2iα2 + 1 + δ)
−(8 cos2(α2) + 1)− δ

 et [p′′U ] =


2(2e2iα2 + 1)

−
√

2eiα2(2e2iα2 + 1− δ)
−(8 cos2(α2) + 1) + δ


Remarque 4.8.11. Dans le côté loxodromique, [p′U ], [p′′U ] ∈ ∂∞H2

C, et [pU ], [p′U ], [p′′U ] sont
sur un triangle autopolaire. On calcule les produits hermitiens suivants :

〈p′U , p′U 〉 = 〈p′′U , p′′U 〉 = 0

〈pU , pU 〉 = cosh(l)− 1

〈pU , p′U 〉 = 〈pU , p′′U 〉 = 0

〈p′U , p′′U 〉 = −16 sinh2(l)

Remarque 4.8.12. Dans le cas où U est loxodromique, on a ψ(pA) = tr(U)+1−δ
tr(U)+1+δ = 1+el

1+el =
e−l.

Remarque 4.8.13. L’action de U sur L[pU ] fixe l[pU ],[p′U ] et l[pU ],[p′′U ]. Dans la carte ψp′U ,p′′U ,
comme Up′U = elp′U et Up′′U = elp′′U , l’action de U est donc une homothétie de centre 0 et
raison e2l ; elle est donnée par z 7→ e2lz.

Remarque 4.8.14. Puisque ψ(pB) = 1, ψ(pA) = e−l et que U agit par une homothétie
de raison e2l, on déduit que pour tout k ∈ Z, on a

ψ(UkpB) = e2kl et ψ(UkpA) = e(2k−1)l.

On peut déduire des actions de U et de I un résultat sur les intersections :

Proposition 4.8.15. Les disques D+
0 et D−1 sont tangents au point π[pU ](l[pU ],[UpA]).

Les disques D+
0 et D−−1 sont tangents au point π[pU ](l[pU ],[U−1pB ]).
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Démonstration. Rappelons que D+
0 est un disque dont le bord passe par ψ(U−1pB) et

ψ(UpA), et que D−1 un disque dont le bord passe par ψ(U2pB) et ψ(UpA). Soit θ l’angle
en ψ(UpA) entre ∂D+

0 et la droite réelle. Comme l’application z 7→ 1
z est conforme, et

qu’elle échange D+
0 et D−0 , l’angle entre ∂D−0 et la droite réelle en ψ(pA) = 1

ψ(UpA) est
aussi égal à θ. Or, puisque D−1 est obtenu à partir de D−0 par une homothétie de raison
e2l, l’angle entre la droite réelle et ∂D−1 en ψ(UpA) est égal à θ. Comme ∂D−1 et ∂D+

0
intersectent la droite réelle en ψ(UpA) avec le même angle, ils sont tangents.

La preuve de l’autre tangence est complètement analogue.

Corollaire 4.8.16. Les bissecteurs J +
0 et J −1 sont tangents en [UpA].

Les bissecteurs J +
0 et J −−1 sont tangents en [U−1pB].

Démonstration. Grâce à la proposition précédente, nous savons que l’intersection de J +
0

et J −1 est contenue dans la droite l[pU ],[UpA]. D’après le lemme 4.6.14, cette droite est
tangente à ∂∞J +

0 en [UpA] : l’intersection contient donc exactement un point.

La proposition suivante est le résultat clé pour déterminer la position relative des
disques D±k . On va montrer que chaque disque se trouve dans une certaine couronne cen-
trée en 0 dont nous expliciterons les rayons ; nous verrons ensuite que ces couronnes sont
obtenues les unes à partir des autres par des homothéties de centre 0. Une des couronnes
que nous considérons est dessinée sur la figure 4.13. Les bornes effectives que nous don-
nons dans la proposition suivante suffiront pour déterminer la combinatoire globale des
intersections des disques D±k et des bissecteurs J ±k .

Proposition 4.8.17. Le disque D+
0 est dans inclus dans la couronne de centre 0 et rayons

e
−5
2 l et e

3
2 l.

Démonstration. Nous allons montrer que les cercles de rayons e
−5
2 l et e

3
2 l n’intersectent

pas le disque D+
0 . Ceci revient à montrer que, si θ ∈ R, alors aucun point d’image eiθe

3l
2

ou eiθe−
5l
2 par ψp′U ,p′′U n’est dans le bissecteur B(pU , pV ).

Commençons par le premier cas. Le deuxième est complètement analogue ; nous ferons
une remarque au cours du calcul pour le vérifier. On veut montrer qu’aucun point de la
forme qθ,µ = p′′U+e

3l
2 eiθp′U+µpU , où θ ∈ R et µ ∈ C, n’est dans le bissecteur B(pU , pV ). On

raisonne par l’absurde, et on suppose qu’il existe un point de la forme qθ,µ dans B(pU , pV ).
On a deux conditions pour que qθ,µ soit dans B(pU , pV ) :

1. 〈qθ,µ, qθ,µ〉 ≤ 0

2. |〈qθ,µ, pU 〉| = |〈qθ,µ, pV 〉|

Elles se traduisent par :

1. 2Re(e
3l
2 eiθ〈p′′U , p′U 〉) + |µ|2〈pU , pU 〉 ≤ 0

2. |µ||〈pU , pU 〉| = |〈p′′U , pV 〉+ e
3l
2 eiθ〈p′U , pV 〉+ µ〈pU , pV 〉|
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D’après les calculs ci-dessus, et en posant h1 = 〈p′U , pV 〉 et h2 = 〈p′′U , pV 〉 pour simplifier
les notations, les conditions deviennent :

1. |µ|2 ≤ 2e
3l
2

16 sinh2(l)
cosh(l)−1 cos(θ) = 32e

3l
2 (cosh(l) + 1) cos(θ)

2. (cosh(l)− 1)|µ| = |h2 + e
3l
2 eiθh1 − 3

2µ|

Faisons quelques calculs pour mieux expliciter la deuxième condition. Elle implique,
par l’inégalité triangulaire, que :

(cosh(l)− 1)|µ| ≥ |h2 + e
3l
2 eiθh1| −

3
2 |µ|

On en déduit que :

(cosh(l) + 1
2)|µ| ≥ |h2 + e

3l
2 eiθh1|

D’après la condition 1, on en déduit que :

|h2 + e
3l
2 eiθh1|2 ≤ 32e

3l
2 (cosh(l) + 1

2)2(cosh(l) + 1) cos(θ)

Cette équation peut se ré-écrire sous la forme suivante :

|h2 + e
3l
2 eiθh1|2 ≤ 16e

3l
2 (2 cosh(l) + 1)2 cosh2( l2) cos(θ). (4.8)

Le côté gauche de l’inégalité s’écrit alors sous la forme :

|h2|2 + 2e
3l
2 Re(eiθh1h2) + e3l|h1|2 (4.9)

Calculons ces termes. On a :

h1 = 〈p′U , pV 〉 = (2 sinh(l) + 3 + 2i sin(2α2))(e2iα2 + 1)

= 2 cos(α2)eiα2(2 sinh(l) + 3 + 2i sin(2α2))

h2 = 〈p′U , pV 〉 = (−2 sinh(l) + 3 + 2i sin(2α2))(e2iα2 + 1)

= 2 cos(α2)eiα2(−2 sinh(l) + 3 + 2i sin(2α2))

On en déduit aisément, en remplaçant sin(2α2)2 par 4 cos2(α2)(1 − cos2(α2)) puis
cos2(α2) par 1

8(2 cosh(l) + 1), que :

|h1|2 = 12e
l
2 (2 cosh(l) + 1) cosh( l2)

|h2|2 = 12e−
l
2 (2 cosh(l) + 1) cosh( l2)

|h1||h2| = 12(2 cosh(l) + 1) cosh( l2)
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De plus,

h1h2 = 2(2 cosh(l) + 1)((5− 2 cosh(l))(cosh(l) + 1)− 4i sin(2α2) sinh(l)) (4.10)

On en déduit alors que

2Re(eiθh1h2) = 4(2 cosh(l) + 1)

×((5− 2 cosh(l))(cosh(l) + 1) cos(θ) + 4 sin(2α2) sinh(l) sin(θ))

= 8(2 cosh(l) + 1) cosh( l2)

×((5− 2 cosh(l)) cosh( l2) cos(θ) + 4 sin(2α2) sinh( l2) sin(θ))

L’inégalité (4.8) devient, après une première simplification par 4(2 cosh(l)+1) cosh( l2)e
3l
2 :

3e−2l + 3e2l + 2((5− 2 cosh(l)) cosh( l2) cos(θ) + 4 sin(2α2) sinh( l2) sin(θ))

≤ 4(2 cosh(l) + 1) cosh( l2) cos(θ)

On remarque que, en mettant −5l
2 à la place de 3l

2 , on obtient exactement la même
inégalité. En passant les termes en θ du côté droit, on a :

3e−2l + 3e2l ≤ 6(2 cosh(l)− 1) cosh( l2) cos(θ)− 8 sin(2α2) sinh( l2) sin(θ) (4.11)

Le côté droit est de la forme a cos(θ) + b sin(θ). Sa valeur maximale est
√
a2 + b2. En

particulier, on a :

(3e−2l + 3e2l)2 ≤ 36(2 cosh(l)− 1)2 cosh2( l2) + 64 sin2(2α2) sinh2( l2) (4.12)

En remplaçant sin(2α2)2 par son expression en termes de cosh(l) on voit que le côté
droit, une fois linéarisé, est égal à 16 cosh(3l) + 16 cosh(2l)− 16 cosh(l) + 20. On en déduit
que

36 cosh(2l)2 ≤ 16 cosh(3l) + 16 cosh(2l)− 16 cosh(l) + 20 (4.13)

En linéarisant le côté gauche et en divisant par 2, on obtient alors :

9 cosh(4l) + 8 cosh(l) ≤ 8 cosh(3l) + 8 cosh(2l) + 1 (4.14)

8 cosh(4l) + 8 cosh(l) + cosh(4l) ≤ 8 cosh(3l) + 8 cosh(2l) + 1 (4.15)
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Comme la fonction cosh est convexe, on a :

8 cosh(4l) + 8 cosh(l) ≥ 8 cosh(3l) + 8 cosh(2l) (4.16)

et d’autre part, cosh(4l) > 1, ce qui aboutit à une contradiction.

Comme D−1 est l’image de D+
0 par z 7→ 1

z , on a le corollaire suivant :

Corollaire 4.8.18. Le disque D−0 est inclus dans la couronne ouverte de centre 0 et rayons
e
−3l

2 et e
5l
2

Proposition 4.8.19. Les disques D±k s’intersectent de la façon suivante :

1. D+
0 intersecte D+

k si et seulement si k ∈ {−1, 0, 1}.

2. D−0 intersecte D−k si et seulement si k ∈ {−1, 0, 1}.

3. D+
0 intersecte D−k si et seulement si k ∈ {−1, 0, 1}. De plus, D+

0 est tangent à D−1
et D+

0 .

Démonstration. Par une récurrence immédiate, on sait que le disque D+
k est inclus dans

la couronne ouverte de rayons e2kl+ 3l
2 et e2kl− 5l

2 et que le disque D−k est inclus dans la
couronne ouverte de rayons e2kl+ 3l

2 et e2kl− 5l
2 . Si |k| > 0, les disques D+

k et D+
0 se trouvent

alors dans des couronnes disjointes. Il en est de même pour les disques D−k et D−0 , ainsi
que pour D−k et D+

0 . Il nous reste donc à prouver que les intersections annoncées ont bien
lieu. Or d’après la proposition 4.8.1 on sait que

— J +
0 intersecte J +

1 et J +
−1

— J −0 intersecte J −1 et J −−1
— J +

0 intersecte J −0 ,
ce qui montre les incidences. Finalement, d’après la proposition 4.8.15, on sait que D+

0 est
tangent à D−1 et D+

0 .

À l’aide de la projection que nous venons de décrire, on obtient la proposition 4.8.1.
Rappelons son énoncé :

Proposition 4.8.20. Si U est loxodromique, alors

1. J +
0 intersecte J +

k si et seulement si k ∈ {−1, 0, 1}.

2. J −0 intersecte J −k si et seulement si k ∈ {−1, 0, 1}.

3. J +
0 intersecte J −k si et seulement si k ∈ {−1, 0, 1}. De plus, J +

0 ∩ J
−
1 = {[UpA]}

et J +
0 ∩ J

−
−1 = {[U−1pB]}.
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4.8.5 Le côté elliptique

Nous étudierons maintenant le cas où [U ] est elliptique. Comme dans le cas loxodro-
mique, nous allons déterminer la position relative des disques D±k , qui seront obtenus
cette fois les uns par rapport aux autres par des rotations. Des exemples de la position
relative des disques D±k sont donnés dans les figures 4.14 et 4.15. Cependant, dans ce cas
il nous faudra raffiner légèrement l’argument et considérer la sphère visuelle réelle pour
déterminer la combinatoire globale des intersections des bissecteurs J ±k . On s’intéresse ici
aux paramètres α2 ∈]αlim

2 , π2 [. Grâce à la remarque 4.4.5, nous savons que pour un tel α2,
l’élément U est elliptique et a pour valeurs propres 1, eiβ et e−iβ. L’angle β ∈]0, 2π

3 [ sert
alors aussi de paramètre pour la déformation. Il est relié à α2 par la relation :

2 cos(β) + 1 = tr(U) = 8 cos2(α2)

Dans ce cas, rappelons aussi que, en posant δ = 2 sin(β), on a :

[p′U ] =


2(2e2iα2 + 1)

−
√

2eiα2(2e2iα2 + 1 + δ)
−(8 cos2(α2) + 1)− δ

 et [p′′U ] =


2(2e2iα2 + 1)

−
√

2eiα2(2e2iα2 + 1− δ)
−(8 cos2(α2) + 1) + δ

 .

Figure 4.14 – Projection des bissecteurs sur L[pU ] pour α2 = 0, 915.

Faisons maintenant quelques remarques sur les actions sur L[pU ] et les images de cer-
tains points dans la carte ψ.

Remarque 4.8.21. Dans le cas où U est elliptique, on a ψ(pA) = tr(U)+1−δ
tr(U)+1+δ = 1+e−iβ

1+eiβ =
e−iβ.

Remarque 4.8.22. L’action de U sur L[pU ] fixe l[pU ],[p′U ] et l[pU ],[p′′U ]. Dans la carte ψp′U ,p′′U ,
comme Up′U = eiβp′U et Up′′U = e−iβp′′U , l’action de U est une rotation de centre 0 et
d’angle 2β ; elle est donnée par z 7→ e2iβz.
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(a) n = 8 (b) n = 9

(c) n = 10 (d) n = 20

Figure 4.15 – Projection sur la sphère visuelle pour n = 8, 9, 10 et 20.



4.8. COMBINATOIRE GLOBALE (CG) 165

Remarque 4.8.23. Puisque ψ(pB) = 1, ψ(pA) = e−iβ et que U agit par une rotation
d’angle 2β, on déduit que pour tout k ∈ Z, on a

ψ(UkpB) = e2ikβ et ψ(UkpA) = e(2k−1)iβ.

On peut déduire des actions de U et de I un résultat sur les intersections :

Proposition 4.8.24. Les disques D+
0 et D−1 sont tangents au point π[pU ](l[pU ],[UpA]).

Les disques D+
0 et D−−1 sont tangents au point π[pU ](l[pU ],[U−1pB ]).

Démonstration. Rappelons que D+
0 est un disque dont le bord passe par ψ(U−1pB) et

ψ(UpA), et que D−1 un disque dont le bord passe par ψ(U2pB) et ψ(UpA). Soit θ l’angle
en ψ(UpA) entre ∂D+

0 et le cercle unité. Comme l’application z 7→ 1
z est conforme, et qu’elle

échange D+
0 et D−0 , l’angle entre ∂D−0 et le cercle unité en ψ(pA) = 1

ψ(UpA) est aussi égal
à θ. Or, puisque D−1 est obtenu à partir de D−0 par une rotation d’angle 2β, l’angle entre
le cercle unité et ∂D−1 en ψ(UpA) est égal à θ. Comme ∂D−1 et ∂D+

0 intersectent le cercle
unité en ψ(UpA) avec le même angle, ils sont tangents.

La preuve de l’autre tangence est complètement analogue.

Corollaire 4.8.25. Les bissecteurs J +
0 et J −1 sont tangents en [UpA]. Les bissecteurs J +

0
et J −−1 sont tangents en [U−1pB].

Démonstration. Grâce à la proposition précédente, nous savons que l’intersection de J +
0

et J −1 est contenue dans la droite l[pU ],[UpA]. D’après le lemme 4.6.14, cette droite est
tangente à ∂∞J +

0 en [UpA] : l’intersection contient donc exactement un point.

De même que pour le côté loxodromique, la proposition clé pour contrôler les inter-
sections des disques D±k est donnée par la proposition suivante, qui borne le diamètre
angulaire de ces disques depuis 0. L’action de [U ] par rotations est alors analogue à celle
par homothéties que nous avons étudiée pour le côte loxodromique ; les analogues des
anneaux étant les secteurs angulaires, dont un exemple est tracé dans la figure 4.14.

Proposition 4.8.26. Si β ≥ 2π
9 , les disques D±k ont un diamètre angulaire < 4β depuis

0.

Démonstration. Comme D±k est image de D+
0 par une une rotation de centre 0 et éven-

tuellement z 7→ 1
z , il suffit de montrer que le diamètre angulaire depuis 0 du disque D+

0
est < 4β. Nous allons montrer que les demi-droites réelles d’arguments 3β

2 et −5β
2 n’inter-

sectent pas le disque D+
0 . Ceci revient à montrer que, si k ∈ R+, alors aucun point d’image

ke
3iβ

2 ou ke−
5iβ

2 par ψp′U ,p′′U n’est dans le bissecteur B(pU , pV ).
Commençons par le premier cas. On veut montrer qu’aucun point de la forme qk,µ =

p′′U + ke
3β
2 p′U + µpU , où k ∈ R+ et µ ∈ C, n’est dans le bissecteur B(pU , pV ). Ces deux

demi-droites sont tracées dans la figure 4.14.
On a deux conditions pour que qk,µ soit dans B(pU , pV ) :
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1. 〈qk,µ, qk,µ〉 ≤ 0

2. |〈qk,µ, pU 〉| = |〈qk,µ, pV 〉|

Elles se traduisent par :

1. 〈p′′U , p′′U 〉+ k2〈p′U , p′U 〉+ |µ|2〈pU , pU 〉 ≤ 0

2. |µ||〈pU , pU 〉| = |〈p′′U , pV 〉+ ke−
3β
2 〈p′U , pV 〉+ µ〈pU , pV 〉|

D’après les calculs ci-dessus, et en posant h1 = 〈p′U , pV 〉 et h2 = 〈p′′U , pV 〉 pour simplifier
les notations, les conditions deviennent :

1. |µ|2 ≥ (1 + k2)16 sin2(β)
1−cos(β) = 16(1 + k2)(1 + cos(β))

2. (1− cos(β))|µ| = |h2 + ke−
3β
2 h1 − 3

2µ|

Faisons quelques calculs pour mieux expliciter la deuxième condition. Elle implique,
par l’inégalité triangulaire, que :

(1− cos(β))|µ| ≥ 3
2 |µ| − |h2 + ke−

3β
2 h1|

On en déduit que :

(cos(β) + 1
2)|µ| ≤ |h2 + ke−

3β
2 h1|

D’après la condition 1, on en déduit que :

|h2 + ke−
3β
2 h1|2 ≥ 16(cos(β) + 1

2)2(1 + k2)(1 + cos(β))

|h2 + ke−
3β
2 h1|2 ≥ 4(2 cos(β) + 1)2(1 + k2)(1 + cos(β)).

Calculons la quantité |h2 + ke−
3β
2 h1|2. On a :

|h2 + ke−
3β
2 h1|2 = |h2|2 + k2|h1|2 + 2kRe(e

3β
2 h2h1)

Pour aboutir à une contradiction, il suffit de montrer que le polynôme suivant en k est
strictement négatif :

Pβ(k) = |h2|2 + k2|h1|2 + 2kRe(e
3β
2 h2h1)− 4(2 cos(β) + 1)2(1 + k2)(1 + cos(β))

= (|h2|2 − 4(2 cos(β) + 1)2(1 + cos(β))

+2kRe(e
3β
2 h2h1) + (|h1|2 − 4(2 cos(β) + 1)2(1 + cos(β))k2

Pour étudier le polynôme Pβ, nous avons besoin de calculer quelques quantités. On le
fait dans le lemme suivant :

Lemme 4.8.27. On a :
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1. h2h1 = 6(2 cos(β) + 1)(eiβ + 1) = 12ei
β
2 (2 cos(β) + 1) cos(β2 )

2. |h1|2|h2|2 = 72(2 cos(β) + 1)2(cos(β) + 1)

3. |h1|2 + |h2|2 = 4(2 cos(β) + 1)(5− 2 cos(β))(cos(β) + 1)

Démonstration. Explicitons h1 et h2 en fonction de α2 et β. On a :

h1 = 〈p′U , pV 〉 = e−iβ(2i sin(2α2) + cos(β) + 1
2) + 4i sin(2α2)− 1

h2 = 〈p′′U , pV 〉 = eiβ(2i sin(2α2) + cos(β) + 1
2) + 4i sin(2α2)− 1

En développant h2h1 et en exprimant sin2(2α2) en fonction de cos(β), on obtient :

h2h1 = 6(2 cos(β) + 1)(eiβ + 1) = 12ei
β
2 (2 cos(β) + 1) cos(β2 )

D’autre part, on peut calculer :

|h1|2 = 2(2 cos(β) + 1)((cos(β) + 1)(5− 2 cos(β))− 4 sin(2α2) sin(β))

|h2|2 = 2(2 cos(β) + 1)((cos(β) + 1)(5− 2 cos(β)) + 4 sin(2α2) sin(β))

On en déduit immédiatement que

|h1|2 + |h2|2 = 4(2 cos(β) + 1)(5− 2 cos(β))(cos(β) + 1)

puis, en développant et en exprimant sin2(2α2) en fonction de cos(β) :

|h1|2|h2|2 = 72(2 cos(β) + 1)2(cos(β) + 1)

On en déduit que Re(e
3β
2 h2h1) = 12 cos(2β)(2 cos(β) + 1) cos(β2 ). On remarque que

c’est exactement le même terme lorsqu’on a −5
2β à la place de 3

2β. Le polynôme Pβ(k)
s’écrit alors sous la forme :

Pβ(k) = |h2|2(1− |h1|2

18 ) + 24 cos(2β)(2 cos(β) + 1) cos(β2 )k + |h1|2(1− |h2|2

18 )k2

Son discriminant ∆β est alors égal à :

∆β = (24 cos(2β)(2 cos(β) + 1) cos(β2 ))2 − 4|h1|2|h2|2(1− |h1|2

18 )(1− |h2|2

18 )
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En écrivant le premier terme en fonction de cos(β), on obtient :

∆β = 288(2 cos2(β)− 1)2(2 cos(β) + 1)2(cos(β) + 1)− 4|h1|2|h2|2(1− |h1|2

18 )(1− |h2|2

18 )

= 4|h1|2|h2|2((2 cos2(β)− 1)2 − (1− 1
18 |h1|2)(1− 1

18 |h2|2))

Lorsque β ∈]0, 2π
3 [, on sait que 4|h1|2|h2|2 > 0. En développant et en écrivant le dernier

facteur en fonction de cos(β), on obtient :

∆β

4|h1|2|h2|2
= (2 cos2(β)− 1)2 − (1− 1

18 |h1|2)(1− 1
18 |h2|2)

= 4 cos2(β)(cos2(β)− 1) + |h1|2 + |h2|2

18 − |h1|2|h2|2

182

= 4
9(1− cos2(β))(2 + 4 cos(β)− 9 cos2(β))

= 4
9 sin2(β)(2− 4 cos(β)− 9 cos2(β))

Le discriminant a le même signe que 2+4 cos(β)−9 cos2(β) = −(cos(β)− 3
4)(9 cos(β)+ 11

4 )−
1
16 . En particulier, si cos(β) ≥ 3

4 , il est strictement négatif. Comme cos(2π
8 ) < 3

4 < cos(2π
9 ),

c’est le cas lorsque β ≤ 2π
9 .

On en déduit que si β ∈]0, 2π
9 ], le polynôme Pβ n’a pas de racines réelles. Pour montrer

qu’il est strictement négatif, il suffit de vérifier que son coefficient constant est strictement
négatif. Comme le discriminant ∆β est strictement négatif pour tout β ∈]0, 2π

9 ], ce coef-
ficient garde un signe constant. Or, lorsque β = 0, on a P0 = −36 + 72k − 36k2, ce qui
permet de conclure.

Le calcul pour la droite d’argument −5
2β est identique.

Intersections globales

À l’aide de la projection que nous venons de décrire, nous allons montrer la proposition
4.8.2. Rappelons son énoncé :

Proposition 4.8.28. Si U est elliptique d’ordre n ≥ 9, alors

1. J +
0 intersecte J +

k si et seulement si k ≡ −1, 0, 1 mod n.

2. J −0 intersecte J −k si et seulement si k ≡ −1, 0, 1 mod n.

3. J +
0 intersecte J −k si et seulement si k ≡ −1, 0, 1 mod n. De plus, J +

0 ∩ J
−
1 =

{[UpA]} et J +
0 ∩ J

−
−1 = {[U−1pB]}.

Nous aurons besoin du lemme suivant, qui concerne le diamètre angulaire réel du
bissecteur dans H2

C pour conclure la preuve et raffiner l’argument donné sur la sphère
visuelle :
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Lemme 4.8.29. Si [U ] est elliptique d’ordre ≥ 5, alors le diamètre angulaire de J ±k vu
depuis [pU ] est strictement inférieur à π

3 .

Démonstration. Par symétrie, il suffit de montrer que le diamètre angulaire de J +
0 vu

depuis [pU ] est strictement inférieur à π
3 .

Notons β l’angle de rotation de [U ]. On sait alors que β ≤ 2π
5 , que tr(U) = 1+2 cos(β)

et que 〈pU , pU 〉 = 〈pV , pV 〉 = cos(β)− 1. Dans ce cas , la quantité 〈pU ,pV 〉〈pV ,pU 〉〈pU ,pU 〉〈pV ,pV 〉 est égale

à (3/2)2

(1−cos(β))2 . Or β ≤ 2π
5 , donc cos(β) ≥ cos(2π

5 ) =
√

5−1
4 > 1

4 , d’où
(3/2)2

(1−cos(β))2 > 4. D’après
le corollaire 1.6.35 de la proposition 1.6.34, on sait alors que le diamètre angulaire de J +

0
vu depuis [pU ] est strictement inférieur à π

3 .

Notation 4.8.30. Pour s ∈ R, notons U s l’élément U s = exp(sLog(U)) ∈ SU(2, 1). Ainsi,
U spU = pU , U sp′U = eisβp′U et U sp′′U = e−isβp′′U . Il agit sur L[pU ] comme une rotation
d’angle sβ dans la carte ψp′U ,p′′U .

Démonstration de la proposition 4.8.28. Par la symétrie du problème, les points 1 et 2 sont
analogues. De plus, grâce aux corollaires 4.6.4 et 4.8.25, les intersections et les tangences
annoncées ont lieu.

Commençons par montrer le premier point de l’énoncé. Notons β = 2π
n . Nous savons

que D+
0 est un disque de diamètre angulaire < 4β. Si s ∈ [2, n2 − 2] ∪ [n2 + 2, n − 2], le

disque D+
k n’intersecte pas son image par une rotation d’angle 2sβ, puisqu’ils se trouvent

dans des secteurs angulaires disjoints. Il suffit donc de montrer que si s ∈]n2 − 2, n2 + 2[,
alors [U s]J +

0 n’intersecte pas J +
0

Remarquons d’abord que [U
n
2 ] est la réflexion sur [pU ]. On sait alors que [U

n
2 ]J +

0 =
B([U

n
2 pV ], pU ) et J+

0 sont disjointes, puisque leurs projections orthogonales sur la géodé-
sique complexe l[pU ],[pV ] sont d’une part la médiatrice (réelle) de [pU ] et [pV ], et d’autre
part son image par la réflexion en [pU ].

Pour s ∈ R, soit Cs le cône (réel) sur [U s]J +
0 issu de [pU ]. On sait que C0 et Cn

2
sont

disjoints et opposés l’un de l’autre par rapport à [pU ]. De plus, la projection de Cs sur
L[pU ] est la rotation d’angle 2s de D+

0 . Soit s ∈]n2 − 2, n2 + 2[, telle que cette projection
intersecte D+

0 . Grâce au lemme 4.8.29, nous savons que le cône Cs a un diamètre angulaire
strictement inférieur à π

3 : il ne peut donc pas intersecter C0 et Cn
2
, car sinon on aurait

une union de trois cônes de diamètres angulaires < π
3 qui donnerait un ensemble connexe

de diamètre angulaire ≥ π. Le cône Cs intersecte alors soit C0, soit Cn
2
. Par continuité de

s 7→ [U s], il intersecte uniquement Cn
2
. De façon analogue, les intersections de J +

0 avec
l’orbite par [U ] de J −0 sont exactement celles de l’énoncé.
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Annexe A

Les variétés V (p, q, n)

Nous allons étudier en détail les variétés V (p, q, n) qui apparaissent naturellement
dans le chapitre 2, et sur lesquelles nous avons discuté brièvement dans la section 2.4.
Nous donnons ici une description indépendante du chapitre 2. Commençons par fixer des
notations pour cette annexe.

Notation A.0.31. Dans toute la suite, nous noterons p, q et n trois entiers, deux à deux
premiers entre eux, et tels que max(|p|, |q|) ≤ n. On choisit aussi α ∈ Z tel que p−1q ≡ α

mod n.

Notation A.0.32. Nous allons considérer la sphère S3 comme la sphère unité dans C2.

S3 =
{

(z1, z2) | |z1|2 + |z2|2 = 1
}

La variété V (p, q, n) est définie à partir d’un sous-groupe à un paramètre, que nous
définissons de la façon suivante :

Notation A.0.33. Dans U(2), considérons le sous-groupe à un paramètre (gt)t∈R donné
par

gt(z1, z2) = (e
2iπp
n z1, e

2iπq
n z2).

Notons Γ le sous-groupe engendré par g1 ; c’est groupe cyclique d’ordre n qui agit propre-
ment discontinûment sur S3.

Nous allons définir V (p, q, n) comme le quotient par Γ d’un sous-ensemble de S3 ; le
quotient Γ\S3 est un espace lenticulaire, que nous décrivons dans la proposition suivante.

Proposition A.0.34. Le quotient Γ\S3 est l’espace lenticulaire L(n, α)

Démonstration. Notons p−1 l’inverse de p modulo n. Le groupe Γ est alors engendré par
l’élément gp−1 : (z1, z2) 7→ (e

2iπ
n z1, e

2iπα
n z2). On en déduit que Γ\S3 = 〈gp−1〉\S3 = L(n, α).

171



172 ANNEXE A.

La remarque suivante décrit les orbites du sous-groupe à un paramètre (gt)t∈R dans
S3. Nous prendrons une de ces orbites pour définir la variété V (p, q, n).

Remarque A.0.35. Les orbites du sous-groupe à un paramètre (gt)t∈R a comme orbites
dans S3 :

— Le cercle C1 = {(eiθ, 0) | θ ∈ R}
— Le cercle C2 = {(0, eiθ) | θ ∈ R}
— Des nœuds toriques de type (p, q), qui tournent p fois autour du cercle C2 et q fois

autour du cercle C1

Définition A.0.36. Notons N l’orbite de (
√

2
2 ,
√

2
2 ) pour l’action de (gt)t∈R. C’est un nœud

torique de type (p, q) ; nous noterons T (p, q) son complémentaire dans S3. On définit alors
la variété V (p, q, n) comme Γ\T (p, q).

Afin d’étudier V (p, q, n), considérons le tore T donné par

T =
{

(z1, z2) ∈ S3 | |z1| = |z2| =
√

2
2

}
.

Le tore T découpe S3 en deux tores pleins stables par Γ, à savoir

T1 = {(z1, z2) ∈ S3 | |z1| ≥ |z2|}

T2 = {(z1, z2) ∈ S3 | |z1| ≤ |z2|}

Étudions le quotient Γ\(T1 − N). Rappelons qu’on a choisi α ∈ Z tel que α ≡ p−1q

mod n. Le tore T1 est difféomorphe à S1 ×D2 par l’application :

ϕ̃1 :
T1 → S1 ×D2

(z1, z2) 7→ ( z1
|z1| , z2z

−α
1 )

L’image de N dans S1 ×D2 par cette application est alors donnée par

N1 = {(e2iπ p
n
t, e2iπ q−αp

n
t) | t ∈ R}.

L’action de Γ sur S1 × D2 est donnée par g1 · (w1, w2) = (e2iπ p
nw1, w2). L’application

quotient est alors donnée par

S1 ×D2 → Γ\(S1 ×D2) ∼= S1 ×D2

(w1, w2) 7→ (wn1 , w2)

L’image de N1 dans ce quotient est la courbe N ′1 = {(e2iπpt, e2iπ q−αp
n

t) | t ∈ R}. L’applica-
tion ϕ̃1 induit alors un difféomorphisme entre les quotients ϕ1 : Γ\T1 → S1 ×D2.

De même, en posant β ∈ Z tel que βq ≡ p mod n, on a le difféomorphisme
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ϕ̃2 :
T2 → D2 × S1

(z1, z2) 7→ (z1z
−β
2 , z2

|z2|)
,

et Γ\T2 est difféomorphe à D2 × S1 où l’image de N est la courbe

N ′2 = {(e2iπ p−βq
n

t, e2iπqt) | t ∈ R}.

L’application ϕ̃2 induit, elle aussi, un difféomorphisme entre les quotients ϕ2 : Γ\T2 →
D2×S1. Calculons explicitement l’application de recollement ϕ2◦ϕ−1

1 : S1×S1 → S1×S1.

Lemme A.0.37. Pour (w1, w2) ∈ S1 × S1, on a

ϕ2 ◦ ϕ−1
1 (w1, w2) = (w

1−αβ
n

1 w−β2 , wα1w
n
2 )

Démonstration. Soit (w1, w2) ∈ S1 × S1. Soit ζ1 une racine n-ème de w1. Un antécédent
de (w1, w2) dans T = T1 ∩ T2 est alors (

√
2

2 ζ1,
√

2
2 w2ζ

α
1 ). On calcule alors :

ϕ2 ◦ ϕ−1
1 (w1, w2) = ϕ2

([(√
2

2 ζ1,

√
2

2 w2ζ
α
1

)])
= (ζ1w

−β
2 ζ−αβ1 , wn2 ζ1)

= (w
1−αβ
n

1 w−β2 , wα1w
n
2 )

puisque n divise 1− αβ et que ζn1 = w1.

On peut désormais montrer la proposition suivante, qui montre qu’on a une équivalence
d’homotopie entre V (p, q, n) et T (p, q).

Proposition A.0.38. La variété V (p, q, n) est homotopiquement équivalente à T (p, q).
En particulier, π1(V (p, q, n)) = 〈a, b | ap = bq〉.

Démonstration. On peut écrire V (p, q, n) comme (S1×D2−N1)∪ (D2×S1−N2)/ ∼ où
on identifie les deux bords par l’application ϕ2 ◦ ϕ−1

1 .
Pour le couple standard longitude-méridien (l1,m1) de S1 × D2, la courbe N ′1 est

homotope dans T à lp1m
q−αp
n

1 , et donc homotope à lp1 dans S1 × D2. De même, pour le
couple standard longitude-méridien (l2,m2) de D2 × S1, la courbe N ′2 est homotope dans
T à l

p−βq
n

2 mp
2, et donc homotope à lq2 dans D2 × S1. On a exactement la même situation

pour la courbe N dans les tores solides T1 et T2, qui se recollent en S3 −N = T (p, q). Le
recollement (S1 ×D2 −N1)∪ (D2 × S1 −N2)/ ∼ est alors homotopiquement équivalent à
T (p, q).

Sachant que les variétés V (p, q, n) et T (p, q) sont homotopiquement équivalentes, on
peut se demander à quelle condition elles sont homéomorphes. Pour le faire, nous aurons
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besoin du théorème suivant, montré par Moser dans [Mos71]. Nous avons changé les nota-
tions pour qu’elles soient adaptées à ce texte ; elles ne correspondent pas exactement aux
notations de Moser.

Théorème A.0.39. Soient p, q, r, s ∈ Z tels que (p, q) = 1 et (r, s) = 1. On note σ =
pqr + s. Soit M la variété obtenue par la chirurgie de Dehn de pente (r, s) sur la variété
T (p, q). Alors

— Si |σ| > 1, alors M est un fibré de Seifert sur S2 avec trois fibres singulières de
type α1 = p, α2 = q et α3 = |σ|.

— Si |σ| = 1, alors M est homéomorphe à l’espace lenticulaire L(|s|, rq2).
— Si σ = 0, alors M est homéomorphe à la somme connexe L(p, q)#L(q, p).

On peut maintenant montrer la proposition suivante, qui donne une condition néces-
saire et suffisante pour que V (p, q, n) soit homéomorphe à T (p, q).

Proposition A.0.40. La variété V (p, q, n) est homéomorphe à T (p, q) si et seulement si
n ≡ ±1 mod (pq)

Démonstration. Supposons d’abord que V (p, q, n) est homéomorphe à T (p, q). La chirurgie
de Dehn de V (p, q, n) consistant à rajouter la courbe Γ\N est l’espace lenticulaire L(n, α).
Or, d’après le théorème A.0.39 de Moser, les seules chirurgies de Dehn sur T (p, q) donnant
un espace lenticulaires sont celles de pente (r, s) où |pqr+s| = 1 ; et on obtient alors l’espace
lenticulaire L(|s|, rq2). On en déduit qu’il est nécessaire que s = ±n et |pqr±n| = 1. Ceci
implique que n ≡ ±1 mod pq.

Supposons maintenant que n ≡ ±1 mod pq. Il existe alors r ∈ Z tel que n = pqr ± 1.
On peut alors choisir α = ∓q2r et β = ∓p2r. Dans ce cas, on a q−αp

n = ±q et p−βq
n = ±p.

La variété V (p, q, n) s’obtient alors comme (S1 × D2 − N ′1) ∪ (D2 × S1 − N ′2)/ ∼ où on
identifie au bord les courbes parallèles à N ′1 et N ′2 respectivement, i.e. lp1m

±q
1 et l±p2 mq

2.
C’est exactement le même recollement que celui de (T1 − N) ∪ (T2 − N), qui est égal à
T (p, q).



Annexe B

Le théorème du polyèdre de
Poincaré

B.1 Le théorème du polyèdre de Poincaré

Le théorème du polyèdre de Poincaré est un résultat très utilisé en géométrie hyper-
bolique réelle. Il est un outil clé à la fois pour construire des structures géométriques sur
des variétés et à montrer le caractère discret d’un groupe en construisant un domaine
fondamental. Énoncé par Poincaré pour le plan hyperbolique réel puis pour l’espace hy-
perbolique, le théorème est valable pour des espaces à courbure constante. On pourra
voir un énoncé du théorème et une vue d’ensemble dans l’article de survol de Epstein et
Petronio [EP94].

Dans le cas où la courbure de l’espace n’est pas constante, par exemple pour le cas de
H2

C, qui nous intéresse particulièrement, les hypothèses usuelles du théorème du polyèdre
de Poincaré ne sont pas vérifiées, mais un résultat analogue est tout de même vrai. On
peut trouver des énoncés dans l’article de Mostow [Mos80], ou dans les travaux plus récents
de Deraux, Falbel et Paupert [DFP05], Falbel et Parker [FP06], Parker [Par06], Deraux,
Parker et Paupert [DPP16] ou Parker, Wang et Xie [PWX16] pour en citer quelques uns.
Pour l’utilisation que nous faisons dans cette thèse, l’énoncé qui convient le plus est celui
donné par Parker et Will dans [PW15]. Nous allons reprendre dans cette annexe leur
énoncé du thèorème du polyèdre de Poincaré pour H2

C. Une preuve complète est attendue
dans le livre à paraître de Parker [Parar].

B.2 L’énoncé de Parker-Will

Dans cette section nous reprenons l’énoncé du théorème du polyèdre de Poincaré pour
H2

C donné par Parker et Will dans [PW15, Théorème 5.1]. Il s’agit ici d’une simple traduc-
tion de ce passage de l’article : nous reprenons le mêmes notations et la même structure,
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en omettant les références à l’application utilisée par Parker et Will. Comme dans l’article,
il faudra fixer d’abord des notations et détailler les hypothèses.

On va considérer un polyèdre D pour énoncer le théorème. On suppose que D est
invariant par un groupe Υ < PU(2, 1) qui préserve sa structure cellulaire.

B.2.1 Le polyèdre et sa structure cellulaire

On considère un polyèdre ouvert D dans H2
C. On note D son adhérence dans H2

C =
H2

C ∪ ∂∞H2
C. On note ∂∞D l’intersection de D avec ∂∞H2

C. Ce polyèdre a une structure
cellulaire naturelle qu’on suppose localement finie dans H2

C. On suppose que toutes les
cellules de D sont des variétés lisses par morceaux dans H2

C.

Notation B.2.1. Pour k ∈ [|0, 4|] on notera Fk(D) l’ensemble des cellules de codimension
k de D qui ont une intersection non-vide avec ∂∞H2

C ; on les considère comme des fermés
dans H2

C.
On notera f̊ l’intérieur d’une cellule, c’est à dire les points qui ne sont ni dans ∂∞H2

C
ni dans des cellules de dimension strictement inférieure.

On appellera faces ou 3-faces les éléments de F1(D), et facettes les éléments de F2(D) 1.

Puisque D est un polyèdre, on sait que F0(D) = D et que chaque facette de F2(D) est
dans exactement deux 3-faces de F1(D). De même, l’intersection des cellules de D avec
∂∞H2

C munit un sous-ensemble de ∂∞D d’une structure de polyèdre.

Notation B.2.2. On note IFk(D) les cellules idéales de ∂∞D de codimension k telles
que chaque cellule dans IFk(D) est contenue dans une cellule d’un Fl(D) avec l < k. En
particulier, nous aurons besoin de considérer des sommets idéaux dans IF4(D). Ce sont
soit des extrémités de cellules dans F3(D), soit des points de ∂∞H2

C contenus dans au
moins deux cellules de D qui ne s’intersectent pas dans H2

C.

On remarque qu’on a défini les cellules idéales comme des sous-ensembles de cellules.
Il est alors possible d’avoir des points de ∂∞D qui n’appartiennent à aucune cellule idéale.

B.2.2 L’identification de faces

Définition B.2.3. Une identification de faces est une application σ : F1(D) → PU(2, 1)
qui vérifie les conditions suivantes :

1. Pour chaque face s ∈ F1(D) avec σ(s) = S, il y a une autre face s− ∈ F1(D) telle
que S est un homéomorphisme entre s et s− et σ(s−) = S−1. En outre, si s = s−,
alors S = S−1 et S est une involution. Dans ce cas, on appelle S2 = id une relation
d’involution.

1. Les termes correspondants en anglais dans [PW15] sont «side» pour face, «ridge» pour facette,
«edge» pour arête et «vertex» pour sommet.
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2. Pour chaque s ∈ F1(D) avec σ(s) = S on a D̄ ∩ S−1(D̄) = s et D ∩ S−1(D) = ∅.

3. Pour chaque s ∈ F1(D), et pour chaque w ∈ s̊ il existe un voisinage ouvert U(w) ⊂
H2

C de w contenu dans D̄ ∩ S−1D̄.

Définition B.2.4. On dit que Υ est compatible avec les identifications de faces si pour
tout P ∈ Υ et tout s ∈ F1(D) on a Ps ∈ F1(D) et σ(Ps) = Pσ(s)P−1. On appelle cette
dernière relation une relation de compatibilité.

B.2.3 Facettes et relations de cycles

Considérons une facette r1 ∈ F2(D). Alors r1 est contenue dans exactement deux 3-
faces de D. Notons-les s−0 et s1. Considérons le triplet ordonné (r1, s

−
0 , s1). L’identification

de faces σ(s1) = S1 envoie s1 sur la 3-face s−1 en préservant la structure cellulaire. En
particulier, S1(r1) est une facette r2 de s−1 . Soit s2 l’autre 3-face contenant r2. On a un
nouveau triplet (r2, s

−
1 , s2). On applique σ(s2) = S2 à r2 et on itère le procédé. Puisqu’il

n’y a qu’un nombre fini d’orbites de facettes pour l’action de Υ, il existe un entierm > 0 tel
que le triplet (rm+1, s

−
m, sm+1) soit égal à (P−1r1, P

−1s−0 , P
−1s1) pour un unique P ∈ Υ.

On définit une application ρ : F2(D) → PU(2, 1), appelée transformation de cycle par
ρ(r1) = PSm+1 · · ·S1. On remarquera que pour une facette r1 = s−0 ∩s1, la transformation
de cycle dépend du choix d’une des faces s−0 et s1. Si on change de choix, la transformation
R devient R−1, puisqu’on a une action de Υ compatible avec les identifications et que pour
une 3-face s on a σ(s−1) = σ(s)−1. Par construction, la transformation de cycle R = ρ(r1)
envoie la facette r1 sur elle même. Cependant, R peut ne pas fixer r1 point par point, ni
être l’identité de H2

C. On supposera désormais que R est d’ordre n. La relation Rn = id

est appelée relation de cycle associée à r1.
En écrivant le relation de cycle ρ(r1) = R en termes de P et des Sj on note C(r1)

l’ensemble des suffixes de Rn, c’est-à-dire :

C(r1) =
{
Sj · · ·S1R

k | 0 ≤ j ≤ m− 1, 0 ≤ k ≤ n− 1
}

On dira que la condition de cycle en r1 est vérifiée si :

1.
r1 =

⋂
C∈C(r1)

C−1(D).

2. Si C1, C2 ∈ C(r1) sont distincts, alors C−1
1 (D) ∩ C−1

2 (D) = ∅.

3. Pour tout w ∈ r̊1, il existe un voisinage ouvert U(w) de w tel que

U(w) ⊂
⋃

C∈C(r1)
C−1(D).
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B.2.4 Sommets idéaux et systèmes consistants d’horoboules

Supposons que l’ensemble IF4(D) des sommets idéaux de D est non vide. Dans nos
applications, il n’y a pas d’arêtes (c’est-à-dire que F3(D) est vide) et les seuls sommets
idéaux sont des points de tangence entre les bords à l’infini de facettes dans F2(D).
Pour simplifier la discussion ci-dessous, on traite uniquement ce cas. On appelle système
d’horoboules une famille d’horoboules deux à deux disjointes (Hξ)ξ∈IF4(D) où, pour un
sommet idéal ξ ∈ IF4(D), l’horoboule Hξ est centrée en ξ. Soit ξ ∈ IF4(D) et soit
s ∈ F1(D) une 3-face avec ξ ∈ s. L’identification de faces S = σ(s) envoie alors le point ξ
en un point ξ− dans s−. On remarquera que ξ n’est pas nécessairement un sommet idéal,
puisqu’il est possible que ξ soit un point de tangence de deux faces qui sont disjointes dans
H2

C, et que ξ− peut être un point de tangence de deux faces dont une seule forme part
du bord de D. Dans notre cas ceci n’arrive pas, et on peut supposer que ξ− ∈ IF4(D) et
qu’il admet Hξ− dans le système d’horoboules. Pour que la famille (Hξ)ξ∈IF4(D) forme un
système consistant d’horoboules, on demande que pour chaque sommet idéal ξ et chaque
3-face s contenant ξ, l’identification de faces σ(s) envoie l’horoboule Hξ sur l’horoboule
Hξ− . En particulier, tout cycle d’identification de faces qui fixe ξ doit aussi envoyer Hξ

sur lui-même.

B.2.5 Énoncé du théorème

Théorème B.2.5. ([PW15, Théorème 5.1]) Soit D un polyèdre plongé de façon lisse dans
H2

C muni d’une identification de faces σ : F1(D)→ PU(2, 1). Soit Υ < PU(2, 1) un groupe
d’automorphismes de D compatible avec l’identification de faces. On suppose que chaque
Fk(D) contient un nombre fini d’orbites sous Υ. On fixe un ensemble de générateurs PΥ

de Υ, vérifiant des relations RΥ. Soit Γ le groupe engendré par les identifications de faces
{σ(s)}. On suppose que la condition de cycle est vérifiée pour chaque facette dans F2(D)
et qu’il existe un système consistant d’horoboules aux sommets idéaux de D (s’il y en a).
Alors :

1. Les images de D sous l’action des classes latérales de Υ dans Γ forment un pavage
de H2

C. En d’autres termes, H2
C ⊂

⋃
A∈ΓA(D) et D∩A(D) = ∅ pour tout A ∈ Γ−Υ.

2. Le groupe Γ est discret et un domaine fondamental pour son action sur H2
C est

l’intersection de D avec un domaine fondamental pour l’action de Υ

3. Pour l’ensemble générateur PΥ ∪ {σ(s)}, les relations suivantes donnent une pré-
sentation de Γ : les relations RΥ dans Υ, les relations de compatibilité entre σ et
Υ, les relations de réflexion et les relations des cycles.
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B.3 Application dans le chapitre 4

Dans le chapitre 4, on utilise le théorème du polyèdre de Poincaré pour finir la preuve
du théorème 4.3.6 et d’une partie de la conjecture 4.3.7. Nous nous référons ici tout
particulièrement à la section 4.5

Lorsque α2 ∈ [π6 ,
π
2 [ est un paramètre admissible, le domaine D(α2) vérifie les hypo-

thèses du théorème du polyèdre de Poincaré décrit ci-dessus : puisque la combinatoire et la
topologie des faces sont les mêmes que celles du domaine de Parker-Will, les vérifications
sont les mêmes que celles faites dans [PW15].

Ici, le groupe Υ = 〈[U ]〉 stabilise le domaine, et on a deux orbites de 3-faces 2 : celle
de F+

0 et celle de F−0 . Les identifications des faces sont données par [S], [S−1] et leurs
conjugués par des puissances de [U ], par σ(F+

k ) = UkS−1U−k. Cet élément envoie F+
k

sur F−k . Les conditions de cycles sont exactement les mêmes, et donnent les relations
[S3] = [T 3] = Id ; les facettes sont des disques de Giraud, et donc les relations de cycle
sont de longueur 3. Pour les sommets idéaux, la construction d’un système consistant
d’horoboules est complètement analogue à celle donnée dans la section 6.2 de [PW15] .

Si α2 ∈]0, π6 [, on ne rentre pas dans le cadre du théorème du polyèdre de Poincaré,
puisque les 3-faces ne sont pas homéomorphes à des boules de dimension 3, mais des parties
de cônes de Clifford, contenant le point singulier. Cependant, les mêmes hypothèses sont
vérifiées. En particulier, le domaine n’est plus un polyèdre, puisque les 3-faces ne sont
pas homéomorphe à des boules, mais les recollements de faces donnent bien un voisinage
ouvert pour chaque point des faces du domaine que nous considérons au chapitre 4. La
preuve du théorème du polyèdre de Poincaré, qui paraîtra dans [Parar], devrait pouvoir
s’adapter à ce cas.

2. Nous reprenons ici les notations du chapitre 4 pour les 3-faces. On les appelle F±k au lieu de la
notation s±k de [PW15] et du reste de cette annexe.
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