
Développements Analyse

Miguel Acosta

2017

Table des matières

0 Mode d’emploi 3

1 Prolongement holomorphe de Γ à C− (−N) 5

2 Théorème de Fischer-Riesz 5

3 Densité des polynômes orthogonaux dans L2(I, ρ) 5

4 Théorème d’Abel angulaire + théorème taubérien faible 6

5 Lemme de Morse à deux variables 7

6 Méthode de Newton pour les polynômes 7

7 Équation de la chaleur sur S1 8

8 Hn = log(n) + γ + 1
2n −

1
12n2 + o( 1

n2 ) 8

9 Théorème de Cauchy-Lipschitz global 9

10 Méthode du gradient à pas optimal 9

11 Lemme de non rétraction et théorème du point fixe de Brouwer C1 10

12 Ellipsoïde de John-Loewner 10

13 DSE des solutions de y′′ + py′ + qy = 0 11

14 Processus de branchement 11

15 Polynômes de Bernstein 12

16 Inversion de la fonction caractéristique 13

1



17 Théorème de Banach-Steinhaus et série de Fourier divergente 13

18 Théorème de Lyapounov 14

19 Inversion de Fourier dans S(Rd) 14

20 TCL et fonction caractéristique d’une gaussienne 15

21 Théorème de Stampacchia 15

22 Méthodes itératives de résolution de systèmes linéaires 16

23 SO(3) est simple 16

24 Méthode de Monte-Carlo 16

Références 17

2



0 Mode d’emploi

Présentation

Dans ce document, vous trouverez des versions courtes des développements que j’ai
préparés en 2017 pour les leçons d’algèbre et géométrie des oraux de l’agrégation de ma-
thématiques. Je remercie très chaleureusement Joël Gay et Gabriel Pallier, qui m’ont
permis de travailler avec les plans et les développements qu’ils avaient préparés pour des
sessions précédentes. Une bonne partie des développements présentés ici sont repris de
leurs versions, ainsi que de versions disponibles sur internet.

La leçon d’analyse et probabilités

Une des épreuves de l’oral de l’agrégation de mathématiques en 2017 est la leçon
d’analyse et probabilités. Une liste de leçons est disponible, et le candidat tire au hasard un
couplage avec deux titres : il en choisit un. Il a alors trois heures pour préparer un plan de
leçon en trois pages, qui comporte au moins deux développements. Lors du passage devant
le jury, le candidat a six minutes pour présenter son plan et proposer ses développements.
Le jury choisit alors un des développements et le candidat dispose de 15 minutes pour le
mener à bien au tableau (sans notes !). Il suit alors une séquence de questions et d’entretien
avec le jury qui dure 25 minutes environ. Tout est bien décrit dans le rapport du jury.
J’encourage vivement sa lecture à tous les candidats et les préparateurs.

La préparation en amont

Pour être prêt pour l’épreuve orale, il faut beaucoup travailler en amont. La préparation
d’une leçon ne s’improvise pas : il faut avoir réfléchi auparavant aux grandes lignes d’un
plan, à des exemples pertinents, à l’adéquation des développements, aux oublis à ne pas
faire...

En particulier, il faut préparer un jeu de développements et être prêt à les mobiliser le
jour de l’oral. Il y a une partie de choix, suivant les goûts de chacun, et d’optimisation (un
développement peut correspondre à plusieurs leçons, et trop de développements à préparer
complique la tâche). Il est aussi important de s’approprier de ses développements : apporter
des petites modifications pour le présenter chacun à sa sauce. En ce qui me concerne, le
processus pour s’approprier un développement suit les étapes suivantes :

1. Trouver le développement avec une référence. (Un développement sans référence
est un risque pris et une charge de plus pour la mémoire.)

2. Rédiger proprement sur une feuille le développement, en faisant attention aux dé-
tails et aux éventuels oublis des références

3. Découper le développement en 3 ou 4 étapes bien définies
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4. S’entraîner plusieurs fois au tableau pour vérifier la durée, la longueur, la difficulté...

5. Ajuster le développement (contenu, vitesse de présentation, un dessin...)

Elles ne sont pas nécessairement à faire à la suite : notamment les répétitions au tableau
peuvent se faire quand les oraux approchent si au moment de choisir on est à peu près sûr
que la longueur du développement convient. Un développement devrait affiche un chrono
d’entre 12 et 15 minutes ; le jour J il faut être à l’abri d’un trou de mémoire ou d’avoir
une allure un peu différente à cause du stress.

Ces développements

Les développements présentés ici ne sont pas entièrement rédigés. On y trouve un titre
(ou comment je l’ai retenu), l’énoncé, une référence (avec laquelle il faut travailler), les
leçons de la session 2017 où je considère qu’il peut aller, des remarques et enfin les étapes
dans lesquelles je l’ai découpé. Ce découpage en étapes est très important. Une bonne
façon de présenter un développement est d’énoncer clairement les étapes au début puis les
suivre pendant les 15 minutes. Grâce à ça, on a des accroches mentales pour se repérer
dans les preuves et le jury sait où on va. En cas de trou de mémoire ou de vitesse trop
lente, si on n’arrive pas à finir, au moins le jury sait comment conclure, et peut même
demander de sauter une étape s’il n’y a pas assez de temps.
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1 Prolongement holomorphe de Γ à C− (−N)

Notation 1.1. On note P = {z ∈ C | Re(z) > 0}

Proposition 1.2. La fonction Γ : P → C définie par Γ(z) =
∫+∞

0 tz−1e−tdt se prolonge
en une fonction méromorphe sur C à pôles simples en −N.

Références [BMP05]

Leçons possibles 207, 235, 239, 241, 245

Remarques Définir Γ sur P dans le plan.

Étapes

1. Écrire Γ = f + h ; h se prolonge en une fonction holomorphe sur C

2. Écrire g comme une série de fonctions méromorphes

3. Découper la série ; vérifier qu’elle définit une fonction méromorphe.

2 Théorème de Fischer-Riesz

Théorème 2.1. Soit (Ω,F , µ) un espace mesuré. Alors, pour p ∈ [1,+∞], l’espace Lp(Ω)
est complet.

Références [Bré05]

Leçons possibles 201, 205, 208, 234, 241

Remarques Il faut aller assez doucement.

Étapes

1. Cas p =∞ : un bon ensemble négligeable et complétude de R

2. p <∞ : définition d’une suite de contrôle : série convergente pp

3. Convergence pp et Lp avec la série de contrôle

3 Densité des polynômes orthogonaux dans L2(I, ρ)

Proposition 3.1. Soit I un intervalle de R, ρ : I → R strictement positive et mesu-
rable. On suppose qu’il existe α > 0 tel que

∫
I e

α|x|ρ(x)dx < +∞. Alors les polynômes
orthogonaux de L2(I, ρ) forment une base hilbertienne de L2(I, ρ).
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Alors eN → 0 p.s. De plus, si g ∈ L∞([0, 1]d), ||g||∞ ≤ A et ||g||22 ≤ B, alors ∀β ∈
[0, BA−2], on a P(|eN | > βA) ≤ 2 exp(−N β2A2

4B ).

Références [CLF95]

Leçons possibles 236, 261, 263

Remarques

Étapes

1. Lemme : ∀t ∈ [−1, 1] : 1 + t ≤ et ≤ 1 + t+ t2

2. Majoration de P(eN > βA) : introduction d’un paramètre α

3. Optimisation de α et conclusion
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