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1 Introduction

1.1 Prolongements d’isomorphismes aux corps de décomposition

Définition.
Soit K un corps, P € K [X].
Un corps de décomposition de P est une extension L de K telle que

P est scindé sur L
L engendré par les racines de P

Proposition (rappel).
Un corps de décomposition existe toujours, et est unique o isomorphisme preés.

Proposition (prolongement d’isomorphismes aux corps de décomposition).
Soit 0 : K1 — Ko un isomorphisme de corps. Soit Py € Ky [X], et Py € K5 [X] le polynéme obtenu via o,
. { L1 le corps de décomposition de Py sur Ki

Ly le corps de décomposition de Py sur Ky Alors il existe un isomorphisme ¢ : L1 — Lo qui prolonge

Kl — Ll

lo Lo,

K2 — L2
le nombre v de tels isomorphismes vérifie

14 S [Ll : Kl] B

et si Py est scindé simple dans Ly, on a U'égalité

V= [Ll : Kﬂ .
Démonstration.
On fait alors une récurrence sur d = [L; : Kq].
. ) . . . < . L1 =K
e Sid=1, i.e si Ky = Ly, ce qui revient a dire que P; a toutes ses racines dans Ky, alors { Ll _ Kl , et
2 = Ko

o vaut nécessairement o. On a alors bien v =1 = [Ly, K;].
e Soit d > 1, et supposons la proposition vraie pour tous les extensions (de décomposition) de degré < d.
Si Py est scindé sur Ky, alors Ly = K7 et d = 1, absurde. P, peut donc s’écrire dans K7 [X] comme

Pl :ngl

ol @1 est un facteur irréductible de Py sur K; de degré 2 < deg @1 < deg P ; notons (2 son image dans K [X].
Dans L; [X], on a alors
{ oY) 1sssn

Q1= 15, (X - /\i)

et dans Ly [X] on a
Py =11 (X — ;)
= 1<s<r.
{ Q=11 (X —p;) "~~~
Le point & remarquer est que tout prolongement ¢ de o & Ly envoie les racines de Q1 sur celles de Q2. En effet,
on a

0 (X =) =Q2=0(Q1) =0 (Q1) =0 (o (X = \)) =10 (X = Ni) =1L (X =7 (Ni)),

donc nécessairement o (Ag) est un g, ou 0 <4 < s.
Soit donc
Ki = K1 [)\0] — K1 [)\()7 ~--7)\r] = L17



avec [K] : Ki] = degAg; or Q1 est un polynome irréductible sur Ky qui annule Ao, donc @1 est le polynome
minimal de Ag sur K;. On en déduit deg A\g = deg @, d’ott

[K{ : Kl] = degQ1 > 1.
Pour chaque racine distincte p; de @2, on définit un morphisme

Ki :Kl [Ao] — L2

o x € Ky — o (z)
)\0 — ,LLZ
par
o { K{ — L2
L Xandy — 2o (an) p

(remarquer au passage que o; prolonge o). Soit alors
Ky =0;(K}) = 0i (K1 [Mo]) = Ka [0 (M)] = K2 (1;) < La.

Résumons la situation :
K1 — Ki=K[AN] < Li=Ki[\,..,\]

lo Lo :
Ky — K;=Ksu] — Ly=Kszug, ...,

On va appliquer 'hypothése de récurrence au morphisme o; : K; — KJ et au polynéme P;. Il convient de
vérifier les hypotheéses.
Py est scindé sur Ly, et Pengendré de ses racines sur K vaut

K Moy s Ar] = K1 [Mo] [Mos ooy Ar] = K1 [Xo, Aoy s A = K1 [Ny Aty ooy A = Lo,
donc L; est bien un corps de décomposition de Py sur K. De méme, P, est scindé sur Ly et
Ké [;uoa "'a:u'r} =K [N’z} [/“L()a "'7/1’7“] = K> [/1‘07 ...,,LLT] = Lo,
donc Ly est bien un corps de décomposition de Py sur Kj. D’autre part, le degré de lextension Ly sur K| vaut

. ’ 7[L1:K1]7[L1:K1] .
(L, : K] = KK deO < [Ly: Ki].

On peut donc récurrer : il existe un morphisme o; : Ly — Lo qui prolonge o;, donc qui prolonge o :

Kl — Ki :Kl [)\0] — L1 =K1 [)\0,...,)\4
lo Loi Lo :
Ky — Ki=Ky[u| < Ly=Kslug,.., 1]

et leur nombre v; est au plus égal [L; : K1].
Pour l'inégalité : si o : Ly — Lo est un prolongement de o, alors o (\g) est nécessairement un u,;, donc
5| K est nécessairement un ;. Par conséquent, en notant

N = # {Mla "'7”5} < degQQa

i.e. le nombre de racines distinctes de )2, on a N choix pour o; (qui correspondent bien & des morphismes
oi (Xo) =
aj (o) = Hj
au plus [Ly : K{] choix pour ¢; & 4 fixé. On a finalement au plus

[Ly : Ky N deg Q2
deg@Q ~ degQ:

distincts, car { sont distincts pour ¢ # 7). Par ailleurs, ’hypothése de récurrence nous fournit

NX[LlKi]:N [LllKl]:[LllKl]
choix pour o.

Enfin, si P; est scindé simple dans L1, on a égalité partout. En effet, ()1 est alors scindé simple, donc on
a N = deg@Q; choix pour i; comme de plus P; est scindé simple sur K{, on a par hypothése de récurrence
[L; : K{] choix pour.d;.



1.2 Groupe de Galois

Définition.
Soit K C L deux corps. On appelle K-automorphisme de L tout automorphisme de L qui fire K. On appelle
groupe de Galois de L sur K l’ensemble des K-automorphismes de L. On le note

Gal(*/k)={oc€AutL; Va€ K, o(a) =a}.

Propriété.
Si L est un corps de décomposition d’un polynome P de K [X], alors

|Gal (* /)| < [L: K],
et si P est scindé simple sur L, il y a égalité.

Démonstration.
Puisqu'un K-automorphisme de L est un prolongement & L de l'identité sur K, on applique la proposition
précédente & K1 = Ko = K et 0 = Id.

1.3 Morphisme de Frobenius

Définition.
Soit K un corps de caractéristique p. On appelle morphisme de Frobenius le morphisme de corps :

Fr:{K — K

z +— xP

On note son image
K? = {zP ou x décrit K}.

Fr est bien un morphisme additif, étant donné que pour i A p = n,
p\_pr(p—1 _1(p—1
= - = = 0
(z) z(i—1) pe (i—l )

p—1
Fr(x+y)(x+y)”xp+z(§> YTy =ty

et donc que

=0

1.4 Polyndémes séparables

Définition.

Un polynéme de K [X] est dit séparable si toutes ses racines sont simples dans toute extension de K.

Si K C L est une extension algébrique, un élément x de L est dit séparable si son polyndéme minimum est
séparable.

Proposition (critére de séparabilité sans sortir du corps de base).
Un polynéme P € K [X| est séparable ssi il est premier avec sa dérivée :

P séparable <= P AP =1.

Démonstration.



Si P n’est pas séparable, P a une racine double dans une extension L de K, donc P A P’ # 1 dans L [X], a
fortiori dans K [X] puisque le pged est inchangé par extension de corps.

Réciproquement, si P A P’ # 1, alors P a une racine double dans un de ses corps de décomposition, donc
n’est pas séparable.

Proposition (critére de séparabilité pour les polyndéme irréductibles).
Soit P € K [X] drréductible. Alors P est séparable ssi P’ # 0.

Démonstration.

Si P est irréductible sur K [X] et n’est pas séparable, alors P et P’ ont (dans une extension de K) un facteur
en commun non constant, qui ne peut étre que P vu que P est irréductible, d’on P | P’, ce qui implique P’ =0
en prenant les degrés.

Réciproquement, P =0 — P| P’ — PAP =P #1 = P non scindé simple dans une cloture
algébrique de K.

Proposition (factorisation de X? — a).
Soit K de caractéristique p > 0, et a € K.
e Sia€ KP, alors XP — a se scinde en

X —a= (X - /a)’.

e Sia¢ KP, alors XP — a est irréductible.

Démonstration.
e Evident car on est en caractéristique p.
e Montrons la contraposée. Si P = XP — a n’est pas irréductible, soit () un facteur irreductible de P, de
sorte que
XP—a=QR
avec 1 < deg @ < p. Soit b une racine de ) dans une extension appropriée de K. Alors
0=QR(b)=P(b) =V —a,

d’ou

XP—a=XP - = (X -b)P,
donc Q | (X = b)*, i.e. Q = (X —b)" pour un 1 < r < p. Puisque Q € K [X], son terme constant b” est dans
K ; or p est premier, donc Bezout donne ur 4+ vp = 1, d’out

b=@0")" ()" e K = a=10b € K".

Corollaire.
Dans K =T, (T), le polynome P = X? —T € K [X] n’est pas séparable.

Démonstration.
Montrons déja que P est irréductible sur K = F,, (T'). D’aprés la proposition précédente, il suffit pour cela

de montrer que T' € K n’est pas une puissance de p dans K. Si c’était le cas, on aurait T = (A)p avec

B
A:ZiaiTi#O
B=Y,bT

AP =3 alTP
d’oul { o et
BP =% blT"
D alTP = AP =TBP =T TP = 5T,
i i i
absurde car p > 2.
1l reste & voir que P’ = 0, donc, d’aprés la derniére proposition, P ne peut étre séparable.



1.5 Corps parfaits

Définition.
Un corps K est dit parfait si tout polynome irréductible de K [X] est séparable.

Proposition (critére de perfection).
e Si car K =0, alors K est parfait.
e Sicar K =p >0, alors K est parfait ssi KP = K, i.e. ssi Fr est surjectif.

Demonstration.

e Si car K = 0, alors tout polynome irréductible y est de degré au moins égal a 1, donc de dérivée non nulle,
donc séparable.

e Si KP ¢ K, soit a € K \KP?. Le polynéme X? — a est alors irréductible (car a ¢ KP) et de dérivée nulle,
donc n’est pas séparable et K ne peut étre parfait.

Si KP = K, soit P € K [X] irréductible. Si P n’était pas séparable, sa dérivée serait nulle. En posant
P =3 ,-,axX", on aurait

0=P =) apkX" ",
k=1
d’ott axk = 0 pour tout &k et ar = 0 pour k Ap =1.0n en déduirait
P=Y ay X =3 yay" X0 =) yayX’
>0 >0 >0

ou I'un des a,; est non nul (sinon P = 0), absurde car P irréductible.

1.6 Corps finis
1.6.1 Rappels

— K

s el ne saurait étre injectif, donc son noyau est du type

Soit K un corps fini. Le morphisme { %

aZ avec a # 0. Alors a est nécessairement premier, puisque pour toute décomposition a = bc on a
O:a‘lK:bC‘lK: (blK)(ClK)

d’oub-1x =0 (ou c- 1) par intégrité de K, i.e. b € aZ, ou encore a | b.
On note alors a = p (comme premier). p est appelée caractéristique de K, et est notée

car K = p.

D’autre part, K contient les p itérés de 1k, i.e. le corps F, = {0,1,...,p — 1} vu dans K (on appelle cette
copie de I, le sous-corps premier de K) Ainsi,

caK=p>0 = F,— K.

On peut alors considérer K comme un F,-espace vectoriel de dimension finie n, d’out |K| = p™.

Proposition (rappel).
Soit p premier. Pour tout n > 1, il existe (a isomorphisme prés) un unique corps fini de cardinal ¢ = p" :
c’est le corps de décomposition sur F, de X1 — X, et on le note Fy. On a de plus F, — F,.

Proposition (rappel).
[y est cyclique.



1.6.2 Cyclicité de Gal (** /5,)

Proposition.
Gal (Fq/Fp) est cyclique et engendré par Fr :

Gal ("1 /p,) = (Fr).

Démonstration.
Soit a engendrant Fy, de sorte que F; = F,[a]. Les élément o de G = Gal (]Fq J/ Fp) sont entiérement
déterminés par les o (a), donc
|G| < # {0 (a) ou o décrit G}.

En considérant le polynéme minimal P de a sur F,, avec deg P = [F, : F)] = n, on remarque que les o (a) sont
des racines de P car P € IF,, et o fixe F,, :

P(o(a) = Z/\k (o (a))* = Zo(/\k.) o (a¥) = ZO’ ()\kak) =0 (Z /\kak> =0 (P(a))=0(0)=0.
k k

k k

Il y a donc au plus n possibilités pour o (a), d’ou |G| < n.

Pour montrer que Fr engendre G, il suffit de montrer que son ordre w dans G est > n. Pour cela, on remarque
que Vo € F,, x = Id (z) = Fr¥ (z) = 2P, donc le polynéome X?° — X s’annule sur F, tout entier, donc est de
degré p* > q=p", dou w > n, CQFD.

1.6.3 Extensions intermédiaires

Lemme 0.
Soient a et b des entiers > 1 et p un entier > 2. Alors

{ (P =D AP —1) =p*’ —1
(Xe=1A(XP—1) =X —1

Démonstration.
Clair si a = b. On suppose alors a > b. On effectue la division euclidienne de a par b : a = bg + r. On écrit
alors
pr—1=p"p" —1=p"p —p +p —1=p (P 1)+ -1 =p AP - 1)+ —1)

(ot A est entier), ce qui montre que le reste de la division euclidienne de p® — 1 par p® — 1 est p” — 1. Les termes
successifs de 'algorithme d’Euclide "passent" donc & la puissance p, et en réitérant le procédé, on trouve que le
dernier reste non nul est bien p®\? — 1.

La démonstration est identique pour les polynémes, vu que ’on dispose d’une division euclidienne polyno-
miale.

Lemme.
Les trois énoncés suivants sont équivalents :

Démonstration.



Par équivalences, et en utilisant le lemme 0, on a

X" X | XP - X

— XP'Tl_q|xPl

— (Xpm—l - 1) A (XP"-l - 1) — X"l
Xpn/\m_l 1= Xpm_l 1

< nAm=m

—= m|n,

la méme méthode marchant pour p™ — 1 | p™ — 1.

Proposition (extensions intermeédiaires).
Les sous-corps de Fyn sont exactement les Fpe ot k | n.

F, & peut étre également vu comme le corps des racines de XP — X sur F,. On a alors les injections

Fp — Fpr — Fpn.

Démonstration.
e Soit E une extension intermédiaire : F, — E < F,. E est fini, donc est un Fy avec ¢’ = (p')k et k>1;

E étant par ailleurs un sous-groupe additif de F, son cardinal doit diviser le cardinal de Fy, i.e. (p/ )k | p™,
d’ou p’ = p et ¢/ = p*. D’autre part, F, peut étre vu comme un F,-espace vectoriel de dimension finie r, d’ott
|F,| = |Fy|"i.e. p* = p*" ou encore k | n.

e Réciproquement, soit k | n et considérons

E= {racines de X*" — X dans ]Fq} .
E* est clairement un sous-groupe de Iy, et est de plus stable par + : en effet, si z et y sont dans F, on a
(x + y)pk =FF (z+y) =FF (@P +9P) = FrF 2 (a:p2 + yp2> =..=a2" + ypk =0.
E est donc un corps pour les lois induites, i.e. un sous-corps de F,. Comme de plus k | n, on a (par le lemme)

X' - x| x" - x=]] (X -a)
a€lF,

scindé simple, donc X P* _ X a exactement p* racines, d’ott |E| = p¥. On a ainsi construit un sous-corps de F,
de cardinal p*, qui est donc isomorphe a Fy, CFQD.

Corollaire (correspondance de Galois).
On a une correspondance bijective entre les sous-groupes de G = Gal (Fq /]Fp) et les extensions intermédiaires
F, CF,x CFy, qui a un sous-groupe H associe le sous-corps ]FqH des éléments de Iy stables par H.

Démonstration. i
F
Le point central est de remarquer que si k | n, alors F i = IF,S ' > En effet, les racines du polynéme X P x

rk
de F, [X] sont exactement les éléments de F,, stables par Fr¥, i.e. par <F‘rk>, donc F(SF ) est 'ensemble [F,» de

ces telles racines.
e Soit H un sous-groupe de G, et £ = Ff. Puisque G est engendré par Fr, H est de la forme <Frk> ouk|n

Fr
pour H = , prendre k = n). Donc E = = FF &, qui est bien une extension intermédiaire d’apres la
H Id dre k D E]F§> F, i est bi tension int édiaire d’apres 1

proposition précédente.
H = (F"
H = (B")
]Ff/, alors les polynomes X?" — X et X?* — X ont méme ensemble de racines, t.e. Fpo = Fpu, dou k =k et
H=H.

e Elle est en outre surjective : si £ est une extension intermédiaire, £ est un F,x d’aprés la proposition

(Fr*)

précédente, donc un Fy ou <Frk> est un sous-groupe de G.

e La correspondance établie est injective : si sont deux sous-groupes de G tels que Ff =



1.7 Cloture algébrique de F,

Définition.

Soit (Kn)neN une suite croissante de corps, au sens ot Yn < m, il existe un morphisme tp_pm : Ky — K.

On appelle limite inductive de la suite (K,,) le corps K =, .y Kn formé de la réunion "croissante” des
K, dont les lois x entre deux éléments sont définis par :

neN

. | a€ K, _
si { be Knon ,alors axb = tp_m (a) *b.

Proposition.
Soit p premier, ¢ = p* ot k > 1. La limite inductive des Fnt est une cloture algébrique de F,.

Démonstration.
Posons Q = |J,,cy Fpn-

e Pour x € Q, mettons & € Fyn:, x est annulé par le polynome X P X de F,, donc est algébrique sur IFy.

e Soit par ailleurs P un polynome de Q [X]. Les coefficients de P sont en nombre fini, donc sont tous dans
un méme Fpn:.

On considére alors D un corps de décomposition de P sur F,n, mettons D = Fpm [§;,..,§,.] ou &, .., &, sont
les racines de P dans D. Alors les éléments de D sont les polynomes en les £, .., £, dont le degré total est majoré
par (deg P)" (le degré de chaque puissance d’un &; pouvant étre majoré par deg P), a coefficients dans un corps
fini, donc sont en nombre fini. Par conséquent, D est un ]F(p,) », admettant F,» comme sous-corps, donc D est
un Fym ot n! | m. On a alors les extensions

]:Fpn! C Fp'm C Fpm!,

donc D est contenu dans Fm: C €. Par conséquent, P se scinde sur .

1.8 Théoréme de Liiroth

Soit K un corps. On s’intéresse a Gal (K X s K) ainsi qu’aux extensions intermédiaires

KCFECK(X).

Lemme.

Soit u e K (X)\K, mettons u = g ot PANQ =1. Alors :

e u est transcendant sur K ;

o L’extension K (u) C K (X) est algébrique finie, de degré ¢ (u) := max (deg P,deg Q) ;
e Le polynome minimal de X sur K (u) est le normalisé de P(T) —uQ (T) € K (u) [T].

Démonstration.

Soit R(T) = P(T) —uQ(T) € K(X)[T]. On a R(X) = 0, donc X est algébrique sur K (u) de degré
< degR < §(u), donc K (X) est une extension algébrique finie de K (u). Nécessairement, u ne peut étre
algébrique sur K, car alors X le serait (pas possible).

On peut considérer R (T) = P (T) —uQ (T) comme un polynéome en u de degré 1, irréductible car PAQ =1,
donc irréductible dans K [u] [T], a fortiori dans K (u) [T

Donc R est le polynéme minimal de X.

Théoréme.
Les K-automorphismes de K (X) sont donnés par les ¢ : X —— Zﬁg ot < ch Z > € GLy (K). On a de
plus

Gal (K<X> /K) ~ PGL, (K).



Démonstration.
Soit ¢ un K-automorphisme de K (X). Puisque X génére K (X), la donnée de u = ¢ (X) détermine entie-
rement . De plus, ¢ est surjective, donc K (u) = Imy = K (X); en particulier u ¢ K, et le lemme s’applique :

§(u) = [K(X): K (u)] = [K (X): K(X)] = 1.

On en déduit la forme de w :

" aX +b
X +d
ol a ouc # 0 et ad—bc # 0, i.e. ad — be # 0, ou encore < Z Z > € GLy(K). On considére ensuite le

morphisme surjectif
GLy (K) — Gal(K®) /)

D : <CL b> — X’—)aXer 5

c d cX+d
0 .
1 ),dou

Gal (K<X> /K) ~ GLa(K) sy o — PGLy (K).

O =

dont le noyau est K (

Théoréme de Liiroth (sous-corps de K (X)).
Les sous-corps de K (X) sont monogénes, en cela que

KCECK(X) = Jue K(X) tel que E =K (u).

Démonstration.

Si E = K, u=1 convient.

Si K ¢ E, soit v e E\K, d’ou des extensions K (v) C E C K (X). Le lemme nous dit alors que K (X)
est une extension algébrique de K (v) de degré § (v). A fortiori, X est algébrique sur E, et 'on dispose de son
polynome minimal sur E [T]

p=T"+a,T" '+ .. +a,
ol chaque a; € E. Puisque X n’est pas algébrique sur K, un des a; n’habite pas chez K, mettons a;, = g € E\K

ou PAQ =1, avec d = ¢ (a;,). Nous allons montrer que E = K (a;,), ce qui concluera.
Le lemme nous donne des extension finies K (a;,) C £ C K (X) avec
(K (X) : K (a5,)] _ 6(ai) _d

K@)l == xy s~ n

Montrons que d = n, ce qui donnera [E : K (a;,)] =1 et E = K (a;,) monogéne comme voulu.
Le polynome P (T') — a;,Q (T') annule X et est & coefficients dans K (a;,) C E, donc est un multiple de p,
mettons

P(T) = a;,Q(T) = p(T) v (T)

dans K (X) [T], ce que l'on réécrit sous la forme

P(MQX)-PX)Q(T)=pn(T)v(T)Q(X).

Par ailleurs, les a; € E C K (X) s’écrivent a; = %, donc en multipliant p par le ppcm des dénominateurs

A= Vz‘:l,...n Q;, on retombe dans K [X] (plutot que dans K (X)), mettons
AMX)p(T)=Ag(X)T" + Ay (X)T" P 4o+ A (X)),

et on a méme les A; premiers entre eux (on dit que le terme de droite est primitif en X).

Puisque 4;, (X) = A (X) a;, = A (X) gg; avec PAQ =1, ona{ g;fio . On en déduit une réécriture
_ Q(X)
PMQX)-PX)Q(T) = /\(X)M(T)V(T)m
= u(T)Cf(jg[AMX)TWAl(X)T"‘H + 4y (X)]



A gauche, le degré en X est < max {deg Q,deg P} = d, a droite le degré en X est > deg A;, > d car P | Ay,
donc le degré en X est d partout et par conséquent le terme ?88 est une constante a € K. Réécrivons encore
une fois :

PMQX)—P(X)Q((T)=av(T) [AO (X)T"+ A (X)T" P+ ...+ A, (X)] .
Le terme de droite est primitif en X, donc le terme de gauche aussi, et ce dernier étant symétrique (en X et
T) il est aussi primitif en T, donc le terme de droite est primitif en T, ce qui impose v (T) constante, disons
v(T) = € K. On a finalement
PMQX)—PX)Q(T)=ap [AO (X)T" 4+ Ay (X)T" 1 4 ... + A, (X)] .

En prenant le degré en T', on obtient d & gauche et n & droite, d’ot d = n comme voulu.
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2 Théorie de Galois

2.1 Etude préliminaires des K-morphismes

Soit K un corps, K C L une extension finie (donc algébrique) et K une cloture algébrique de K. On dispose
d’une inclusion canonique ¢ : K < K que l'on cherche a prolonger & L. On recherche donc les morphismes de
L dans K qui fixent K, i.e. les K-morphismes de L dans K, ensemble que ’on notera Hom g (L,F).

Noter que K n’a aucune raison de contenir L.

Le probléme consiste donc a chercher les morphismes 7 faisant commuter le diagramme :

K — L
LN\, LT
K

2.1.1 Théoréme d’existence

Théoréme (existence de prolongements).
Soit v : K — K un morphisme de corps — par exemple linclusion canonique — et K C L une extension finie.

Le nombre N de prolongements de v a L vérifie

1<N<[L:K].

Démonstration.

On fait un récurrence sur d = [L : K.

e Si[L:K]=1,ie si L=K,alors . est 'unique prolongement de ¢.
e Si [L: K] > 1, on écrit

L=Klzo,....x;] = K [w1,..., 2] [w0] = L [20]
ou L' = K [z1,...2,] et r > 0 est minimal, de sorte que xg ¢ L', donc deg;, xg > 2, d’out
[L':K]<|[L:K].
Par récurrence, il existe un prolongement ¢/ : L' — K, que 'on prolonge & L en posant

- | L=L"[x) — K
dAnxg o > (M)

d’oul 'existence d’un prolongement de ¢ & L.
Pour la majoration, on considére le diagramme

K — L — L = L[z

\ O—\L/ LO'
K
afin de récurrer, ce qui ameéne naturellement 1’application

. {prolongements & L} — {prolongements a L'}
’ o — oL

Le cardinal de I'image est inférieur au nombre de prolongements a L', lequel est (par hypothése de récurrence)

< [L': K]. On a par ailleurs au plus deg, 2o antécédents o possibles & 0|7 fixé : en effet, deux antécédents d’un

méme prolongement o’ & L’ ne peuvent étre distingués que par 'image qu’ils ont de z( (puisqu’ils coincident déja

sur L"), laquelle image doit étre une racine du polynéme minimal P de zo sur L’ (car P (o (z9)) = o (P (z9)) = 0).
Par conséquent, le nombre de prolongements a L vaut au plus

degy, o x [L' : K] = [L'[xo] : L) x [L' : K] = [L [xo] : K] = [L : K].

12



Corollaire (existence de K-morphismes). o
Le nombre N = |HomK (L,K)’ de K-morphismes de L — K vérifie

1<N<I[L:K].

Démonstration. o
On_applique le théoréme & l'inclusion canonique ¢ : K < K, en remarquant que les K-morphismes de
L — K sont exactement les prolongements de ¢.

On s’intéresse maintenant au cas d’égalité N = [L : K].

2.1.2 Extensions séparables

Définition. o
Une extension finie K C L est dite séparable si le nombre N = ‘HomK (L,K)| de K-morphismes de

L — K wvaut exactement
N=[L:K].

Proposition.

Soit K C L une extension finie. On a équivalence entre :
e K C L est séparable.

e Vx € L, x est séparable.

o I s’écrit K [x1,...,x,] ot les x; sont séparables.

Démonstration.

On récurre sur d = [L : K].

e Pour d = 1, N vaut 1, tous les éléments A de L = K sont séparables car leurs polynémes minimaux X — A
sont de degré 1 et on peut toujours écrire L = K = K [1] ou 1 séparable. Donc l’équivalence (i) < (i) <
(i9t) est vérifiée, les trois propriétés étant vraies.

e On suppose désormais d > 1.

(i) = (i1) Par contraposée. Supposons qu’il y a un zo dans L dont le polynéme minimal P sur K ne
soit pas séparable, on écrit

L=K]lzo,...,x;]=L"[xg] oul =K lzy,..z,]

et 7 > 0 est minimal, de sorte que 2y € L\L' est de degré > 2 sur L'.

Puisque P n’est pas séparable, il admet au plus deg P — 1 racines dans K. Or, I'image de zg par un K-
morphisme ¢ : L — K est une racine de P dans K, donc ne peut prendre qu’au plus deg P — 1 valeurs
distinctes. En remarquant que 2 < deg;, x < deg P = degj xp, on en déduit au plus deg;, o —1 > 1 choix
pour les antécédent par @ : { Homy (L,K) — Homg (I, K) d’un @ (o) donné.

g [ O’|L/

Ainsi, le nombre de K-morphismes de L — K vaut au plus
(deg 0 — 1) x [L' : K] <deg; wo x [L' : K] = [L'[z0]: L'| x [l : K] = [L: K],

dott N < [L: K].
(1) = (i) Trivial vu que L est finie sur K.
(1) = (i) Supposons que L = K [z, ..., z,] ou chaque z; est séparable. On peu t toujours supposer
r > 0 minimal, et donc écrire L = L' [zg] ou L' = K [z1,...,x,] vérifie [L': K] < [L: K], donc I'hypotheése
de récurrence nous dit que le nombre de K-morphismes de L' — K vaut exactement [L’: K]. Puisque x
Hompx (L,f) — Hompg (LC?)

g — O"L/

est séparable, on a exactement deg;, xo antécédents par ® : { d’'un o’

donné, d’ou exactement
[L': K] x deg, 0 = [L : K]

K-morphismes de L — K .
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Corollaire.
Toute extension finie K C L de caractéristique nulle est séparable.

Démonstration.
En effet, L étant alors parfait, tous les éléments de L ont leur polynéme minimal séparable, donc sont

séparables.

2.1.3 Extensions normales

Proposition.
On a la majoration ’Gal (L/K)‘ < N.

Démonstration. o
Donnons-nous un K-morphisme o¢ : L — K. Si g € Gal (L/K), alors o( o g est encore un K-morphisme;

puisque o est injectif, tous les og o g sont distincts quand g décrit Gal (L/K). On a donc

{o00g:9€Gal(*/k)} c Hom (LK),

d’out ‘Gal (L/K)’ < N en prenant les cardinaux.

On s’intéresse, de méme que pour les extensions séparables, au cas d’égalité.

Définition. o
Une extension finte K C L est dite normale si le nombre N = |H0mK (L,K)| de K-morphismes de

L — K vaut exactement

|Gal (* k)| = N.

On dispose de caractérisations des extensions normales en termes de morphismes.

Proposition.

Soit K C L une extension finie et L une cloture algébrique de L. On a les équivalences :

(7) K C L est normale.

(i) Tous les K-morphismes de L — K ont méme image.

(4i7) Hom g (L,F) est l'orbite d’un o quelconque de Hom g (L,f) pour laction & droite de Gal (L/K),

Hom (L,K) = {ooog; g € Gal (" /x)} ;

(tv) Tous les K-morphismes o : L — L ont méme image o (L) = L.
(v) A une injection canonique L — L, pres, Homg (L, L) = Gal (L K).

Démonstration. o
On utilisera 'inclusion {00 og; g€ Gal (L/K)} C Hompg (L, K) établie lors de la proposition précédente.

(1) = (i1) Si on a égalité des cardinaux, on a I’égalité ensembliste

{o0og: g€ Gal(*/k)} =Hom (L, K),

donc tous les K-morphismes de L — K sont de la forme oo g ol g est surjectif, donc ont méme image Imoy.

(it) = (idt) Supposons que tous les K-morphismes de I — K ont méme image. Soit o : L — K un

tel K-morphisme. Puisque Im ¢ = Im 0, on peut écrire ¢ = ogog ol g est une application de L — L. Puisque
o est un K-morphisme de corps et og injectif, g est aussi un K-morphisme de corps, i.e. g € Gal (L/K). On a
donc Hom g (L,F) C {00 og; g€ Gal (L/K)} et égalité.

(#it) = (4) 11 suffit de prendre les cardinaux.
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(i) <= (iv) = (v) K C L C L est une cléture algébrique de K, donc on dispose de 1’équivalence

(i) <= (ii) <= (iii) en prenant pour oo l'injection canonique ¢ de L dans L, qui vérifie o (L) = L

On peut également caractériser les extensions normales en termes de polynomes.

Proposition
Soit K C L une extension finte. On a les équivalences :
(4) K C L est normale.

(13) Pour tout poynéme P € K [X] irréductible, si P posséde une racine sur L, alors P se scinde sur L.
(#i1) L est un corps de décomposition d’un polynome de K [X].
Démonstration.

(1) = (i) Soit P irréductible dans K [X] et ¢ une racine de P dans L. Soit L une cloture algébrique
de L (qui est une cloture algébrique de K). On a K C K [£] C L C L. Dans L[X], P est scindé. Soit ¢ une
autre racine de P dans L; on veut ¢ € L.

Puisque L est finie, on peut écrire L = K [¢, z1, ..., 2] ot 7 > 0 est minimal. Puisque K C L est normale,
L=K[{z1,...,xr] — L

A(f,.]?l,...,J?T) [ — A(C,xl,...,xr)
doit avoir pour image L, d’ou ¢ = ¢ (§) € Imp = L, CQFD.

(1) = (#i1) Supposons L = K [z1, ..., ;] oil chaque z; est séparable. Soit y; le polyndme minimal de
z; et notons P = \/;L:1 i; leur ppem. Notons £, ..., &, les racines des p; dans L. Puisque L est normale et que

le K-morphisme ¢ : {

chaque p; a une racine x; dans L, les u; se scindent dans L sous la forme u; = H§:1 (X — fj)ai(j) oua;(j) >0,
et donc P = H?Zl (X - fj)maxi i) est scindé dans L. Puisqu’en outre
L=K]lz1,...,xn] CK[&,....&] C L,
on en déduit que L est un corps de décomposition de P.
(i13) = (4) Si L est un corps de décomposition de P € K [X], mettons P = []'_, (X —2;)®, alors

L =K [xy,...,x,]. Pour tout K-morphisme ¢ : L — K, on a ainsi

Imp=9¢ (L) = (K ['7:1’ ,.13,]) =K [4,0 (331) y e P (JJ,)] :

Or P™ (¢ (z;)) = ¢ (P™ (2;)) pour tout n > 0, donc ¢ (z;) est une racine de P € K [X] d’ordre a; exactement,
don [T/, (X — ¢ (z;))" | P et on a égalité en comparant les degrés. Ainsi, ¢ permute les racines de P, d’ou

Imp =Klp(x1),....0(x)] = K [21, ..., /]

qui ne dépend pas de ¢, donc tous les K-morphismes de L — K ont méme image, i.e. K C L séparable

Remarque. Si K C L est normale et séparable, alors tout polynome irréductible de K [X] qui posséde
une racine dans L se scinde simplement dans L.

2.2 Extensions galoisiennes

Il ressort de I’étude précédente la conclusion suivante.

Conclusion.
Soit K C L une extension finie. On a toujours

|Gal (* /)| < [L: K]

avec égalité
|Gal (* /)| = [L: K]

ssi K C L est normale et séparable.
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On s’intéresse maintenant au double cas d’égalité

|Gal (* k)| =N =[L:K].

Définition.
Une extension finie K C L est dite galoisienne si

|Gal (* k)| =[L: K].

Par exemple, si L est un corps de décomposition d’un polynéme séparable, alors L est galoisienne (cf théoréme
de prolongements). On montre que la réciproque est vraie.

Théoréme (caractérisation des extensions galoisiennes).
Soit K C L une extension finie et L une cloture algébrique de L. On a équivalences entre :
) K C L est galoisienne.

(44) K C L est normale et séparable.
(734) K C L est séparable et tous les K-morphismes o : L — L ont méme image o (L) = L.
(tv) L est un corps de décomposition d’un polynome séparable de K [X].
émonstration.
(1) <= (it) < (i) Immédiat par définition.
(iv) = (%) Déja vu.

(1) = (w) Supposons K C L galoisienne. Par séparabilité, L = K [z1,...,2,] ou les polynomes
minimaux p; des x; sont séparables. Par normalité, les u; se scindent dans L puisqu’ils y ont déja une racine
x;. Il en résulte que les p,; sont scindés simples dans L. En notant P = \/?=1 1; le ppcm des p; et &4, ..., & les

racines des P; dans L, chaque p, s’écrit alors sous la forme p, = H§:1 (X — @)Qm ot ¢ (j) = 0 ou 1, donc
P= H?Zl (X — §j) est scindé simple L. Comme on a en outre

L= K[mla axn] CK [51; 75]@] C La

L est bien un corps de décomposition de P, qui est séparable car scindé simple dans L.

On peut maintenant décrire plus précisement les éléments de G = Gal (L Ve G).

Corollaire.
Soit K C L galoisienne et P un polynome de décomposition de K C L séparable de degré n. Alors

Gal (" k) — &,

par permutation des racines de P.
On a par ailleurs la majoration
[L: K] <nl

Démonstration.

Si P =T[_, (X —¢,), alors Vg € Gal (* /), P(g(&;)) = g(P (&) = g(0) =0, don g (&) = &, ;) avec
o4 € 6, par injectivité de g. On a donc un morphisme de groupes

{Gal(L/K) — &,

g > Oy

qui est injectif : si 0, = Id, alors g (§;) = & pour tout ¢, et comme L = K [{,...,£,], on en déduit g = Id
puisque g stabilise K.
La majoration est immédiate : [L : K] = |Gal (* /)| < |&,| =nl.

Cette interprétation de 'action du groupe de Galois comme permutant les racines est importante. On en
reparlera pour calculer explicitement le groupe de Galois d’un polynome.
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2.3 Lemme d’Artin

Si H est un sous-groupe de Aut L, on note L le sous-corps de L formé des éléments laissés fixes par H. Le
lemme d’Artin donne un classe d’extensions galoisiennes.

Lemme (Artin).
Soit K C L une extension finie, H un sous-groupe de Gal (L/K). Alors Uextension L C L est galoisienne

de groupe de Galois
Gal (*/pu) =H.

Ainsi :
[L:L"] =|Gal(*/pu)| = |H]|.

Démonstration.

On a déja trivialement que H C Gal (L/LH), donc |H| < |Gal (L/LH)| ; comme de plus L est finie sur K,
L est finie sur L7 5 K, donc Gal (L/LH) < [L : LH]. On a ainsi |H| < |Gal (L/LH)| < [L : LH}. 11 suffit
donc de montrer que [L : L] < |H|. Notons E = L (comme extension intermédiaire).

Soient n = [H| > 1, p > n et x1,...,x, dans L. Il suffit de montrer qu’ils sont liés sur E, i.e. qu’il exite
ai, ..., ap non tous nuls dans K tels que Zle a;x; = 0. Si de tels a; existent, on aurait pour tout n de H
Zle a;n (z;) = 0. En écrivant H = {Id,n,, ...,n,, }, les p scalaires a; devraient vérifier les n équations

S yain (z) =0

Sy ain, (z) =0

)

i.e.
m(z) - My (xp) ai
. . . —0

My (T1) oy (2p) ayp
Puisque n < p, on a toujours une solution (ai, ..., a,) non nulle & ce systéme dans LP. On en choisit une qui

minimise le nombres de termes a; non nuls. Quitte & normaliser par un terme a; non nul, on peut supposer
qu’un des a; vaut 1, mettons a; = 1, d’ol une solution

(a1,...,ap) = (1,a2,...,ap) .

Alors cette derniére est dans EP. En effet, il existerait sinon un a;,~; qui n’habite pas chez E = L i.c. on
pourrait trouver un 7, -, dans H tel que 7, (@i,) # a;,. On reprend alors le systéme

mn (xi)izl),“7p a1
= O7
Mn (wi)izl ,,,,, P ap
on l'évalue en n, , d’ou
UFRU (l’i)i:L...,p Mjo (a1)
: L] =0
Njon (xi)izl,..‘,p Mo (ap)

Or H= {njonk onk=1,.., n}, donc aprés une permutation adéquate des lignes, le systéme devient
M (mi)i:1 ..... p Mjo (a1)
Mn (zi)izl,...,p njo (G’P)
d’ou une autre solution (1, (a1) = 1,7, (a2) ..., nj, (ap)). Alors la différence (1,n;, (a2),...,n;, (ap))—(1, a2, ..., ap)

est encore solution, mais elle a un zéro de plus, donc elle est nulle par minimalité. On en déduit n,, (@iy) = iy,
absurde.

Corollaire (Artin faible).
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Soit K un corps et G un sous-groupe de Aut K. Alors lextension K¢ C K est galoisienne de groupe de
Galois

Gal (X / ko) =G.

Démonstration.
On applique ce qui précede a 'extension triviale {0} C K.

2.4 Correspondance de Galois

Généralisons la correspondance de Galois établie pour les corps finis, qui & un sous-groupe H du groupe de
Galois associait I'extension stable par H.

On considére
g= {sous—groupes de Gal (L/K)}
& = {extensions intermédiaires}

J9 — & sl — g
CVH — " P E — Gal(t/g)

Le théoréme suivant montre que « et 8 sont réciproques 'une de ’autre. Ainsi, pour comprendre les extensions
intermédiaires, probléme de théorie des corps, on se raméne a étudier le groupe de Galois, probléme de théorie
des groupes.

On a des applications

Théoréme (fondamental).
Soit K C L galoisienne et H un sous-groupe de Gal (L/K).

e Pour toute extension intermédiaire E, on a LGal(L/E) =F.
e L'extension L™ C L est galoisienne avec Gal (L/LH) =H.

e Pour g€ G=Gal(* /), ona g (L") = LIHI™" et Gal (LH/K) ~ No(H) /b

o L'extension K C LT est galoisienne ssi H <1 Gal (L/K), et alors

Gal (LH/K> ~ Gy = Gal(L/K)/H

Démonstration. .

e Soit E € £. Par définition, on a toujours E C £61("/ ) Montrons I’égalité des dimensions sur K pour
conclure a 1’égalité.

Comme K C L est galoisienne, L est un corps de décomposition d’un polynéme P € K [X] séparable. Alors
P € E[X], et L est aussi corps de décomposition d’un polyndme séparable de F [X], i.e. E C L est galoisienne,
dou [L: E] = |Gal (£ /5)] *2™ [L : LG*“(L/E)}, CQFD.

e Déja fait (Artin faible).

e Soit H € G, et g € Gal (L/K). On veut g(LH) = L9H9™" D'une part, pour x € L, on a Vh € H,
[ghg™] (9 (2)) = gh(z) = g (z), dou g (z) € LIHT™" et g (L") c L9H9™" Drautre part, pour y € LIH9™" | soit
x=g""(y);pour h € H, h(x)=hg™" (y) =g~ " [ghg™ '] (y) = g7 " (y) =2, douz € L, y = g(x) € g (L"),

—1
puis LIT9 C g (LH)
Ng(H) — Gal (LH/K)
g — 9|LH
pour g € Ng (H), on a g (L¥) = L9 = LH donc gpu est surjective; comme gir# est clairement injective
et fixant K, g = est bien un K-automorphisme de LA,
Calculons le noyau Ker  :

Considérons maintenant le morphisme de groupe  : { . ® est bien défini car

Artin

geEKer® < g v =1d < gEGal(L/LH) H.

Montrons ensuite que ® est surjectif. Soit ¢ € Gal (LH / K). Puisque K C L est normale, L est un corps

de décomposition d’un polynome P € K [X]. Mais alors Lf C L est aussi une extension de décomposition de
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P € L [X], donc on peut prolonger I'isomorphime o : L — L# en un isomorphisme & : L — L. Puisque
o fixe K, & aussi, donc ¢ € Gal (v /) = G, et comme & prolonge o, on a ® (¢) = 7|;u = 0. ® est donc bien
surjectif.

On conclut en disant que Im ® ~ Ne(H) /i & ce qui donne Gal (LH/K) ~ Na(H) /.

e K C L est une extension galoisienne ssi

Gal (2 /i) | = [£7: K]

— ‘N H/H)_[L:LH]

[N (H)| _ |Gal(*/k)| |G|
= A T Gal(* ) A
< Ng (H)ZG
— H«QG,

et le troisiéme point donne alors Gal

/N

LH/K) ~ Nell) /= G /.

2.5 Cloéture galoisienne d’une extension séparable finie — Théoréme de I’élément
primitif

Proposition. B

Soit K C L une extension finie séparable, L une cloture algébrique de L. Alors il existe une plus petite
extension galoisienne K C L9 dans L, qui vérifie donc K C L C L9 C L. On Uappelle la cloture galoisienne de
L.

Démonstration.

Construction 1 : utilise le critére K C L galoisienne ssi L décompose un polynome séparable de K [X]).

K C L est séparable, donc L = K [z, ..., x,] ot les a; sont séparables. Notant p,; leurs polynomes minimaux.
Si L9 répond au probléme, alors LY est normale, donc les p; (qui ont une racine x; sur K) se scindent sur L9,
donc LY contient I'engendré des racines de tous les p,;, ou plus précisément ’engendré des racines du ppcm
P =V p;.

Réciproquement, si I’on appelle D un corps de décomposition de P sur K, on a déja vu que P est séparable
puisque les z; le sont, donc K C D est galoisienne. Ainsi, 'extension D répond au probléme et est la plus petite
d’aprés 'analyse.

Construction 2 : utilise le critére K C L normale ssi tous les K-morphismes L — L ont méme image L.

Supposons qu’une telle extension K C L C LY C L existe. En remarquant que L est une cléture algébrique
de L9, on doit avoir o (L9) = LY pour tout K-morphisme o : LY — L. En particulier, si o : L — L désigne
un K-morphisme, on peut prolonger og & L9 (cf théoréme de prolongements), et alors oo (L) C o¢ (L9) = L9.
Ainsi, en appelant o, ...,0, les K-morphismes de L. — L, L9 doit donc contenir tous les o; (L), donc doit
contenir I’extension composée des o; (L) :

E:=K(o1(L),....,0n(L)).

Montrons réciproquement que E convient — ce qui précéde prouvant qu’elle sera la plus petite extension répon-
dant au probléme. B
Soit ¢ un K-morphisme de E — L. Les o; étant d’image o, (L) C K (o1 (L),...,0, (L)) = E, on peut

parler de la composée o;, laquelle est un K-morphisme de L — L, i.e. est un o4(;), o étant une permutation
de G,, par injectivité de ¢. On en déduit

¢ (E) @ (K (01(L),...,on (L))
= K(poi(L),...,p0n (L))
= K (00(1) (L) y o3 O (n) (L))
= K(o1(L),....on (L))
= F



donc K C F est normale. D’autre part, K C L étant séparable, on peut écrire L = K [z1, ..., z,] ot les z; sont
séparables. On en déduit o; (L) = 0; (K [z1,...,x,]) = K [0; (z1), ..., 0; (z)], et chaque o; (z;) est séparable car
de méme polynéme minimal que z; (o; fixe K...). Ainsi, E = K (0, (L)) = K (K [0;(z;)]) = K (0; (z;)) est
séparable. K C FE est par conséquent galoisienne, CQFD.

Conséquence. On peut décrire les extensions intermédiaires K C E C L d’une extension séparable a
laide de Gal (Lg/K). En particulier, il n’y a qu’un nombre fini d’extensions intermédiaires.
On en déduit le théoréme de 1’élément primitif.

Théoréme de I’élément primitif.
Soit K C L extension finie séparable. Alors il exite un a € L tel que L = K [z].

Lemme.
Soit E un K-espace vectoriel et Fi, ..., F, des sous-espaces vectoriels stricts de E. Si K est infini, alors

U;L:1Fi ;E

Démonstration.

Par récurrence sur n.

e n =1 est trivial.

e Pour n > 1, supposons |J;_, F; = E. Par hypothése de récurrence, U?;ll F; ¢ E, donc on peut trouver

un u dans F \U?;ll F; ; noter qu'un tel u est dans F), \U;:ll F; . Puisque F,, & E, on peut trouver un a dans

E\F, . On pose alors D = a + Ku.
D’une part, on a D N F,, = (), sinon

at+ u=f, = a=f,— € F,,
d’autre part, on a Vi # n, |[D N F;| <1 car

{ @+ Au = z; = A—pu=z,—y; € FNKu={0}) = z; =vy;.

at i =y;

Ainsi, |D| <n —1, ce qui absurde car D et K ont méme cardinal.

Démonstration de la proposition.

Si K est de cardinal fini, alors L est également fini, donc L est un F, qui est monogene (car Fy cyclique).
On peut donc supposer K infini.

On écrit alors L = |J, ., K [z] ot K C K [z] C L est un extension intermédiaire. Or ces derniéres sont en
nombres fini, donc on peut extraire un recouvrement fini L = |J_, K [2;]. Or L est un K-espace vectoriel de
dimension finie avec K infini, donc le lemme s’applique, d’ott un z; tel que L = K [z;].

2.6 Exemples
2.6.1 Racines de 'unités — Extensions cyclotomiques

Soit K un corps de caractéristique p et n > 1. On note p,, (K) 'ensemble des racines n-iémes de I'unité, i.e.

w, (K)={ze K; 2" =1}.

Proposition.
On suppose ptn. Alors p, (K) est un groupe cyclique dont l'ordre w vérifie

ptwln.

Démonstration.
e 1, (K) est un sous-groupe fini de K*, donc est cyclique.

20



X"™ — 1 est premier avec sa dérivée nX" ! #£ 0, donc est séparable. Si L est un corps de décomposition de
X" — 1 sur K, on en déduit que |u,, (L)] = n, donc 'ordre w de u,, (K) vu en tant que sous-groupe de p,, (L)
doit diviser l'ordre de u,, (L), i.e. w | n.

e Soit p = car K. Si p =0, p ne peut diviser w # 0. Supposons donc p premier.

On écrit n = p®m ot pAm =1 et & > 0. En remarquant que (—1)"" = —1 car

pour aw =0, (—1)"" = (=1)' = -1
pourp=2, (-1)"" =(-1)’=1=-1 ,
(1P =1

pour p impair, (—1)”

on obtient X™ — 1= XP"™ — 1 = (X™ — 1)1’(17 d’ou pu, (K) = p,, (K). Puisque ptm (sinon p | m | n), on peut
appliquer le premier point : w = |u,,, (K)| divise m, d’oit ptw (sinon p | w | m | n, absurde).

Définition.
On appelle extension cyclotomique de niveau n de K un corps de décomposition L de X™ — 1.

Proposition.

Soit L une extension cyclotomique de niveau n sur K. Alors

e Il y a exactement n racines n-iémes de ['unité dans L.

e K C L est galoisienne de groupe de Galois Gal (L/K) — (Z/nz)*.
e Le degré de lextension cyclotomique vérifie [L : K] < ¢ (n).

Démonstration.

e X" — 1 est séparable et scindé sur L, donc scindé simple sur L, d’ou |u,, (L)| = n.

e [ est un corps de décomposition d’un polynéme séparable, donc 'extension K C L est galoisienne.

Soit G = Gal (¥ /i) et g € G. g induit sur p,, (L) un automorphisme de s, (L). En effet, si & € p,, (L), alors
g(&)" =g (") =g (1) =1, donc la restriction de g & p,, (L) est un endomorphisme du groupe u,, (L), injectif
(car g injectif) donc bijectif (car u,, (L) fini) ; c’est donc un automorphisme de p,, (L). On a ainsi un morphisme
" Aut (s, (L))
— 9lun, (L)
iy, (L), un K-morphisme g est entiérement déterminé par les valeurs qu’il prend sur y,, (L). Comme p,, (L) est
cyclique d’ordre n, on a Aut (u,, (L)) ~ Aut (Z/nz) ~ (Z/nZ)* et G s’injecte bien dans (Z/nz)*. En prenant
les cardinax, on obtient la majoration voulue :

de groupes . L’injectivité s’obtient en remarquant que, puisque L est engendré par

*

LK) =161 < |(*/ )

<@ (n).

On regarde le cas particulier de K = Q.

Proposition (extensions cyclotomiques de Q).
Soit L une extension cyclotomique de niveau n de Q. Alors Gal (L/Q) ~ (Z/nz)*.

Démonstration.
On peut écrire L = Q[€] ou & est une racine primitive de I'unité. Son polynéme minimal est ®,, € Z [X],
avec deg @,, = ¢ (n), d’on
p(n) =deg®, =deg { =[L: K| = |G| < p(n).

On obtient donc une égalité, et le morphisme injectif G — (Z / nZ)* devient un isomorphisme.
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2.6.2 Polynémes symétriques — Discriminant

Soit A un anneau commutatif. On considére les polynémes symétriques de A[X7, ..., X,,]. On dispose en
particulier des polynomes symétriques élémentaires

0'1:X1+...+Xn

Ok = Zl§i1<...<ik§n Xiy - Xi,
Onp = X]_Xn

On précisera si besoin le nombre de variables des o par un exposant :

al(cn) =0k (X1, 00, Xn) -

Proposition.
Soit P € A[Xy,...,X,] symétrique. Alors il existe un unique polynome S € A[Y1,...,Y,] tel que

P(Xl, ---;Xn) = S(O’l, ...,O'n) .

Démonstration.

e Pour 'existence, on fait une récurrence sur le nombre de variables plus le degré total.
Pour n=1, X =01, donc P = P (X) = P (01).

Pour deg P =0, i.e. P = a constant, on a P (X1,...,Xp) =a=a(01,...,04).

Soit P & n > 2 variables et de degré > 1. On considére le polynéme & n — 1 variables

P, (X1, Xp_1) =P (X1, ..., Xp_1,0)

symétrique (car P est), donc on peut récurrer :
Py (X1, Xn1) = Q(ag”‘”(Xl,...,Xn,l),...,a;”:f)(Xl,...,Xn,1)>

- Q (agw (X1y e X1, 0) s 0 (X1, ...,X,L_1,0)> .

On en déduit que P (X1y,...,X,) — Q (Ugn), oy O n_1> s’annule en X,, = 0, donc en tous les X; par symétrie,
donc est divisible par X;...X,, = 0, d’ou

P (X1, Xn) —Q (Ugm,. o™ ) — o, P*

Y n—1

ot P* est un polynome & n variables symétrique de degré < deg P, et on peut alors récurrer sur le degré de P*.

e Pour 'unicité, on récurre sur n.

Pour n =1, S(o1) =8 (X) =5, d’ou l'unicité.

Pour n > 2, supposons S (01, ...,0,) =T (01, ...,04). On fait X,, =0, d’on

S (a&"*” oy O) =T (a&”*” oY O).
Sn (X17 '”7an1) =5 (—X17 "7—X’nfl7 0)
T (X1, Xno1) =T (X1, .0, X1, 0)
Sn (a(lnfl) U(nzl)) =T, (Ugnfl) . U(nfl))

Y n—1

, on a alors

En posant {

Corollaire.
L’extension K (o1, ...,0,) C K (X1,...,X,,) est galoisienne de groupe de Galois

Gl (K05 ) =,

qui permute les indéterminées.

22



Démonstration.
e Soit P(T) =[[i-, (T — X;) élément de K (X1,..., X,,) [T]. En développant, on trouve

P(T)=T"—oT" ' 4+ ...+ (—=1)" o,

donc P(T) € K (01,...,0,) [T]. P est de plus séparable (car scindé simple), et K (X7, ..., X,,) en est un corps
de décomposition, donc K (o1, ...,0,) C K (X1, ..., X,,) est une extension galoisienne.

e Soit G = Gal (K(Xl’“"X")/K(Jl ,,,,, Jn)). On sait déja que G s’injecte dans &,, par permutation des racines
d’un polynémes de décomposition, en particulier P, donc G agit en permutant les indéterminées X;. D’autre
part, il est clair que toute permutation des X; laisse stable K (o4, ...,0,), d’ou 'égalité.

Introduisons maintenant un outil issu des symétries de K (X, ..., X,;) : le discriminant.

Définition.

Le polynome [[;_; (X; — Xj)2 = (-1) [1iz; (Xi — Xj) est invariant sous &, donc s’écrit comme un
polynéme S (01, ...,0,) & coefficients entiers en les o;.

Pour P=X; — a1 X" '+ ...+ (=1)" a,, polynéme unitaire de degré n > 1, on pose

n(n—1)
2

disc P = S (a1,...,a,) € K

et on l’appelle le discriminant de P.
Si P n’est pas unitaire, P s’écrit A\Q o Q est unitaire, et on pose

disc P = A disc Q

Par exemple, pour n =2, on a

[[Xi-x)?=(X-Y)’=(X+Y)’ - 4XY =0} — 4oy,
1<j
d’ou
S(X,Y)=X?%—-4Y.

Aini, le discriminant d’un polynéme P = aX? 4+ bX + ¢ vaut

A=a? ((2)2 —4 (Z)) — b2 — dac

bien connu...

L’intérét du discriminant (entre autres) est de donner un critére pratique de séparabilité.
En effet, soient ay, ..., a;, les racines d’un polynéme P dans un corps de décomposition : P = A (X — «;).
Alors
disc P = A28 (01 (@1, ey @) s ooy O (@15 oy ) = A? H (a; — ).

1<J

Proposition (critére de séparabilité).
P est séparable ssi disc P # 0.

Proposition (calcul du discriminant).
ai, ..., ay les racines de P

3 3 los racines de P’ dans une extension de décomposition. On a
19 Mn—1

Soit P unitaire de degré n et

alors

disc P = H (a; — aj)2 = (—1)#1) HP/ (i) = (‘Uw n'" H P(B;)-

i<j i=1 i=1



Démonstration.
OnaP =30, 12 (X =« ), donc P’ (a;) =[], (i — o), d’ott

n

HP/ (i) = HH(%‘ — o) = disc P.

i=1 i=1ji

) A M 71
D’autre part, P’ s’écrit nH;-lzl (X - Bj),donc

diseP = ()T [P (0) = )T [0 [T (e - 5))
i=1 i=1  j=1
n(n—1) n-l n n(n—1) nol
= (-1)7 =z " H (sz ﬂj) = (= SN H P (/BJ)
j=1i=1 j=1

Par exemple, pour P = X" + aX + b, on peut montrer que

n(n—1)

disc (Xn +aX + b) = (—1)f (1 —_ n)"_l a + nnbn—1:| )

Pour un polynéme de degré 3 réduit, mettons P = X3 4+ pX + ¢, on va montrer que
disc P = —4p® — 27¢%.

En effet, [[,; (X; — X)) =(X-Y) (Y -2)°(Z-X)*=S(01,09,03) est homogene de degré 6, et disc P =
S (0,p, —q), donc seul les termes sans o1 nous intéressent. Il n’y en a que deux sortes : go0902 et o303. Alnsi,

S(o1,09,03) = A(oy) + Ao + poi.

Pour trouver les constantes A et p, on regarde des valeurs particuliéres.
Pour P=X (X —1)(X+1)=X?- X, onadiscP = (1—(-1))>(1—0)*(0— (=1))* = 4, qui doit aussi
valoir A, d’oit A =4
Pour P = X3 —1, la formule avec les racines de la dérivée 3X? donne disc P = —33 (03 — 1) (03 — 1) = -27,
qui doit aussi valoir p, d’ou u = —27.
Finalement :
disc (X? +pX + q) = —4p® — 27¢

Proposition (un critére pour que Gal (L/K) cAy).
Soit K C L galoisienne, P un polynéme de décomposition de degré n et &,,...,&,,, les racines de P dans L.

Soit disc P = Hiq (gj 751-)2615 posons § = HKj (fj ffi) € L. On dispose d’une signature € sur G =
Gal (L/K) — &, (qui dépend de l'indexation des racines choisie).

Alors les deux conditions suivantes sont équivalentes :

e disc P est un carré dans K, i.e. § € K ;

e ¢ est trivial sur G, i.e. G — 2AU,.

Démonstration.
Vo € G,on a

Mo (o)~ &) Lo, (0(6) —0€) (Il (6 -€)) o)
e(o) = = = = )
M., (€ —€) j z z
Ainsi, si § € K, alors G fixe ¢, d’ou € (G) = {1}.
Réciproquement, si G C 2,,, alors G fixe §, donc 6 € L = K.

Remarque. Bien que la proposition G — 2,, dépende de 'indexation des racines choisie, la condition
disc P € K2, elle, n’en dépend pas.
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2.6.3 Extension cycliques

Définition.
Une extension est dite cyclique si elle est galoisienne de groupe de Galois cyclique.

Lemme de Dedekind.
Soit n > 2, G un monoide et o1,...,0, : G — K* des morphismes multiplicatifs deux & deuz distincts.

Alors les o; (vus dans le K-espace vectoriel K¢) sont linéairement K -indépendants.

Démonstration.
Par 'absurde. On suppose ) ; Ajo; = 0 ol le support des A; est non vide et minimal. Alors, pour tous z,y

dans G, on a

d’ott pour tout j :

ZAZ- (0 () — 0 (x)) 0y = ZAM (x)oi — 0 (2) ZA,-UZ- =0-0=0,

donc par minimalité du cardinal des (A;) on a A; (¢; (x) — o (x)) = 0 pour tous ¢, j, en particulier pour un iy tel
que A;, # 0 et pour j # ig (possible car n > 2), d’ott 0y, () — 0, (x) = 0, et ce pour tout = de G, i.e. 0;, = 0,
absurde car les o; sont deux & deux distintcs.

Remarque. On aura besoin par la suite de I’hypothése
"K contient déja toutes les racines n-iémes de 1'unité",

ce qu'on peut reformuler de maniére équivalente en :
o 11, (K)| = n;
e X™ — 1 est scindé simple sur K ;
e X" — 1 scindé sur K (par séparabilité) ;
e K est une extension cyclotomique de niveau n de lui-méme ;
e K contient une racine n-idéme de l'unité non triviale (par cyclicité de p,, (K));

Proposition.
Supposons |, (K)| = n, et soit a qui n’est pas une puissance (non triviale) de K divisant n, i.e.
d
{ ac K = d=1
d|n
Alors

e X" — qa est irréductible sur K ;
e Toute extension L de décompostion de X™ — a est cyclique; plus précisément

Démonstration.
Soit L un corps de rupture de X™ — a sur K, et x € L tel que " = a. Soit £ une racine n-iéme de l'unité

dans K. Alors les x{k pour 0 < k < n sont les racines de X™ — a dans L, d’ott X" —a = Z;é (X — x£k> (ce

qui montre au passage que X" — a est séparable).
Soit maintenant une décomposition X” —a = QR dans K [X] ou @ non constant. Dans L [X], on a ) =

[lica (X - xﬁk) pour une certaine partie A C {0,...,n — 1} de cardinal > 1, mettons ¢ (comme Q).

Le terme constant de @ est (—1)7 xqﬁ? € K, donc 2% € K ; en outre, 2" = a € K. Soit § = n A q. Bezout
donne § = an + Bq, d'ou 20 = (2™)* (xq)ﬁ € K, donc



d’ou par hypothése sur a
n
5:1 = n=0 <= qg=n <<= Q=X"—a.

Par conséquent, X™ — a est irréductible.

Ainsi, si L est un corps de décomposition de X™ — a sur K, alors X" — a est irréductible séparable, donc
K C L est galoisienne. Or, L = K [x,xg, ...,xf"il] = K [z], donc un o € Gal (L/K) est déterminé par o (),
qui vaut une certaine racine o (z) = xfk de P puisque

Po(x)=0c(@)"—a=0c(@")—a=0(a)—a=a—a=0.

{Gal(L/K) — o, (K)

On a donc un morphisme de groupe injectif S > dou Gal (* /) cyclique.

x

—

Proposition (réciproque).
Soit K C L cyclique, n = [L : K], et supposons que |u, (K)| = n. Alors on peut trouver un a dans K tel
que L soit un corps de décomposition de X" — a.

Démonstration.
Soit ¢ un générateur de Gal (L / K). D’aprés la démonstration qui précéde, il est judicieux de chercher un
x € L tel que @ soit une racine primitive n-iéme de l'unité.
Soit ¢ une racine primitive n-ieme de l'unité (qui est dans K par hypothése). On veut un = € L tel que
o (z)
T

=¢ = lor)=2 < o({'2) =2 < 2z €Fix(¢ o).

Un bon candidat serait x = (e-10) 9> a condition de lui donner du sens. Or, <§710> est fini car

ge 1o
(€10)" =¢ 0" =1d,
donc on peut regarder I'application K-linéaire

L — L
P T — Zg€<§7la> 9 (:C) =
e+ 0 (@) + ..+ o1 ()

Tout point de I'image de ¢ est fixe par £ ‘o par construction, et ¢ est non identiquement nulle, sinon
Id,o,...,0" ! seraint K-liés, absurde par Dedekind. D’ou I'existence d’'un zg # 0 dans L tel que o (zg) = £xp.
Il reste & remonter la démonstration précédente, en posant a = xf. Tout d’abord, a € K puisque

o (a) =0 (a5) = 0 (20)" = (¢20)" = 2§ =a = ac LO(/®) = K

(K C L est galoisienne). Par ailleurs, X" — a se scinde en [[,_, (X — «Skxo), et pour conclure que L est un
corps de décomposition de X" — a, il suffit de montrer que L est engendré par les racines de X™ — a. Comme
on sait déja que

KCK [$0] CK [1‘0,:1?05,1’052, ...,xoﬁn_l] CcL

avec [L : K] = n, il suffit de montrer que x est de degré n sur K, ce qui forcera ’égalité K [xo, Tof, w082, ..., 9:05”_1}

L comme souhaité.

Soit donc pu = Z?:o i X polynéme minimal de zg sur K avec Ay # 0. Onad = [K [x¢] : K] < [L: K] = n, et
on veut d = n. En appliquant o a ’égalité Z?:o Aizh = 0, on obtient 0 = > o (zf) = > Aio (z0)" = N€lah,
d’on 0 = Z?Zl Ai (1— fi) zf et 0 = Z?;()l Aig1 (1 - §i+1) z§, ce qui impose par minimalité \g (1 — §d> =0

(coefficient dominant), d’ou ¢d=1n | d, n < d, et n =d comme voulu.
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3 Résolubilité par radicaux

Soit K un corps, P € K [X], K C L une extension de décomposition d’un polynéme P. On aimerait pouvoir
expliciter les racines de P a ’aide d’opérations algébriques rationnelles et de racines n-iémes.

Définition.

Une extension K C L est dite radicale élémentaire s¢ {

Jrel " e K .
tel que (on rajoute une

dn>1 L =K [z]
racine n-iéme).
Une extension K C L est dite radicale si il y a une tour

K=KycKyc..cK,=1L

ot K; C K11 est radicale élémentaire. Ainsi L = K [x1,...,x,] o x; est une racine n;-iéme d’un élément de
K [1'1, () Z'i,ﬂ .

Une extension K C L est dite résoluble (par radicaux) si L est contenue dans une extension radicale de K
finie sur L.

On dit que P € K [X] est résoluble par radicaux si le corps de décomposition de P est une extension résoluble
de K.

Remarques.

e Si K C L est radicale et K C L' C L, alors K C L’ est radicale. Ainsi, pour montrer qu’une extension est
radicale, il suffit de 'inclure dans un extension radicale.

e Si K C L est résoluble et K C L' C L, alors K C L' et L' C L sont résolubles;

e Si K C L est radicale (resp. résoluble) et K C Ly K-isomorphe & L, alors K C L; est radicale (resp.
résoluble).

3.1 Extensions composées

Définition.
. K C Iy . A
Soient KclL deux extensions contenues dans un méme sur-corps L de K.
2

On appelle extension composée de Ly et Lo le sous-corps de L engendré par Ly et Lo :

LiLy =K (L1 ULy) =Ly (Lg) = Lo (L) .

On suppose désormais que L est une cloture algébrique K de K.

Lemme.
Soit A une K -algébre intégre de dimension finie. Alors A est un corps.

Démonstration.
Soit a # 0 dans A; alors la multiplication par a est un endomorphisme injectif donc surjectif, ainsi 1 est
atteint.

Proposition.
Soit K C Ly finie. Alors Lo C Ly Lo est finie et

[LlLQ . L2] S [Ll : K] .
De plus, si on a égalité [L1Ls : Lo) =[Lq : K|, alors LN Ly =K.
Démonstration.

Lo [L4] est une Lo-algebre intégre de dimension finie sur Lo, donc un corps. Une partie génératrice de Lo [L1]
vu comme La-espace vectoriel est une base de L comme K-espace vectoriel, d’on [L1Ls : Lo] < [Ly : KJ.
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D’autre part, on peut faire la méme chose en prenant comme sous-corps commun Ly N Ly : [L1Ly : Lo <
[Ly : L1 N Lo] < [Ly : K]. Donc si on a égalité, [L1 Lo : Lo] = [L; : K], alors on a égalité partout et K = LN Lo.

Corollaire.
Si L1 et Lo sont des extensions finies, alors

[LiLy: K| <[Ly: K][Ls : K].

De plus, si on a égalité, alors K = Ly N Lo.

Proposition.
e Si K C L est galoisienne, alors Ly C L1Ls est galosienne.

° Si { K C Iy sont galoisiennes, alors { K C Il

K ClL, K C LN Lo sont galosiennes.

Démonstration.

e [ est un corps de décomposition d’un P séparable de K [X], donc P séparable dans Ly [X], et alors Ly Ly
est un corps de décomposition de P sur Ls.

o L1y = K (L1 ULy); L; est un corps de décomposition d'un P; séparable de K [X], donc P = Py V Py
séparable dans LjiLy [X], et alors LiLs est un corps de décomposition de P sur K. De plus, L1 N Ly est
séparable car L; ou Lo l’est, et K est une cloture algébrique de L, N Lo. Soit alors n:LiNLy — K: at-on
n(LiNLy) =Ly NLy? On écrit K C Ly N Ly C Ly Lo, on peut prolonger n en 77 & Ly Lo ; alors 77 (L1) C Ly car
K C L est galoisienne, d’ou 11 (L1 N L) =7 (L1 N Lo) C 7 (L1) N7 (Le) C 7 (L1 N La).

3.2 Calcul de Gal (L1L2/K) en fonction de Gal (Ll/K) et Gal (L2/K)

Proposition.
Si K C Ly est galoisienne, alors Lo C LyLo est galosienne, et

Gal (L1L2/K) ~ QGal (Ll/LmLz) :

Démonstration.

On construit un morphisme injectif Gal (L1L2/K) — Gal (Ll/K), puis on identifiera les images. On a clai-
rement un morphisme Gal (LlLZ/L2) — Gal (LlLQ/K), et comme K C Ly C LiLs, tout o de Gal (LlLZ/K)

galoisienne

stabilise Ly (car Ly normale). On a donc un morphisme Gal (LlLQ/K) — Gal (Ll/K), d’ot par composition
un morphisme ¢ : Gal (“1%2 /1) — Gal (1 /).

p est injectif, car si ¢ € Gal (LlLQ/LQ) s’envoie sur l'indentité, alors oy, = Id, et comme oz, = Id,
U|L1L2 =Id.

Image de ¢ 7 C’est un sous-groupe H de Gal (Ll/K), déterminé par son sous-corps des points fixe L. On
a déja que Ly N Ly C L. D’autre part, si z € L, Vo € Gal (LlLQ/Lz)7 o(x) ==, d.e.x € LN Lo.

Corollaire.
Si K C Ly galoisienne, alors

[LlLQ : K] = [L]L2 : K] [L2 : K} = [Ll : L1 ng] [LQ : K] .

Démonstration.
la premiére égalité est triviale, la seconde vient de ce que Ly N Ly C Ly est galoisienne.
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3.3 Construction de la théorie des groupes : produit fibré

Soit G1, G2, H des groupes, ¢, : G; — H des morphismes. Le produit fibré G1 X i G2 est le sous-groupe de
G1 X Gy des (x,y) tels que ¢ () = v, (y), i-e. tel que

pr
Gixy Gy — Gy

L pra Lo
Gs P H
commute.
Exemple. Soit n1,ny des entiers, { 0 =nyAmns . Alors
n=mniVng

Z z Z
Sz Xz g " = S

en effet, cela revient & dire que le systéme de congrunces { i % il {Zl} posseéde une solution ssi x1 = x5 [J].
=22 N2
Théoréme.
Soient K Cly aloisiennes. Alors K Clils sont galoisiennes, et
KcL, Y ' KCLinLy g ’
Gal (LlLQ/K) ~ Gal (Ll/K) XGal(F1002 / i) Gal (LQ/K) .
Démonstration.

K C Ly C LyL,. Soit jj, : Gal (**£2 /) — Gal (** /) obtenu par restriction. Alors

(j1,j2) : Gal (F1E2 /) — Gal (B /) x Gal (¥2 /)

est un morphisme de groupe injectif.
Or, en composant j; avec la restriction 7 : Gal (L’“/K) — Gal (leLQ/K), on obtient le méme morphisme
Gal (L1L2/K) — Gal (leLZ/K). Donc I'image est contenue dans le produit fibré Gal (LI/K) xGal(

Gal (L2 / K). Montrons qu’ils ont méme cardinal. On considére

leL2/K)

(7'1,’)"2) : Gal (LI/K) x Gal (LZ/K) — QGal (LlﬂLQ/K) x Gal (L1ﬁL2/K)

dont I'image contient le sous-groupe diagonal. L’image réciproque de ce sous-groupe diagonal, modulo le noyau,
est isomorphe a ce sous-groupe diagonal. Donc
|image réciproque| = |Gal (LmL?/K)| |Ker (r1,72)]
= |Gal (LmLz/K)| |Ker | |Ker rg]

= |Gal ("2 /)| |Gal (M /L,nL.) | |Gal (7 LinL,) |
= [LlﬁLQIK][Ll.LlﬂLQ][LQ.LlﬂLQ]

= [Ll K] [LQZLlﬂLQ]
[LlLQ : K]
= |Gal (""" k).

Théoréme.
K cCly

K C Ly
e Soit K C L extension finie séparable. Si elle est radicale (resp. résoluble), alors la cloture galoisienne
K C L9 [’est aussi.

o Soient C K. Si elles sont radicales (resp. résolubles), alors K C LiLo lest aussi.

Démonstration.
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KCcFE,CEy..CFE,=1,

KCF CP.. CF, =L des tours d’extensions élémentaires. Alors

o (extensions radicales) Soient

Li=L1KCLiFyClF,C..[1F,,=LLs,

avec Fjy1 = Fj[yj41] ol y;41 est une racine nji-ieme de Fj, d'ott L1 Fjyq = L1 F} [Yj+1]-

(extensions résolubles) Onest K C L; C F; C K ou K C F}; radicale. Quitte a remplacer Fi et F, par des
extensions isomorphes, on peut suppoeser qu’ils sont dans une méme cloture algébrique de K.

e Le second point résulte du premier, car LY est construite comme extension composée de tous les 1 (L) ou
n: L — K morphisme dans une cléture algébrique de L.

Théoréme.
Soit K C L galoisienne, ot car K = 0. Alors K C L est résoluble ssi Gal (L/K) est résoluble.

Rappel. Un groupe G est dit résoluble si on peut trouver une tour finie de sous-groupes
{0} =GoCcGyC..CG,=G

avec G; <1 Giyq et “it1 /. abélien. Il revient au méme de dire que la suite des sous-groupes dérivés stationne
a {e}.
Proposition. Si G est résoluble, alors tout sous-groupe et tout quotient de G est résoluble.
Proposition. Soit G un groupe, H < G. Si H et © /5 sont résolubles, alors G est résoluble.
Proposition. Si G est un groupe fini, alors G est résoluble ssi il exite une tour

{0}=Goc Gy C..CG, =G

avec G; A Gjyq et Gi“/gi cyclique.

Proposition.
Si K contient toutes les racines n-iéme de U'unité, si K C L est radicale élémentaire de niveau n (i.e.
L =K [a] avec o™ € K), alors elle est galoisienne de groupe de Galois cyclique. Et inversement.

Démonstration du théoréme.
e On suppose que K C L est radicale et que [L: K] = n = |, (K)|. Alors Gal (*/ ) est résoluble. On
dispose d’une tour
KCcFEiC..CcE,CL.

On a déja vu le cas k = 1 (extension cyclique), donc on peur supposer k > 2. On fait alors une récurrence sur le
degré n de extension. On sait que Ey C L est radicale galoisienne, [L : F1] | [L : K] = n et E; contient toutes
les racines [L : Eq]-iéme de l'unité. Par récurrence, Gal (L J/ El) est résoluble. K C E; est rédicale élémentaire,
[Ey: K] |netn=|u, (K)|, donc on toutes les racines n-iémes de I'unité. Donc Pextension est galoisienne, de
groupe de Galois cyclique. K C E; galoisienne implique Gal (L/El) < Gal (L/K) et Gal(L/El)/Gal(L/E ) =
1

Gal (El/K), d’ou Gal (L/K) résoluble.

e Cas général, K C L galoisienne, résoluble. Soit K C L C F avec K C F radicale. On prend une cloture

galoisienne F
KCL CE
——

galoisienne
radicale galoisienne. Gal (L/K) est un quotient de Gal (E/K). Soit n = [E: K], et K C L' une extension
de décomposition de X™ — 1 contenue dans  une cloture algébrique de E. K C L est galoisienne radicale

élémentaire. On considére ensuite K C EL’ radicale galoisienne. L'’ C EL’ est galoisienne (K C E lest)
radicale. De plus, [EL’ : L] | [E : K] donc on a les racines de 'unités qu’on veut. On applique le premier point

aL'| EL, dou Gal (EL//L/) résoluble. D’autre part, Gal (EL//L/) ~ Gal (¥ /gnr) C Gal (F /).

gaoisienne

—_—
KCcCENL CE
—_———

galoisienne
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donc Gal (E/Em;/) < Gal (E/K) est résoluble.

gaoisienne cyclique

—_—
KCENL CE
————

galoisienne
donc le quotient Gal (EOLI / K) est cyclique, donc Gal (E / K) résoluble, donc Gal (L / K) est résoluble.
Réciproque!!'!!

e On suppose Gal (¥ /) résoluble, [L: K] =n = |u, (K)|. Alors K C L est radicale.
On a un groupe fini résoluble, donc on a un sous-groupe H <1 Gal (L / K) a quotient cyclique.

KcirL” CL
—_——
galoisienne cyclique avec toutes les racines de 1
donc radicale élémentaire. Par récurrence sur le degré de 'extension, on montre que LY C L est radicale.
Gal (L/LH) résoluble comme sous-groupe cyclique de Gal (L/H) résoluble, [L : LH} | n, K C L et donc
toutes les racines n-iémes qu’on veut. L¥ C L galoisienne car K C L lest, cqfd.

e Cas général. K C L, [L : K] =n, K C L' corps de décomposition de X™ — 1 dans (), est galoisienne. Alors
K C LL' est galoisienne car L et L’ le sont. L' C LL’ galoisienne, on a toutes les racines [LL' : L']-iémes de

l'unité de L', Gal (LL'/L/) ~ Gal (v /nr) C Gal (¥ k) résoluble, donc Gal (LL//L/) résoluble. L' ¢ LL'
radicale, K C L' radicla eémélentaire, doncK C LL’ radicale (K C L C LL’ implique L résoluble).
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4 Calcul du groupe de Galois d’un polynéme P € Z | X] via la réduc-
tion modulo p

Définition.
Soit P € Z[X] unitaire séparable de degré n. On dispose d’un extension Q C L de décomposition de P (qui
est galoisienne). On appelle groupe de Galois de P sur Q

Gal P = Gal */q)-

On rappelle que Galg P agit par permutation sur les racines de P, d’ott Galg P — &,,.

4.1 Lecture de Galp P dans la décomposition de P en facteurs irréductibles

Proposition (calcul du polynéme minimal par action du groupe de Galois).
Soit K C L galoisienne de groupe de Galois G. Le polynéme minimal d’'un o € L sur K est donné par

to =[] (X o (@).

ceG

Démonstration.
[T,cc (X — o (a)) est & coefficients dans L¢ = K. De plus, tous les o (a) sont des racines de p,, donc
[[,eq (X =0 (@) | . Comme p, est irréductible, on a égaliteé.

Proposition.
Soit K C L galoisienne et P € K [X] unitaire scindé simple dans L. Soit Q I’ensemble des racines de P. On
partitionne Q en orbites sous l’action de G = Gal (L/K), mettons ) = Hle Qi, et on pose F; =[], cq, (z — ).

Alors F; € K [X], est irréductible, et P = Hle F;.

Démonstration.
Pour o € ;, on a G (a) = §;, donc les coefficients de F; sont stables par G et sont donc dans K. D’apres
la proposition précédente, F; est le polynéme minimal de I'un quelconque des « € §2;, a fortiori est irréductible.

Intérét.

Si G est cyclique engendré par gg, on peut décrire les orbites ; en regardant la décomposition de go (vu dans
S,,) en cycles a support disjoints. Les longueurs des cycles sont données par les degrés des facteurs irréductibles
de P. Ainsi, si ces degrés sont nq,...,ng, G est engendré par un élément conjugué a

(1,..ony) (1 +1,.um1 +ng) . (N1 + oo + g1, o)

On connait déja une classe de groupes de Galois cycliques, les Gal (]Fq / Fp), qui sont engendrés par Fr. On
va donc ramener ’étude du groupe de Galois du polynome P aux Gal (]Fq / Fp) en réduisant modulo p (ou p
premier & choisir opportunément...).

En notant P le réduit de P modulo p et L un corps de décomposition de P sur Fp, un bon candidat pour
Gal (FQ/[FP) est Galp, P = Gal (L/Fp), d’ou l'attention particuliere qu’on lui porte.

4.2 Réduction modulo p

Soit P € Z[X] unitaire. Pour p premier, on note P € F, [X] obtenu en réduisant P modulo p. On pose alors

Q C E un corps de décomposition de P
F, C L un corps de décomposition de P

On veut "comparer" I'é¢tude de E et Galg P a celle de L et Galg, P.
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4.2.1 Construction d’un corps de décomposition de P

Soient &4, ..., &, les racines de P dans E. On a donc

E=Q[&, 8]~ Z[6,.,&,]®Q=43Q

en posant A =Z [y, ...,&,]

Proposition.
A est un Z-module libre de type fini de rang [E : Q] (on dit que c’est est un réseau dans FE ).

Démonstration.

A est de type fini car engendré par les £7...£;" ol a; < n, et est sans torsion car E est sans torsion. Puisque
Z est principal, A est libre, mettons A = Zuy + ... + Zu, ou (ug, ..., u,) est un Z-base de A. Montrons que c’est
une Q-base de E, ce qui nous donnera r = [E : Q).

En effet, (u1, ..., u,) est Z-libre, donc Q-libre (en tuant les dénominateurs d’une relation de liaison), et géneére
Q-linéairement E puisque

x€E=QIry,...,m)
Jk € N tel que kz € Z[ry,...,mn] = A

!

I

Ik € N tel que kz =Y Aju; ot \; € Z
i=1

oY i

i=1

Contruisons & présent une extension de décompositon L de P sur F, a l'aide de A.

Proposition. o
Soit M un idéal mazimal de A contenant pA. Alors L = 4 /gn est un corps de décomposition de P sur Fp.

Démonstration.

Un bon candidat pour un (Z / pZ)—espace vectoriel de dimension finie est ’anneau quotient 4/ pA , mais il
peut trés bien ne pas étre un corps. D’oul I'idée de considérer pA C 9t C A.

Notons 7 : A — L la projection canonique modulo 9. On munit L = 7 (A) de la loi externe issue de
la multiplication X - w (a) = 7 (\a), ce qui transforme en quelque sorte 7 en un morphisme d’algébres de la
Z-algebre A dans la Fy-algebre L.

L est alors une extension finie de F,,. En effet, L est clairement un corps, et si (u, ..., u,) est une Z-base de A,
alors (7 (u1) , ..., (u,)) est une famille F,-génératrice de 7w (A) = L, donc L est finiment généré (linéairement),
donc de dimension finie sur [Fp,.

Enfin, en remarquant que 7 envoie les scalaires de Z sur ceux de I, on peut dire que L est un corps de
décomposition de P puisque

Pzw(P)zW(H(X—fi)> :H(X_W(fi))

est scindé sur L et que
L=m(A)=m(Z[§1,-&]) =Fp[m (&), m (&)

est algébriquement engendré par les 7 ().

La construction effectuée est naturelle, au sens suivant :

Proposition.

Soit IF, C K une extension finie. On équivalence entre :

o K est un corps de décomposition de P ;

e [l existe un morphisme d’anneauz surjectif Z[&q,...,&,] — K.
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Démonstration.

(i) = (i) On a déja construit un corps de décomposition L. Par unicité a isomorphisme ¢ prés, g o
est un morphisme d’anneaux surjectif.
(i) = (i) Soit # : A — K un morphisme d’anneaux surjectif. Comme pour la projection 7, on a

0 (Z) =TF,, donc K est algébriquement F,-engendré par les 0 (¢;), et P =0 (P) =[] (X — 0 (r;)) est scindé sur
K.

Ainsi, si K est un corps de décomposition de P, il existe un morphisme d’anneaux de A dans K qui envoie
surjectivement les racines de P sur celles de P. De plus, la démonstration qui précéde montre que c’est le cas
de tous les morphismes d’anneaux de A dans K.

Remarque. Tout morphisme d’anneaux ¢ de A dans L est nécessairement surjectif. En effet,

Imp=9¢ (A) = (Z [517 ""§nD = ]FP [90 (gl) ’ ’w(én)] =L

4.2.2 Injection de Galy, P dans Galg P

Propriété. B
Soit P € Z[X] unitaire, p premier, P € F,, [X] son réduit modulo p. Alors

P séparable = P séparable.

Démonstration.
disc P € IF,, est la réduction modulo p de disc P € Z.

Lemme.
Si P est séparable, Uaction & droite de Galg P sur Hom (A, L) définie par o-¢ = oo est libre et transitive.

Démonstration.

o Liberté.

Sio-p =, ie poo =y, on se restreint a Q (ensemble des racines de P) : p o ojq = p|g; comme o
stabilise 2, on a méme Y00 0|0 = Pla- Or, on sait que ¢ envoie surjectivement les racines de P sur celles de
P', donc | : @ — € est surjectif, et P ¢tant séparable, on a Q] = |Q] = deg P, d’ot ¢, injective. On en
déduit o) = Id, d’ott o = Id (car Q engendre E).

o Transitivité.

Fixons ¢ dans Hom (4, L). Posons N = |Galg P/, et soit {¢;,...,on} = {po0; o € Galg P} lorbite de ¢
sous I'action de Galg P. Puisque ’action est libre, I’orbite est de cardinal IV exactement.

Soit ensuite 1 € Hom (A4, L). S’il n’est pas parmi les ¢;, on aurait N 4+ 1 morphismes d’anneaux deux a deux
distincts, donc linéairement indépendants d’aprés Dedekind (dans le monoide multiplicatif A). Il suffit donc de
montrer qu’ils sont liés pour conclure.

Cherchons \; € L tel que ng{l Aip; =0 (on aposé ¢y, =1). Puisque N = |Galg P| = [E: Q] =rg A, on
dispose d’une base (uy,...,un) de A de cardinal N, donc nécessairement (Aq, ..., Ay+1) est solution du systéme

SV N (ur) =0
S N (un) =0

qui a N équations et N + 1 inconnues, donc qui a au moins une solution (g, ..., sty ;) non nulle dans LN+,
Montrons réciproquement qu’une telle solution convient.

Soit a € A, que 'on décompose en a = Zj\;l a;ju;. Alors
N+1 N+1 N N+l N N N4l
D i (@) =D e | D aguy | =D > ae () =Y @ e, (ug) =0,
i=1 i=1 j=1 i=1  j=1 j=1 =1
—_———

=0
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Qo SN 0 = 0, CQFD.

Remarque. Soit G agissant librement et transitivement sur un ensemble E. Alors G est en bijection
L S G — E
avec F via n’importe quelle application { ounec FE.
g = ge
Théoréme.

Q C E un corps de décomposition de P On suppose que P est

F, C L un corps de décomposition de P

Gale F — GalQ P
o — g(o)

Soit P € Z[X] unitaire, p premier, {

séparable. On dispose alors d’un morphisme de groupes injectif g : { vérifiant

pog(o)=0cop.

ot, p € Hom (A, L) et h = p‘_ﬂ1 est une bijection de Q — €.

En particulier, l'action de Gal, P sur Q se ramene a laction de Galg P sur Q modulo la conjugaison
g(o)=hoooh™*

ou le diagramme commutatif

Démonstration. o
Donnons-nous un ¢ € Hom (A, L). Alors Vo € Galg, P, 0 09 € Hom (4, L), donc par transitivité/liberté de
laction & droite de Galg P sur Hom (A, L) (cf lemme),

Jir e GQalP tel que ooy =1 or.

Galp, P — Galg P

érifiant = t qui est his
o . - vérifiant oot = 1pog (o) et qui est un morphisme

Ceci détermine une application g :

de groupes injectif. En effet, d’'une part on a

pog(oioz) = (0102)09 =010(020%)
= 010(pog(o2)) = (010%)og(o2)
= tog(o1)og(oe) =vo(g(o1)g(o2))

glo)=Id = covp=9 — o=1d

par liberté de I'action a droite (cf lemme), d’ott I'injectivité de g.
De plus, ¥ induit une bijection {2 — €2 ; on prend alors h = ¢|?zlv et toutes les vérification tombent.

Le principal résultat est I'injection de Galp, P dans Galg P, injection qui est une conjugaison quand on ne
regarde que Paction sur les racines (la plus facile a lire).

Ainsi, en réduisant P modulo différents p et en factorisant P selon ses facteurs irréductibles, on obtient des
éléments de Gal, P (des produits de cycles dont les longueurs sont les degrés des facteurs irréductibles de P)
qui s’injectent par conjugaison dans Galg P — Ggq. Si on obtient ainsi des générateurs de &g, a travers différents
p, on aura directement Galg P ~ Ggq.

On est donc amené & chercher les degrés des facteurs irréductibles d'un polynéome unitaire P € F, [X].
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4.2.3 Recherche de facteurs irréductibles

Soit @ un polynoéme de F,, [X]. La proposition suivante montre que la recherche des facteurs irréductibles de
degré d de @) doit passer par le calcul du pged Q A (Xpd — X).

Proposition.
Si @ admet un facteur irréductible de degré d, ce facteur divise nécessairement Q N (Xpd — X).

Démonstration.
Soit A un facteur irréductible de @) de degré d. Considérons un corps K de décomposition de A sur F,,, par
exemple K = ]FP[X]/(A). K est de cardinal pdg4 = p? donc K ~ F,a. Ainsi, tous les éléments de K sont

racines de X?* — X, et en regardant le degré on peut écrire X' - X = [Licx (X —A), de sorte que A divise

d
X7 — X dans K [X]. Or, A et X?* — X sont déja dans F, [X], donc le quotient XPT_X est en fait dans F,, [X],
CQFD.

Proposition.
Si Q admet une racine dans e qui n’est dans aucun des F o pour d' divisant strictement d, alors ) admet
un facteur irréductible de degré d.

Démonstration.

Soit £ une racine de @ dans F,« comme dans I’énoncé et u le polynéme minimal de § sur F,. Un corps de
rupture de p est un sous-corps de Fq, donc un certain F o on d' divise d. Comme de plus un tel corps est
de degré deg p sur I, on en déduit que deg p divise d. Or, deg i ne peut diviser strictement d, sinon £ serait
racine de ) dans Fpacz,, ce qui est exclu par hypothése. Finalement, u est irréductible et de degré d, d’ou la
conclusion.

Corollaire. .
Q admet un facteur irréductible de degré d ssi Q N (Xp — X) a une racine dans Fpa qui n’est dans aucun

des Fa pour d' divisant strictement d.

Démonstration.
Le sens direct fait ’objet de la premiére proposition, 'autre sens découle de la seconde.

Exemple : calcul du groupe de Galois de P = X° — X — 1.

Modulo 2, P = X®+ X +1. On cherche les degrés des facteurs irréductibles de P. Aucun ne peut étre de degré
1, car P n’a pas de racines dans [F5. Pour les facteurs de degré deux, on calcule (X5 + X+ 1) A (X4 — X) =
X2+ X + 1, qui a une racine dans F, (rappelons incidemment que Fy ~ 2 [X]/X2+X+1...) et aucune dans Fs,
donc P admet un facteur irréductible d’ordre deux. P se factorise par conséquent sous la forme (deg 2) (deg3);
il y a donc dans Gal vu comme sous-groupe des permutations des racines un élément o qui se factorise en un
produit d’une transposition et d’un cycle de longueur 3. En particulier, Gal contient ¢ qui est une transposition.

Modulo 3, P = X° — X — 1. Méme topo : on cherche les degrés des facteurs irréductibles de P. Aucun de
degré 1 car pas de racines dans F3. On regarde alors (X5 + X + 1) A (X9 — X) = 1, d’ou pas de facteur de
degré 3. Donc P est irréductible sur F3 et Gal contient un 5-cycle.

Gal contient une transposition et un 5-cycle, donc vaut &5 tout entier.

Ainsi P = X® — X — 1 n’est pas résoluble par radicaux, car la suite des dérivés de G5 stationne a s, donc
S5 n’est pas résoluble.
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