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Rappels de probabilités

CHAPITRE 1

RAPPELS DE PROBABILITES

1.1 DEFINITIONS, EXEMPLES

ESPACE DE PROBABILITE

On modélise une expérience aléatoire par un triplet (92, 4,P), ot  est
Pensemble des "issues" possibles, A C P(Q2) est 'ensemble des événements
et P: A — [0,1] donne la probabilité de chaque événement. Pour que les
opération mathématiques correspondant au calcul des probabilités soient bien
définies, on demande que 2, A et P vérifient certaines hypothéses.

Définition 1.1.1. On dit que A C P(Q) est une tribu (o-field en anglais) si
— Qe A,
— pour tout A € A, A° € A (stabilité par passage au complémentaire),
— pour toute suite dénombrable (A,), .y d’éléments de A, U, A, € A.

La tribu correspond a l'information que l'on a sur I'expérience. Par exemple
si @ = {1,2,3,4,5,6} (comme c’est le cas pour un lancer de dé), on peut
veérifier que A = {0,9Q,{1,3,5},{2,4,6}} est une tribu. Dans ce cas, la seule
information que 'on "retient" est la parité du résultat.

EXERCICE 1 - Montrer qu’une tribu est stable par intersection dénombrable.

Définition 1.1.2. Soit (2, A) un espace muni d’une tribu. On dit que P :
A — Ry U{4o0} est une mesure si

—P@) =0,

— pour toute suite dénombrable (A,), oy d’éléments deur a deur disjoints,

P(Undn) =32, P(4y).
Si de plus P(Q2) = 1, on dit que P est une probabilité.
EXERCICE 2 - Soit P une mesure de probabilité sur (2,.4). Montrer les

propriétés suivantes.
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1. SSACB,P(B\A)=P(B)—-P(A) >0.
2. Si An € Apour tout n € N, P(UpAn) <> P (A4n).

3. Si (An), cy est une suite croissante d’éléments de A, P (U, An) = lim TP (Ay).
Montrer la propriété analogue pour une suite décroissante.

Définition 1.1.3. Un espace de probabilité est un triplet (2, A, P), ot A
est une tribu sur Q et P est une probabilité sur (1, .A).

Exemple. — S§iQ est fini ou dénombrable, on peut toujours prendre A =
P(2), et, pour tout A € A,

P(A)=> pu,
weA

et Y eqPw = 1.
(R) (Définition 1.1.4 ci-dessous) et

A
m)—‘

b
me:/mwm,

ou 0 <p(x)<1et fjoojp(x)d:r =1.

On vérifie aisément (exercice!) qu’une instersection quelconque (i.e. méme
infinie non dénombrable) de tribus est encore une tribu. Cela justifie la définition
suivante.

Définition 1.1.4 (Tribu des boréliens). Notons O l’ensemble des ouverts
de R. La tribu des boréliens est la plus petite tribu sur R qui contient les
ouverts,

B(R) =0(0) := m A.

OCA tribu
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On dit aussi que la tribu des boréliens est la tribu engendrée par les ouverts.

Remarque. Pour définir une probabilité sur la tribu des boréliens, il suffit de
la définir sur la classe des ouverts de R. C’est la conséquence d’un résultat de
théorie de la mesure que l’on ne détaille pas ici. Ainsi la définition de P dans
le deuxieme exemple ci-dessus est suffisante pour caractériser P.

Théoréme 3. I existe une unique mesure A sur (R, B(R)) telle que, pour tout
a<beR,
MJa, b)) = b —a. (1.1)

On appelle \ la mesure de Lebesgue.

Définition 1.1.5 (Tribu produit). Soient (21,.41,P1) et (2, Az, Ps) deux
espaces de probabilité, alors (1 x Qa, A1 @ Ag,P; @ Py) est un espace de
probabilité, ot

— A @Ay =0({AXxB,A€ A;,B € Ay}),

— pour A€ Ay, BE Ay, P1 @ Py (A x B) =P, (A) Py (B).
La tribu A1 ® Ay s’appelle la tribu produit, et P1 @ Py est la mesure produit
sur 1 x Q.

On note qu’ici également, la donnée de P; ® Py sur la classe des rectangles
A x B suffit & définir la mesure produit.

Lemme 1.1.6. B(R?) = B(R) ® B(R).

VARIABLES ALEATOIRES

Dans la pratique, on ne s’occupe pas vraiment de l'espace (€2, A, P). On lui
demande simplement d’étre assez "riche" pour pouvoir y définir les variables
aléatoires qui nous intéressent.

Définition 1.1.7. Une application f : (E, A) — (F,B) est dite mesurable
(par rapport a la tribu A) si

VBeB, f'(B):={rcFE:f(x)eB}cA

Lemme 1.1.8. Pour qu’une application f : (E, A) — (F,B) soit mesurable,
il suffit que f~1(B) € A pour B € C C B si o(C) = B. (Indication : montrer
que {B C F: f~Y(B) € A} est une tribu.)

Proposition 1.1.9. Si E et F sont des espaces métriques munis de leurs
tribus boréliennes respectives, alors toute fonction continue de E vers F est
mesurable (dans ce cas on utilise aussi ’adjectif borélienne).
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On vérifie que le fait d’étre mesurable est stable par addition, multiplica-
tion, composition, passage & la limite, et (pour un ensemble dénombrable de
fonctions) passage a la borne sup/inf.

Définition 1.1.10. Une variable aléatoire (v.a. en abrégé) sur (2, A, P) a
valeurs dans (E,E) est une application mesurable X : (Q, A) — (E,E).

Exemple. Somme de deux dés, somme des gains d’un joueur, etc.

Définition 1.1.11. La lot de la v.a. X est la mesure image Px de P par X,
i.€.

VBe€, Px(B)=P(X '(B)=P{weQ:X(w)eB})=P(XcB).
(1.2)

Exemple. — Variable aléatoire discréte : Px =
trement dit,

vep P(X =2)6,, au-

Px(B)=)Y P(X=u).
zeB

— Variable aléatoire réelle & densité : Px(B) = [, p(x)dz.
EXERCICE 4 - Vérifier que (1.2) définit une probabilité sur (E, £).
Définition 1.1.12 (Espérance). Soit X une v.a. & valeurs dans (E,E) et

[+ E — R une application mesurable. On suppose que f est soit positive, soit
intégrable par rapport & la loi de X (i.e. [|f|dPx < c0). On pose

B[] = [ f@)Px(da),
E
Exemple. — Cas discret : E[f(x)] =), cp f(x)P (X = ).
— Cas réel o densité : E[f(X)] = j;o f(@)p(x)de.
On a les propriétés usuelles de 'intégrale qui restent vraies pour ’espérance :
linéarité, positivité, inégalité triangulaire, etc.
IDENTIFICATION DES LOIS

Le résultat suivant est trés utile dans la pratique. Il permet de calculer la
loi d’une v.a. X en connaissant I’espérance de h(X) pour un nombre suffisant
de fonctions h.
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Théoréme 5 (Théoréme d’identification). i) Si u est une probabilité sur
(E, &) telle que, pour toute fonction h : E — R continue bornée,

E [h(X)] = / h(x)u(d ),

E

alors Px = p.
i) Si f + R — Ry est telle que, pour toute fonction h : R — R
continue bornée,

E[h(X)] = / W) f(x)da,

R

alors X admet la fonction f pour densité.

Dans la pratique, on connait la loi de X et on cherche celle de f(X) pour
une fonction f : F — F mesurable. On écrit alors

E [h(f(X))] = [E h(f(2))Px(d )

et on change de variable d’intégration (attention f n’est pas forcément un
difféomorphisme sur E).

1.2 INDEPENDANCE

DEFINITION
Définition 1.2.1. — Deux événements A, B € A sont dits indépendants
siP(ANB)=P(A)P(B).
— Les événements Aq,..., A, sont indépendants si

— Les v.a. Xq,..., X, sont indépendantes si

VB 6817...,Bn ng, P(Xl GBl,...,XnEBn):P(Xl GBl)]P(Xn EBn)

— La suite de v.a. (Xp),cy est indépendante si, pour tout n € N,
Xi,...,X, sont indépendantes.

Théoréme 6. Les variables X1, ..., X, sont indépendantes si et seulement si

Px,..x,)=Px,®...® Px,.
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Le Théoréme 8 permet de caractériser les v.a. indépendantes de différentes
facons.

Corollaire 1.2.2. — S X1,...,X,, sont des v.a. réelles, elles sont in-
dépendantes si et seulement si, pour toutes fonctions fi,...,[fn
continues & support compact de R dans R,

I [IT; f; (X:)] = ILE [f(X3)] -

Si de plus les X; admettent des densités p;, alors (Xi,...,X,) admet
IL;p;(x;) pour densité.
— Réciproquement, si (X1,...,X,) a une densité de la forme

p(l‘l, e 7mn) = Hz”:lQl(ajl)v

ot les q; sont boréliennes positives, alors X1,...,X,, sont indépendantes
et X; admet une densité de la forme p; = C;q;, C; > 0.

— Si Xq,..., X, sont des v.a. discrétes, alors elles sont indépendantes si
et seulement si, pour tout x1 € FEq,...,x, € By,

P(X)=z1,...,.Xn=2,) =P (X1 =21)...P(Xp =z,).
Démonstration. Utiliser le Théoréme 7 et le Théoréme de Fubini. O

Remarque. Attention! Pour que X1,...,X, soient indépendantes, il ne
suffit pas que X; et X; soient indépendantes pour tout i # j. En effet,
supposons que Y7, Ys,Ys soient trois v.a. de Bernoulli indépendantes et de
parametre 1/2. Alors les événements {Y1 = Yo}, {Yo = Y3} et {Y1 = Y3} sont
idépendants deuzr o deux, mais pas indépendants.

Proposition 1.2.3. Soient X et Y deux v.a. réelles indépendantes, de lois
respectives Px et Py. Alors la loi de X +Y est la convolution des lois Px et
Py, i.€.

PX * Py(B) = /Py(B — I)Px(dx)
Si de plus X et'Y admettent chacun une densité, notées px et py, alors X +Y

admet px * py pour densité.

LEMME DE BOREL-CANTELLI

Si (An), ey est une suite d’événements, on note

limsup 4, = ﬁ ([j Ak> ,

n=0 \k=n
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et

o0 o0
lim inf A, = U (ﬂ Ak> .

n=0 \k=n
Lemme 1.2.4 (Borel-Cantelli). Soit (A,),y une suite d’événements.
i) Si Y~ P(A,) < oo, alors

P <1im sup An> =0,
n
ou, de maniére équivalente, avec probabilité 1

{neN:weA,} estfini

i) SiY 0P (An) = 00 et si les événements (A,,), sont indépendants, alors

P (hm sup An> =1,
n
ou, de maniére équivalente, avec probabilité 1
{neN:weA,} estinfini.

Ce résultat est trés utile pour montrer que quelque chose arrive "presque
stirement" (i.e. avec probabilité 1), comme par exemple la convergence d’une
variable aléatoire. L’écriture équivalente donnée dans ’énoncé du Lemme 1.2.3
s’obtient en notant que

limsup A, ={w e :VneN, Tk >n:we A;}.

1.3 CONVERGENCE DE VARIABLES ALEATOIRES

LOI FAIBLE DES GRANDS NOMBRES
Théoréme 7 (Loi faible des grands nombres). Soit (X,,), une suite de v.a.

1.1.d. telles que E [XIQ] < 00, alors

2
(X1+...+X,) 25 E[X4],

1
n n— o0

cest-andire B (L8, = 1)°] —5 0, 00 8y = X1+ ...+ Xy et i =E[Xy].

n— oo
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Démonstration. On écrit

2

1
n

n—oo
(On a utilisé I'indépendance des X; pour passer a la deuxiéme ligne.) O

Définition 1.3.1. Une suite de v.a. (X,,), converge en probabilité vers X
st
Ve >0, P(X,—X|>e) — 0.
n—oo

Proposition 1.3.2. La convergence L? (i.e. E[|X,, — X|’] = 0) pour p > 1

implique la convergence en probabilité.

Démonstration. Par linégalité de Chebyshev (A.1),

P(X, — X|>¢e) <ePE[X, - X['] — 0.

n—roo

LOI FORTE DES GRANDS NOMBRES

On a en réalité un résultat beaucoup plus fort que celui du Théoréme 10. La
convergence de la moyenne empirique des X; a en fait lieu pour presque toute
issue w € €2, dans un sens que 'on précise a ’aide de la définition suivante.

Définition 1.3.3. Une suite de v.a. (X,,), converge presque strement vers
X s’il existe un événement N € A de probabilité nulle tel que

YVwé¢ N, X,(w) — X(w).
n—oo
Théoréme 8 (Loi forte des grands nombres). Soit (X,,), une suite de v.a.
i.i.d. telle que E[|X,]] < oo, alors

(X1+4...+X,) B E[X].

1
n T—00

La preuve utilise le Lemme de Borel-Cantelli.

Le résultat suivant montre que la convergence presque siire est plus forte

que la convergence en probabilité.
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Proposition 1.3.4. Si la suite (X,,), converge p.s., alors elle converge en
probabilité (vers la méme v.a.). Si (Xy,), converge en probabilité vers X, alors
il existe une sous-suite (X, ), qui converge p.s. vers X.

La premiére assertion se prouve par convergence dominée, la seconde par le
Lemme de Borel-Cantelli.

Voici un exemple de v.a. convergeant en probabilité mais pas presque
stirement.

Exemple. On munit 'espace @ = [0,1] de la tribu borélienne et de la mesure
de Lebesgue (cf (1.1)). Posons X, (w) =14, (w), n>1 ot M(A,) = L et les
A, sont mis bout a bout le long de Uintervalle [0,1], en repartant de zéro dés

1
que le bord est atteint. Alors X, 50 mais, comme la série des % diverge,

n—oo
ps
X, = 0.

EXERCICE 9 - Exhiber une sous-suite qui converge ps vers zéro.

CONVERGENCE EN LOI

Présentons maintenant un mode de convergence pour les variables aléatoires
beaucoup plus faible que ceux vus précédemment.

Définition 1.3.5. Une suite de v.a. (X,,),, @ valeurs dans E converge en lot
vers X si pour toute fonction f : E — R continue bornée,

E[f(X.)] — E[/(X)].
n (oo}
On note alors indifféremment X,, = X, X, Ly Xoet X, 4 X en anglais.
n— oo n—oo
Proposition 1.3.6. — S5i X,, et X sont a valeurs dans un espace dénom-

brable E, alors X, = X si et seulement si,

Vee B, P(X,=2z) — P(X=2).

n—oo

— Si X, admet p, pour densité sur R, alors si p, — p A\-presque partout
et s7il existe ¢ € LY(R) positive telle que, pour tout n € N, p, < g A-p.p.,
alors p est une densité et X,, = X, ot X admet p pour densité.

Proposition 1.3.7. Si (X,,), converge en probabilité vers X, alors (X,,),,
converge en loi vers X.

Le résultat suivant est utile pour caractériser la convergence en loi.
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Théoréme 10. Soient (X,,), et X des v.a. a valeurs dans R?. Les propositions
suivantes sont équivalentes.

i) Xn =X,
i) pour tout ouvert G C R%, liminf, ,,, P(X, € G) >P(X € G),
i) pour tout fermé F C R?, limsup,,_,  P(X, € F) <P(X € F),
iv) pour tout borélien A C R? tel que P (X € 9A) =0, lim,, o P (X, € A) =
P(X € A).
(Pour se rappeler du sens des inégalités dans (i), il suffit de considérer le
cas ou X,, = z,, € G presque sGrement et x,, — = € dG. Pour (), il suffit

n—oo
de considérer F' = G°.)

FONCTION DE REPARTITION On rappelle que la fonction de répartition d’une
v.a. réelle X est donnée par Fx(x) = P (X < z). Le résultat suivant découle
du Théoréme 13.

Proposition 1.3.8. Soient (X,,), et X des v.a. réelles. X, converge en loi
vers X si et seulement si Fx (x) — Fx(x) pour tout x ot Fx est continue.
n—oo

FONCTION CARACTERISTIQUE

Définition 1.3.9. Soit X une v.a. & valeurs dans R?. Sa fonction carac-
téristique ®x : R — C est définie par

Py (&) =E[e“].

Remarque. Cette définition coincide avec celle de la transformée de Fourier
de la loi de X. Le résultat suivant est donc une conséquence de la formule
d’inversion de Fourier.

Proposition 1.3.10. La fonction caractéristique caractérise la loi de X.

. 2 _ 252
Exemple. Si X ~ N(0,0%), ®x(§) =exp <_"2 )
Comme corollaire de la proposition précédente, on a le résultat suivant.

Proposition 1.3.11. Les v.a. X4,..., X, sont indépendantes si et seulement
St (I)(Xh...,X,,L) = (I)Xl e ‘I)Xn-

La fonction caractéristique nous donne un moyen trés utile de caractériser
la convergence en loi. Il suffit en effet de vérifier que la suite des fonctions
caractéristiques converge simplement vers la fonction caractéristique d’une v.a.
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Théoréme 11 (Lévy). Soient (X,,),, une suite de v.a. et X une v.a. G valeurs

dans R?. Alors X,, = X si et seulement si, pour tout £ € RY, &x (&) —
n—r 00
Px(§).

THEOREME DE LA LIMITE CENTRALE

Théoréme 12 (Théoréme de la limite centrale). Soit (X,),, une suite de v.a.

réelles i.i.d. dans L*. On note p = E[X1] et 0® = V[X4]. Alors

1 c 9
%(Xl—i—...—i—Xn—n,u) n:ZON(O,U ).

Démonstration. Le résultat s’obtient en faisant un développement limité au
deuxiéme ordre de la fonction caractéristique du membre de gauche. O

Une application importante de ce théoréme est la définition d’intervalles de
confiance (cf. cours de statistiques).

1.4 VECTEURS (GAUSSIENS

Définition 1.4.1. Une v.a. X = (X1,...,X4) a valeurs dans R? est un
vecteur gaussien si, pour tout a € R?, (a,X) suit une loi normale (en
considérant que §, = N(z,0)).

Exemple. Si les X; sont des v.a. gaussiennes indépendantes, alors
(Xq,...,Xq) est un vecteur gaussien.

Théoréme 13. Un vecteur aléatoire X est gaussien si et seulement s’il existe
m e RY, C e SF(R) tels que

2x(6) = e (ilem) - 3 (6.C)).

On note m = E[X] et C est la matrice de covariance de X.

Théoréme 14. Soit X un vecteur aléatoire gaussien, d’espérance m et de
matrice de convariance C'.

Si le rang de C est d (autrement dit, si Det(C) > 0), alors X admet une
densité fx par rapport a la mesure de Lebesque sur R avec :

1

= ex —1 —m)TCYt—-m x d
Ixe) = G a Thero) p( plt—m) (e )> voreR
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Si le rang de C est k < d (et donc Det(C) =0, alors la loi de X n’admet pas
de densité par rapport a la mesure de Lebesgue sur R? et concentre toute sa
masse sur un sous-espace affine de R? de dimension k.

Un corollaire direct du Théoréme 16 est le résultat suivant.

Proposition 1.4.2. Si X est un vecteur gaussien, ses composantes sont
idépendantes si et seulement si sa matrice de covariance est diagonale.

Remarque. Attention! Ce n’est pas vrai en général, méme pour des va-
riables gaussiennes. Avant d’appliquer ce résultat, il faut bien vérifier que
toute combinaison linéaire des X; est gaussienne, comme le montre l’exercice
suivant.

EXERCICE 15 - Soit X une v.a. réelle de 1loi A'(0, 1) et ¢ une v.a. indépendante
de X de loi %571 + %51. On pose Y = £X. Montrer que Y suit une loi normale N(0, 1)
et calculer Cov (X,Y). Les variables X et Y sont-elles indépendantes ? Le vecteur
(X,Y) est-il gaussien ?

Le TCL se généralise sans peine au cas vectoriel.

Théoréme 16 (TCL vectoriel). Soit (X,), une suite de v.a. i.i.d. & valeurs
dans R?, de covariance K € S;(R), de carré intégrable. Alors

%(X1+...+Xn—n]E[X1])né;/\/((),K).
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CHAPITRE 2

CONDITIONNEMENT

Dans tout ce chapitre, (£2,.4,P) désigne un espace de probabilité.

2.1 CONDITIONNEMENT DISCRET

Définition 2.1.1. Soit B € A tel que P(B) > 0. On définit une probabilité
P(-| B) sur (Q,.A) par

P(ANB)

VAEA F(A|B)= 5o

EXERCICE 17 - Vérifier que P (- | B) vérifie les axiomes de la Définition 1.1.2
d’une probabilité.

Si X :Q — E est un v.a. dans L', on peut calculer I’espérance de X par
rapport a cette nouvelle probabilité :

Emym_ﬂﬁgl

Remarque. C’est un nombre. Il s’interpréte comme ’espérance de la variable
X sachant que l’événement B est réalisé.

On voudrait maintenant donner un sens & E[X | Y], ou Y est une variable
aléatoire, qui s’interpréterait comme ’espérance de la variable X sachant la
valeur prise par la variable Y. Dans toute la suite, Y est une v.a. & valeurs
dans un espace E au plus dénombrable. Soit

E ={yeE:P(Y =y)>0}.

Raphaél Deswarte, Raphaél Forien

Pour y € E’, on peut prendre B = {Y = y} dans la définition ci-dessus et,
pour X € L', on a
E[X1y_,]

EIX|Y =y =F5 25

Définition 2.1.2. Soit X € L', I’espérance conditionnelle de X sa-
chant Y est la variable aléatoire réelle définie par

E[X|Y]=¢(Y),
ot ¢ : E— R est donnée par

Mm_{Eme—m siyeE,

0 sinon.

Exemple. Si X est le résultat d’un lancer de dé, X = k avec probabilité é

pour k € {1,...,6}. Posons

{ 1 si X est pair,
Y =

0 sinon.

Alors,

4 sy =1,
EXIYI=94 Gv_o
—34Y.

EXERCICE 18 - Vérifier que E[Y | Y] =Y et que, si X et Y sont indépen-
dants, E[ X | Y] =E[X].
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Proposition 2.1.3. Si X € L', alors E[X | Y] € L et

E[E[X| Y]] =E[X]
E[E[X | Y]] <E[IX]).

De plus, pour toute fonction f: E — R mesurable bornée,
Ef(V)X]=E[f(Y)E[X | Y]] (2.1)
Démonstration. Exercice! O

Remarque. Le cas particulier f = 1 permet de retrouver la formule bien
connue des probabilités totales,

E[X]= Y E[X|Y=yP(Y=y).

2.2 CONDITIONNEMENT PAR UNE TRIBU

Commengons par l'exercice suivant.
EXERCICE 19 - Soient Y7 et Y> deux variables aléatoires discrétes et soit X
une variable aléatoire dans L'. On suppose qu’il existe une application injective f
telle que Y2 = f(Y1). Montrer que E[X | V1] =E[X | Y2].

Dans 'exercice ci-dessus, les variables aléatoires Y7 et Y5 apportent la méme
information sur €2, et donc les deux espérances conditionnelles sont égales.
Pour éclaircir ce point, on définit la notion de tribu engendrée par une variable
aléatoire.

Définition 2.2.1. Soit X une variable aléatoire a valeurs dans un espace
mesurable (E,£). La tribu engendrée par X, notée o(X), est la plus petite
tribu qui rende X mesurable,

o(X):={X"'(B):Be&}.

Cette tribu correspond & 'information apportée par la connaissance de X.
(On peut notamment montrer qu’une variable aléatoire X est F-mesurable si et
seulement si o(X) C F.) On va voir par la suite que la « bonne » notion pour
Pespérance conditionnelle est le conditionnement par une tribu. On verra alors
que l'espérance conditionnelle sachant X est ’espérance conditionnellement &
la tribu engendrée par X. La propriété (2.1) sert de définition de l'espérance
conditionnelle dans le cas général.
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Proposition 2.2.2. Soit X € LY(Q, A, P) et F une sous-tribu de A. Il existe
une unique variable aléatoire (& égalité p.s. pres), notée E[ X | F|, telle que

i) E[X | F] est F-mesurable,
it) pour tout A€ F, E[X14]|=E[E[X | F]14].

On insiste sur le fait que E[X | F] est une variable aléatoire. En fait, si
pour chaque A € F on sait si A est réalisé ou non, E[X | F] est la meilleure
estimation de X que ’on peut donner avec cette information. L’exercice suivant
justifie cette interprétation.

EXERCICE 20 -

— Si X est mesurable par rapport a F, alors E[ X | F] = X.

— Si Z est mesurable par rapport & F et bornée, alors E[ZX | F] = ZE[X | F].

— Si X est indépendant de F, alors E[X | F] = E[X].

— Si F; est une sous-tribu de Fy, alors E[E[X | F1]| Fo] =E[E[X | F] | F1] =

E[X | Fl.

L’espérance conditionnelle hérite de toutes les propriétes de base de l’es-
pérance : linéarité, positivité, inégalité triangulaire. Elle conserve également
I'inégalité de Jensen.

Exemple. Soit Ay, Az, ... € A une partition (finie ou infinie) de Q telle que
P(A;) > 0 pour tout i > 1. Supposons que F = o(Aq, As,...). Alors, pour
Xell,

E [XILAi]

i>1 v

Avec cette définition, on vérifie que pour toute variable aléatoire discréte Y,
E[X|Y]=E[X]| o(Y)]. Cela permet d’é¢tendre la définition de I'espérance
conditionnelle sachant une variable aléatoire a valeurs dans un espace général
(pas forcément dénombrable).

Définition 2.2.3. Soit X € L'(Q, A,P) et Y une variable aléatoire sur (.
On définit :
EX|Y]:=E[X]|o)].

2.3 CONDITIONNEMENT DANS L? ET VECTEURS
(GAUSSIENS

Lorsque X est de carré intégrable, on peut utiliser le produit scalaire dans
L?(2, A, P) pour donner une autre interprétation de 'espérance conditionnelle.
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Soit F une sous-tribu de A et soit X une variable aléatoire dans L?(Q2, A, P).
D’apreés I'inégalité de Jensen, on a E[X | F> <E [X?2| F], et donc

E[E[X| '] <E[E[X?] F]] =E[X?] < o0

Donc E[X | F] est dans L2?(Q2,F,P), vu comme sous-espace fermé de
L?(Q, A, P). De plus, pour toute variable aléatoire Z bornée et F-mesurable,

E[Z(X —E[X | F])] = 0.

Donc X — E[X | F] est orthogonal & toutes les variables aléatoires bornées F-
mesurables. Par densité, on en déduit que X —E [ X | F] est orthogonal a toutes
les variables aléatoires de L?(Q, F,P). L’espérance conditionnelle E[X | F] est
donc le projeté orthognal de X sur L?(€2, F,P). En d’autres termes, E[X | Y]
est la meilleure approximation de X, au sens de la norme L2, par une variable
aléatoire de la forme f(Y"). Cette observation a une conséquence remarquable
dans le cadre des vecteurs Gaussiens.

Théoréme 21. Soit (Y1,...,Y,, X) un vecteur Gaussien centré. Alors
E[X|Yy,...,Y,] coincide avec la projection orthogonale de X (dans
L?(Q, A,P)) sur l’espace vectoriel engendré par Yi,...,Y,. Il existe donc
des réels \1,..., A\, tels que

E[X|Yi,....Ya] =Y MYi.
k=1

De plus, la loi conditionnelle de X sachant Y1,...,Y, est une loi Gaussienne
de moyenne m =Y _}'_ | \,Yy, et de variance

2
n
o2 =E (X — Z/\kYk>
k=1
C’est-a-dire que pour toute fonction borélienne h : R — R,

o (-5 )

E[h(X) | Yl,...,Yn]:/Rh(:c)

2mo2 202
En d’autres termes, si (Y1,...,Y,, X) est un vecteur Gaussien, la meilleurs
maniére d’approximer X (dans L?) par une fonction mesurable de Y7,...,Y,

est de le faire par une combinaison linéaire des Y;.

Raphaél Deswarte, Raphaél Forien

Rappels de probabilités



ENS Cachan, Master MVA

Rappels de probabilités

CHAPITRE 3

MARTINGALES A TEMPS DISCRET

Les martingales sont un outils fondamental dans 1’étude des processus
aléatoires. Une martingale correspond a 1’évolution de la somme des gains
d’un joueur dans un jeu équitable. Dans ce chapitre nous rappelons un certain
nombre de propriétés fondamentales liées aux martingales.

3.1 DEFINITIONS

Soit (£2, A, P) un espace de probabilité.

Définition 3.1.1. Une filtration (F,,),, de (Q, A,P) est une suite croissante
de sous-tribus de A, c’est-a-dire telle que

]:oC]:lc...CA.

Un processus aléatoire est une suite (X,,), de variable aléatoire (ici a valeurs
réelles) définies sur (Q, A, P).

Exemple. La filtration canonique associée a (X,,), est définie par

Fn ZO'(XQ,...7XR).

La tribu F,, correspond dans ce cas a I'information acquise par ’observation
du processus jusqu’au temps n. De maniére générale, une filtration représente
I’évolution de l'information acquise au cours du temps.

Définition 3.1.2. Soit (X,,), oy un processus aléatoire. On dit que le proces-
sus (Xn),cn €st une martingale si

i) (Xn),, est adapté, c’est-a-dire que pour tout n € N, X,, est mesurable par
rapport a F,

Raphaél Deswarte, Raphaél Forien

it) E[| X, < oo pour tout n € N,
iii) pour tout n € N, E[Xp41 | Fn] = Xn.

En d’autres termes, une martingale est un processus dont les accroissements
sont équilibrés (X, 11 — X,, est une variable centrée étant donnée toute l'infor-
mation disponible jusqu’au temps n). C’est par exemple le cas de la somme des
gains d’un joueur dans un jeu équitable. On note que la filtration canonique est
la plus petite filtration qui rende le processus (X,,),, adapté. Sil’on remplace =
dans (72) par < ou bien >, (X,,),, est appelé respectivement une sur-martingale
ou une sous-martingale.

Exemple. 1. Marche aléatoire sur R. Soit (), oy une suite de variables
aléatoires indépendantes et identiquement distribuées a valeurs réelles
telles que E[&,] = 0 et E[|&,]] < oo. On pose X, = &+ ... + &, et
Fn = 0(&0s---,&n) pour n > 0. Alors (Xy,),cy est une martingale par
rapport a (Fp),, -

2. Soit X € L*(Q, A, P) et (F,), une filtration. On pose X, = E[X | F,].

Alors (Xy),cn est une martingale. Une telle martingale est dite fermée.

EXERCICE 22 - Démontrer les deux assertions ci-dessus.

3.2 TEMPS D’ARRET

Le temps d’arrét est une notion naturelle d’un instant aléatoire lié & une
filtration. Elle intervient dans le Théoréme d’arrét (voir le Théoréme 26 ci-
dessous) qui dit qu’on ne peut pas espérer gagner d’argent a un jeu équilibré
en un temps borné.

10
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Définition 3.2.1. Soit (F,),, une filtration. Une variable aléatoire T & valeurs
dans NU {co} est un temps d’arrét si pour tout n € N, {T =n} € F,.

Si on imagine que T est I'instant auquel notre joueur s’arréte de jouer, la
définition ci-dessus dit que la décision de s’arréter doit pouvoir étre prise a
partir de I'information disponible & ce moment. Par exemple, le jour de ’année
ou une action donnée est & son maximum n’est a priori pas un temps d’arrét,
car il n’est pas possible de savoir le jour méme si ’action ne redépassera pas
son cours actuel d’ici la fin de 'année. En particulier, toute variable aléatoire
déterministe a valeurs dans N est un temps d’arrét.

Exemple. Un exemple important de temps d’arrét est le temps d’atteinte
d’un ensemble. Si (X,,), est un processus adapté & valeurs dans un espace
mesurable (E,E),

n

Ty:=inf{neN:X, e A}

est un temps d’arrét (avec la convention inf ) = +00). En revanche, le temps
de sortie de A,
Ly:=sup{neN:X, A}

n’est en général pas un temps d’arrét.
On rappelle la notation a A b = min(a,b).

Théoréme 23 (Théoréme d’arrét). Soit (X,), une martingale (resp. une
surmartingale) et soit T un temps d’arrét. Alors (Xuar),, est aussi une mar-
tingale (resp. une surmartingale). En particulier, si le temps d’arrét T est
borné, on a X7 € L' et
E [XT] =K [Xo] 5 (7‘68]7. E [XT] S E [XQ} )

Exemple. Soit (), oy une suite de variables aléatoires indépendantes et
identiquement distribuées telles que P (& =1) =P (& = —1) = 1/2. On pose
Xo =g et X, = w0+ &+ ...+ &, Le processus (Xy),cy est alors une
martingale par rapport a sa filtration canonique. Pour N > 1 fixé, soit T la
variable aléatoire définie par

T:=inf{n>1:X,=0o0uX,=N}.

C’est un temps d’arrét. On souhaite utiliser le théoréme ci-dessus pour déter-
miner la probabilité que X,, atteigne le niveau N avant de passer par 0. On
suppose au passage que 0 < xg < N. D’aprés le Théoréeme 26, pour toutn > 1,

E [Xnar] = E[Xo] = zo.

Raphaél Deswarte, Raphaél Forien
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Le temps d’arrét T n’est pas borné, mais T < oo p.s. donc, pour n — 00,
Xonr — X1 presque sirement. De plus, | Xoar| < N pour tout n > 1. Par
convergence dominée, on peut donc conclure que

E[XT} = X0-
D’autre part,
EX7]=NxP(Xr=N)+0xP(Xr=0).

On en déduit donc que P(Xp = N) =

2l

3.3 CONVERGENCE PRESQUE SURE DES
MARTINGALES

En plus du Théoréme d’arrét, on dispose de résultats trés puissants sur la
convergence des martingales. Ce résultat peut étre vu comme un analogue
stochastique de la convergence des suites monotones bornées.

Théoréme 24. Soit (X,,), .y une martingale telle que

supE [| X, ]] < oo,
neN

alors il existe une variable aléatoire X telle que E[| Xoo|] < o0 et X, converge
p.s. vers Xoo quand n — oo.

De maniére équivalente, si (X,), est une sous-martingale et que
sup,,en E[(X5,)T] < oo, alors la conclusion du théoréme reste vraie (et in-
versement si (X,,),, est une surmartingale en remplacant la partie positive par
une partie négative). En particulier, toute surmartingale positive converge p.s.
vers une variable aléatoire dans L!.

Exemple. On reprend la martingale (X,,)
xo = 1. On pose cette fois

nen de Uexemple précédent, avec

T=inf{n>1:X, =0}.

D’aprés le Théoréme 26, Y, = X,,r est une martingale, qui de plus est
positive. Elle converge donc p.s. vers une variable aléatoire Xoo € L'. Cela
n’est possible que sur {T < oo} car | X, — Xnt1| =1 (on a donc montré au
passage que T < 0o p.s.). On a donc Xoo = 0 p.s. On remarque qu’il ne peut
y avoir convergence dans L' puisque E[X,] =1 > E[X] = 0.

11
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3.4 CONVERGENCE LP DES MARTINGALES

Comme le montre le dernier exemple, le fait pour une martingale d’étre
bornée dans L' n’assure pas que cette derniére converge dans L'. Nous allons
voir que le fait d’étre bornée dans LP pour p > 1 permet en revanche de
conclure qu’une martingale converge dans LP. Au passage nous présentons une
séries d’inégalités trés utiles dans 1’étude des martingales.

Théoréme 25 (Inégalité maximale de Doob). Soit (X,),,
une sous-martingale). Pour tout a > 0 et pour tout n € N,

une martingale (ou

IP’( sup Xk>a) gé [(Xn)+]'

0<k<n
Si (X,),, est un processus aléatoire, on note

Xy = sup |Xg|, X =sup|X,|.
0<k<n neN

La proposition suivante est alors une conséquence de I'inégalité maximale de
Doob.

Proposition 3.4.1. Soit p > 1 et soit (X,,),, une martingale. Alors, pour tout
n €N,

Bl < (125) 1),

p

Enfin, le résultat suivant donne la convergence dans LP des martingales.

Théoréme 26. Soit (X,,)
que

, une martingale. Supposons qu’il existe p > 1 tel

supE[|X,|] < oo.
neN

Alors X, converge p.s. et dans LP vers une variable aléatoire X, € LP telle
que

E ([ Xocl’) = sup E [ X[
neN
et

B0y < (12) ixr.

Raphaél Deswarte, Raphaél Forien
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3.5 CONVERGENCE L' DES MARTINGALES

Comme on I’a vu, étre bornée dans L' n’assure pas la convergence dans L'
d’une martingale. Il existe cependant une condition nécessaire et suffisante
pour la convergence L' des martingales, I'uniforme intégrabilité.

Définition 3.5.1. Une famille (X;),.; de variables aléatoires dans L' est dite
uniformément intégrable si

lim supE [|X;|1|x,/5a] = 0.

a— 00 iel

Exemple. — Soit Z une variable aléatoire dans L*. Alors si |X;| < Z
pour tout i € I, (X;),c; est uniformément intégrable.
— Soit ® : Ry — R, une fonction telle que x~1®(z) — 0. Alors, pour
Tr—r 00
tout C > 0,
{XeL":E[®(X|)]<C}

est uniformément intégrable. En effet, il suffit d’écrire

B [1X11jx150] < (sup 5 ) Efo(X)).

— Tout sous ensemble borné dans LP est uniformément intégrable.

n

Le nom "uniformément intégrable " est justifié par la proposition suivante.

Proposition 3.5.2. Soit (X;);.; une famille de variable aléatoire bornée dans
LY. Les propositions suivantes sont équivalentes.

i) La famille (X;),c; est uniformément intégrable.

it) Pour toute > 0, il existe 6 > 0 tel que, pour tout A € A tel que P (A) < 4,
on a
Viel, E[|X;]14] <e.

On remarque que le premier exemple ci-dessus correspond & ’hypothése
principale du théoréme de convergence dominée. En fait, 'uniforme intégrabilité
est une condition nécessaire et suffisante pour pouvoir appliquer ce résultat
(voir le Théoréme 12.5.3 dans [10]). Le théoréme suivant applique ce résultat
aux martingales.

Théoréme 27. Soit (X,),.y une martingale par rapport a une filtration
(‘Fn)nEN' Les trois propositions suivantes sont équivalentes.

i) X, converge p.s. et dans L' vers une variable aléatoire X,.

12



ENS Cachan, Master MVA Rappels de probabilités

it) La suite (X,)
iti) 1l existe une variable aléatoire Z € L' telle que X,, = E[Z | F,] pour tout
n € N. On dit dans ce cas que (X,), oy est une martingale fermée.

Dans ce cas, Xoo = E[Z | Fxo, 00 Foo = 0 (UpenFn)-

» €st uniformément intégrable.

Raphaél Deswarte, Raphaél Forien 13
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CHAPITRE 4

CHAINES DE MARKOV

4.1 DEFINITIONS

Dans toute la suite, E est un espace fini ou dénombrable muni de la tribu
P(E).
Définition 4.1.1. Q = {Q(x,y),z,y € E} est une matrice de transition sur
E (également matrice stochastique ou markovienne) si
it) pour tout x € E, 37 pQ(z,y) = 1.

On remarque que @ définit une famille de lois sur F, indexées par F, via la
formule
Q(:C’A): ZQ(xvy)a AEP(E)
yeA
Une chaine de Markov est alors un processus dont ’état au temps n + 1 est
tiré suivant la loi Q(z, ), ou = est 1’état du processus au temps n.

Définition 4.1.2 (Chaine de Markov). Soit Q une matrice de transition sur
E et soit (X,),, une suite de v.a. & valeurs dans E. (X,,), est une chaine de
Markov de matrice de transition Q si, pour tout n € N,

IP)(‘Xrn+1 :y| XO:an”an :(En) :Q(xnay)a
pour tout xq, ..., Tn,y € E tels que P(Xg = zg,...,Xp =x,) > 0.

La propriété essentielle ici est que le futur du processus ne dépend du passé
qu’a travers ’état présent.

Comme exemple, une suite de v.a. i.i.d. est une chaine de Markov, dans ce
cas Q(z,y) ne dépend pas de z. Les processus de branchement sont un autre
exemple de chaine de Markov.

Raphaél Deswarte, Raphaél Forien

Exemple. Soit (§,),, une suite de v.a. i.i.d. uniformes sur {—1,1}. On pose
So=0,5 =& +...+&, et X;, =max{S,, : 0 <m < n}. Alors (X,,),, n’est
pas une chaine de Markov.

EXERCICE 28 - Soit (§;),.y une suite de v.a. iid & valeurs dans un espace F
et f: E x F — E une application mesurable. On suppose que la suite (X,) _ vérifie

X1 = f(Xn,£n+1)'
Montrer que c’est une chaine de Markov.

Un exercice du TD montrera que toute chaine de Markov peut se construire
de cette fagon. Un autre exemple important de chaine de Markov est la marche
aléatoire sur un graphe. En fait, n’importe quelle chaine de Markov peut se
définir via un graphe orienté, dont les sommets sont les éléments de E et ou
Parréte x — y est présente si Q(z,y) > 0 (il est également d’usage d’indiquer
la valeur de Q(z,y) a coté de l'arréte).

NOTATION Si @ est une matrice de transition, on pose, comme pour un
produit matriciel,

Q(e.y) = 3 Q,2)Q(2,y),

zelR

qui est encore une matrice de transition, et on définit Q™ par récurrence.

Proposition 4.1.3. (X,,), est une chaine de Markov de matrice de transition
Q si et seulement si, pour tout xg,...,x, € F,

P(Xo=x,...,Xn =2,) =P (Xo =z0) Qz0,21) ... Q(Tr,—1,Tn)-

Démonstration. Immédiate par récurrence & partir de la définition. O

14
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La proposition permet d’obtenir les résultats suivants.

Proposition 4.1.4. Soit (X,,),, une chaine de Markov de matrice de transition
Q.
Z) Si ]P(XO = Zo) > 0, ]P(Xn =Tn ‘ XO = l‘o) = Q"(xo,osn).

ii) Si f: E — R est mesurable et intégrable,

yEE

i11) Pourp > 1,
E [f(Xn-i-p) | Xn] = pr(Xn)~

Démonstration. Exercice! O

Dans la suite, on notera souvent P, () = P(-| Xo =x), et P, la loi de
(Xn),, lorsque Xo ~ p. Ainsi,

B (f(Xn)] = pQ"f = p(z)Q" f(x).

z€E

4.2 PROPRIETE DE MARKOV
PROPRIETE DE MARKOV SIMPLE

Définition 4.2.1. Si X = (X1, Xs,...) € EN, on définit un opérateur de
translation 6,, : EN — EN par

enX = (Xn-‘rl; Xn+27 .. ) = (X"'H")kZl .

Théoréme 29 (Propriété de Markov simple). Soit f : EN — Ry une fonction
mesurable positive, alors

]E[f(enx)| XOa---7Xn] :]EXn [f(X)]

Autrement dit, la loi de la chaine de Markov & partir de 'instant n + 1
sachant le passé est la loi de la chaine de valeur initiale X,.

Raphaél Deswarte, Raphaél Forien
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PROPRIETE DE MARKOV FORTE Ce résultat s’étend également au cas ou I'ins-

tant n est aléatoire, sous certaines hypotheses. Notons F,, = o(Xg, ..., X,) =
o({{Xo ==xo,...,Xn =2n},x0,..., 2y € E}) la filtration canonique associée
a (Xy),-

Définition 4.2.2. Soit T' un temps d’arrét, on définit la tribu Fr par
Fr={Aco(U,F,): An{T =n} € F,}.

La tribu Fr contient I'information disponible sur le processus (X,), au

temps 7. On a alors la généralisation suivante de la propriété de Markov
simple.

Théoréme 30 (Propriété de Markov forte). Soit X = (X,,),, une chaine de
Markov de matrice de transition Q et soit T un temps d’arrét pour (Fy),,.
Soient f et g deux fonctions mesurables positives sur EN. Supposons que la
variable aléatoire f o X est mesurable par rapport a la tribu Fp. Alors,

E[1r<oo f(X)g(07X)] = E [Ir<oo f(X)Ex, [9(X)],

ot la v.a. Ex, [g(X)], définie sur l"événement {T < oo}, est la composée des
applications w — Xp,)(w) et x — E; [g(X)].

Remarque. En comparant cet énoncé a la Proposition 2.2.1, on peut réécrire
le Théoréme ci-dessus de la maniére suivante,

E[17r<0cg(07X) | Fr] = Lr<ocEx, [9(X)].

4.3 IRREDUCTIBILITE, MESURE INVARIANTE

Définition 4.3.1. Soit Q une matrice de transition sur E. Une mesure
p=(u(z)),cp sur E est dite invariante si

Vye B, Y u@)Q(x,y) = uly).
z€E
Ce qui s’écrit également pQ = u.

Exemple. Si (X,), est une marche aléatoire symétrique sur 74, alors la
mesure de comptage p(x) = 1 est invariante.

Remarque. Si p est une probabilité invariante (i.e. Y pu(x) = 1) et si
Xo ~ p, alors X, ~ p pour tout n € N.

15
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On dit qu'une mesure u sur F est réversible si, pour tous z,y € F,

w(@)Q(x,y) = p(y)Q(y, v).

On vérifie aisétment que toute mesure réversible est invariante.
La premiére question qu’il est naturel de se poser est celle de I'existence de
mesures invariantes.

Définition 4.3.2. Soit x € E. On note T, le premier instant de retour en x
de la chaine de Markov :

T,=inf{n>1:X, =z}.

Létat © est dit récurrent si P, (T, < c0) = 1, il est dit transitoire (ou
transient) si P, (T, < 00) < 1.

On montre (cf. TD) que si z est récurrent, alors, P,-presque strement, X,
passe une infinité de fois par I'état x, et que, si x est transitoire, la chaine ne
passe qu’'un nombre fini de fois en z.

L’existence d’un état récurrent permet de construire une mesure invariante
en sommant sur toutes les excursions possibles entre deux passages en x.

Théoréme 31. Soit x € E un état récurrent, alors

T,—1
Z ]an—y]
n=0

pa(y) = Eg

définit une mesure invariante.

La deuxiéme question naturelle est celle de I'unicité de la mesure inva-
riante. Le premier cas a évacuer est celui ou plusieurs états récurrents ne
"communiquent" pas.

Définition 4.3.3. Une matrice de transition Q) est dite irréductible si, pour
tous x,y € E, il existe n > 1 tel que Q™ (x,y) > 0.

Exemple. Une marche aléatoire simple sur un graphe connexe est irréductible.

Proposition 4.3.4. Soit (X,,),, une chaine de Markov irréductible, alors soit
tous les états sont récurrents, soit ils sont tous transitoires. Si E est fini, seul
le premier cas peut se produire.

L’idée de la preuve consiste a dire que si X,, visite I’état x une infinité
de fois, et que P (X4, =y | X,, = x) > 0, alors, en utilisant la propriété de
Markov forte, on montre que X, visite I’état y une infinité de fois.

Le résultat suivant montre que 'unicité est automatique dans le cas irréduc-
tible récurrent.
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Théoréme 32. Soit (X,,), une chaine de Markov irréductible récurrente,
alors la mesure invariante est unique G une constante multiplicative prés.

Une preuve dans un cas particulier est donnée dans le TD.

La derniére question a laquelle on souhaite répondre est celle de ’existence
d’une probabilité invariante, i.e. d’'une mesure invariante de masse totale finie
(si c’est le cas on peut toujours renormaliser pour obtenir une probabilité).

Proposition 4.3.5. Soit (X,,),, une chaine de Markov irréductible récurrente.

i) Soit il existe une probabilité invariante 7, et alors, pour tout x € E,

E. 1) = .

Ce cas est appelé cas récurrent positif, c’est toujours le cas qui se produit
si E est fini.
it) Soit toute mesure invariante a une masse totale infinie, et, pour tout

reFE,
E, [T,] = oc.

Ce cas est appelé cas récurrent nul.
Si E est fini, seul le premier cas peut se produire. Comme corollaire de ce

résultat, on montre que, pour une chaine de Markov irréductible, I'existence
d’une probabilité invariante suffit & assurer que tous les états sont récurrents.

Proposition 4.3.6. Soit (X,,), une chaine de Markov irréductible. Les trois

propositions suivantes sont équivalentes.
i) Il existe © € E tel que E, [T,] < oc.
it) 1l existe une probabilité invariante .
i11) la chaine (X,,)

n €St récurrente positive.

4.4 COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE

On conclut avec un résultat d’ergodicité dans le cas récurrent positif.

Théoréme 33. Soit (X,,), une chaine de Markov irréductible récurrente
positive, de probabilité invariante w. Alors,

n

IS ), Baps
k=0

ou(m, f) =7mf = pepm(@)f(x).
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Ainsi, dans ce cas, la chaine de Markov "oublie" son état initial et "converge"
vers sa loi stationnaire.

Proposition 4.4.1. Soit (X,,),, une chaine de Markov irréductible récurrente,
alors, pour tout x € E,

i) dans le cas récurrent positif,

1 &
*Z]lxn:r p—)w(m)>0,
n b—0 n—oo

it) dans le cas récurrent nul,

n—oo

1 n
=3 dx,—a =30
n

k=0

Ce résultat est a l'origine de la terminologie "récurrent positif/nul".
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INEGALITES USUELLES

BIENAYME-CHEBYSHEV  Pour tout p > 1 et tout a > 0,

B(X| > a) < “IXTL

CAUCHY-SCHWARZ Pour X,Y € L?,

1/2 1/2

E(XY]| <E[X?]*E[Y?]

JENSEN Soit ¢ : R — R mesurable convexe, alors

Ep(X)] = ¢(E[X]),

si le membre de gauche est bien défini.

HOLDER  Si L+ %=1, p,q¢€[l,o0, pour X € L, Y € LY,
E(XY|| <E[XP)"E[Y]1".
MINKOWSKI Sip € [1,00], pour X, Y € LP,

E[X + Y7 <E[X[]'? +E[Y"]'".

Raphaél Deswarte, Raphaél Forien
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