
Pré-rentréeþ duþ MVAþ
ENSþ Cachanþ

Rappelsþ deþ probabilitésþ

Raphaëlþ Deswarteþ
deswarte@cmap.polytechnique.frþ

Raphaëlþ Forienþ
raphael.forien@cmap.polytechnique.frþ

22-23þ septembreþ 2016þ



ENSþ Cachan,þ Masterþ MVAþ Rappelsþ deþ probabilitésþ

Chapitreþ 1þ

Rappelsþ deþ Probabilitésþ

1.1þ Définitions,þ exemplesþ

Espaceþ deþ probabilitéþ

Onþ modéliseþ uneþ expérienceþ aléatoireþ parþ unþ tripletþ (Ω,A,P),þ oùþ Ω estþ
l’ensembleþ desþ "issues"þ possibles,þ A ⊂ P(Ω) estþ l’ensembleþ desþ événementsþ
etþ P : A → [0, 1] donneþ laþ probabilitéþ deþ chaqueþ événement.þ Pourþ queþ lesþ
opérationþ mathématiquesþ correspondantþ auþ calculþ desþ probabilitésþ soientþ bienþ
définies,þ onþ demandeþ queþ Ω,þ A etþ P vérifientþ certainesþ hypothèses.þ

Définitionþþ 1.1.1þþ.þþ Onþ ditþ queþ A ⊂ P(Ω) estþ uneþ tribuþ (þσ-fieldþ enþ anglais)þ siþ
—þþ Ω ∈ A,þ
—þþ pourþ toutþ A ∈ A,þ Ac ∈ A (stabilitéþ parþ passageþ auþ complémentaire),þ
—þþ pourþ touteþ suiteþ dénombrableþ (An)n∈N d’élémentsþ deþ A,þ ∪nAn ∈ A.þ

Laþ tribuþ correspondþ àþ l’informationþ queþ l’onþ aþ surþ l’expérience.þ Parþ exempleþ
siþ Ω = {1, 2, 3, 4, 5, 6} (commeþ c’estþ leþ casþ pourþ unþ lancerþ deþ dé),þ onþ peutþ
vérifierþ queþ A = {∅,Ω, {1, 3, 5} , {2, 4, 6}} estþ uneþ tribu.þ Dansþ ceþ cas,þ laþ seuleþ
informationþ queþ l’onþ "retient"þ estþ laþ paritéþ duþ résultat.þ

EXERCICEþ 1þ -þ Montrerþ qu’uneþ tribuþ estþ stableþ parþ intersectionþ dénombrable.þ

Définitionþþ 1.1.2þþ.þþ Soitþ (Ω,A) unþ espaceþ muniþ d’uneþ tribu.þ Onþ ditþ queþ P :
A → R+ ∪ {+∞} estþ uneþ mesureþ siþ

—þþ P (∅) = 0,þ
—þþ pourþ touteþ suiteþ dénombrableþ (An)n∈N d’élémentsþ deuxþ àþ deuxþ disjointsþ,þ

P (∪nAn) =
∑

n P (An).þ
Siþ deþ plusþ P (Ω) = 1,þ onþ ditþ queþ P estþ uneþ probabilité.þ

EXERCICEþ 2þ -þ Soitþ P uneþ mesureþ deþ probabilitéþ surþ (Ω,A).þ Montrerþ lesþ
propriétésþ suivantes.þ

1.þ Siþ A ⊂ B,þ P (B \A) = P (B)− P (A) ≥ 0.þ
2.þ Siþ An ∈ A pourþ toutþ n ∈ N,þ P (∪nAn) ≤

∑
n P (An).þ

3.þ Siþ (An)n∈N estþ uneþ suiteþ croissanteþ d’élémentsþ deþ A,þ P (∪nAn) = lim ↑ P (An).þ
Montrerþ laþ propriétéþ analogueþ pourþ uneþ suiteþ décroissante.þ

Définitionþþ 1.1.3þþ.þþ Unþ espaceþ deþ probabilitéþ estþ unþ tripletþ (Ω,A,P),þ oùþ A
estþ uneþ tribuþ surþ Ω etþ P estþ uneþ probabilitéþ surþ (Ω,A).þ

Exemple.þþþ —þþ Siþ Ω estþ finiþ ouþ dénombrable,þ onþ peutþ toujoursþ prendreþ A =
P(Ω),þ et,þ pourþ toutþ A ∈ A,þ

P (A) =
∑
ω∈A

pω,

oùþ 0 ≤ pω ≤ 1 etþ
∑

ω∈Ω pω = 1.þ
—þþ Ω = R,þ A = B(R) (Définitionþ 1.1.4þ ci-dessous)þ etþ

P (]a, b[) =

∫ b

a

p(x) dx,

oùþ 0 ≤ p(x) ≤ 1 etþ
∫ +∞
−∞ p(x) dx = 1.þ

Onþ vérifieþ aisémentþ (exerciceþ !)þ qu’uneþ instersectionþ quelconqueþ (i.e.þ mêmeþ
infinieþ nonþ dénombrable)þ deþ tribusþ estþ encoreþ uneþ tribu.þ Celaþ justifieþ laþ définitionþ
suivante.þ

Définitionþþ 1.1.4þþ (Tribuþþ desþþ boréliens).þþ Notonsþ O l’ensembleþ desþ ouvertsþ
deþ R.þ Laþ tribuþ desþ boréliensþ estþ laþ plusþ petiteþ tribuþ surþ R quiþ contientþ lesþ
ouverts,þ

B(R) = σ(O) :=
⋂

O⊂A tribuþ

A.
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Onþ ditþ aussiþ queþ laþ tribuþ desþ boréliensþ estþ laþ tribuþ engendréeþ parþ lesþ ouverts.þ

Remarque.þþ Pourþ définirþ uneþ probabilitéþ surþ laþ tribuþ desþ boréliens,þ ilþ suffitþ deþ
laþ définirþ surþ laþ classeþ desþ ouvertsþ deþ R.þ C’estþ laþ conséquenceþ d’unþ résultatþ deþ
théorieþ deþ laþ mesureþ queþ l’onþ neþ détailleþ pasþ ici.þ Ainsiþ laþ définitionþ deþ P dansþ
leþ deuxièmeþ exempleþ ci-dessusþ estþ suffisanteþ pourþ caractériserþ P.þ

Théorèmeþþ 3þþ.þþ Ilþ existeþ uneþ uniqueþ mesureþ λ surþ (R,B(R)) telleþ que,þ pourþ toutþ
a ≤ b ∈ R,þ

λ(]a, b[) = b− a. (1.1þ)þ

Onþ appelleþ λ laþ mesureþ deþ Lebesgue.þ

Définitionþþ 1.1.5þþ (Tribuþþ produit).þþ Soientþ (Ω1,A1,P1) etþ (Ω2,A2,P2) deuxþ
espacesþ deþ probabilité,þ alorsþ (Ω1 × Ω2,A1 ⊗ A2,P1 ⊗ P2) estþ unþ espaceþ deþ
probabilité,þ oùþ

—þþ A1 ⊗A2 = σ ({A×B,A ∈ A1, B ∈ A2}),þ
—þþ pourþ A ∈ A1,þ B ∈ A2,þ P1 ⊗ P2 (A×B) = P1 (A)P2 (B).þ

Laþ tribuþ A1 ⊗A2 s’appelleþ laþ tribuþ produit,þ etþ P1 ⊗ P2 estþ laþ mesureþ produitþ
surþ Ω1 × Ω2.þ

Onþ noteþ qu’iciþ également,þ laþ donnéeþ deþ P1 ⊗ P2 surþ laþ classeþ desþ rectanglesþ
A×B suffitþ àþ définirþ laþ mesureþ produit.þ

Lemmeþþ 1.1.6þþ.þþ B(R2) = B(R)⊗ B(R).þ

Variablesþ aléatoiresþ

Dansþ laþ pratique,þ onþ neþ s’occupeþ pasþ vraimentþ deþ l’espaceþ (Ω,A,P).þ Onþ luiþ
demandeþ simplementþ d’êtreþ assezþ "riche"þ pourþ pouvoirþ yþ définirþ lesþ variablesþ
aléatoiresþ quiþ nousþ intéressent.þ

Définitionþþ 1.1.7þþ.þþ Uneþ applicationþ f : (E,A) → (F,B) estþ diteþ mesurableþ
(parþ rapportþ àþ laþ tribuþ A)þ siþ

∀B ∈ B, f−1(B) := {x ∈ E : f(x) ∈ B} ∈ A.

Lemmeþþ 1.1.8þþ.þþ Pourþ qu’uneþ applicationþ f : (E,A) → (F,B) soitþ mesurable,þ
ilþ suffitþ queþ f−1(B) ∈ A pourþ B ∈ C ⊂ B siþ σ(C) = B.þ (Indicationþ :þ montrerþ
queþ

{
B ⊂ F : f−1(B) ∈ A

}
estþ uneþ tribu.)þ

Propositionþþ 1.1.9þþ.þþ Siþ E etþ F sontþ desþ espacesþ métriquesþ munisþ deþ leursþ
tribusþ boréliennesþ respectives,þ alorsþ touteþ fonctionþ continueþ deþ E versþ F estþ
mesurableþ (dansþ ceþ casþ onþ utiliseþ aussiþ l’adjectifþ borélienne).þ

Onþ vérifieþ queþ leþ faitþ d’êtreþ mesurableþ estþ stableþ parþ addition,þ multiplica-
tion,þ composition,þ passageþ àþ laþ limite,þ etþ (pourþ unþ ensembleþ dénombrableþ deþ
fonctions)þ passageþ àþ laþ borneþ sup/inf.þ

Définitionþþ 1.1.10þþ.þþ Uneþ variableþ aléatoireþ (v.a.þ enþ abrégé)þ surþ (Ω,A,P) àþ
valeursþ dansþ (E, E) estþ uneþ applicationþ mesurableþ X : (Ω,A) → (E, E).þ

Exemple.þþ Sommeþ deþ deuxþ dés,þ sommeþ desþ gainsþ d’unþ joueur,þ etc.þ

Définitionþþ 1.1.11þþ.þþ Laþ loiþ deþ laþ v.a.þ X estþ laþ mesureþ imageþ PX deþ P parþ X,þ
i.e.þ

∀B ∈ E , PX(B) = P
(
X−1(B)

)
= P ({ω ∈ Ω : X(ω) ∈ B}) =: P (X ∈ B) .

(1.2þ)þ

Exemple.þþþ —þþ Variableþ aléatoireþ discrèteþ :þ PX =
∑

x∈E P (X = x) δx,þ au-
trementþ dit,þ

PX(B) =
∑
x∈B

P (X = x) .

—þþ Variableþ aléatoireþ réelleþ àþ densitéþ :þ PX(B) =
∫
B
p(x) dx.þ

EXERCICEþ 4þ -þ Vérifierþ queþ (1.2þ)þ définitþ uneþ probabilitéþ surþ (E, E).þ

Définitionþþ 1.1.12þþ (Espérance).þþ Soitþ X uneþ v.a.þ àþ valeursþ dansþ (E, E) etþ
f : E → R uneþ applicationþ mesurable.þ Onþ supposeþ queþ f estþ soitþ positive,þ soitþ
intégrableþ parþ rapportþ àþ laþ loiþ deþ X (i.e.þ

∫
|f |dPX < ∞).þ Onþ poseþ

E [f(X)] =

∫
E

f(x)PX(dx).

Exemple.þþþ —þþ Casþ discretþ :þ E [f(x)] =
∑

x∈E f(x)P (X = x).þ
—þþ Casþ réelþ àþ densitéþ :þ E [f(X)] =

∫ +∞
−∞ f(x)p(x) dx.þ

Onþ aþ lesþ propriétésþ usuellesþ deþ l’intégraleþ quiþ restentþ vraiesþ pourþ l’espéranceþ :þ
linéarité,þ positivité,þ inégalitéþ triangulaire,þ etc.þ

Identificationþ desþ loisþ

Leþ résultatþ suivantþ estþ trèsþ utileþ dansþ laþ pratique.þ Ilþ permetþ deþ calculerþ laþ
loiþ d’uneþ v.a.þ X enþ connaissantþ l’espéranceþ deþ h(X) pourþ unþ nombreþ suffisantþ
deþ fonctionsþ h.þ
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Théorèmeþþþ 5þþþ (Théorèmeþþþ d’identification).þþþ i)þ Siþ µ estþ uneþ probabilitéþ surþ
(E, E) telleþ que,þ pourþ touteþ fonctionþ h : E → R continueþ bornéeþ,þ

E [h(X)] =

∫
E

h(x)µ(dx),

alorsþ PX = µ.þ
ii)þ Siþ f : R → R+ estþ telleþ que,þ pourþ touteþ fonctionþ h : R → R

continueþ bornéeþ,þ

E [h(X)] =

∫
R
h(x)f(x) dx,

alorsþ X admetþ laþ fonctionþ f pourþ densité.þ

Dansþ laþ pratique,þ onþ connaîtþ laþ loiþ deþ X etþ onþ chercheþ celleþ deþ f(X) pourþ
uneþ fonctionþ f : E → F mesurable.þ Onþ écritþ alorsþ

E [h(f(X))] =

∫
E

h(f(x))PX(dx)

etþ onþ changeþ deþ variableþ d’intégrationþ (attentionþ f n’estþ pasþ forcémentþ unþ
difféomorphismeþ surþ E).þ

1.2þ Indépendanceþ

Définitionþ

Définitionþþþ 1.2.1þþþ.þþþ —þþ Deuxþ événementsþ A,B ∈ A sontþ ditsþ indépendantsþ
siþ P (A ∩B) = P (A)P (B).þ

—þþ Lesþ événementsþ A1, . . . , An sontþ indépendantsþ siþ

∀1 ≤ i1 < . . . < ik ≤ n, P (Ai1 ∩ . . . ∩Aik) = P (Ai1) . . .P (Aik) .

—þþ Lesþ v.a.þ X1, . . . , Xn sontþ indépendantesþ siþ

∀B1 ∈ E1, . . . , Bn ∈ En, P (X1 ∈ B1, . . . , Xn ∈ Bn) = P (X1 ∈ B1) . . .P (Xn ∈ Bn) .

—þþ Laþ suiteþ deþ v.a.þ (Xn)n∈N estþ indépendanteþ si,þ pourþ toutþ n ∈ N,þ
X1, . . . , Xn sontþ indépendantes.þ

Théorèmeþþ 6þþ.þþ Lesþ variablesþ X1, . . . , Xn sontþ indépendantesþ siþ etþ seulementþ siþ

P(X1,...,Xn) = PX1
⊗ . . .⊗ PXn

.

Leþ Théorèmeþ 8þ permetþ deþ caractériserþ lesþ v.a.þ indépendantesþ deþ différentesþ
façons.þ

Corollaireþþþ 1.2.2þþþ.þþþ —þþ Siþ X1, . . . , Xn sontþ desþ v.a.þ réelles,þ ellesþ sontþ in-
dépendantesþ siþ etþ seulementþ si,þ pourþ toutesþ fonctionsþ f1, . . . , fn
continuesþ àþ supportþ compactþ deþ R dansþ R,þ

E [Πifi(Xi)] = ΠiE [f(Xi)] .

Siþ deþ plusþ lesþ Xi admettentþ desþ densitésþ pi,þ alorsþ (X1, . . . , Xn) admetþ
Πipi(xi) pourþ densité.þ

—þþ Réciproquement,þ siþ (X1, . . . , Xn) aþ uneþ densitéþ deþ laþ formeþ

p(x1, . . . , xn) = Πn
i=1qi(xi),

oùþ lesþ qi sontþ boréliennesþ positives,þ alorsþ X1, . . . , Xn sontþ indépendantesþ
etþ Xi admetþ uneþ densitéþ deþ laþ formeþ pi = Ciqi,þ Ci > 0.þ

—þþ Siþ X1, . . . , Xn sontþ desþ v.a.þ discrètes,þ alorsþ ellesþ sontþ indépendantesþ siþ
etþ seulementþ si,þ pourþ toutþ x1 ∈ E1, . . . , xn ∈ En,þ

P (X1 = x1, . . . , Xn = xn) = P (X1 = x1) . . .P (Xn = xn) .

Démonstration.þ Utiliserþ leþ Théorèmeþ 7þ etþ leþ Théorèmeþ deþ Fubini.þ

Remarque.þþ Attentionþ !þ Pourþ queþ X1, . . . , Xn soientþ indépendantes,þ ilþ neþ
suffitþ pasþ queþ Xi etþ Xj soientþ indépendantesþ pourþ toutþ i 6= j.þ Enþ effet,þ
supposonsþ queþ Y1, Y2, Y3 soientþ troisþ v.a.þ deþ Bernoulliþ indépendantesþ etþ deþ
paramètreþ 1/2.þ Alorsþ lesþ événementsþ {Y1 = Y2},þ {Y2 = Y3} etþ {Y1 = Y3} sontþ
indépendantsþ deuxþ àþ deux,þ maisþ pasþ indépendants.þ

Propositionþþ 1.2.3þþ.þþ Soientþ X etþ Y deuxþ v.a.þ réellesþ indépendantes,þ deþ loisþ
respectivesþ PX etþ PY .þ Alorsþ laþ loiþ deþ X + Y estþ laþ convolutionþ desþ loisþ PX etþ
PY ,þ i.e.þ

PX ∗ PY (B) =

∫
PY (B − x)PX(dx).

Siþ deþ plusþ X etþ Y admettentþ chacunþ uneþ densité,þ notéesþ pX etþ pY ,þ alorsþ X+Y
admetþ pX ∗ pY pourþ densité.þ

Lemmeþ deþ Borel-Cantelliþ

Siþ (An)n∈N estþ uneþ suiteþ d’événements,þ onþ noteþ

lim sup
n

An =

∞⋂
n=0

( ∞⋃
k=n

Ak

)
,
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etþ

lim inf
n

An =
∞⋃

n=0

( ∞⋂
k=n

Ak

)
.

Lemmeþþ 1.2.4þþ (Borel-Cantelli).þþ Soitþ (An)n∈N uneþ suiteþ d’événements.þ
i)þ Siþ

∑
n≥0 P (An) < ∞,þ alorsþ

P
(
lim sup

n
An

)
= 0,

ou,þ deþ manièreþ équivalente,þ avecþ probabilitéþ 1þ

{n ∈ N : ω ∈ An} estþ fini.þ

ii)þ Siþ
∑

n≥0 P (An) = ∞ etþ siþ lesþ événementsþ (An)n sontþ indépendantsþ,þ alorsþ

P
(
lim sup

n
An

)
= 1,

ou,þ deþ manièreþ équivalente,þ avecþ probabilitéþ 1þ

{n ∈ N : ω ∈ An} estþ infini.þ

Ceþ résultatþ estþ trèsþ utileþ pourþ montrerþ queþ quelqueþ choseþ arriveþ "presqueþ
sûrement"þ (i.e.þ avecþ probabilitéþ 1),þ commeþ parþ exempleþ laþ convergenceþ d’uneþ
variableþ aléatoire.þ L’écritureþ équivalenteþ donnéeþ dansþ l’énoncéþ duþ Lemmeþ 1.2.3þ
s’obtientþ enþ notantþ queþ

lim sup
n

An = {ω ∈ Ω : ∀n ∈ N,∃k ≥ n : ω ∈ Ak} .

1.3þ Convergenceþ deþ variablesþ aléatoiresþ

Loiþ faibleþ desþ grandsþ nombresþ

Théorèmeþþ 7þþ (Loiþþ faibleþþ desþþ grandsþþ nombres).þþ Soitþ (Xn)n uneþ suiteþ deþ v.a.þ
i.i.d.þ tellesþ queþ E

[
X2

1

]
< ∞,þ alorsþ

1

n
(X1 + . . .+Xn)

L2

−→
n→∞

E [X1] ,

c’est-à-direþ E
[(

1
nSn − µ

)2] −→
n→∞

0,þ oùþ Sn = X1 + . . .+Xn etþ µ = E [X1].þ

Démonstration.þ Onþ écritþ

E

[(
1

n
(X1 − µ+ . . .+Xn − µ)

)2
]
=

1

n2
V [X1 + . . .+Xn]

=
1

n
V [X1] −→

n→∞
0.

(Onþ aþ utiliséþ l’indépendanceþ desþ Xi pourþ passerþ àþ laþ deuxièmeþ ligne.)þ

Définitionþþ 1.3.1þþ.þþ Uneþ suiteþ deþ v.a.þ (Xn)n convergeþ enþ probabilitéþ versþ X
siþ

∀ε > 0, P (|Xn −X| > ε) −→
n→∞

0.

Propositionþþ 1.3.2þþ.þþ Laþ convergenceþ Lp (i.e.þ E [|Xn −X|p] → 0)þ pourþ p ≥ 1
impliqueþ laþ convergenceþ enþ probabilité.þ

Démonstration.þ Parþ l’inégalitéþ deþ Chebyshevþ (A.1þ)þ,þ

P (|Xn −X| > ε) ≤ ε−pE [|Xn −X|p] −→
n→∞

0.

Loiþ forteþ desþ grandsþ nombresþ

Onþ aþ enþ réalitéþ unþ résultatþ beaucoupþ plusþ fortþ queþ celuiþ duþ Théorèmeþ 10þ.þ Laþ
convergenceþ deþ laþ moyenneþ empiriqueþ desþ Xi aþ enþ faitþ lieuþ pourþ presqueþ touteþ
issueþ ω ∈ Ω,þ dansþ unþ sensþ queþ l’onþ préciseþ àþ l’aideþ deþ laþ définitionþ suivante.þ

Définitionþþ 1.3.3þþ.þþ Uneþ suiteþ deþ v.a.þ (Xn)n convergeþ presqueþ sûrementþ versþ
X s’ilþ existeþ unþ événementþ N ∈ A deþ probabilitéþ nulleþ telþ queþ

∀ω /∈ N, Xn(ω) −→
n→∞

X(ω).

Théorèmeþþ 8þþ (Loiþþ forteþþ desþþ grandsþþ nombres).þþ Soitþ (Xn)n uneþ suiteþ deþ v.a.þ
i.i.d.þ telleþ queþ E [|X1|] < ∞,þ alorsþ

1

n
(X1 + . . .+Xn)

ps−→
n→∞

E [X1] .

Laþ preuveþ utiliseþ leþ Lemmeþ deþ Borel-Cantelli.þ
Leþ résultatþ suivantþ montreþ queþ laþ convergenceþ presqueþ sûreþ estþ plusþ forteþ

queþ laþ convergenceþ enþ probabilité.þ
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Propositionþþ 1.3.4þþ.þþ Siþ laþ suiteþ (Xn)n convergeþ p.s.,þ alorsþ elleþ convergeþ enþ
probabilitéþ (versþ laþ mêmeþ v.a.).þ Siþ (Xn)n convergeþ enþ probabilitéþ versþ X,þ alorsþ
ilþ existeþ uneþ sous-suiteþ (Xnk

)k quiþ convergeþ p.s.þ versþ X.þ

Laþ premièreþ assertionþ seþ prouveþ parþ convergenceþ dominée,þ laþ secondeþ parþ leþ
Lemmeþ deþ Borel-Cantelli.þ

Voiciþ unþ exempleþ deþ v.a.þ convergeantþ enþ probabilitéþ maisþ pasþ presqueþ
sûrement.þ

Exemple.þþ Onþ munitþ l’espaceþ Ω = [0, 1] deþ laþ tribuþ borélienneþ etþ deþ laþ mesureþ
deþ Lebesgueþ (cfþ (1.1þ)þ).þ Posonsþ Xn(ω) = 1An

(ω),þ n ≥ 1 oùþ λ(An) =
1
n etþ lesþ

An sontþ misþ boutþ àþ boutþ leþ longþ deþ l’intervalleþ [0, 1],þ enþ repartantþ deþ zéroþ dèsþ

queþ leþ bordþ estþ atteint.þ Alorsþ Xn
L1

−→
n→∞

0 mais,þ commeþ laþ sérieþ desþ 1n diverge,þ

Xn
ps9 0.þ

EXERCICEþ 9þ -þ Exhiberþ uneþ sous-suiteþ quiþ convergeþ psþ versþ zéro.þ

Convergenceþ enþ loiþ

Présentonsþ maintenantþ unþ modeþ deþ convergenceþ pourþ lesþ variablesþ aléatoiresþ
beaucoupþ plusþ faibleþ queþ ceuxþ vusþ précédemment.þ

Définitionþþ 1.3.5þþ.þþ Uneþ suiteþ deþ v.a.þ (Xn)n àþ valeursþ dansþ E convergeþ enþ loiþ
versþ X siþ pourþ touteþ fonctionþ f : E → R continueþ bornéeþ,þ

E [f(Xn)] −→
n→∞

E [f(X)] .

Onþ noteþ alorsþ indifféremmentþ Xn ⇒ X,þ Xn
L−→

n→∞
X etþ Xn

d−→
n→∞

X enþ anglais.þ

Propositionþþþ 1.3.6þþþ.þþþ —þþ Siþ Xn etþ X sontþ àþ valeursþ dansþ unþ espaceþ dénom-
brableþ E,þ alorsþ Xn ⇒ X siþ etþ seulementþ si,þ

∀x ∈ E, P (Xn = x) −→
n→∞

P (X = x) .

—þþ Siþ Xn admetþ pn pourþ densitéþ surþ R,þ alorsþ siþ pn → p λ-presqueþ partoutþ
etþ s’ilþ existeþ q ∈ L1(R) positiveþ telleþ que,þ pourþ toutþ n ∈ N,þ pn ≤ q λ-p.p.,þ
alorsþ p estþ uneþ densitéþ etþ Xn ⇒ X,þ oùþ X admetþ p pourþ densité.þ

Propositionþþ 1.3.7þþ.þþ Siþ (Xn)n convergeþ enþ probabilitéþ versþ X,þ alorsþ (Xn)n
convergeþ enþ loiþ versþ X.þ

Leþ résultatþ suivantþ estþ utileþ pourþ caractériserþ laþ convergenceþ enþ loi.þ

Théorèmeþþ 10þþ.þþ Soientþ (Xn)n etþ X desþ v.a.þ àþ valeursþ dansþ Rd.þ Lesþ propositionsþ
suivantesþ sontþ équivalentes.þ

i)þ Xn ⇒ X,þ
ii)þ pourþ toutþ ouvertþ G ⊂ Rd,þ lim infn→∞ P (Xn ∈ G) ≥ P (X ∈ G),þ
iii)þ pourþ toutþ ferméþ F ⊂ Rd,þ lim supn→∞ P (Xn ∈ F ) ≤ P (X ∈ F ),þ
iv)þ pourþ toutþ borélienþ A ⊂ Rd telþ queþ P (X ∈ ∂A) = 0,þ limn→∞ P (Xn ∈ A) =

P (X ∈ A).þ

(Pourþ seþ rappelerþ duþ sensþ desþ inégalitésþ dansþ (iiþ),þ ilþ suffitþ deþ considérerþ leþ
casþ oùþ Xn = xn ∈ G presqueþ sûrementþ etþ xn −→

n→∞
x ∈ ∂G.þ Pourþ (iiiþ),þ ilþ suffitþ

deþ considérerþ F = Gc.)þ

Fonctionþ deþ répartitionþ Onþ rappelleþ queþ laþ fonctionþ deþ répartitionþ d’uneþ
v.a.þ réelleþ X estþ donnéeþ parþ FX(x) = P (X ≤ x).þ Leþ résultatþ suivantþ découleþ
duþ Théorèmeþ 13þ.þ

Propositionþþ 1.3.8þþ.þþ Soientþ (Xn)n etþ X desþ v.a.þ réelles.þ Xn convergeþ enþ loiþ
versþ X siþ etþ seulementþ siþ FXn

(x) −→
n→∞

FX(x) pourþ toutþ x oùþ FX estþ continue.þ

Fonctionþ caractéristiqueþ

Définitionþþ 1.3.9þþ.þþ Soitþ X uneþ v.a.þ àþ valeursþ dansþ Rd.þ Saþ fonctionþ carac-
téristiqueþ ΦX : Rd → C estþ définieþ parþ

ΦX(ξ) = E
[
eiξ·X

]
.

Remarque.þþ Cetteþ définitionþ coïncideþ avecþ celleþ deþ laþ transforméeþ deþ Fourierþ
deþ laþ loiþ deþ X.þ Leþ résultatþ suivantþ estþ doncþ uneþ conséquenceþ deþ laþ formuleþ
d’inversionþ deþ Fourier.þ

Propositionþþ 1.3.10þþ.þþ Laþ fonctionþ caractéristiqueþ caractériseþ laþ loiþ deþ X.þ

Exemple.þþ Siþ X ∼ N (0, σ2),þ ΦX(ξ) = exp
(
−σ2ξ2

2

)
.þ

Commeþ corollaireþ deþ laþ propositionþ précédente,þ onþ aþ leþ résultatþ suivant.þ

Propositionþþ 1.3.11þþ.þþ Lesþ v.a.þ X1, . . . , Xn sontþ indépendantesþ siþ etþ seulementþ
siþ Φ(X1,...,Xn) = ΦX1

. . .ΦXn
.þ

Laþ fonctionþ caractéristiqueþ nousþ donneþ unþ moyenþ trèsþ utileþ deþ caractériserþ
laþ convergenceþ enþ loi.þ Ilþ suffitþ enþ effetþ deþ vérifierþ queþ laþ suiteþ desþ fonctionsþ
caractéristiquesþ convergeþ simplementþ versþ laþ fonctionþ caractéristiqueþ d’uneþ v.a.þ
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Théorèmeþþ 11þþ (Lévy).þþ Soientþ (Xn)n uneþ suiteþ deþ v.a.þ etþ X uneþ v.a.þ àþ valeursþ
dansþ Rd.þ Alorsþ Xn ⇒ X siþ etþ seulementþ si,þ pourþ toutþ ξ ∈ Rd,þ ΦXn

(ξ) −→
n→∞

ΦX(ξ).þ

Théorèmeþ deþ laþ limiteþ centraleþ

Théorèmeþþ 12þþ (Théorèmeþþ deþþ laþþ limiteþþ centrale).þþ Soitþ (Xn)n uneþ suiteþ deþ v.a.þ
réellesþ i.i.d.þ dansþ L2.þ Onþ noteþ µ = E [X1] etþ σ2 = V [X1].þ Alorsþ

1√
n
(X1 + . . .+Xn − nµ)

L−→
n→∞

N (0, σ2).

Démonstration.þ Leþ résultatþ s’obtientþ enþ faisantþ unþ développementþ limitéþ auþ
deuxièmeþ ordreþ deþ laþ fonctionþ caractéristiqueþ duþ membreþ deþ gauche.þ

Uneþ applicationþ importanteþ deþ ceþ théorèmeþ estþ laþ définitionþ d’intervallesþ deþ
confianceþ (cf.þ coursþ deþ statistiques).þ

1.4þ Vecteursþ Gaussiensþ

Définitionþþ 1.4.1þþ.þþ Uneþ v.a.þ X = (X1, . . . , Xd) àþ valeursþ dansþ Rd estþ unþ
vecteurþ gaussienþ si,þ pourþ toutþ a ∈ Rd,þ 〈a,X〉 suitþ uneþ loiþ normaleþ (enþ
considérantþ queþ δx = N (x, 0)).þ

Exemple.þþ Siþ lesþ Xi sontþ desþ v.a.þ gaussiennesþ indépendantes,þ alorsþ
(X1, . . . , Xd) estþ unþ vecteurþ gaussien.þ

Théorèmeþþ 13þþ.þþ Unþ vecteurþ aléatoireþ X estþ gaussienþ siþ etþ seulementþ s’ilþ existeþ
m ∈ Rd,þ C ∈ S+

d (R) telsþ queþ

ΦX(ξ) = exp

(
i 〈ξ,m〉 − 1

2
〈ξ, Cξ〉

)
.

Onþ noteþ m = E [X] etþ C estþ laþ matriceþ deþ covarianceþ deþ X.þ

Théorèmeþþ 14þþ.þþ Soitþ X unþ vecteurþ aléatoireþ gaussien,þ d’espéranceþ m etþ deþ
matriceþ deþ convarianceþ C.þ
Siþ leþ rangþ deþ C estþ d (autrementþ dit,þ siþ Det(C) > 0),þ alorsþ X admetþ uneþ
densitéþ fX parþ rapportþ àþ laþ mesureþ deþ Lebesgueþ surþ Rd avecþ :þ

fX(x) =
1

(2π)d/2
√
Det(C)

exp

(
−1

2
(t−m)TC−1(t−m)

)
∀ x ∈ Rd

Siþ leþ rangþ deþ C estþ k < d (etþ doncþ Det(C) = 0,þ alorsþ laþ loiþ deþ X n’admetþ pasþ
deþ densitéþ parþ rapportþ àþ laþ mesureþ deþ Lebesgueþ surþ Rd etþ concentreþ touteþ saþ
masseþ surþ unþ sous-espaceþ affineþ deþ Rd deþ dimensionþ k.þ

Unþ corollaireþ directþ duþ Théorèmeþ 16þ estþ leþ résultatþ suivant.þ

Propositionþþ 1.4.2þþ.þþ Siþ X estþ unþ vecteurþ gaussien,þ sesþ composantesþ sontþ
indépendantesþ siþ etþ seulementþ siþ saþ matriceþ deþ covarianceþ estþ diagonale.þ

Remarque.þþ Attentionþ !þ Ceþ n’estþ pasþ vraiþ enþ général,þ mêmeþ pourþ desþ va-
riablesþ gaussiennes.þ Avantþ d’appliquerþ ceþ résultat,þ ilþ fautþ bienþ vérifierþ queþ
touteþ combinaisonþ linéaireþ desþ Xi estþ gaussienne,þ commeþ leþ montreþ l’exerciceþ
suivant.þ

EXERCICEþ 15þ -þ Soitþ X uneþ v.a.þ réelleþ deþ loiþ N (0, 1) etþ ε uneþ v.a.þ indépendanteþ
deþ X deþ loiþ 1

2
δ−1+

1
2
δ1.þ Onþ poseþ Y = εX.þ Montrerþ queþ Y suitþ uneþ loiþ normaleþ N (0, 1)

etþ calculerþ Cov (X,Y ).þ Lesþ variablesþ X etþ Y sont-ellesþ indépendantesþ ?þ Leþ vecteurþ
(X,Y ) est-ilþ gaussienþ ?þ

Leþ TCLþ seþ généraliseþ sansþ peineþ auþ casþ vectoriel.þ

Théorèmeþþ 16þþ (TCLþþ vectoriel).þþ Soitþ (Xn)n uneþ suiteþ deþ v.a.þ i.i.d.þ àþ valeursþ
dansþ Rd,þ deþ covarianceþ K ∈ S+

d (R),þ deþ carréþ intégrable.þ Alorsþ

1√
n
(X1 + . . .+Xn − nE [X1])

L−→
n→∞

N (0,K).
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Chapitreþ 2þ

Conditionnementþ

Dansþ toutþ ceþ chapitre,þ (Ω,A,P) désigneþ unþ espaceþ deþ probabilité.þ

2.1þ Conditionnementþ discretþ

Définitionþþ 2.1.1þþ.þþ Soitþ B ∈ A telþ queþ P (B) > 0.þ Onþ définitþ uneþ probabilitéþ
P ( · | B) surþ (Ω,A) parþ

∀A ∈ A, P (A | B) =
P (A ∩B)

P (B)
.

EXERCICEþ 17þ -þ Vérifierþ queþ P ( · | B) vérifieþ lesþ axiomesþ deþ laþ Définitionþ 1.1.2þ
d’uneþ probabilité.þ

Siþ X : Ω → E estþ unþ v.a.þ dansþ L1,þ onþ peutþ calculerþ l’espéranceþ deþ X parþ
rapportþ àþ cetteþ nouvelleþ probabilitéþ :þ

E [X | B] =
E [X1B ]

P (B)
.

Remarque.þþ C’estþ unþ nombre.þ Ilþ s’interprèteþ commeþ l’espéranceþ deþ laþ variableþ
X sachantþ queþ l’événementþ B estþ réalisé.þ

Onþ voudraitþ maintenantþ donnerþ unþ sensþ àþ E [X | Y ],þ oùþ Y estþ uneþ variableþ
aléatoire,þ quiþ s’interpréteraitþ commeþ l’espéranceþ deþ laþ variableþ X sachantþ laþ
valeurþ priseþ parþ laþ variableþ Y .þ Dansþ touteþ laþ suite,þ Y estþ uneþ v.a.þ àþ valeursþ
dansþ unþ espaceþ E auþ plusþ dénombrable.þ Soitþ

E′ = {y ∈ E : P (Y = y) > 0} .

Pourþ y ∈ E′,þ onþ peutþ prendreþ B = {Y = y} dansþ laþ définitionþ ci-dessusþ et,þ
pourþ X ∈ L1,þ onþ aþ

E [X | Y = y] =
E [X1Y=y]

P (Y = y)
.

Définitionþþ 2.1.2þþ.þþ Soitþ X ∈ L1,þ l’espéranceþ conditionnelleþ deþ X sa-
chantþ Y estþ laþ variableþ aléatoireþ réelleþ définieþ parþ

E [X | Y ] = φ(Y ),

oùþ φ : E → R estþ donnéeþ parþ

φ(y) =

{
E [X | Y = y] siþ y ∈ E′,

0 sinon.þ

Exemple.þþ Siþ X estþ leþ résultatþ d’unþ lancerþ deþ dé,þ X = k avecþ probabilitéþ 16
pourþ k ∈ {1, . . . , 6}.þ Posonsþ

Y =

{
1 siþ X estþ pair,þ
0 sinon.þ

Alors,þ

E [X | Y ] =

{
4 siþ Y = 1,

3 siþ Y = 0,

= 3 + Y.

EXERCICEþ 18þ -þ Vérifierþ queþ E [Y | Y ] = Y etþ que,þ siþ X etþ Y sontþ indépen-
dants,þ E [X | Y ] = E [X].þ
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Propositionþþ 2.1.3þþ.þþ Siþ X ∈ L1,þ alorsþ E [X | Y ] ∈ L1 etþ

E [E [X | Y ]] = E [X]

E [|E [X | Y ]|] ≤ E [|X|] .

Deþ plus,þ pourþ touteþ fonctionþ f : E → R mesurableþ bornée,þ

E [f(Y )X] = E [f(Y )E [X | Y ]] (2.1þ)þ

Démonstration.þ Exerciceþ !þ

Remarque.þþ Leþ casþ particulierþ f = 1 permetþ deþ retrouverþ laþ formuleþ bienþ
connueþ desþ probabilitésþ totales,þ

E [X] =
∑
y∈E′

E [X | Y = y]P (Y = y) .

2.2þ Conditionnementþ parþ uneþ tribuþ

Commençonsþ parþ l’exerciceþ suivant.þ
EXERCICEþ 19þ -þ Soientþ Y1 etþ Y2 deuxþ variablesþ aléatoiresþ discrètesþ etþ soitþ X

uneþ variableþ aléatoireþ dansþ L1.þ Onþ supposeþ qu’ilþ existeþ uneþ applicationþ injectiveþ f
telleþ queþ Y2 = f(Y1).þ Montrerþ queþ E [X | Y1] = E [X | Y2].þ

Dansþ l’exerciceþ ci-dessus,þ lesþ variablesþ aléatoiresþ Y1 etþ Y2 apportentþ laþ mêmeþ
informationþ surþ Ω,þ etþ doncþ lesþ deuxþ espérancesþ conditionnellesþ sontþ égales.þ
Pourþ éclaircirþ ceþ point,þ onþ définitþ laþ notionþ deþ tribuþ engendréeþ parþ uneþ variableþ
aléatoire.þ

Définitionþþ 2.2.1þþ.þþ Soitþ X uneþ variableþ aléatoireþ àþ valeursþ dansþ unþ espaceþ
mesurableþ (E, E).þ Laþ tribuþ engendréeþ parþ X,þ notéeþ σ(X),þ estþ laþ plusþ petiteþ
tribuþ quiþ rendeþ X mesurable,þ

σ(X) :=
{
X−1(B) : B ∈ E

}
.

Cetteþ tribuþ correspondþ àþ l’informationþ apportéeþ parþ laþ connaissanceþ deþ X.þ
(Onþ peutþ notammentþ montrerþ qu’uneþ variableþ aléatoireþ X estþ F -mesurableþ siþ etþ
seulementþ siþ σ(X) ⊂ F .)þ Onþ vaþ voirþ parþ laþ suiteþ queþ laþ « bonne »þ notionþ pourþ
l’espéranceþ conditionnelleþ estþ leþ conditionnementþ parþ uneþ tribu.þ Onþ verraþ alorsþ
queþ l’espéranceþ conditionnelleþ sachantþ X estþ l’espéranceþ conditionnellementþ àþ
laþ tribuþ engendréeþ parþ X.þ Laþ propriétéþ (2.1þ)þ sertþ deþ définitionþ deþ l’espéranceþ
conditionnelleþ dansþ leþ casþ général.þ

Propositionþþ 2.2.2þþ.þþ Soitþ X ∈ L1(Ω,A,P) etþ F uneþ sous-tribuþ deþ A.þ Ilþ existeþ
uneþ uniqueþ variableþ aléatoireþ (àþ égalitéþ p.s.þ près),þ notéeþ E [X | F ],þ telleþ queþ

i)þ E [X | F ] estþ F-mesurable,þ

ii)þ pourþ toutþ A ∈ F ,þ E [X1A] = E [E [X | F ]1A].þ

Onþ insisteþ surþ leþ faitþ queþ E [X | F ] estþ uneþ variableþ aléatoire.þ Enþ fait,þ siþ
pourþ chaqueþ A ∈ F onþ saitþ siþ A estþ réaliséþ ouþ non,þ E [X | F ] estþ laþ meilleureþ
estimationþ deþ X queþ l’onþ peutþ donnerþ avecþ cetteþ information.þ L’exerciceþ suivantþ
justifieþ cetteþ interprétation.þ

EXERCICEþ 20þ -þ
—þþ Siþ X estþ mesurableþ parþ rapportþ àþ F ,þ alorsþ E [X | F ] = X.þ
—þþ Siþ Z estþ mesurableþ parþ rapportþ àþ F etþ bornée,þ alorsþ E [ZX | F ] = ZE [X | F ].þ
—þþ Siþ X estþ indépendantþ deþ F ,þ alorsþ E [X | F ] = E [X].þ
—þþ Siþ F2 estþ uneþ sous-tribuþ deþ F1,þ alorsþ E [E [X | F1] | F2] = E [E [X | F2] | F1] =

E [X | F2].þ

L’espéranceþ conditionnelleþ hériteþ deþ toutesþ lesþ propriétesþ deþ baseþ deþ l’es-
péranceþ :þ linéarité,þ positivité,þ inégalitéþ triangulaire.þ Elleþ conserveþ égalementþ
l’inégalitéþ deþ Jensen.þ

Exemple.þþ Soitþ A1, A2, . . . ∈ A uneþ partitionþ (finieþ ouþ infinie)þ deþ Ω telleþ queþ
P (Ai) > 0 pourþ toutþ i ≥ 1.þ Supposonsþ queþ F = σ(A1, A2, . . .).þ Alors,þ pourþ
X ∈ L1,þ

E [X | F ] =
∑
i≥1

E [X1Ai
]

P (Ai)
1Ai .

Avecþ cetteþ définition,þ onþ vérifieþ queþ pourþ touteþ variableþ aléatoireþ discrèteþ Y ,þ
E [X | Y ] = E [X | σ(Y )].þ Celaþ permetþ d’étendreþ laþ définitionþ deþ l’espéranceþ
conditionnelleþ sachantþ uneþ variableþ aléatoireþ àþ valeursþ dansþ unþ espaceþ généralþ
(pasþ forcémentþ dénombrable).þ

Définitionþþ 2.2.3þþ.þþ Soitþ X ∈ L1(Ω,A,P) etþ Y uneþ variableþ aléatoireþ surþ Ω.þ
Onþ définitþ :þ

E [X | Y ] := E [X | σ(Y )] .

2.3þ Conditionnementþ dansþ L2 etþ vecteursþ
Gaussiensþ

Lorsqueþ X estþ deþ carréþ intégrable,þ onþ peutþ utiliserþ leþ produitþ scalaireþ dansþ
L2(Ω,A,P) pourþ donnerþ uneþ autreþ interprétationþ deþ l’espéranceþ conditionnelle.þ
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Soitþ F uneþ sous-tribuþ deþ A etþ soitþ X uneþ variableþ aléatoireþ dansþ L2(Ω,A,P).þ
D’aprèsþ l’inégalitéþ deþ Jensen,þ onþ aþ E [X | F ]

2 ≤ E
[
X2
∣∣ F],þ etþ doncþ

E
[
E [X | F ]

2
]
≤ E

[
E
[
X2
∣∣ F]] = E

[
X2
]
< ∞.

Doncþ E [X | F ] estþ dansþ L2(Ω,F ,P),þ vuþ commeþ sous-espaceþ ferméþ deþ
L2(Ω,A,P).þ Deþ plus,þ pourþ touteþ variableþ aléatoireþ Z bornéeþ etþ F-mesurable,þ

E [Z(X − E [X | F ])] = 0.

Doncþ X − E [X | F ] estþ orthogonalþ àþ toutesþ lesþ variablesþ aléatoiresþ bornéesþ F -
mesurables.þ Parþ densité,þ onþ enþ déduitþ queþ X−E [X | F ] estþ orthogonalþ àþ toutesþ
lesþ variablesþ aléatoiresþ deþ L2(Ω,F ,P).þ L’espéranceþ conditionnelleþ E [X | F ] estþ
doncþ leþ projetéþ orthognalþ deþ X surþ L2(Ω,F ,P).þ Enþ d’autresþ termes,þ E [X | Y ]
estþ laþ meilleureþ approximationþ deþ X,þ auþ sensþ deþ laþ normeþ L2,þ parþ uneþ variableþ
aléatoireþ deþ laþ formeþ f(Y ).þ Cetteþ observationþ aþ uneþ conséquenceþ remarquableþ
dansþ leþ cadreþ desþ vecteursþ Gaussiens.þ

Théorèmeþþ 21þþ.þþ Soitþ (Y1, . . . , Yn, X) unþ vecteurþ Gaussienþ centré.þ Alorsþ
E [X | Y1, . . . , Yn] coïncideþ avecþ laþ projectionþ orthogonaleþ deþ X (dansþ
L2(Ω,A,P))þ surþ l’espaceþ vectorielþ engendréþ parþ Y1, . . . , Yn.þ Ilþ existeþ doncþ
desþ réelsþ λ1, . . . , λn telsþ queþ

E [X | Y1, . . . , Yn] =

n∑
k=1

λkYk.

Deþ plus,þ laþ loiþ conditionnelleþ deþ X sachantþ Y1, . . . , Yn estþ uneþ loiþ Gaussienneþ
deþ moyenneþ m =

∑n
k=1 λkYk etþ deþ varianceþ

σ2 = E

(X −
n∑

k=1

λkYk

)2
 .

C’est-à-direþ queþ pourþ touteþ fonctionþ borélienneþ h : R → R+,þ

E [h(X) | Y1, . . . , Yn] =

∫
R
h(x)

1√
2πσ2

exp

(
− (x−m)2

2σ2

)
dx.

Enþ d’autresþ termes,þ siþ (Y1, . . . , Yn, X) estþ unþ vecteurþ Gaussien,þ laþ meilleursþ
manièreþ d’approximerþ X (dansþ L2)þ parþ uneþ fonctionþ mesurableþ deþ Y1, . . . , Yn

estþ deþ leþ faireþ parþ uneþ combinaisonþ linéaireþ desþ Yi.þ
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Chapitreþ 3þ

Martingalesþ àþ tempsþ discretþ

Lesþ martingalesþ sontþ unþ outilsþ fondamentalþ dansþ l’étudeþ desþ processusþ
aléatoires.þ Uneþ martingaleþ correspondþ àþ l’évolutionþ deþ laþ sommeþ desþ gainsþ
d’unþ joueurþ dansþ unþ jeuþ équitable.þ Dansþ ceþ chapitreþ nousþ rappelonsþ unþ certainþ
nombreþ deþ propriétésþ fondamentalesþ liéesþ auxþ martingales.þ

3.1þ Définitionsþ

Soitþ (Ω,A,P) unþ espaceþ deþ probabilité.þ

Définitionþþ 3.1.1þþ.þþ Uneþ filtrationþ (Fn)n deþ (Ω,A,P) estþ uneþ suiteþ croissanteþ
deþ sous-tribusþ deþ A,þ c’est-à-direþ telleþ queþ

F0 ⊂ F1 ⊂ . . . ⊂ A.

Unþ processusþ aléatoireþ estþ uneþ suiteþ (Xn)n deþ variableþ aléatoireþ (iciþ àþ valeursþ
réelles)þ définiesþ surþ (Ω,A,P).þ

Exemple.þþ Laþ filtrationþ canoniqueþ associéeþ àþ (Xn)n estþ définieþ parþ

Fn = σ(X0, . . . , Xn).

Laþ tribuþ Fn correspondþ dansþ ceþ casþ àþ l’informationþ acquiseþ parþ l’observationþ
duþ processusþ jusqu’auþ tempsþ n.þ Deþ manièreþ générale,þ uneþ filtrationþ représenteþ
l’évolutionþ deþ l’informationþ acquiseþ auþ coursþ duþ temps.þ

Définitionþþ 3.1.2þþ.þþ Soitþ (Xn)n∈N unþ processusþ aléatoire.þ Onþ ditþ queþ leþ proces-
susþ (Xn)n∈N estþ uneþ martingaleþ siþ

i)þ (Xn)n estþ adapté,þ c’est-à-direþ queþ pourþ toutþ n ∈ N,þ Xn estþ mesurableþ parþ
rapportþ àþ Fn,þ

ii)þ E [|Xn|] < ∞ pourþ toutþ n ∈ N,þ
iii)þ pourþ toutþ n ∈ N,þ E [Xn+1 | Fn] = Xn.

Enþ d’autresþ termes,þ uneþ martingaleþ estþ unþ processusþ dontþ lesþ accroissementsþ
sontþ équilibrésþ (þXn+1 −Xn estþ uneþ variableþ centréeþ étantþ donnéeþ touteþ l’infor-
mationþ disponibleþ jusqu’auþ tempsþ n).þ C’estþ parþ exempleþ leþ casþ deþ laþ sommeþ desþ
gainsþ d’unþ joueurþ dansþ unþ jeuþ équitable.þ Onþ noteþ queþ laþ filtrationþ canoniqueþ estþ
laþ plusþ petiteþ filtrationþ quiþ rendeþ leþ processusþ (Xn)n adapté.þ Siþ l’onþ remplaceþ =
dansþ (iiiþ)þ parþ ≤ ouþ bienþ ≥,þ (Xn)n estþ appeléþ respectivementþ uneþ sur-martingaleþ
ouþ uneþ sous-martingale.þ

Exemple.þþþ 1.þ Marcheþ aléatoireþ surþ R.þ Soitþ (ξn)n∈N uneþ suiteþ deþ variablesþ
aléatoiresþ indépendantesþ etþ identiquementþ distribuéesþ àþ valeursþ réellesþ
tellesþ queþ E [ξn] = 0 etþ E [|ξn|] < ∞.þ Onþ poseþ Xn = ξ0 + . . . + ξn etþ
Fn = σ(ξ0, . . . , ξn) pourþ n ≥ 0.þ Alorsþ (Xn)n∈N estþ uneþ martingaleþ parþ
rapportþ àþ (Fn)n.þ

2.þ Soitþ X ∈ L1(Ω,A,P) etþ (Fn)n uneþ filtration.þ Onþ poseþ Xn = E [X | Fn].þ
Alorsþ (Xn)n∈N estþ uneþ martingale.þ Uneþ telleþ martingaleþ estþ diteþ fermée.þ

EXERCICEþ 22þ -þ Démontrerþ lesþ deuxþ assertionsþ ci-dessus.þ

3.2þ Tempsþ d’arrêtþ

Leþ tempsþ d’arrêtþ estþ uneþ notionþ naturelleþ d’unþ instantþ aléatoireþ liéþ àþ uneþ
filtration.þ Elleþ intervientþ dansþ leþ Théorèmeþ d’arrêtþ (voirþ leþ Théorèmeþ 26þ ci-
dessous)þ quiþ ditþ qu’onþ neþ peutþ pasþ espérerþ gagnerþ d’argentþ àþ unþ jeuþ équilibréþ
enþ unþ tempsþ borné.þ

Raphaëlþ Deswarte,þ Raphaëlþ Forienþ 10þ



ENSþ Cachan,þ Masterþ MVAþ Rappelsþ deþ probabilitésþ

Définitionþþ 3.2.1þþ.þþ Soitþ (Fn)n uneþ filtration.þ Uneþ variableþ aléatoireþ T àþ valeursþ
dansþ N ∪ {∞} estþ unþ tempsþ d’arrêtþ siþ pourþ toutþ n ∈ N,þ {T = n} ∈ Fn.þ

Siþ onþ imagineþ queþ T estþ l’instantþ auquelþ notreþ joueurþ s’arrêteþ deþ jouer,þ laþ
définitionþ ci-dessusþ ditþ queþ laþ décisionþ deþ s’arrêterþ doitþ pouvoirþ êtreþ priseþ àþ
partirþ deþ l’informationþ disponibleþ àþ ceþ moment.þ Parþ exemple,þ leþ jourþ deþ l’annéeþ
ouþ uneþ actionþ donnéeþ estþ àþ sonþ maximumþ n’estþ aþ prioriþ pasþ unþ tempsþ d’arrêt,þ
carþ ilþ n’estþ pasþ possibleþ deþ savoirþ leþ jourþ mêmeþ siþ l’actionþ neþ redépasseraþ pasþ
sonþ coursþ actuelþ d’iciþ laþ finþ deþ l’année.þ Enþ particulier,þ touteþ variableþ aléatoireþ
déterministeþ àþ valeursþ dansþ N estþ unþ tempsþ d’arrêt.þ

Exemple.þþ Unþ exempleþ importantþ deþ tempsþ d’arrêtþ estþ leþ tempsþ d’atteinteþ
d’unþ ensemble.þ Siþ (Xn)n estþ unþ processusþ adaptéþ àþ valeursþ dansþ unþ espaceþ
mesurableþ (E, E),þ

TA := inf {n ∈ N : Xn ∈ A}

estþ unþ tempsþ d’arrêtþ (avecþ laþ conventionþ inf ∅ = +∞).þ Enþ revanche,þ leþ tempsþ
deþ sortieþ deþ A,þ

LA := sup {n ∈ N : Xn ∈ A}

n’estþ enþ généralþ pasþ unþ tempsþ d’arrêt.þ

Onþ rappelleþ laþ notationþ a ∧ b = min(a, b).þ

Théorèmeþþ 23þþ (Théorèmeþþ d’arrêt).þþ Soitþ (Xn)n uneþ martingaleþ (resp.þ uneþ
surmartingale)þ etþ soitþ T unþ tempsþ d’arrêt.þ Alorsþ (Xn∧T )n estþ aussiþ uneþ mar-
tingaleþ (resp.þ uneþ surmartingale).þ Enþ particulier,þ siþ leþ tempsþ d’arrêtþ T estþ
borné,þ onþ aþ XT ∈ L1 etþ

E [XT ] = E [X0] , (resp.þ E [XT ] ≤ E [X0] )þ.

Exemple.þþ Soitþ (ξn)n∈N uneþ suiteþ deþ variablesþ aléatoiresþ indépendantesþ etþ
identiquementþ distribuéesþ tellesþ queþ P (ξ1 = 1) = P (ξ1 = −1) = 1/2.þ Onþ poseþ
X0 = x0 etþ Xn = x0 + ξ1 + . . . + ξn.þ Leþ processusþ (Xn)n∈N estþ alorsþ uneþ
martingaleþ parþ rapportþ àþ saþ filtrationþ canonique.þ Pourþ N ≥ 1 fixé,þ soitþ T laþ
variableþ aléatoireþ définieþ parþ

T := inf {n ≥ 1 : Xn = 0 ouþ Xn = N} .

C’estþ unþ tempsþ d’arrêt.þ Onþ souhaiteþ utiliserþ leþ théorèmeþ ci-dessusþ pourþ déter-
minerþ laþ probabilitéþ queþ Xn atteigneþ leþ niveauþ N avantþ deþ passerþ parþ 0.þ Onþ
supposeþ auþ passageþ queþ 0 ≤ x0 ≤ N .þ D’aprèsþ leþ Théorèmeþ 26þ,þ pourþ toutþ n ≥ 1,þ

E [Xn∧T ] = E [X0] = x0.

Leþ tempsþ d’arrêtþ T n’estþ pasþ borné,þ maisþ T < ∞ p.s.þ donc,þ pourþ n → ∞,þ
Xn∧T → XT presqueþ sûrement.þ Deþ plus,þ |Xn∧T | ≤ N pourþ toutþ n ≥ 1.þ Parþ
convergenceþ dominée,þ onþ peutþ doncþ conclureþ queþ

E [XT ] = x0.

D’autreþ part,þ

E [XT ] = N × P (XT = N) + 0× P (XT = 0) .

Onþ enþ déduitþ doncþ queþ P (XT = N) = x0

N .þ

3.3þ Convergenceþ presqueþ sûreþ desþ
martingalesþ

Enþ plusþ duþ Théorèmeþ d’arrêt,þ onþ disposeþ deþ résultatsþ trèsþ puissantsþ surþ laþ
convergenceþ desþ martingales.þ Ceþ résultatþ peutþ êtreþ vuþ commeþ unþ analogueþ
stochastiqueþ deþ laþ convergenceþ desþ suitesþ monotonesþ bornées.þ

Théorèmeþþ 24þþ.þþ Soitþ (Xn)n∈N uneþ martingaleþ telleþ queþ

sup
n∈N

E [|Xn|] < ∞,

alorsþ ilþ existeþ uneþ variableþ aléatoireþ X∞ telleþ queþ E [|X∞|] < ∞ etþ Xn convergeþ
p.s.þ versþ X∞ quandþ n → ∞.þ

Deþ manièreþ équivalente,þ siþ (Xn)n estþ uneþ sous-martingaleþ etþ queþ
supn∈N E [(Xn)

+] < ∞,þ alorsþ laþ conclusionþ duþ théorèmeþ resteþ vraieþ (etþ in-
versementþ siþ (Xn)n estþ uneþ surmartingaleþ enþ remplacantþ laþ partieþ positiveþ parþ
uneþ partieþ négative).þ Enþ particulier,þ touteþ surmartingaleþ positiveþ convergeþ p.s.þ
versþ uneþ variableþ aléatoireþ dansþ L1.þ

Exemple.þþ Onþ reprendþ laþ martingaleþ (Xn)n∈N deþ l’exempleþ précédent,þ avecþ
x0 = 1.þ Onþ poseþ cetteþ foisþ

T = inf {n ≥ 1 : Xn = 0} .

D’aprèsþ leþ Théorèmeþ 26þ,þ Yn = Xn∧T estþ uneþ martingale,þ quiþ deþ plusþ estþ
positive.þ Elleþ convergeþ doncþ p.s.þ versþ uneþ variableþ aléatoireþ X∞ ∈ L1.þ Celaþ
n’estþ possibleþ queþ surþ {T < ∞} carþ |Xn −Xn+1| = 1 (onþ aþ doncþ montréþ auþ
passageþ queþ T < ∞ p.s.).þ Onþ aþ doncþ X∞ = 0 p.s.þ Onþ remarqueþ qu’ilþ neþ peutþ
yþ avoirþ convergenceþ dansþ L1 puisqueþ E [Xn] = 1 > E [X∞] = 0.þ
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3.4þ Convergenceþ Lp desþ martingalesþ

Commeþ leþ montreþ leþ dernierþ exemple,þ leþ faitþ pourþ uneþ martingaleþ d’êtreþ
bornéeþ dansþ L1 n’assureþ pasþ queþ cetteþ dernièreþ convergeþ dansþ L1.þ Nousþ allonsþ
voirþ queþ leþ faitþ d’êtreþ bornéeþ dansþ Lp pourþ p > 1 permetþ enþ revancheþ deþ
conclureþ qu’uneþ martingaleþ convergeþ dansþ Lp.þ Auþ passageþ nousþ présentonsþ uneþ
sériesþ d’inégalitésþ trèsþ utilesþ dansþ l’étudeþ desþ martingales.þ

Théorèmeþþ 25þþ (Inégalitéþþ maximaleþþ deþþ Doob).þþ Soitþ (Xn)n uneþ martingaleþ (ouþ
uneþ sous-martingale).þ Pourþ toutþ a > 0 etþ pourþ toutþ n ∈ N,þ

P
(

sup
0≤k≤n

Xk > a

)
≤ 1

a
E
[
(Xn)

+
]
.

Siþ (Xn)n estþ unþ processusþ aléatoire,þ onþ noteþ

X∗
n = sup

0≤k≤n
|Xk| , X∗

∞ = sup
n∈N

|Xn| .

Laþ propositionþ suivanteþ estþ alorsþ uneþ conséquenceþ deþ l’inégalitéþ maximaleþ deþ
Doob.þ

Propositionþþ 3.4.1þþ.þþ Soitþ p > 1 etþ soitþ (Xn)n uneþ martingale.þ Alors,þ pourþ toutþ
n ∈ N,þ

E [(X∗
n)

p] ≤
(

p

1− p

)p

E [|Xn|p] .

Enfin,þ leþ résultatþ suivantþ donneþ laþ convergenceþ dansþ Lp desþ martingales.þ

Théorèmeþþ 26þþ.þþ Soitþ (Xn)n uneþ martingale.þ Supposonsþ qu’ilþ existeþ p > 1 telþ
queþ

sup
n∈N

E [|Xn|p] < ∞.

Alorsþ Xn convergeþ p.s.þ etþ dansþ Lp versþ uneþ variableþ aléatoireþ X∞ ∈ Lp telleþ
queþ

E [|X∞|p] = sup
n∈N

E [|Xn|p]

etþ

E [(X∗
∞)p] ≤

(
p

1− p

)p

E [|X∞|p] .

3.5þ Convergenceþ L1 desþ martingalesþ

Commeþ onþ l’aþ vu,þ êtreþ bornéeþ dansþ L1 n’assureþ pasþ laþ convergenceþ dansþ L1

d’uneþ martingale.þ Ilþ existeþ cependantþ uneþ conditionþ nécessaireþ etþ suffisanteþ
pourþ laþ convergenceþ L1 desþ martingales,þ l’uniformeþ intégrabilité.þ

Définitionþþ 3.5.1þþ.þþ Uneþ familleþ (Xi)i∈I deþ variablesþ aléatoiresþ dansþ L1 estþ diteþ
uniformémentþ intégrableþ siþ

lim
a→∞

sup
i∈I

E
[
|Xi|1|Xi|>a

]
= 0.

Exemple.þþþ —þþ Soitþ Z uneþ variableþ aléatoireþ dansþ L1.þ Alorsþ siþ |Xi| ≤ Z
pourþ toutþ i ∈ I,þ (Xi)i∈I estþ uniformémentþ intégrable.þ

—þþ Soitþ Φ : R+ → R+ uneþ fonctionþ telleþ queþ x−1Φ(x) −→
x→∞

0.þ Alors,þ pourþ
toutþ C > 0,þ {

X ∈ L1 : E [Φ(|X|)] ≤ C
}

estþ uniformémentþ intégrable.þ Enþ effet,þ ilþ suffitþ d’écrireþ

E
[
|X|1|X|>a

]
≤
(
sup
x>a

x

Φ(x)

)
E [Φ(|X|)] .

—þþ Toutþ sousþ ensembleþ bornéþ dansþ Lp estþ uniformémentþ intégrable.þ

Leþ nomþ "uniformémentþ intégrableþ "þ estþ justifiéþ parþ laþ propositionþ suivante.þ

Propositionþþ 3.5.2þþ.þþ Soitþ (Xi)i∈I uneþ familleþ deþ variableþ aléatoireþ bornéeþ dansþ
L1.þ Lesþ propositionsþ suivantesþ sontþ équivalentes.þ

i)þ Laþ familleþ (Xi)i∈I estþ uniformémentþ intégrable.þ
ii)þ Pourþ toutþ ε > 0,þ ilþ existeþ δ > 0 telþ que,þ pourþ toutþ A ∈ A telþ queþ P (A) < δ,þ

onþ aþ
∀i ∈ I, E [|Xi|1A] ≤ ε.

Onþ remarqueþ queþ leþ premierþ exempleþ ci-dessusþ correspondþ àþ l’hypothèseþ
principaleþ duþ théorèmeþ deþ convergenceþ dominée.þ Enþ fait,þ l’uniformeþ intégrabilitéþ
estþ uneþ conditionþ nécessaireþ etþ suffisanteþ pourþ pouvoirþ appliquerþ ceþ résultatþ
(voirþ leþ Théorèmeþ 12.5.3þ dansþ [10]).þ Leþ théorèmeþ suivantþ appliqueþ ceþ résultatþ
auxþ martingales.þ

Théorèmeþþ 27þþ.þþ Soitþ (Xn)n∈N uneþ martingaleþ parþ rapportþ àþ uneþ filtrationþ
(Fn)n∈N.þ Lesþ troisþ propositionsþ suivantesþ sontþ équivalentes.þ

i)þ Xn convergeþ p.s.þ etþ dansþ L1 versþ uneþ variableþ aléatoireþ X∞.þ
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ii)þ Laþ suiteþ (Xn)n estþ uniformémentþ intégrable.þ
iii)þ Ilþ existeþ uneþ variableþ aléatoireþ Z ∈ L1 telleþ queþ Xn = E [Z | Fn] pourþ toutþ

n ∈ N.þ Onþ ditþ dansþ ceþ casþ queþ (Xn)n∈N estþ uneþ martingaleþ fermée.þ
Dansþ ceþ cas,þ X∞ = E [Z | F∞],þ oùþ F∞ = σ (∪n∈NFn).þ
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Chapitreþ 4þ

Chaînesþ deþ Markovþ

4.1þ Définitionsþ

Dansþ touteþ laþ suite,þ E estþ unþ espaceþ finiþ ouþ dénombrableþ muniþ deþ laþ tribuþ
P(E).þ

Définitionþþ 4.1.1þþ.þþ Q = {Q(x, y), x, y ∈ E} estþ uneþ matriceþ deþ transitionþ surþ
E (égalementþ matriceþ stochastiqueþ ouþ markovienne)þ siþ

i)þ pourþ toutþ x, y ∈ E,þ 0 ≤ Q(x, y) ≤ 1,þ
ii)þ pourþ toutþ x ∈ E,þ

∑
y∈E Q(x, y) = 1.þ

Onþ remarqueþ queþ Q définitþ uneþ familleþ deþ loisþ surþ E,þ indexéesþ parþ E,þ viaþ laþ
formuleþ

Q(x,A) =
∑
y∈A

Q(x, y), A ∈ P(E).

Uneþ chaîneþ deþ Markovþ estþ alorsþ unþ processusþ dontþ l’étatþ auþ tempsþ n+ 1 estþ
tiréþ suivantþ laþ loiþ Q(x, ·),þ oùþ x estþ l’étatþ duþ processusþ auþ tempsþ n.þ

Définitionþþ 4.1.2þþ (Chaîneþþ deþþ Markov).þþ Soitþ Q uneþ matriceþ deþ transitionþ surþ
E etþ soitþ (Xn)n uneþ suiteþ deþ v.a.þ àþ valeursþ dansþ E.þ (Xn)n estþ uneþ chaîneþ deþ
Markovþ deþ matriceþ deþ transitionþ Q si,þ pourþ toutþ n ∈ N,þ

P (Xn+1 = y | X0 = x0, . . . , Xn = xn) = Q(xn, y),

pourþ toutþ x0, . . . , xn, y ∈ E telsþ queþ P (X0 = x0, . . . , Xn = xn) > 0.þ

Laþ propriétéþ essentielleþ iciþ estþ queþ leþ futurþ duþ processusþ neþ dépendþ duþ passéþ
qu’àþ traversþ l’étatþ présent.þ

Commeþ exemple,þ uneþ suiteþ deþ v.a.þ i.i.d.þ estþ uneþ chaîneþ deþ Markov,þ dansþ ceþ
casþ Q(x, y) neþ dépendþ pasþ deþ x.þ Lesþ processusþ deþ branchementþ sontþ unþ autreþ
exempleþ deþ chaîneþ deþ Markov.þ

Exemple.þþ Soitþ (ξn)n uneþ suiteþ deþ v.a.þ i.i.d.þ uniformesþ surþ {−1, 1}.þ Onþ poseþ
S0 = 0,þ Sn = ξ1+ . . .+ ξn,þ etþ Xn = max {Sm : 0 ≤ m ≤ n}.þ Alorsþ (Xn)n n’estþ
pasþ uneþ chaîneþ deþ Markov.þ

EXERCICEþ 28þ -þ Soitþ (ξi)i∈N uneþ suiteþ deþ v.a.þ iidþ àþ valeursþ dansþ unþ espaceþ F
etþ f : E × F → E uneþ applicationþ mesurable.þ Onþ supposeþ queþ laþ suiteþ (Xn)n vérifieþ

Xn+1 = f(Xn, ξn+1).

Montrerþ queþ c’estþ uneþ chaîneþ deþ Markov.þ

Unþ exerciceþ duþ TDþ montreraþ queþ touteþ chaîneþ deþ Markovþ peutþ seþ construireþ
deþ cetteþ façon.þ Unþ autreþ exempleþ importantþ deþ chaîneþ deþ Markovþ estþ laþ marcheþ
aléatoireþ surþ unþ graphe.þ Enþ fait,þ n’importeþ quelleþ chaîneþ deþ Markovþ peutþ seþ
définirþ viaþ unþ grapheþ orienté,þ dontþ lesþ sommetsþ sontþ lesþ élémentsþ deþ E etþ oùþ
l’arrêteþ x → y estþ présenteþ siþ Q(x, y) > 0 (ilþ estþ égalementþ d’usageþ d’indiquerþ
laþ valeurþ deþ Q(x, y) àþ côtéþ deþ l’arrête).þ

Notationþ Siþ Q estþ uneþ matriceþ deþ transition,þ onþ pose,þ commeþ pourþ unþ
produitþ matriciel,þ

Q2(x, y) =
∑
z∈E

Q(x, z)Q(z, y),

quiþ estþ encoreþ uneþ matriceþ deþ transition,þ etþ onþ définitþ Qn parþ récurrence.þ

Propositionþþ 4.1.3þþ.þþ (Xn)n estþ uneþ chaîneþ deþ Markovþ deþ matriceþ deþ transitionþ
Q siþ etþ seulementþ si,þ pourþ toutþ x0, . . . , xn ∈ E,þ

P (X0 = x0, . . . , Xn = xn) = P (X0 = x0)Q(x0, x1) . . . Q(xn−1, xn).

Démonstration.þ Immédiateþ parþ récurrenceþ àþ partirþ deþ laþ définition.þ
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Laþ propositionþ permetþ d’obtenirþ lesþ résultatsþ suivants.þ

Propositionþþ 4.1.4þþ.þþ Soitþ (Xn)n uneþ chaîneþ deþ Markovþ deþ matriceþ deþ transitionþ
Q.þ

i)þ Siþ P (X0 = x0) > 0,þ P (Xn = xn | X0 = x0) = Qn(x0, xn).þ

ii)þ Siþ f : E → R estþ mesurableþ etþ intégrable,þ

E [f(Xn+1) | X0, . . . , Xn] = Qf(Xn) =
∑
y∈E

Q(Xn, y)f(y).

iii)þ Pourþ p ≥ 1,þ
E [f(Xn+p) | Xn] = Qpf(Xn).

Démonstration.þ Exerciceþ !þ

Dansþ laþ suite,þ onþ noteraþ souventþ Px (·) = P ( · | X0 = x),þ etþ Pµ laþ loiþ deþ
(Xn)n lorsqueþ X0 ∼ µ.þ Ainsi,þ

Eµ [f(Xn)] = µQnf =
∑
x∈E

µ(x)Qnf(x).

4.2þ Propriétéþ deþ Markovþ

Propriétéþ deþ Markovþ simpleþ

Définitionþþ 4.2.1þþ.þþ Siþ X = (X1, X2, . . .) ∈ EN,þ onþ définitþ unþ opérateurþ deþ
translationþ θn : EN → EN parþ

θnX = (Xn+1, Xn+2, . . .) = (Xn+k)k≥1 .

Théorèmeþþ 29þþ (Propriétéþþ deþþ Markovþþ simple).þþ Soitþ f : EN → R+ uneþ fonctionþ
mesurableþ positive,þ alorsþ

E [f(θnX) | X0, . . . , Xn] = EXn
[f(X)] .

Autrementþ dit,þ laþ loiþ deþ laþ chaîneþ deþ Markovþ àþ partirþ deþ l’instantþ n + 1
sachantþ leþ passéþ estþ laþ loiþ deþ laþ chaîneþ deþ valeurþ initialeþ Xn.þ

Propriétéþ deþ Markovþ forteþ Ceþ résultatþ s’étendþ égalementþ auþ casþ oùþ l’ins-
tantþ n estþ aléatoire,þ sousþ certainesþ hypothèses.þ Notonsþ Fn = σ(X0, . . . , Xn) =
σ({{X0 = x0, . . . , Xn = xn} , x0, . . . , xn ∈ E}) laþ filtrationþ canoniqueþ associéeþ
àþ (Xn)n.þ

Définitionþþ 4.2.2þþ.þþ Soitþ T unþ tempsþ d’arrêt,þ onþ définitþ laþ tribuþ FT parþ

FT = {A ∈ σ (∪nFn) : A ∩ {T = n} ∈ Fn} .

Laþ tribuþ FT contientþ l’informationþ disponibleþ surþ leþ processusþ (Xn)n auþ
tempsþ T .þ Onþ aþ alorsþ laþ généralisationþ suivanteþ deþ laþ propriétéþ deþ Markovþ
simple.þ

Théorèmeþþ 30þþ (Propriétéþþ deþþ Markovþþ forte).þþ Soitþ X = (Xn)n uneþ chaîneþ deþ
Markovþ deþ matriceþ deþ transitionþ Q etþ soitþ T unþ tempsþ d’arrêtþ pourþ (Fn)n.þ
Soientþ f etþ g deuxþ fonctionsþ mesurablesþ positivesþ surþ EN.þ Supposonsþ queþ laþ
variableþ aléatoireþ f ◦X estþ mesurableþ parþ rapportþ àþ laþ tribuþ FT .þ Alors,þ

E [1T<∞f(X)g(θTX)] = E [1T<∞f(X)EXT
[g(X)]] ,

oùþ laþ v.a.þ EXT
[g(X)],þ définieþ surþ l’événementþ {T < ∞},þ estþ laþ composéeþ desþ

applicationsþ ω 7→ XT (ω)(ω) etþ x 7→ Ex [g(X)].þ

Remarque.þþ Enþ comparantþ cetþ énoncéþ àþ laþ Propositionþ 2.2.1þ,þ onþ peutþ réécrireþ
leþ Théorèmeþ ci-dessusþ deþ laþ manièreþ suivante,þ

E [1T<∞g(θTX) | FT ] = 1T<∞EXT
[g(X)] .

4.3þ Irréductibilité,þ mesureþ invarianteþ

Définitionþþ 4.3.1þþ.þþ Soitþ Q uneþ matriceþ deþ transitionþ surþ E.þ Uneþ mesureþ
µ = (µ(x))x∈E surþ E estþ diteþ invarianteþ siþ

∀y ∈ E,
∑
x∈E

µ(x)Q(x, y) = µ(y).

Ceþ quiþ s’écritþ égalementþ µQ = µ.þ

Exemple.þþ Siþ (Xn)n estþ uneþ marcheþ aléatoireþ symétriqueþ surþ Zd,þ alorsþ laþ
mesureþ deþ comptageþ µ(x) = 1 estþ invariante.þ

Remarque.þþ Siþ µ estþ uneþ probabilitéþ invarianteþ (i.e.þ
∑

x µ(x) = 1)þ etþ siþ
X0 ∼ µ,þ alorsþ Xn ∼ µ pourþ toutþ n ∈ N.þ
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Onþ ditþ qu’uneþ mesureþ µ surþ E estþ réversibleþ si,þ pourþ tousþ x, y ∈ E,þ

µ(x)Q(x, y) = µ(y)Q(y, x).

Onþ vérifieþ aisémentþ queþ touteþ mesureþ réversibleþ estþ invariante.þ
Laþ premièreþ questionþ qu’ilþ estþ naturelþ deþ seþ poserþ estþ celleþ deþ l’existenceþ deþ

mesuresþ invariantes.þ

Définitionþþ 4.3.2þþ.þþ Soitþ x ∈ E.þ Onþ noteþ Tx leþ premierþ instantþ deþ retourþ enþ x
deþ laþ chaîneþ deþ Markovþ :þ

Tx = inf {n ≥ 1 : Xn = x} .

L’étatþ x estþ ditþ récurrentþ siþ Px (Tx < ∞) = 1,þ ilþ estþ ditþ transitoireþ (ouþ
transient)þ siþ Px (Tx < ∞) < 1.þ

Onþ montreþ (cf.þ TD)þ queþ siþ x estþ récurrent,þ alors,þ Px-presqueþ sûrement,þ Xn

passeþ uneþ infinitéþ deþ foisþ parþ l’étatþ x,þ etþ que,þ siþ x estþ transitoire,þ laþ chaîneþ neþ
passeþ qu’unþ nombreþ finiþ deþ foisþ enþ x.þ

L’existenceþ d’unþ étatþ récurrentþ permetþ deþ construireþ uneþ mesureþ invarianteþ
enþ sommantþ surþ toutesþ lesþ excursionsþ possiblesþ entreþ deuxþ passagesþ enþ x.þ

Théorèmeþþ 31þþ.þþ Soitþ x ∈ E unþ étatþ récurrent,þ alorsþ

µx(y) = Ex

[
Tx−1∑
n=0

1Xn=y

]
définitþ uneþ mesureþ invariante.þ

Laþ deuxièmeþ questionþ naturelleþ estþ celleþ deþ l’unicitéþ deþ laþ mesureþ inva-
riante.þ Leþ premierþ casþ àþ évacuerþ estþ celuiþ oùþ plusieursþ étatsþ récurrentsþ neþ
"communiquent"þ pas.þ

Définitionþþ 4.3.3þþ.þþ Uneþ matriceþ deþ transitionþ Q estþ diteþ irréductibleþ si,þ pourþ
tousþ x, y ∈ E,þ ilþ existeþ n ≥ 1 telþ queþ Qn(x, y) > 0.þ

Exemple.þþ Uneþ marcheþ aléatoireþ simpleþ surþ unþ grapheþ connexeþ estþ irréductible.þ

Propositionþþ 4.3.4þþ.þþ Soitþ (Xn)n uneþ chaîneþ deþ Markovþ irréductible,þ alorsþ soitþ
tousþ lesþ étatsþ sontþ récurrents,þ soitþ ilsþ sontþ tousþ transitoires.þ Siþ E estþ fini,þ seulþ
leþ premierþ casþ peutþ seþ produire.þ

L’idéeþ deþ laþ preuveþ consisteþ àþ direþ queþ siþ Xn visiteþ l’étatþ x uneþ infinitéþ
deþ fois,þ etþ queþ P (Xn+p = y | Xn = x) > 0,þ alors,þ enþ utilisantþ laþ propriétéþ deþ
Markovþ forte,þ onþ montreþ queþ Xn visiteþ l’étatþ y uneþ infinitéþ deþ fois.þ

Leþ résultatþ suivantþ montreþ queþ l’unicitéþ estþ automatiqueþ dansþ leþ casþ irréduc-
tibleþ récurrent.þ

Théorèmeþþ 32þþ.þþ Soitþ (Xn)n uneþ chaîneþ deþ Markovþ irréductibleþ récurrente,þ
alorsþ laþ mesureþ invarianteþ estþ uniqueþ àþ uneþ constanteþ multiplicativeþ près.þ

Uneþ preuveþ dansþ unþ casþ particulierþ estþ donnéeþ dansþ leþ TD.þ
Laþ dernièreþ questionþ àþ laquelleþ onþ souhaiteþ répondreþ estþ celleþ deþ l’existenceþ

d’uneþ probabilitéþ invariante,þ i.e.þ d’uneþ mesureþ invarianteþ deþ masseþ totaleþ finieþ
(siþ c’estþ leþ casþ onþ peutþ toujoursþ renormaliserþ pourþ obtenirþ uneþ probabilité).þ

Propositionþþ 4.3.5þþ.þþ Soitþ (Xn)n uneþ chaîneþ deþ Markovþ irréductibleþ récurrente.þ
i)þ Soitþ ilþ existeþ uneþ probabilitéþ invarianteþ π,þ etþ alors,þ pourþ toutþ x ∈ E,þ

Ex [Tx] =
1

π(x)
.

Ceþ casþ estþ appeléþ casþ récurrentþ positif,þ c’estþ toujoursþ leþ casþ quiþ seþ produitþ
siþ E estþ fini.þ

ii)þ Soitþ touteþ mesureþ invarianteþ aþ uneþ masseþ totaleþ infinie,þ et,þ pourþ toutþ
x ∈ E,þ

Ex [Tx] = ∞.

Ceþ casþ estþ appeléþ casþ récurrentþ nul.þ

Siþ E estþ fini,þ seulþ leþ premierþ casþ peutþ seþ produire.þ Commeþ corollaireþ deþ ceþ
résultat,þ onþ montreþ que,þ pourþ uneþ chaîneþ deþ Markovþ irréductible,þ l’existenceþ
d’uneþ probabilitéþ invarianteþ suffitþ àþ assurerþ queþ tousþ lesþ étatsþ sontþ récurrents.þ

Propositionþþ 4.3.6þþ.þþ Soitþ (Xn)n uneþ chaîneþ deþ Markovþ irréductible.þ Lesþ troisþ
propositionsþ suivantesþ sontþ équivalentes.þ

i)þ Ilþ existeþ x ∈ E telþ queþ Ex [Tx] < ∞.þ
ii)þ Ilþ existeþ uneþ probabilitéþ invarianteþ π.þ
iii)þ laþ chaîneþ (Xn)n estþ récurrenteþ positive.þ

4.4þ Comportementþ asymptotiqueþ

Onþ conclutþ avecþ unþ résultatþ d’ergodicitéþ dansþ leþ casþ récurrentþ positif.þ

Théorèmeþþ 33þþ.þþ Soitþ (Xn)n uneþ chaîneþ deþ Markovþ irréductibleþ récurrenteþ
positive,þ deþ probabilitéþ invarianteþ π.þ Alors,þ

1

n

n∑
k=0

f(Xk) −→
n→∞

〈π, f〉 , Px − p.s.

oùþ 〈π, f〉 = πf =
∑

x∈E π(x)f(x).þ
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Ainsi,þ dansþ ceþ cas,þ laþ chaîneþ deþ Markovþ "oublie"þ sonþ étatþ initialþ etþ "converge"þ
versþ saþ loiþ stationnaire.þ

Propositionþþ 4.4.1þþ.þþ Soitþ (Xn)n uneþ chaîneþ deþ Markovþ irréductibleþ récurrente,þ
alors,þ pourþ toutþ x ∈ E,þ

i)þ dansþ leþ casþ récurrentþ positif,þ

1

n

n∑
k=0

1Xn=x
p.s.−→

n→∞
π(x) > 0,

ii)þ dansþ leþ casþ récurrentþ nul,þ

1

n

n∑
k=0

1Xn=x
p.s.−→

n→∞
0.

Ceþ résultatþ estþ àþ l’origineþ deþ laþ terminologieþ "récurrentþ positif/nul".þ
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Annexeþ Aþ

Inégalitésþ usuellesþ

Bienaymé-Chebyshevþ Pourþ toutþ p ≥ 1 etþ toutþ a > 0,þ

P (|X| ≥ a) ≤ E [|X|p]
ap

. (A.1þ)þ

Cauchy-Schwarzþ Pourþ X,Y ∈ L2,þ

|E [XY ]| ≤ E
[
X2
]1/2 E [Y 2

]1/2
.

Jensenþ Soitþ φ : R → R mesurableþ convexeþ,þ alorsþ

E [φ(X)] ≥ φ(E [X]),

siþ leþ membreþ deþ gaucheþ estþ bienþ défini.þ

Hölderþ Siþ 1p + 1
q = 1,þ p, q ∈ [1,∞],þ pourþ X ∈ Lp,þ Y ∈ Lq,þ

E [|XY |] ≤ E [|X|p]1/p E [|Y |q]1/q .

Minkowskiþ Siþ p ∈ [1,∞],þ pourþ X,Y ∈ Lp,þ

E [|X + Y |p]1/p ≤ E [|X|p]1/p + E [|Y |p]1/p .
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