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EXERCICE 1 - Soit (X;),.y une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement
distribuées telles que P(X; =1) =P (X; = —1) = 1/2. Pour n > 0, on note F,, = o(X1, Xa,...,X,) et

on pose .
Sn=)_ X
i=1
1. Montrer que (S,),, est une martingale pour la filtration (F,),,.
2. Montrer que (S’TQL — n)n est une martingale pour la filtration (F,),,.
3. Montrer que (S3 — 3nSn)n est une martingale pour la filtration (F,),,.
4. Montrer que si P est un polynéme de deux variables tel que, pour tout s,n € Z,

P(s+1,n+1)+P(s—1,n+1)=2P(s,n),
alors (P(Sy,,n)),, est une martingale par rapport a la filtration (F,),,.

5. Soit A € R. Trouver £ € R tel que (exp(AS,, — &n)),, soit une martingale pour (F,)

n*

EXERCICE 2 - Soit (X,),~; une suite de variable aléatoire indépendantes et identiquement
distribuées telles que -
PXi=1)=petP(X;=-1)=1-p
avec p €]0,1/2[U]1/2,1[. On pose F,, = 0(X1,...,X,,). Soient K et N deux entiers tels que 0 < K < N.
On pose So = K et S,, = K+ X; +...+ X, pour n > 1. On définit également 7' = inf{n >0: S, =
0 ou S, = N}. Pour n > 0, soit
s
1 _ n
M, = (p) .
b

1. Montrer que (M,), est une martingale par rapport a la filtration (F,)

n*

2. En considérant la martingale arrétée (M, ar),,, calculer P (S7 =0) et P(Sr = N).

EXERCICE 3 - Soit X € L! une variable aléatoire & densité (notée f) sur R. On pose Y,, = U(l)gfj

et X,, = E[X | Y,,]. Calculer X,, et montrer que X,, — X p.s. et dans L'.
n— o0

EXERCICE 4 - Soit (fn)n22 une suite de variable aléatoire indépendantes telles que

1 2 1
P(fnnz)rﬂet]?(fn;l_l)l

n?’
On pose M, =&+ ...+ &, et F, =0(&,...,&,) pour n > 2.
1. Montrer que (M,),, est une martingale pour la filtration (F),,.

2. En utilisant le lemme de Borel-Cantelli, montrer que M, 3% oo.
n—oo



EXERCICE 5 - (Processus de branchement). Soient {£,4,n > 1} des variable aléatoire indé-
pendantes et identiquement distribuées a valeurs dans N. On définit une suite (Z,),~, par Zy = 1
et B

P T+ sz, >0,
") o si Z, = 0.

On appelle (Z,,),, un processus de Galton-Watson. Z,, s’interpréte comme la taille d’une population a la
génération n lorsque chaque individu donne naissance a un nombre aléatoire d’individus indépendamment
de tous les autres individus (pas seulement de ceux de sa génération). La loi de &', donnée par (py),, ot
pr =P (§ = k), est appelée la loi de reproduction du processus. On note p = >, kpr = E[£]']. Soit
Fn=0(&"i>1<m<mn).

Zn

wr

1. Montrer que est une martingale par rapport a la filtration (F,),,.
2. Montrer que lorsque p < 1, Z,, = 0 pour tout n plus grand qu’un certain rang (aléatoire).
3. Montrer que c’est toujours le cas si on suppose = 1et p; < 1.

La population s’éteint donc presque stirement dés que g < 1. On suppose pour la suite que p > 1. Pour
s €[0,1], on pose ¢(s) =3, <o Pks® (¢ est la fonction génératrice de la loi de reproduction).

4. Montrer que ¢ est convexe, croissante, et que ¢'(17) = pu.

5. En déduire qu’il existe un unique p € [0, 1] tel que ¢(p) = p.
Pour n > 0, on pose 6, =P (Z, =0).

6. Montrer que 6,, T p quand n — co. (indication : calculer ¢(6,).)

7. En conclure que P (Z,, = 0 a partir d’un certain rang) = p.

EXERCICE 6 - (Une preuve de la loi du 0-1 de Kolmogorov par la théorie des martingale).
Soit (Xy), une suite de variable aléatoire indépendantes. On définit F,, = o(Xy,...,X,,) et Q, =
(X1, Xnto2,...) ainsi que Foo = 0 (Up>1Fr) €t Qoo = Np>19.
Soit A € Q.. Montrer, en utilisant la martingale (M,,), définie par M, =E[14 | F,], que P(4) =0
ouP(4) =1

EXERCICE 7 - Soit (X,,),,~; une suite de variable aléatoire indépendantes positives et de moyenne
1. Pour n > 0, on pose B

M, = ﬁXk, M():]_
k=1

et Fn = o(X1,...,Xn)

1. Montrer que (M,,),, est une martingale pour la filtration (F,), et qu’elle converge p.s. vers une
variable aléatoire que ’on note M.

On pose pour n > 1, a, = E [VX,] €]0,1] et

n /7Xn
Nn = 5 Ny = 1.

2. Montrer que (N,,),, est une martingale pour la filtration (F),,.
3. Montrer que si [ a, > 0, alors N,, converge dans L?.

4. En déduire que M,, converge vers M., dans L' si et seulement si ITan > 0.



