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EXERCICEþ 1þ -þ Soitþ (Xi)i∈N uneþ suiteþ deþ variablesþ aléatoiresþ indépendantesþ etþ identiquementþ
distribuéesþ tellesþ queþ P (X1 = 1) = P (X1 = −1) = 1/2.þ Pourþ n ≥ 0,þ onþ noteþ Fn = σ(X1, X2, . . . , Xn) etþ
onþ poseþ

Sn =

n∑
i=1

Xi.

1.þ Montrerþ queþ (Sn)n estþ uneþ martingaleþ pourþ laþ filtrationþ (Fn)n.þ
2.þ Montrerþ queþ

(
S2
n − n

)
n

estþ uneþ martingaleþ pourþ laþ filtrationþ (Fn)n.þ

3.þ Montrerþ queþ
(
S3
n − 3nSn

)
n

estþ uneþ martingaleþ pourþ laþ filtrationþ (Fn)n.þ
4.þ Montrerþ queþ siþ P estþ unþ polynômeþ deþ deuxþ variablesþ telþ que,þ pourþ toutþ s, n ∈ Z,þ

P (s+ 1, n+ 1) + P (s− 1, n+ 1) = 2P (s, n),

alorsþ (P (Sn, n))n estþ uneþ martingaleþ parþ rapportþ àþ laþ filtrationþ (Fn)n.þ
5.þ Soitþ λ ∈ R.þ Trouverþ ξ ∈ R telþ queþ (exp(λSn − ξn))n soitþ uneþ martingaleþ pourþ (Fn)n.þ

EXERCICEþ 2þ -þ Soitþ (Xn)n≥1 uneþ suiteþ deþ variableþ aléatoireþ indépendantesþ etþ identiquementþ
distribuéesþ tellesþ queþ

P (X1 = 1) = p etþ P (X1 = −1) = 1− p

avecþ p ∈]0, 1/2[∪]1/2, 1[.þ Onþ poseþ Fn = σ(X1, . . . , Xn).þ Soientþ K etþ N deuxþ entiersþ telsþ queþ 0 ≤ K ≤ N .þ
Onþ poseþ S0 = K etþ Sn = K +X1 + . . . +Xn pourþ n ≥ 1.þ Onþ définitþ égalementþ T = inf{n ≥ 0 : Sn =
0 ouþ Sn = N}.þ Pourþ n ≥ 0,þ soitþ

Mn =

(
1− p

p

)Sn

.

1.þ Montrerþ queþ (Mn)n estþ uneþ martingaleþ parþ rapportþ àþ laþ filtrationþ (Fn)n.þ
2.þ Enþ considérantþ laþ martingaleþ arrêtéeþ (Mn∧T )n,þ calculerþ P (ST = 0) etþ P (ST = N).þ

EXERCICEþ 3þ -þ Soitþ X ∈ L1 uneþ variableþ aléatoireþ àþ densitéþ (notéeþ f)þ surþ R.þ Onþ poseþ Yn = b10nXc
10n

etþ Xn = E [X | Yn].þ Calculerþ Xn etþ montrerþ queþ Xn −→
n→∞

X p.s.þ etþ dansþ L1.þ

EXERCICEþ 4þ -þ Soitþ (ξn)n≥2 uneþ suiteþ deþ variableþ aléatoireþ indépendantesþ tellesþ queþ

P
(
ξn = −n2

)
=

1

n2
etþ P

(
ξ =

n2

n2 − 1

)
= 1− 1

n2
.

Onþ poseþ Mn = ξ2 + . . .+ ξn etþ Fn = σ(ξ2, . . . , ξn) pourþ n ≥ 2.þ
1.þ Montrerþ queþ (Mn)n estþ uneþ martingaleþ pourþ laþ filtrationþ (Fn)n.þ

2.þ Enþ utilisantþ leþ lemmeþ deþ Borel-Cantelli,þ montrerþ queþ Mn
p.s.−→

n→∞
∞.þ

1þ



EXERCICEþ 5þ -þ (Processusþ deþ branchement).þ Soientþ {ξni , i, n ≥ 1} desþ variableþ aléatoireþ indé-
pendantesþ etþ identiquementþ distribuéesþ àþ valeursþ dansþ N.þ Onþ définitþ uneþ suiteþ (Zn)n≥0 parþ Z0 = 1
etþ

Zn+1 =

{
ξn+1
1 + . . .+ ξn+1

Zn
siþ Zn > 0,

0 siþ Zn = 0.

Onþ appelleþ (Zn)n unþ processusþ deþ Galton-Watson.þ Zn s’interprèteþ commeþ laþ tailleþ d’uneþ populationþ àþ laþ
générationþ n lorsqueþ chaqueþ individuþ donneþ naissanceþ àþ unþ nombreþ aléatoireþ d’individusþ indépendammentþ
deþ tousþ lesþ autresþ individusþ (pasþ seulementþ deþ ceuxþ deþ saþ génération).þ Laþ loiþ deþ ξni ,þ donnéeþ parþ (pk)k,þ oùþ
pk = P (ξni = k),þ estþ appeléeþ laþ loiþ deþ reproductionþ duþ processus.þ Onþ noteþ µ =

∑
k≥0 kpk = E [ξni ].þ Soitþ

Fn = σ(ξmi , i ≥ 1 ≤ m ≤ n).þ
1.þ Montrerþ queþ Zn

µn estþ uneþ martingaleþ parþ rapportþ àþ laþ filtrationþ (Fn)n.þ

2.þ Montrerþ queþ lorsqueþ µ < 1,þ Zn = 0 pourþ toutþ n plusþ grandþ qu’unþ certainþ rangþ (aléatoire).þ
3.þ Montrerþ queþ c’estþ toujoursþ leþ casþ siþ onþ supposeþ µ = 1 etþ p1 < 1.þ

Laþ populationþ s’éteintþ doncþ presqueþ sûrementþ dèsþ queþ µ ≤ 1.þ Onþ supposeþ pourþ laþ suiteþ queþ µ > 1.þ Pourþ
s ∈ [0, 1],þ onþ poseþ φ(s) =

∑
k≥0 pks

k (þφ estþ laþ fonctionþ génératriceþ deþ laþ loiþ deþ reproduction).þ

4.þ Montrerþ queþ φ estþ convexe,þ croissante,þ etþ queþ φ′(1−) = µ.þ
5.þ Enþ déduireþ qu’ilþ existeþ unþ uniqueþ ρ ∈ [0, 1[ telþ queþ φ(ρ) = ρ.þ

Pourþ n ≥ 0,þ onþ poseþ θn = P (Zn = 0).þ
6.þ Montrerþ queþ θn ↑ ρ quandþ n → ∞.þ (indication :þ calculerþ φ(θn).)þ
7.þ Enþ conclureþ queþ P (Zn = 0 àþ partirþ d’unþ certainþ rangþ) = ρ.þ

EXERCICEþ 6þ -þ (Uneþ preuveþ deþ laþ loiþ duþ 0-1þ deþ Kolmogorovþ parþ laþ théorieþ desþ martingale).þ
Soitþ (Xn)n uneþ suiteþ deþ variableþ aléatoireþ indépendantes.þ Onþ définitþ Fn = σ(X1, . . . , Xn) etþ Qn =
σ(Xn+1, Xn+2, . . .) ainsiþ queþ F∞ = σ (∪n≥1Fn) etþ Q∞ = ∩n≥1Qn.þ

Soitþ A ∈ Q∞.þ Montrer,þ enþ utilisantþ laþ martingaleþ (Mn)n définieþ parþ Mn = E [1A | Fn],þ queþ P (A) = 0
ouþ P (A) = 1.þ

EXERCICEþ 7þ -þ Soitþ (Xn)n≥1 uneþ suiteþ deþ variableþ aléatoireþ indépendantesþ positivesþ etþ deþ moyenneþ
1.þ Pourþ n ≥ 0,þ onþ poseþ

Mn =

n∏
k=1

Xk, M0 = 1

etþ Fn = σ(X1, . . . , Xn).þ
1.þ Montrerþ queþ (Mn)n estþ uneþ martingaleþ pourþ laþ filtrationþ (Fn)n etþ qu’elleþ convergeþ p.s.þ versþ uneþ

variableþ aléatoireþ queþ l’onþ noteþ M∞.þ
Onþ poseþ pourþ n ≥ 1,þ an = E

[√
Xn

]
∈]0, 1] etþ

Nn =

n∏
k=1

√
Xn

an
, N0 = 1.

2.þ Montrerþ queþ (Nn)n estþ uneþ martingaleþ pourþ laþ filtrationþ (Fn)n.þ
3.þ Montrerþ queþ siþ

∏
an > 0,þ alorsþ Nn convergeþ dansþ L2.þ

4.þ Enþ déduireþ queþ Mn convergeþ versþ M∞ dansþ L1 siþ etþ seulementþ siþ
∏

an > 0.þ

2þ


