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te, image ré
iproque, 
omposition

Exer
i
e (2.16 bis).

Soit f : A → B une appli
ation, et soient Y1, Y2 des parties de B. Montrer les propriétés suivantes :

1. si Y1 ⊂ Y2, alors f
∗(Y1) ⊂ f∗(Y2)

2. f∗(Y1 ∪ Y2) = f∗(Y1) ∪ f∗(Y2)

3. f∗(Y1 ∩ Y2) = f∗(Y1) ∩ f∗(Y2).

Exer
i
e (supplémentaire 1). Soient

f : R −→ R
2

x 7−→ (2x, x+ 1)
,

g : R
2 −→ R

(x, y) 7−→ xy − 1
et

h : R −→ R

x 7−→ x
2

3

.

Déterminer quelles 
omposées de deux fon
tions parmi f , g et h ont un sens, et les expli
iter.

Exer
i
e (supplémentaire 2).

Soit f : N≥2 → N telle que pour tout entier n ≥ 2, f(n) est le plus petit fa
teur premier de n
(On dé
ompose n en produit de nombres premiers et on ne garde que le plus petit). Déterminer

l'image dire
te par f des ensembles suivants :

1. A = {105},

2. B = {4, 6, 9},

3. C = N≥2 (montrer que f(C) = P, où P désigne l'ensemble des nombres premiers),

4. l'ensemble D des nombres pairs supérieurs ou égaux à 2.

Corre
tion (2.16 bis).

1. Supposons que Y1 ⊂ Y2, et montrons que f∗(Y1) ⊂ f∗(Y2).
Soit x ∈ f∗(Y1).
Par dé�nition, on a f(x) ∈ Y1. Mais puisque Y1 ⊂ Y2, on a aussi f(x) ∈ Y2.

Don
 x ∈ f∗(Y2).
On a don
 f∗(Y1) ⊂ f∗(Y2).

2. On va montrer le résultat par double in
lusion.

Montrons tout d'abord f∗(Y1 ∪ Y2) ⊂ f∗(Y1) ∪ f∗(Y2).
Soit x ∈ f∗(Y1 ∪ Y2).
Par dé�nition, on a f(x) ∈ Y1 ∪ Y2, 
'est-à-dire que f(x) ∈ Y1 ou f(x) ∈ Y2.

Premier 
as : f(x) ∈ Y1. Alors par dé�nition x ∈ f∗(Y1).
Se
ond 
as : f(x) ∈ Y2. Alors par dé�nition x ∈ f∗(Y2).

Dans tous les 
as on a x ∈ f∗(Y1) ∪ f∗(Y2).
Don
 f∗(Y1 ∪ Y2) ⊂ f∗(Y1) ∪ f∗(Y2).

Montrons maintenant f∗(Y1) ∪ f∗(Y2) ⊂ f∗(Y1 ∪ Y2).
Soit x ∈ f∗(Y1) ∪ f∗(Y2), 
'est-à-dire x ∈ f∗(Y1) ou x ∈ f∗(Y2).
Premier 
as : x ∈ f∗(Y1). Alors par dé�nition f(x) ∈ Y1.

Se
ond 
as : x ∈ f∗(Y2). Alors par dé�nition f(x) ∈ Y2.

Dans tous les 
as, f(x) ∈ Y1 ∪ Y2.

Don
 x ∈ f∗(Y1 ∪ Y2). Don
 f∗(Y1) ∪ f∗(Y2) ⊂ f∗(Y1 ∪ Y2).

Par double in
lusion, on a bien montré f∗(Y1 ∪ Y2) = f∗(Y1) ∪ f∗(Y2).
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3. Pour voir une méthode de preuve di�érente, on va montrer le résultat par équivalen
es.

Soit x ∈ A. On a

x ∈ f∗(Y1 ∩ Y2) ⇐⇒ f(x) ∈ Y1 ∩ Y2 (par dé�nition de l'image ré
iproque)

⇐⇒ f(x) ∈ Y1 et f(x) ∈ Y2 (par dé�nition de l'interse
tion)

⇐⇒ x ∈ f∗(Y1) et x ∈ f∗(Y2) (par dé�nition de l'image ré
iproque)

⇐⇒ x ∈ f∗(Y1) ∩ f∗(Y2) (par dé�nition de l'interse
tion).

Don
 f∗(Y1 ∩ Y2) = f∗(Y1) ∩ f∗(Y2).

Corre
tion (supplémentaire 1). Regardons toutes les 
ompositions possibles.

� f ◦g : l'ensemble d'arrivée de g est le même que 
elui de départ de f , don
 
ette 
omposition

f ◦ g : R2 → R
2
a du sens. Pour tout (x, y) ∈ R

2
, on a (f ◦ g)(x, y) = f(z) = (2z, z + 1)

où z = g(x, y) = xy − 1 d'où (f ◦ g)(x, y) = (2(xy − 1), (xy − 1) + 1) = (2xy − 2, xy). On a

don


f ◦ g : R
2 −→ R

2

(x, y) 7−→ (2xy − 2, xy)
·

� g ◦f : l'ensemble d'arrivée de f est le même que 
elui de départ de g, don
 
ette 
omposition

g ◦ f : R → R a du sens. Pour tout x ∈ R
2
, on a (g ◦ f)(x) = g(f(x)) = g(2x, x + 1) =

(2x)(x+ 1)− 1 = 2x2 + 2x− 1. On a don


g ◦ f : R −→ R

x 7−→ 2x2 + 2x− 1
·

� f ◦h : l'ensemble d'arrivée de h est le même que 
elui de départ de f , don
 
ette 
omposition

g ◦ f : R → R
2
a du sens. Pour tout x ∈ R, on a (f ◦ h)(x) = f(h(x)) = f(x2/3) =

(2(x2/3), (x2/3) + 1). On a don


f ◦ h : R −→ R
2

x 7−→ (2x
2

3 , x
2

3 + 1)
·

� h ◦ f : l'ensemble d'arrivée de f est R
2
mais l'ensemble de départ de h est R, don
 la


omposition h ◦ f n'a pas de sens.

� g ◦ h : l'ensemble d'arrivée de h est R mais l'ensemble de départ de g est R
2
, don
 la


omposition g ◦ h n'a pas de sens (remarque : dans 
ertains 
ontextes on pourrait voir R


omme une partie de R
2
, pour 
ette exer
i
e on 
onsidère que R n'est pas naturellement une

partie de R
2
).

� h◦g : l'ensemble d'arrivée de g est le même que 
elui de départ de h, don
 
ette 
omposition

h ◦ g : R2 → R a du sens. Pour tout (x, y) ∈ R
2
, on a (h ◦ g)(x, y) = h(g(x, y)) = h(xy− 1) =

(xy − 1)2/3. On a don


h ◦ g : R
2 −→ R

(x, y) 7−→ (xy−1)2

3

·

Corre
tion (supplémentaire 2).

1. On a f(A) = {f(105)}. Cal
ulons don
 f(105). On a 105 = 3× 5× 7, et don
 son plus petit

fa
teur premier est f(105) = 3. On a don
 f(A) = {3}.

2. On a f(B) = {f(4), f(6), f(9)}. Puisque 4 = 2×2, 6 = 2×3 et 9 = 3×3 on obtient f(4) = 2,
f(6) = 2 et f(9) = 3. On en déduit f(B) = {2, 3}.

3. Par dé�nition de f , on a f(N≥2) ⊂ P. Montrons qu'on a aussi en fait égalité en montrant

l'in
lusion opposée, 
'est-à-dire P ⊂ f(N≥2).
Soit p ∈ P. Montrons que p ∈ f(N≥2), 
'est-à-dire qu'il existe n ∈ N≥2 tel que f(n) = p.
Posons n = p. Alors n est bien un élément de N≥2. De plus, la dé
omposition en produit

de nombres premiers de n est simplement n = p, don
 f(n) = p.
On a don
 p ∈ f(N≥2).

Don
 P ⊂ f(N≥2).
Finalement, on a bien démontré par double in
lusion que f(N≥2) = P.
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4. Montrons que f(D) = {2}.
Commençons par montrer que {2} ⊂ f(D). Pour 
ela, il su�t de montrer que 2 ∈ f(D),

'est-à-dire qu'il existe n ∈ D tel que f(n) = 2.
Posons n = 2. On a bien n ∈ 2, et la dé
omposition en fa
teurs premiers de n est n = 2

don
 f(n) = 2.
Montrons maintenant que f(D) ⊂ {2}.
Soit p ∈ f(D).
Par dé�nition, il existe n ∈ D tel que f(n) = p. Comme n ∈ D, l'entier n est pair,

don
 2 intervient dans sa dé
omposition en produit de nombres premiers. Puisque 2 est

le plus petit nombre premier, on a f(n) = 2. Mais f(n) = p, don
 p = 2.
Don
 p ∈ {2}.

On a don
 f(D) ⊂ {2}.
Finalement, on a bien démontré par double in
lusion que f(D) = {2}.
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