
Corretion d'exeries FMI

Injetions, surjetions, bijetions

Corretion (2.24).

L'appliation f n'est pas injetive ar f(0) = 02 + 0+ 1 = 1 et f(−1) = (−1)2 + (−1) + 1 = 1
don 0 et −1 ont la même image (ou, e qui revient au même, 1 possède deux antéédents).

Elle n'est pas non plus surjetive : en e�et un tableau de variations de x2+x+1montre que f(k) ≥ 1
pour tout k ∈ Z. En partiulier 0 n'a pas d'antéédent par f .

Si on ne voit pas immédiatement es propriétés, il est possible de les trouver en étudiant

l'équation des antéédents : f(k) = y d'inonnue k ∈ Z, pour un y �xé dans Z. En e�et ette

équation s'érit k2+ k+1− y = 0. On peut aluler son disriminant ∆ = 1− 4(1− y) = −3+4y.
On peut alors herher des valeurs de y telles que l'équation n'ait pas de solution et telle qu'elle

en ait deux (attention, les deux solutions doivent être entières ; en partiulier le disriminant doit

être le arré d'un entier). Les exemples préédents orrespondent respetivement à y = 1 (qui

donne ∆ = 1 et k = −1, 0) et à y = 0 (qui donne ∆ = −3 < 0 : pas de solution).

Corretion (2.25).

1. L'ensemble de départ de f est le même que l'ensemble d'arrivée de g, don l'appliation

omposée f ◦ g : R → R a du sens.

Soit x ∈ R. On alule (f ◦ g)(x) = f(g(x)) = f(x, x2) = f(X,Y ) où X = x et Y = x2
,

d'où (f ◦ g)(x) = f(X,Y ) = XY = x(x2) = x3
. On a don

f ◦ g : R −→ R

x 7−→ x3 ·

L'ensemble de départ de g est le même que l'ensemble d'arrivée de f , don l'appliation

omposée g ◦ f : R2 → R
2
a du sens.

Soit (x, y) ∈ R
2
. On alule (g ◦ f)(x, y) = g(f(x, y)) = g(xy) = g(X) où X = xy, d'où on

tire (g ◦ f)(x, y) = g(X) = (X,X2) = (xy, (xy)2) = (xy, x2y2). On a don

g ◦ f : R
2 −→ R

2

(x, y) 7−→ (xy, x2y2)
·

2. L'appliation f n'est pas injetive, ar f(1, 1) = 1× 1 = 1 et f(−1,−1) = (−1)× (−1) = 1,
don 1 a au moins deux antéédents. Montrons qu'elle est surjetive.

Soit z ∈ R.

Posons (x, y) = (1, z) qui est bien dans l'ensemble de départ R
2
de f .

Alors f(x, y) = f(1, z) = 1× z = z.
Don il existe (x, y) dans R2

tel que f(x, y) = z.
Don f est surjetive.

Montrons que g est injetive.

Soit x, x′ ∈ R tels que g(x) = g(x′).
Alors g(x) = (x, x2) et g(x′) = (x′, x′2).
On a don (x, x2) = (x′, x′2) et en partiulier leur première oordonnée est la même.

Don x = x′
.

Don g est injetive.

Elle n'est pas surjetive, ar (0, 1) n'a pas d'antéédent. En e�et, si x ∈ R était un antéé-

dent de (0, 1), on aurait g(x) = (x, x2) = (0, 1) et don x = 0 (don x2 = 0) et x2 = 1 :

1



ontradition.

La fontion f ◦ g : R → R est ontinue, stritement roissante (par étude de sa dérivée), sa

limite en −∞ est −∞ et sa limite en +∞ est +∞. Don par théorème, f ◦g est une bijetion.

L'appliation g ◦f n'est pas injetive. En e�et (g ◦f)(1, 1) = (1, 1) et (g ◦f)(−1,−1) = (1, 1)
don (1, 1) a au moins deux antéédents.

Elle n'est pas non plus surjetive, ar (0, 1) n'a pas d'antéédent. En e�et, si (x, y) ∈ R
2

était un antéedent, on aurait (g ◦f)(x, y) = (xy, x2y2) = (0, 1) don xy = 0 (et don x2y2 =
(xy)2 = 0) et x2y2 = 1 : ontradition.

Corretion (2.28).

1. On étudie l'appliation

f : R
2 −→ R

(x, y) 7−→ x+ y
·

Elle n'est pas injetive ar f(0, 0) = 0 = f(1,−1). Montrons qu'elle est surjetive.

Soit z ∈ R.

Posons (x, y) = (0, z) qui est bien dans l'ensemble de départ R
2
de f .

Alors f(x, y) = f(0, z) = 0 + z = z.
Don il existe (x, y) ∈ R

2
tel que f(x, y) = z.

Don f est surjetive.

2. On étudie l'appliation

f : R
2 −→ R

2

(x, y) 7−→ (x+ y, x− y)
·

Étudions l'équation des antéédents f(x, y) = (X,Y ) où (x, y) est l'inonnue et où le

ouple (X,Y ) ∈ R
2
(l'ensemble d'arrivée) est �xé.

Si f(x, y) = (X,Y ), alors x + y = X et x − y = Y . En faisant la somme de es deux éga-

lités on obtient 2x = X + Y d'où x = X+Y

2 . En faisant la di�érene des deux égalités on

obtient 2y = X − Y d'où y = X−Y

2 .

On a montré que si (x, y) était un antéédent de (X,Y ), alors il y a au plus une possibilité

pour (x, y) : f est don injetive.

Montrons que f est surjetive. Remarque : puisque l'étude de l'injetivité nous a donné le

seul antéédent possible, on n'a plus qu'à véri�er qu'il marhe.

Soit (X,Y ) ∈ R
2
.

Posons (x, y) = (X+Y

2 , X−Y

2 ), qui est bien dans l'ensemble de départ de f .

On a f(x, y) = f(X+Y

2 , X−Y

2 ) = (X+Y

2 + X−Y

2 , X+Y

2 − X−Y

2 ) = (2X2 , 2Y
2 ) = (X,Y ).

Don il existe (x, y) ∈ R
2
tel que f(x, y) = (X,Y ).

Don f est surjetive.

Nous avons montré que f était bijetive, on peut don déterminer son appliation réiproque.

Or ette appliation envoie tout élément (X,Y ) dans l'ensemble d'arrivée R
2
de f sur son

unique antéédent, qui a été déterminé lors de l'étude préédente. On a don

f−1 : R
2 −→ R

2

(X,Y ) 7−→ (X+Y

2 , X−Y

2 )
·

3. On étudie l'appliation

f : P(N) −→ P(N)
A 7−→ ∁NA

·

Attention ! Ii les éléments de l'ensemble de départ et d'arrivée sont eux-même des en-

sembles. Ne pas onfondre les éléments de P(N), auxquels on peut appliquer f , et les
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éléments d'une partie A ⊂ N, qui n'ont rien à voir ave f . En partiulier f(1), f(2) et

n'ont pas de sens. Par ontre f({1, 2, 3, 4}) a du sens, mais e n'est pas l'image direte

de A = {1, 2, 3, 4} par f (ar A n'est pas une partie de P(N), 'est un élément de P(N)),
'est l'image de l'élément A par f .

Remarquons tout d'abord que le omplémentaire du omplémentaire d'une partie A est ette

partie A elle-même. En e�et, pour tout n ∈ N on a

x ∈ ∁N(∁NA) ⇐⇒ x /∈ ∁NA

⇐⇒ ¬(x ∈ ∁NA)

⇐⇒ ¬(x /∈ A)

⇐⇒ x ∈ A.

Don ∁N(∁NA) = A.

En termes de l'appliation f , nous avons en fait montré que f ◦ f = IdP(N) (e qu'on

note aussi f◦2 = IdP(N)). En posant g = f , on a bien f ◦ g = IdP(N) (identité de l'ensemble

d'arrivée) et g◦f = IdP(N) (identité de l'ensemble de départ), don f est bijetive et f−1 = f .

Pour eux qui veulent travailler les exos abstraits, en voii quelques uns.

Exerie 1. Soit f : E → F et g : F → G deux appliations. Montrer que :

1. Si g ◦ f est injetive, alors f est injetive ;

2. si g ◦ f est surjetive, alors g est surjetive.

Donner des exemples d'appliations f1, f2, g1, g2 telles que :

1. g1 ◦ f1 est injetive et g1 n'est pas injetive.

2. g2 ◦ f2 est surjetive et f2 n'est pas surjetive.

Exerie 2. Soit f : E → F une appliation et G un ensemble. Montrer que :

1. Supposons f injetive. Si g, h : G → E sont des appliations telles que f ◦ g = f ◦h, montrer

que g = h.

2. Supposons f surjetive. Si g, h : F → G sont des appliations telles que g ◦f = h◦f , montrer

que g = h.
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Corretion 1.

1. Supposons que g ◦ f est injetive. On veut montrer que f l'est.

Soit x, x′ ∈ E tels que f(x) = f(x′). Alors g(f(x)) = g(f(x′)), 'est-à-dire (g ◦ f)(x) =
(g ◦ f)(x′). Don x = x′

ar g ◦ f est injetive. Don f est injetive.

2. Supposons que g ◦ f est surjetive. On veut montrer que g l'est.

Soit z ∈ G.

Alors il existe x ∈ E tel que (g ◦ f)(x) = z ar g ◦ f est surjetive.

Posons y = f(x), qui est bien un élément de F .

On a g(y) = g(f(x)) = (g ◦ f)(x) = z.
Don il existe y ∈ F tel que g(y) = z.
Don g est surjetive.

Considérons

f1 : R+ −→ R

x 7−→ x
et

g1 : R −→ R

x 7−→ x2 . Alors g1 n'est pas injetive mais la

omposée g1 ◦ f1 = g1|R+
l'est.

Considérons

f2 : R −→ R
2

x 7−→ (x, 0)
et

g2 : R
2 −→ R

(x, y) 7−→ x+ y
. Alors f2 n'est pas surje-

tive mais la omposée g2 ◦ f2 = IdR l'est.

Corretion 2.

1. On veut montrer g = h. Comme elles ont les mêmes ensembles de départ et d'arrivée, il su�t

de omparer les images des éléments.

Soit x ∈ G.

On a (f ◦ g)(x) = (f ◦ h)(x) par hypothèse, e qui se réérit en f(g(x)) = f(h(x)).
Don g(x) = h(x) ar f est injetive.

Don g = h.

2. On veut montrer g = h. Comme elles ont les mêmes ensembles de départ et d'arrivée, il su�t

de omparer les images des éléments.

Soit y ∈ F .

Comme f est surjetive, il existe x ∈ E tel que f(x) = y.
Alors g(y) = g(f(x)) = (g ◦ f)(x) = (h ◦ f)(x) = h(f(x)) = h(y).

Don g = h.

4


