
Oraux blan
s
1 Exer
i
es longs1.1 CCPExer
i
e 1. Soient (an) ∈ (R∗

+)
N et (un) ∈ RN telles que u0 > 0 et ∀n ∈ N, un+1 = un + an

un

.1) Montrer que (un) est bien dé�nie et 
roissante.2) On suppose que an = 1 pour tout entier n.a) Montrer que (un) diverge vers +∞.b) Montrer que pour tout entier n, u2
n = u2

0 +
n−1
∑

k=0

1
u2

k

+ 2n et en déduire que
√
2n 6 un 6

√

u2
0 +

1
u2

0

+ 5
2 n.3) Montrer que (un) 
onverge si et seulement si la série de terme général an 
onverge.4) On suppose que an = 1

3n pour tout entier n.a) Montrer que la suite (un) 
onverge vers un réel ℓ.b) Montrer que ℓ2 − u2
n ∼

n→∞
1

3n−1 .Exer
i
e 2. Soit x ∈ ]−1, 1[. On pose fx : θ ∈ R 7→
∞
∑

n=1

cos(nθ)
n xn.1) Montrer que fx est 
ontinue sur R puis 
al
uler fx(0) et fx(π).2) Montrer que fx est dérivable et que ∀θ ∈ R, f ′

x(θ) =
−x sin θ

1−2 x cos θ+x2 . En déduire la valeur de fx(θ)pour θ ∈ R.3) Cal
uler ∫ +π

−π
ln(1 − 2 x cos θ + x2) dθ.4) En déduire, pour y ∈ R \ [−1, 1], la valeur de ∫ +π

−π ln(1− 2 y cos θ + y2) dθ.Exer
i
e 3. Soit n ∈ N∗, f, g ∈ L(Rn) tels que f ◦ g = g ◦ f . On suppose que f est diagonalisableet possède n valeurs propres distin
tes λ1, · · · , λn.1) Montrer que tout ve
teur propre de f est ve
teur propre de g.2) En déduire qu'il existe une base 
ommune de ve
teurs propres pour f et g.3) Montrer qu'il existe un unique n-uplet (a0, · · · , an−1) ∈ Rn tel que g = a0+a1f+· · ·+an−1f
n−1.4) Déterminer la dimension du 
ommutant de f .Exer
i
e 4. On dé�nit ϕ ∈ L(Mn(R)) par ϕ(M) = 2M + tM pour M ∈ Mn(R).1) Montrer que ϕ2 = 4ϕ− 3 id. L'endomorphisme ϕ est-il diagonalisable ?2) Déterminer les valeurs propres, les sous-espa
es propres, la tra
e, le déterminant et le polyn�me
ara
téristique de ϕ.3) Soient a, b ∈ R et ϕa,b : M ∈ Mn(R) 7→ aM + b tM . Donner une 
ondition né
essaire etsu�sante pour que ϕa,b soit inversible.4) Soit 〈· , ·〉 le produit s
alaire sur Mn(R) dé�ni par 〈M,N〉 = Tr( tMN) pour M,N ∈ Mn(R).L'endomorphisme ϕa,b est-il symétrique pour 
e produit s
alaire ?



1.2 CentraleExer
i
e 5. Soit f : x 7→
∫∞
0

1
1+t exp(

−t
|x|) dt.1) Déterminer le domaine de dé�nition de f . Est-elle 
ontinue ?2) Montrer que f se prolonge par 
ontinuité en 0.3) Montrer que f est de 
lasse C∞ sur R∗.4) Donner les solutions sur R∗

+ de (E) : x2y′ + y = |x|.5) Quelles sont les solutions de (E) dé�nies sur R ?Exer
i
e 6.1) Soit E un espa
e eu
lidien de dimension 2n et f ∈ L(E) antisymétrique.a) Montrer que f2 est diagonalisable.b) Montrer que Ker f = Ker f2.
) Soit a un ve
teur propre de f2 asso
ié à une valeur propre non nulle. Montrer que leplan F = Vect(a, f(a)) est stable par f . Que dire de l'orthogonal de F ?2) Soit A ∈ M2n(R) une matri
e antisymétrique. Montrer qu'il existe une matri
e P ∈ GL2n(R)telle que A = tP

(

0 −In
In 0

)

P .1.3 MinesExer
i
e 7. Pour n > 1 entier on pose an =
∫∞
0

dt
(1+t3)n .1) Justi�er l'existen
e de an pour tout n.2) Déterminer le rayon de 
onvergen
e de la série entière de terme général anxn.3) Soit f la somme de 
ette série entière. Exprimer f à l'aide des fon
tions usuelles.Exer
i
e 8. Soit G un sous-groupe de GLn(R) tel que pour tout A ∈ G, A2 = In.1) Montrer que G est 
ommutatif.2) Montrer qu'il existe P ∈ GLn(R) tel que pour tout A ∈ G, PAP−1 est diagonale.3) Montrer que G est �ni et donner un majorant de son 
ardinal.1.4 Autres é
olesExer
i
e 9. Soit f : R2 → R di�érentiable, telle que f(0, 0) = 0 et que ∂yf > |∂xf |. On pose

g : x ∈ R 7→ f(x, x),
h : x ∈ R 7→ f(x,−x)et kx : y ∈ R 7→ f(x, y).1) Donner les dérivées de 
es fon
tions.2) Montrer que ∀x ∈ R, ∃!y ∈ R, f(x, y) = 0. On note y = t(x).3) Montrer que t est 1-lips
hitzienne.
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Exer
i
e 10. On note GLn(Z) = {A ∈ Mn(Z) | detA = ±1}.1) Montrer que GLn(Z) est un sous-groupe de GLn(R). On en �xe un sous-groupe �ni G.2) Montrer que pour toute matri
e A ∈ G, il existe un entier m ∈ N∗ tel que Am = In.3) Soit A ∈ Mn(Z). On suppose qu'il existe P ∈ C[X ], s
indé à ra
ines simples et dont toutes lesra
ines sont de module stri
tement inférieur à 1, tel que P (A) = 0. Montrer que A = 0.4) Soit p > 3 un entier. On suppose que A ∈ G s'é
rit A = In + pM ave
 M ∈ Mn(Z). Montrerque M est né
essairement nulle.Exer
i
e 11. Pour d ∈ N, on note (

X
d

) le polyn�me X(X−1)···(X−d+1)
d! . On note aussi ∆ l'endo-morphisme de R[X ] qui envoie P sur P (X + 1)− P (X).1) Cal
uler Ker∆ et ∆(

X
d

) pour tout entier d.2) Soit P ∈ Rd[X ] tel que P (Z) ⊂ Z. Montrer qu'il existe un (d + 1)-uplet (cd, . . . , c0) d'entierstel que P = cd
(

X
d

)

+ · · ·+ c0
(

X
0

).3) Déterminer l'ensemble des polyn�mes P ∈ R[X ] tels que P (Z) ⊂ Z.Exer
i
e 12. On �xe un espa
e ve
toriel E de dimension �nie. Si f ∈ L(E), on note adf l'endo-morphisme de L(E) qui envoie g sur fg − gf .1) Si f et g sont dans L(E) et n > 0 un entier, exprimer adnf (g) en fon
tion des puissan
essu

essives de f et g.2) Montrer que, si f est nilpotent d'indi
e n, alors adf est nilpotent d'indi
e au plus 2n− 1.3) Montrer que, pour tout a ∈ L(E), il existe b ∈ L(E) tel que aba = a.4) Montrer que, si f est nilpotent d'indi
e n, alors adf est nilpotent d'indi
e exa
tement 2n− 1.
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2 Exer
i
es 
ourts2.1 CCPExer
i
e 13. Donner un équivalent de un =
n
∑

k=1

ln2 k.Exer
i
e 14. Justi�er l'existen
e de I =
∫ 1

0
ln t
1+t dt. Exprimer I 
omme somme d'une série.Exer
i
e 15. Déterminer pour quels z ∈ C la matri
e 



0 0 z
1 0 0
1 0 0



 est diagonalisable.Exer
i
e 16. SoitM ∈ Sn(R). On suppose qu'il existe un entier p ∈ N∗ tel que Mp = In. Montrerque M2 = In. Que dire si M ∈ S+
n (R) ?2.2 CentraleExer
i
e 17. Soit r > 0 et (an) la suite dé�nie par an = r

√
n si n est le 
arré d'un entier et an = 0sinon. Déterminer le rayon de 
onvergen
e de la série entière de terme général anxn.Exer
i
e 18. Les matri
es 1 1 0

0 1 1
0 0 1



 et 1 1 0
0 1 0
0 0 1



 sont-elles semblables ?2.3 MinesExer
i
e 19. Soit f : x 7→ | sinx |x. Montrer que f est prolongeable par 
ontinuité sur R+, puisétudier son intégrabilité sur R+.Exer
i
e 20. Soit f l'appli
ation qui à tout polyn�me P ∈ Rn[X ] asso
ie le polyn�me dé�nipar ∀x ∈ R, Q(x) =
∫ x+1

x
P (t) dt. Montrer que f est un endomorphisme de Rn[X ] puis 
al
ulerson déterminant.

4



3 CorrigésCorrigé 1.1) On montre par ré
urren
e sur n que un est bien dé�ni, stri
tement positif ; le seul argumentest la positivité de an. Cela implique trivialement la 
roissan
e, en
ore une fois par positivitéde a.2) a) La ré
urren
e est de la forme un+1 = f(un) ave
 f : x 7→ x + 1
x . Comme u est 
roissante,elle 
onverge ou tend vers +∞. Mais si elle 
onvergeait 
e serait vers un point �xe de f ,
'est-à-dire un zéro de x 7→ 1

x , 
e qui n'existe pas.b) On somme la relation u2
n+1 = u2

n + 2 + 1
u2
n

. La première inégalité est une 
onséquen
eimmédiate de la positivité de u. On en déduit
n−1
∑

k=1

1

u2
k

6

n−1
∑

k=1

1

2k
6

n

2
.C'est exa
tement la majoration demandée.3) La suite u étant 
roissante, elle 
onverge si et seulement si elle est majorée. Supposons que lasérie de terme général an 
onverge. Alors en sommant la relation de ré
urren
e pour k allantde 0 à n on a

un+1 = u0 +
n
∑

k=0

ak
uk

6 u0 +
1

u0

n
∑

k=0

ak 6 u0 +
1

u0

∞
∑

k=0

ak.Ré
iproquement, si un 
onverge vers une limite ℓ, alors la série de terme général un+1−un = an

unest 
onvergente et on a an

un

∼ an

ℓ > 0, don
 la série de terme général an, étant de même nature,
onverge. (Alternativement, on peut se 
ontenter d'utiliser le fait que (an) est minorée par unréel stri
tement positif.)4) a) La série géométrique 
onverge, don
 u aussi d'après la question pré
édente.b) On a u2
k+1 − u2

k = 2 · 3−k + 1
32ku2

k

. On somme 
ette égalité pour k entre n et l'in�ni, 
e quiest légitime 
ar tout 
onverge. On obtient
ℓ2 − u2

n = 2
3−n

1− 3−1
+O(9−n) ∼ 31−n.Corrigé 2.1) La série 
onverge normalement 
ar | cos | 6 1, la somme est don
 
ontinue sur R. On a

fx(0) =

∞
∑

n=1

xn

n
= − ln(1− x) et fx(π) = ∞

∑

n=1

(−1)nxn

n
= − ln(1 + x).2) Formellement on a f ′

x(θ) = −∑∞
n=1 sin(nθ)x

n. Cette série 
onverge normalement, don
 fx estdérivable et pour tout θ ∈ R on a l'égalité pré
édente. On en déduit
f ′
x(θ) = − Im

(

∞
∑

n=1

einθxn
)

= − Im
(

∞
∑

n=1

(xeiθ)n
)

= − Im
( xeiθ

1− xeiθ
)

= − Im
( xeiθ(1− xe−iθ)

1− 2x cos θ + x2

)5



= − Im
( xeiθ − x2

1− 2x cos θ + x2

)

=
−x sin θ

1− 2x cos θ + x2
.On obtient la valeur de fx en 
al
ulant une primitive. On pose u = cos θ dans l'expression :

∫ −x sin θ

1− 2x cos θ + x2
dθ =

∫

xdu

1− 2xu+ x2

= − 1
2 ln(1− 2xu+ x2)

= − 1
2 ln(1− 2x cos θ + x2).En θ = 0, 
ette primitive vaut − 1

2 ln(1− 2x+ x2) = − ln(1− x) = fx(0) don
 pour tout θ ∈ R,
fx(θ) = − 1

2 ln(1− 2x cos θ + x2).3) Puisque |x| < 1, la question pré
édente permet d'é
rire
∫ +π

−π

ln(1− 2 x cos θ + x2) dθ = −2

∫ +π

−π

fx(θ) dθ

= −2

∫ +π

−π

∞
∑

n=1

cos(nθ)

n
xn dθ

= −2

∞
∑

n=1

∫ +π

−π

cos(nθ)

n
xn dθ

= 0toutes les intégrales individuelles étant nulles.4) Il su�t de poser x = 1
y 
e qui permet de se ramener à la question pré
édente : on aura en e�et

∫ +π

−π

ln(1− 2 y cos θ + y2) dθ = 2π ln(y2) +

∫ +π

−π

ln(1− 2 x cos θ + x2) dθ

= 4π ln |y|.Corrigé 3.1) Par la relation de 
ommutation, g stabilise les sous-espa
es propres de f , qui sont des droitespar l'hypothèse sur les valeurs propres.2) Il su�t de prendre une base quel
onque diagonalisant f .3) Dans 
ette base, f s'é
rit matri
iellement diag(λ1, . . . , λn), tandis que g s'é
rit diag(µ1, . . . , µn)pour 
ertains réels µi. La 
ondition demandée se traduit par l'existen
e d'un polyn�me P dedegré inférieur à n− 1 tel que P (λi) = µi pour tout i ∈ [[1, n]] ; les λi étant supposés distin
ts,l'existen
e et l'uni
ité d'un tel polyn�me est assurée indi�éremment par les polyn�mes inter-polateurs de Lagrange, par l'inje
tivité de l'appli
ation linéaire Rn−1[X ] → Rn d'évaluation enles λi ou par un déterminant de Vandermonde.Corrigé 4.1) On é
rit :
ϕ2(M) = ϕ(2M + tM)

= 2 (2M + tM) + t(2M + tM)

= (4 + 1)M + (2 + 2) tM

= 4 ( tM + 2M)− 3Md'où l'identité voulue. Le polyn�meX2−4X+3 étant s
indé à ra
ines simples sur R (
'est (X−
1)(X − 3)), l'endomorphisme 
onsidéré est don
 diagonalisable.6



2) Comme déjà vu, les valeurs propres de ϕ sont à 
her
her dans {1, 3}.� Valeur propre 1 : on 
her
he les M tels que 2M + tM = M . Il s'agit des matri
es antisy-métriques, sous-espa
e de dimension n (n−1)
2 de Mn(R) (il su�t de se donner les 
oe�
ientsstri
tement au-dessus de la diagonale).� Valeur propre 3 : il s'agit 
ette fois-
i des matri
es symétriques, formant un sous-espa
e dedimension n (n+1)

2 .On en déduit que :� La tra
e de ϕ vaut n (n−1)
2 · 1 + n (n+1)

2 · 3 = n (2n+ 1).� Son déterminant vaut 1n (n−1)
2 3

n (n+1)
2 = 3

n (n+1)
2 .� Son polyn�me 
ara
téristique vaut (X − 1)

n (n−1)
2 (X − 3)

n (n+1)
2 .3) On a ϕa,b = b ϕ+ (a− 2b) id, et don


detϕa,b = (−b)n
2

χϕ

(

2b−a
b

)

= (−b)n
2( 2b−a

b − 1
)

n (n−1)
2

(

2b−a
b − 3

)

n (n+1)
2

= (a− b)
n (n−1)

2 (a+ b)
n (n+1)

2même quand b = 0. Quand n = 0, l'endomorphisme ϕa,b est toujours inversible. Quand n = 1,on a ϕa,b = (a + b) id, inversible si et seulement si a + b 6= 0. Quand n > 2, l'inversibilité estéquivalente à la 
ondition a2 6= b2.4) Cal
ulons :
〈ϕ(M), N〉 = Tr( t(2M + tM)N)

= Tr(MN) + 2 〈M,N〉
e qui est visiblement symétrique ; par 
onséquent ϕ l'est aussi, ainsi que ϕa,b pour tout (a, b)par linéarité. (Alternativement : on a diagonalisé ϕ dans une base orthogonale, les matri
essymétriques étant orthogonales aux antisymétriques.)Corrigé 5.1) L'intégrale 
onverge pour tout x non nul puisque 1
1+t exp(

−t
|x|) = O(t−2) quand t → +∞ et quel'intégrande se prolonge par 
ontinuité en zéro. Elle est 
ontinue sur R∗

+ puisqu'elle l'est surtout segment (théorème de 
ontinuité sous le signe intégral). Elle est don
 
ontinue sur R∗ parparité.2) On applique le théorème de 
onvergen
e dominée : quand x → 0 ave
 |x| 6 1, on a la majora-tion 1
1+t exp(

−t
|x|) 6

1
1+t exp(−t) qui est intégrable sur R+. Par 
onséquent, f est prolongeableen zéro, de limite nulle.3) Il su�t de raisonner sur R∗

+ par parité. On a par ré
urren
e
∂n
x exp(−t

x ) = Pn(t,
1
x ) exp(

−t
x )où Pn ∈ Q[T, U ] est un polyn�me dé�ni par la relation de ré
urren
e Pn+1 = U2 (t−∂U )Pn. Par
onséquent, quand x varie dans un segment �xé, on peut borner ∂n

x exp(−t
x ) par une fon
tionintégrable indépendante de x. Le théorème de régularité sous le signe intégral 
on
lut.4) On 
her
he évidemment une solution parti
ulière à partir de f . La question pré
édente permetde dériver f sous le signe intégral, et on a

x2f ′(x) + f(x) =

∫ ∞

0

(

x2∂x
(

1
1+t exp(

−t
x )

)

+ 1
1+t exp(

−t
x )

)

dt

=

∫ ∞

0

exp(−t
x ) dt7



=
[

−x exp(−t
x )

]∞
t=0

= x
omme de bien entendu. Les solutions de l'équation homogène sont de la forme x 7→ A exp( 1x ),et les solutions générales de l'équation ave
 se
ond membre sont don
 de la forme
x 7→ f(x) + A exp( 1x)pour A ∈ C.5) Soit g une solution de (E) dé�nie sur R. Le même raisonnement que 
i-dessus appliqué 
ettefois sur R− montre que g est de la forme

x 7→ f(x) +

{

A+ exp( 1x ) si x > 0

A− exp( 1x ) si x < 0pour deux 
onstantes 
omplexes A+ et A−. Reste à déterminer quelles solutions sont 
ontinueset dérivables en 0. Commençons par f . On a vu qu'elle est 
ontinue sur R et dérivable sur R∗,montrons qu'elle est dérivable en 0, de dérivée nulle. Par parité il su�t de le montrer à droitede 0. Pour 
ela on étudie le taux d'a

roissement f(x)
x . Soit gt : x 7→ exp(−t/x)

x , qu'on veutmajorer indépendamment de x pour utiliser une 
onvergen
e dominée. On 
al
ule g′t(x) = (−1
x2 +

t
x3

)

exp(−t/x), qui s'annule en x = t. On a don
 gt(x) 6 gt(t) =
1
t . De plus pour (x, t) ∈ [0, 1]2,

exp(−t/x)
x(1+t) est bornée par une 
onstante. Finalement, exp(−t/x)

x(1+t) est bornée par une 
onstantepour t ∈ [0, 1], et par 1
t(1+t) sur [1,∞], 
e qui est intégrable. Par 
onvergen
e dominée, f(x)

xtend bien vers 0 en 0. Il su�t maintenant d'étudier les solutions de l'équation homogène sur R.La prolongeabilité à droite impose A+ = 0, et ni la 
ontinuité, ni la dérivabilité n'imposent de
ondition sur A−. Les solutions sont don
 les fon
tions de la forme
x 7→ f(x) +

{

0 si x > 0

A− exp( 1x ) si x < 0.Corrigé 6.1) a) On a t(f2) = ( tf)2 = (−f)2 = f2, don
 f est symétrique réel, don
 diagonalisable en baseorthonormée.b) On é
rit
Ker f2 ⊂ {x | 〈f2(x), x〉 = 0}

= {x | 〈f(x), tf(x)〉 = 0}
= {x | 〈f(x), f(x)〉 = 0}
= Ker fet l'autre in
lusion est automatique.
) La stabilité est évidente (regarder les images par f de la famille génératri
e). Notons qu'ils'agit bien d'un plan : en e�et, a est non nul (
'est un ve
teur propre), don
 f(a) aussi(sinon f2(a) serait nul 
e qui serait 
ontraire aux hypothèses) ; or f(a) ne peut être pro-portionnel à a que si f(a) = 0, 
ar f devrait induire un endomorphisme antisymétrique (etdon
 nul) sur la droite R a.Par ailleurs, l'orthogonal de F est lui aussi stable par f : si x ∈ F⊥ et y ∈ F , on aura

〈f(x), y〉 = −〈x, f(y)〉
= 0puisque f(y) ∈ F , et don
 f(x) ∈ F⊥. 8



2) La question pré
édente permet de 
onjuguer orthogonalement A à une matri
e diagonale parblo
s, dont les blo
s sont soit nuls, soit de taille 2 et de la forme (0 −a
a 0

). Ces réels a peuvent deplus être 
hoisis positifs. Mais en é
rivant
(

0 − a

a 0

)

= t(
√
aI2)

(

0 − 1

1 0

)

(
√
aI2)on voit que l'on peut trouver une matri
e P inversible et telle que tPAP soit diagonale parblo
s ave
 des blo
s de la forme (

0 −1
1 0

). Il ne reste plus qu'à 
onjuguer par une matri
e depermutation pour obtenir la forme demandée.Corrigé 7.1) On a 1
(1+t3)n 6 1

1+t3 = O(t−2), d'où l'intégrabilité.2) On 
ommen
e par un 
al
ul formel, dans lequel on justi�era ensuite les 
onvergen
es.
∞
∑

n=1

anx
n =

∞
∑

n=1

∫ ∞

0

xn dt

(1 + t3)n

=

∫ ∞

0

∞
∑

n=1

xn

(1 + t3)n
dt

=

∫ ∞

0

x

1 + t3 − x
dt.Pour 0 < x < 1, la dernière intégrale 
onverge. Comme tout est positif, 
ela justi�e l'inter-version. Le rayon de 
onvergen
e est don
 au moins 1. Mais la dernière expression tend versl'in�ni quand x tend vers 1, don
 le rayon de 
onvergen
e vaut 1 : si le rayon était stri
tementplus grand, 1 serait dans le disque ouvert de 
onvergen
e et don
 la somme de la série serait
ontinue en 1.3) On intervertit série et intégrale, 
e qui donne

f(x) =

∫ ∞

0

dt

∞
∑

n=1

( x

1 + t3

)n

=

∫ ∞

0

dt
1+t3

x − 1

=
x

1− x

∫ ∞

0

dt

1 + t3

1−x

=
x

1− x

∫ ∞

0

3
√
1− xdu

1 + u3

= x (1 − x)−2/3

∫ ∞

0

du

1 + u3
·La dé
omposition en éléments simples donne

1

1 + u3
=

1

3

( 1

1 + u
− u− 2

1− u+ u2

)

=
1

3

( 1

1 + u
− 1

2

2u− 1

1− u+ u2
+

3

2

1

1− u+ u2

)

=
1

3

( 1

1 + u
− 1

2

2u− 1

1− u+ u2
+

3

2

1

(u− 1
2 )

2 + 3
4

)

=
1

3

( 1

1 + u
− 1

2

2u− 1

1− u+ u2
+
√
3

2√
3

1 + 4
3 (u− 1

2 )
2

)9



On en tire �nalement que
∫

du

1 + u3
=

1

3

(

ln(1 + u)− 1

2
ln(1− u+ u2) +

√
3 arctan( 2√

3
(u− 1

2 ))
)

= 1
6 ln

(1+u)2

(1−u+u2) +
1√
3
arctan( 2√

3
(u− 1

2 ))et ∫ ∞

0

du

1 + u3
=

1√
3

(π

2
− −π

6

)

=
2 π

3
√
3et don

f(x) = 2π

3
√
3
x (1− x)−2/3.Corrigé 8.1) Il su�t d'é
rire

AB = A(ABAB)B = (AA)BA(BB) = BA.2) On pro
ède par ré
urren
e sur n. Si n 6 1, 
'est évident. Sinon, on distingue les 
as selon que leséléments de G sont tous des homothéties ou non. Dans le premier 
as, il n'y a rien à faire. Dansle se
ond, on 
hoisit un élément A ∈ G qui ne soit pas une homothétie ; elle est diagonalisable(X2−1 étant s
indé à ra
ines simples), don
 dé
ompose Rn en une somme dire
te de deux sous-espa
es stri
ts, qui sont tous stabilisés par G par 
ommutativité. On applique alors l'hypothèsede ré
urren
e aux deux sous-groupes obtenus.3) On vient de montrer que G est un sous-groupe du groupe des matri
es diagonales inversibles dela forme diag(±1, . . . ,±1) (par 
ara
térisation des ra
ines 
arrées de l'unité réelles). Ce groupeest de 
ardinal 2n, 
e qui majore don
 le 
ardinal de G. (Le théorème de Lagrange permetmême d'a�rmer que le 
ardinal de G est de la forme 2m ave
 m 6 n.)Corrigé 9. Se rapporter à la �gure 1 page suivante.1) On trouve immédiatement
g′ = (∂x + ∂y)f > 0,

h′ = (∂x − ∂y)f < 0 et
k′x = ∂yf > 0.2) Il su�t d'appliquer les 
al
uls pré
édents pour déterminer le 
omportement de f sur les deuxbisse
tri
es et la droite verti
ale, et d'utiliser le théorème des valeurs intermédiaires.3) Soit x0 ∈ R ; on a f(x0, t(x0)) = 0. Posons gx0

: x 7→ f(x0 + x, t(x0) + x) et hx0
: x 7→

f(x0 +x, t(x0)−x). Là en
ore, les deux appli
ations sont stri
tement monotones, et il su�t derefaire le raisonnement de la question pré
édente pour lo
aliser le graphe de t dans le 
�ne desommet (x0, t(x0)) et d'ouverture π
4 .Corrigé 10.1) La suite des puissan
es de A varie dans G qui est �ni, il existe don
 deux entiers distin
ts m1et m2 tels que Am1 = Am2 , et il su�t de poser m = |m1 −m2|.2) L'hypothèse implique que A est diagonalisable à valeurs propres de module stri
tement inférieurà 1. Pour une norme matri
ielle adaptée à la base de diagonalisation, la suite (Am) tend don
vers zéro. C'est don
 aussi le 
as pour la norme usuelle par équivalen
e des normes ; or lespuissan
es de A sont à 
oe�
ients entiers. C'est don
 qu'on a Am = 0 pour m assez grand,don
 par diagonalisabilité A = 0.3) Par la première question, il existem > 1 tel que Am = 1, 
e qui se réé
rit (1+pM)m−1 = 0. Orles ra
ines de (1+pX)m−1 sont les ω−1

p ave
 ω ra
inem-ième de l'unité, et sont don
 de modulestri
tement inférieur à 1 puisque p > 3. La question pré
édente montre alors que M = 0.10



bc - ++
--- -++ ++ bc

-
Figure 1 � Signes le long des droitesCorrigé 11.1) On trouve sans peine que Ker∆ = R

(

X
0

)

= R et que ∆
(

X
d

)

=
(

X
d−1

) pour d > 1.2) On pro
ède par ré
urren
e sur d ; 
'est 
lair si d = 0. Sinon, ∆(P ) véri�e la même hypothèse,don
 s'é
rit cd( X
d−1

)

+ · · · c1
(

X
0

)

= ∆(cd
(

X
d

)

+ · · · c1
(

X
1

)

). Par la première question, la di�éren
eest 
onstante et vaut P (0) ∈ Z.3) Il est alors 
lair que 
et ensemble est ∑

d∈N
Z
(

X
d

) (il ne reste plus que l'in
lusion ré
iproqueà véri�er, 
e qui revient à prouver que (

X
d

) est à valeurs entières pour tout d, en distinguantselon le signe de la variable).Corrigé 12.1) On trouve par ré
urren
e que admf (g) =
m
∑

k=0

(

m
k

)

(−1)m−kfkg fm−k.2) Dans la somme 
i-dessus, fk ou fm−k est nul dès que k ou m − k est supérieur à l'indi
e denilpoten
e n, 
e qui est toujours vrai lorsque m > 2n− 1.3) On prend un endomorphisme b qui induise un isomorphisme entre l'image de a et un supplémen-taire de son noyau. Alors bab 
oïn
ide ave
 a à la fois sur son noyau et sur 
e supplémentaire,
e que l'on voulait.4) Supposons fn = 0 et fn−1 6= 0. Montrons que ad2n−2
f 6= 0. Par la première question, on a pourtout g l'identité ad2n−2

f (g) =
∑2n−2

k=0

(

2n−2
k

)

(−1)2n−2−kfkg f2n−2−k, et le seul terme éventuel-lement non nul de la somme apparaît quand k = n − 1 ; on a par 
onséquent ad2n−2
f (g) =

(

2n−2
n−1

)

(−1)n−1fn−1g fn−1. Mais la question pré
édente permet de 
hoisir g de façon à 
eque fn−1g fn−1 = fn−1, et don
 ad2n−2
f (g) 6= 0.Corrigé 13. Par théorème d'intégration des équivalents, la série ∑

ln2 k étant (grossièrement)divergente, on a
n
∑

k=1

ln2 k ∼
n→∞

∫ n

1

ln2 t dt

=IPP [

t ln2 t
]n

1
− 2

∫ n

1

ln t dt

= n ln2 n− 2n lnn+ 2n11



∼ n ln2 n.On peut aussi pro
éder par 
omparaison série-intégrale, ou en
ore par une somme de Rie-mann ( ?).Corrigé 14. La fon
tion à intégrer est 
ontinue sur ]0, 1[, prolongeable par 
ontinuité en 1. Elleest de signe 
onstant (négative) au voisinage de 0 et a pour équivalent ln t, qui est intégrable en 0.Don
 l'intégrale existe. Pour exprimer I 
omme somme d'une série, on développe (1 + t)−1 ; onfait le 
al
ul formellement puis on justi�era les 
onvergen
es requises. On a formellement
∫ 1

0

∞
∑

n=0

tn ln t dt =

∞
∑

n=0

∫ 1

0

tn ln t dt.On 
al
ule don

∫ 1

0

tn ln t dt =

[

tn+1

n+ 1
ln t

]1

0

−
∫ 1

0

tn

n+ 1
dt par IPP

= −
[

tn+1

(n+ 1)2

]1

0

=
−1

(n+ 1)2
.Comme 
ette suite est de signe 
onstant et sommable, l'interversion pré
edente est justi�ée. Onobtient �nalement

∫ 1

0

ln t

1 + t
dt = −

∞
∑

n=1

1

n2
.Corrigé 15. On 
al
ule d'abord le polyn�me 
ara
téristique χ :

χ =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

X 0 −z
−1 X 0
−1 0 X

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= X3 − zX

= X (X2 − z).Si z 6= 0, il a trois ra
ines distin
tes ; le polyn�me 
ara
téristique est alors s
indé à ra
ines simplessur C, et la matri
e 
onsidérée est don
 diagonalisable. Dans le 
as 
ontraire, la matri
e est nilpo-tente et non nulle, et ne peut don
 être diagonalisable. Con
lusion : la matri
e est diagonalisablesi et seulement si z est non nul.Corrigé 16. La matri
e M étant symétrique, elle est diagonalisable à valeurs propres réelles.Comme Mp = In, toute valeur propre λ véri�e λp = 1, d'où λ = ±1 et don
 λ2 = 1. Comme Mest diagonalisable on en déduit M2 = In. Si M est dé�nie positive, ses valeurs propres sontpositives, don
 valent 1 et don
 M = In.Corrigé 17. Soit x ∈ R+ ; on va 
her
her quand la suite anx
n est bornée. Il su�t de regarder lestermes non nuls, 
e qui revient à examiner rkxk2 où n = k2. Mais rkxk2 tend vers 0 si x < 1 etvers l'in�ni si x > 1, don
 le rayon de 
onvergen
e est 1.Corrigé 18. Bien que 
es deux matri
es aient le même polyn�me 
ara
téristique, le polyn�meminimal de la première est (X − 1)3 et 
elui de la se
onde est (X − 1)2, elles ne sont don
 passemblables. (En d'autres termes : la se
onde est annulée par (X − 1)2 
e qui n'est pas le 
as de lapremière.) 12



Corrigé 19. La fon
tion f est 
lairement dé�nie et 
ontinue sur R∗
+. Véri�ons qu'on peut laprolonger en 
ontinuité en 0 : par développement limité du sinus au voisinage de zéro, f →0 1.Pour étudier l'intégrabilité, on dé
oupe R+ en intervalles Ik = [kπ, (k+1)π]. Pour tout x ∈ Ik, ona | sinx |x > | sinx |(k+1)π . On re
entre l'intervalle au point où | sinx | = 1 : on pose x = (k+ 1

2 )π+y(y ∈ [−π
2 ,

π
2 ]). On a alors

| sinx|(k+1)π = | cos y|(k+1)π
> (1 − ay2)(k+1)π pour un a > 0.On en déduit

∫

Ik

| sinx|x dx >

∫ π

2

−π

2

(1− ay2)(k+1)π dy

>

∫

|y|6 1

k

(1− ay2)(k+1)π dy

>

∫

|y|6 1

k

(

1− a
k2

)(k+1)π
dy

= 2
k exp

(

(k + 1)π ln(1− a
k2 )

)

= 2
k expO(k−1)

= 2
k +O(k−2).La série ayant pour terme général 
ette dernière expression n'est pas sommable, don
 la série determe général ∫

Ik
f ne l'est pas non plus, 
e qui prouve que f n'est pas intégrable sur R+.Corrigé 20. L'appli
ation f est 
lairement un endomorphisme de R[X ] (intégrer un polyn�meentre des bornes polynomiales donne bien un polyn�me). Cal
ulons sa valeur sur Xn :

f(Xn)(x) =

∫ x+1

x

tn dt

=

[

tn+1

n+ 1

]x+1

x

= 1
n+1

(

xn+1 − (x+ 1)n+1
)

= 1
n+1

(

(n+ 1)xn + o(xn)
)

= xn + o(xn).Cela montre que f préserve le degré et le 
oe�
ient dominant ; elle induit don
 un endomorphismede Rn[X ] de déterminant 1.
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