Déterminant

Questions de cours

— Définition du déterminant d’un endomorphisme.
— Multiplicativité du déterminant des matrices.
— Enoncer différentes méthodes de calcul de déterminants (numériques ou formels).

1 Enoncés

Exercice 1. A quelle condition une matrice de M,,(Z) a-t-elle son inverse dans M,,(Z)?

Exercice 2. Soient A, B, C' et D quatre matrices carrées de méme taille. On suppose que A est
inversible et commute avec C. Montrer que det (é g) = det(AD — BC). De quelles hypothéses
peut-on se passer ?

Exercice 3. Soit f un endomorphisme d’un espace vectoriel F de dimension finie n. Montrer que,
pour tout n-uplet (uq,...,u,) € E™, on a

> det(ur, .., f(t), .. un) = Tr(f) det(us, ... up)
=1

ou le déterminant et la trace sont pris vis-a-vis d’'une méme base fixée.

Exercice 4. Soit A € M, (R). On note L4 (resp. R4) "endomorphisme M +— AM (resp. M —
MA) de M, (R). Calculer le déterminant de L4 et R4 en fonction de celui de A.

Exercice 5 (Mines 2009). Soient A et B dans M,,(R), telles que B soit nilpotente et commute
avec A. Montrer que det(A + B) = det A.

Exercice 6. Soient A et B deux matrices de M,,(R) commutant entre elles. Montrer que det(A?+
B?) > 0. Question subsidiaire : chercher un contre-exemple si A et B ne commutent pas.

Exercice 7. Soient Ei, ..., E, des sous-ensembles de [1,n] telles que, pour i # j, les intersec-
tions E; N E; soient de méme cardinal non nul. Montrer que p < n. Indication : considérer la
matrice A de taille p x n avec a;; = 1jep,, et le déterminant de A'A.

Exercice 8 (déterminant circulant). Soient aq,...,a, des réels et
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et en calculant det(AS), en déduire la valeur de det A.



Exercice 9. Soit A une matrice carrée de taille n, dont les coefficients valent 1. Montrer que
son déterminant est divisible par 271,

2 Corrigés
Corrigé 1. Utiliser la formule de la comatrice.

Corrigé 2. On multiplie & gauche par (_,", ,) pour obtenir une matrice triangulaire supérieure
par blocs, puis on réintégre A a I'expression. On peut se passer de I’hypothése d’inversibilité par
densité des matrices inversibles.

Corrigé 3. Le membre de gauche est multilinéaire alterné en les u;, il est donc proportionnel au
déterminant. Pour calculer le coefficient de proportionnalité, on calcule en coordonnées.

Corrigé 4. On se place dans la base des E;;, dans ordre (Ei1,...,En1, B2, ..., Eyy). Puis-
qu’aprés calcul AE;; = >, ar;Erj, la matrice de Ly dans cette base est une matrice diagonale
par blocs, dont les blocs diagonaux sont précisément A. Par conséquent det L4 = (det A)™.

Pour ce qui est de R4, on ordonne la base de 'autre maniére, et les blocs diagonaux valent
alors 'A.

Corrigé 5. On distingue deux cas, selon que A est inversible ou non. Si elle I’est, on se raméne
a A = 1 en multipliant par A~!, puis on se place dans une base ol B est triangulaire supérieure
stricte. Si A n’est pas inversible, I’hypothése de commutation implique que (’endomorphisme
associé &) B stabilise son noyau ; mais la restriction dudit endomorphisme est encore nilpotente,
et 'intersection des deux noyaux est donc non nulle. Par conséquent, A + B n’est pas inversible
non plus.

Remarque : en se plagant dans M,,(C), on peut cotrigonaliser A et B, ce qui donne le résultat.
Corrigé 6. Il suffit d’écrire A+ B? = (A+iB)(A—iB), et donc det(A?+B?) = |det(A+iB)|* > 0.

Corrigé 7. En notant B = A'A, on a
n n
bij = Zaikajk = Z lrering, = |Ei N Ej|
k=1 k=1

et donc, en notant e; = |E;| et ¢ = |E; N E;| pour ¢ # j, la matrice B est de la forme

Calculons son déterminant. On calcule plus généralement le déterminant
€1 &
d ep

pour ¢ # d, puis on fera tendre d vers c¢. En ajoutant une indéterminée x a tous les coefficients, on
voit (en imaginant l'effet d’opérations élémentaires sur les lignes et les colonnes) que ce déterminant
est de la forme ax + (. Or, on connait ses valeurs en —c et —d : en notant P = [[(e; — X), on

aura
—ac+f3 =P(c)
et —ad+pB =P(d)



P(e)  P(d)

et le déterminant vaut donc 8 = M —cd———7—, & supposer c et d non nuls. En

faisant tendre d vers ¢, on obtient (par dérivation et continuité du déterminant)

P

det B= P(c)—cP'(c) = H i — ¢ +CZH

i=1 i=1 j#i
Revenons aux FE;. Chaque e; étant supérieur & ¢, on voit que si det B = 0, alors il existe 4
et j # i tels que e; = e; = ¢. Mais cela implique |E; N E;| = |E;| = |Ej| et donc E; = E;, ce qui

est exclu. Donc B est inversible, donc de rang p, donc A est de rang supérieur a p, et inférieur
a n, d’ou la conclusion.

Corrigé 8. On a A;; = aj_i+1 modn €t Qij = w@=DU=1_donc
(AQ Z Ak —i+1 mod n w(k 1)(] 1)
_ Zak kFiI—2)(G—1)
k
= w(i_l)(j_l) Z a‘k (wj_l)k_l
k

— =DG-1) P(w’™1)

avec une notation évidente. On en déduit finalement (par multilinéarité) que

det(AQ) HP - det Q.

Comme les w®~! sont distincts, le déterminant (de Vandermonde) det Q2 est non nul, d’oil

det A= P(1)--- P(w" ).

Remarque : refaire ’exercice en diagonalisant la matrice.

Corrigé 9. Par des opérations élémentaires, ledit déterminant est le déterminant d’un bloc infé-
rieur droit de taille n — 1 constitué de 0 et de 2, d’ou le résultat.
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