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Exercice a chercher du TD précédent
W
‘Fxercice 0. Soit X une variable aléatoire réelle.

1. On suppose que X admet un moment d’ordre n € IN".

(a) Montrer que pour tout t e R :

n—1 ,. .k N 1
¢X(t):Z%IE[Xk]+ (it) IE[X”J (1—u)""exp(ituX)du|.

— (n—1)!

(b) Montrer que

n-1 ..k . n
ox(t) = ZﬂlE[Xk] + (Z;!)

k! en(t)’
k=0
ou |e,(t) < 2E[|X]|"] et limen(t) =o.
—0
2. On suppose que X admet des moments de tous ordres et que

. X 1
limsup X1l =—<o00
n—ooco N R

Ici, [|X]||,, = E [|X|”]1/”. Montrer qu’alors ¢x est développable en série entiére au voisinage de tout
réel, le rayon de convergence étant > R/e. En déduire que :

Vte]—B,B[, Px(t) = i@E[Xk].

e e
Corrigé :
1. (a) On applique la formule de Taylor avec reéte intégral a u +— exp(iyu):

n—1 ,. \k - \n 1
exp(iy):Z(lz!) + (i) J(1—u)”_1exp(iuy)du.

— (n—1)!

Le résultat s’ensuit en prenant y = X et en prenant l’espérance (qui est linéaire).

Pour des queftions, demande de précisions ou explications, —n’hésitez pas a m'envoyer un mail
igor.kortchemski@ens.fr , ou bien a venir me voir au bureau V4.



(b) En remarquant que jol(1 —u)"'du=1/n,ona:

Z’“ (it)f (" el [y (exn(i
qbX(t):k:O TIE[Xk]+mIE[X L(1—u) (exp(ltuX)—l)du].
Ainsi,

€,(t)=nE [X” J1(1 —u)"(exp(ituX) - 1)du],

et en appliquant le théoreme de Fubini, on obtient la majoration

len(t)] < anEnXl"]J (1~ 1y du = >E[|X]"].

o

De plus, pour u €[o,1]on a

X" j1(1 —u)"(exp(ituX)—1)

S 2|X|71(1 _ u)?l—l’

majoration indépendante de ¢ par une application A[, ,;®P intégrable. Le théoréeme de conver-
gence dominée garantit que 1im €,(t) =o.
—0

2. Soit t, € R. Puisque X a des moments de tout ordre, d’apres le TD précédent, elle e§t C™ et
possede donc un développement de Taylor a tout ordre n > 1:

no ok
Bxt1= bl + Y g0+ R 1),

k=1

ou le reste e$t défini par

t n
Ry(to,t) = J %@?“)(u)du.
.ol

o

Il s’agit donc de démontrer que celui-ci tend vers o. On a vu au TD précédent que (pg;lﬂ)(u) =

i"TE[X™ exp(iuX)]. Ainsi :

(1t = tollIX Tl )"

Rulter 0 < =0 E00

L’hypothese sur ||X]|,, et la formule de Stirling permettent aisément de voir que cette quantité
tend vers o pour |t —t,| < R/e.

On a vu en TD que si X,Y sont deux variables aléatoires réelles telles que limsup,_, @ <

oo, limsup,,_, % <ooet E[X"] =E[Y"] pour tout n > 1, alors ¢x(t) = ¢y(t) pour tout t € R, et
donc X et Y n'ont pas méme loi (en revanche, ce n’e$t pas vrai en général, cf le dernier exercice
du TD 11). L'idée était de montrer que ¢x = ¢y d’abord sur le disque ouvert de centre o et
de rayon R/e, puis de prolonger a tout le plan complexe en utilisant le fait que ¢x et ¢y sont
développables en série entiére autour de tout point du plan, avec un rayon de convergence au
moins égal a R/e (valeur qui ne dépend pas du point considéré). Plus formellement, on peut
montrer que I’ensemble des points z € C tels que ¢ x(z) = ¢y(z) eSt ouvert et fermé et non vide, et
donc égal a C tout entier par connexité.

O

0 — Petite question
— SN TN



Fxercice 1. Soient X et Y deux variables aléatoires réelles indépendantes. Soit F : R x R — IR, une
fonction borélienne. Montrer que E[F(X,Y)] = E[g(Y)], ou g : R — R eét la fon&tion définie par g(y) =
E[F(X,y)] pour y € R.

Corrigé :

On écrit :

[E[F(X,Y)]

f F(x,9) Py (dxdy) = f F(x,9)Px (dx) ® Py (dy)
RxR IRxR

jzwy)( xyPde) Py(dy)g(v) = E[g(Y)].
R R

1 — Variables aléatoires indépendantes
W

‘Exercice 2. Soient X et Y deux variables aléatoires gaussiennes (centrées réduites) indépendantes. Mon-
trer que les variables aléatoires 22X et £ soient indépendantes.

V2 V2
Corrigé :
Soient F,G : R — R, deux fonctions boréliennes. En remarquant que (x,9) — (22,%2) e§t un C*

V' Ve

difféomorphisme de R x IR sur R x IR de jacobien —1, la formule du changement de variable donne
X+Y\  (X-Y f (x+y) ( y) 2 4p?
E|F G = F G e > dxd
NG - L CF R ) ’

8 x+y\ (x-y\ 1 V)"
= F G — 2 dxd
RxR (\5) (\5)2”6 Y

[

J
- F(x)G(y) ! e_ﬂdxd
JRxR Wam g
1 2 1 ¥
= F(x e = dx G e 2dy).
([ For e a1 e ay
On en déduit que X\}Y et X\fY soient indépendantes, et sont toutes les deux gaussiennes centrées réduites.

O

—> 00— o<
‘Exercice 3. On définit sur (Q, A, IP) des variables aléatoires U,,..., U, indépendantes et de loi uniforme
sur {1,2,...,p}.

1. Trouver la loi de M,, = max, <x<, Uk.
2. Montrer que
EM,]  n
p poon+1

Corrigé :
1. Pour tout k € {1,...,p}, on a,

P(M, <k)=P(U, <k,...,U, <k)=P(U, <k)...P(U, <k) = P(U, <k)" = (5) .

On en déduit la loi de M, :



2. Ona,

p
E(M,) =) P(M,>k),
k=1
et donc ) s
ST )
p p;1 p pél pl)

On reconnait une somme de Riemann de la fonétion x — 1 —x", dont I'intégrale entre o et 1 vaut
n/(n+1). D’ou le résultat.

Remarque. On a vu en TD qu’on pouvait tranformer la derniére somme en intégrale par rapport a la
mesure de Lebesgue (en faisant intervenir des parties entiéres) et utiliser le théoréme de convergence

dominée : -
sl Lo b5 )= Lo b5
Pi= p P Jo p o p
L'idée d’écrire des sommes a parametres comme des intégrales par rapport a la mesure de Lebesgue en

faisant intervenir des parties entieres e$t a retenir. O
——>0C—D0<—

‘Exercice 4. (Formule de compensation.) Soient (X,,),>, une suite de variables aléatoires réelles indépendantes

et de loi y et N une variable aléatoire a valeurs dans IN indépendante de la suite (X},);;>;.

1. On suppose que y e$t la loi de Bernoulli de parametre p €]o, 1[ c’e§t-a-dire que
H= p61 + (1 _p)éo’

et que N suit la loi de Poisson de parametre A c’est-a-dire que

L
oy A
P(N = k)= e 7.
On pose
N N
P:ZXi et F=N-P=) (1-X;),
=1 i=1

avec P = F = o sur {N = o}. Les variables aléatoires P et F représentent respetivement le nombre
de piles et de faces dans un jeu de pile ou face de parametre p a N lancers.

(a) Déterminer la loi du couple (P,N).
(b) En déduire les lois de P et F et montrer que P et F sont indépendantes.

2. On ne fait plus d’hypothese sur les lois. Soit f : R — R, une fonction mesurable. Montrer que

N

) F(Xi)

i=1

E ~E(N) Lf(x)y(dx),

avec Zfil f(X;) =osur {N =o}.

Corrigé :



(1)(a) OnaP(P=0,N=0)=P(N=0)=e¢ "}, etpourn>1eto<k<n,

n
N:m}:&:k
i=1

n
2:&:k
1=1

A n _
= e Am(k)Pk(l—P)” ¢

AP (A1 —p)
k! (n—k)!

P(P =k N = n) P

= P(N =n)P

(1)(b) On a pour k,I > o,

k )
P@:hF:DZPG=kN:k+D=&”A%¥)&”“ﬂQE%EL)

Donc les variables aléatoires P et F sont indépendantes et de lois respetives les lois de Poisson
de parametres Ap et A(1 —p).

(2) On a
N n
E Zf(Xl) = [E ZR{N:H} Zf(xz)
= ZIE LiN=p) if(xi)

= ) P(N=nE if(xo

- Zyw:mmq@m

n>1

- E(N)Lf(x)y(dx»

—> 00— 0<—

f?(ercice 5. Soit (Q), F,P) un espace probabilisé et X une variable aléatoire réelle définie sur (Q3, F,P).

1. Si deux tribus A, et A, sur (QQ, F,P) sont indépendantes et ont un élément commun A, montrer
que P(A) =oou P(A)=1.

2. Soit C une sous-tribu de F telle que si C € C, alors P(C) = 0 ou IP(C) = 1. Montrer que si X e§t C
mesurable, alors X est con$§tante presque stirement.

Indication : on pourra introduire la fonction de répartition F de X et considérer x, = inf{x € R; F(x) =
1}.

3. Soit f : R — IR une fonétion borélienne. On suppose que f(X) et X sont indépendantes. Montrer
que f(X) est constante presque stirement.

Corrigé :

1. OnaP(ANA)=P(A)> =P(A). D'ou IP(A) = o ou P(A) = 1.



2. Pour tout x e R, {X <x}eCetdonc F(x)=P[X <x]=o0o0u 1. Comme lim F(x)=1et lim F(x)=

X—>0 X—>—00

0,0n a x, := inf{x € R; F(x) = 1} € (-0, 00). Comme F et croissante, si a < x, < b,on a F(a) = o et
F(b) = 1. En particulier, P(x, —1/n <X <x,+1/n)=1 pour n > 1. Or:

o) = (o= 230+ 2.

nx1

Cette interse@ion étant décroissante et IP étant finie, on a donc

P(X =x,) = lim IP(]xo— %;xo+ i]) =1,

n—oo n
Ainsi, X = x, p.s.

3. Posons Y = f(X) et notons C = o(Y). Par hypothese, les tribus engendrées par Y et X sont indépendantes.
Orsi C €C, alors C € 0(X) car f e§t mesurable. Ainsi, pour tout C € C, C e$t indépendant de lui-
méme, et donc P(C) = o ou IP(C) = 1. Le résultat en découle d’apres la deuxiéme question.

O

2 — Indépendance et fonctions caractéristiques
e e S e

‘Exercice 6. Soient X et Y deux variables aléatoires réelles bornées. Démontrer que X et Y sont indépendantes
si, et seulement si :
VkleN,  E[X*Y!|=E[xE[Y']. (1)

Indication. Lire le titre de cette partie.

Corrigé :
L'implication e$t facile, car si X et Y sont indépendantes, alors X* et Y* le sont également. Réciproquement,
supposons que (1) e§t vérifiée. La fonétion caraétéristique de (X, Y) e§t donnée en (u,v) € R* par:

= (iu) X[ (iv)' Y
Z k! Z T

k=0 I=o

dx,v)(u,v) = Elexp(iuX)exp(iuY)] = E

Soit C un majorant de |X| et |Y/|, de sorte que
k ~k+l
C
E M =exp(|u|C)exp(|v|C) < o0

On peut ainsi appliquer le théoréme de convergence dominée :

¢ (u,v) = Zlk”ukv IE[Xle]
(X Y)\H AT

k,1>o0

D’aprés I’hypothese, on a donc

dpinn= 0wl

k,I>o0

. (i) B[ X*]
) R

k=0

. (iv) B[]
)|

I=o0

En appliquant le théoréeme de convergence dominée de la méme maniere, il en découle

= (iu)k Xk = (iv)'Y!
) Bl

k:O l:o

dx,v)(w,v)=E E

=¢x(u)-dpx(v)

d’ou le résultat. O



4 — Compléments (hors TD)
—TSN——

f;cercice 8.
1. Mathias a deux enfants dont une fille. Quelle e$t la probabilité que ’autre enfant soit un garcon ?

2. Mathilde a deux enfants. Le plus jeune est une fille. Quelle e$t la probabilité que ’ainé soit un
gargon ?

Corrigé :
Une famille de deux enfants peut se représenter par (a,,a,) ou 4; est f (fille) ou g (gargon) suivant que
le i-ieme enfant e§’t une fille ou un garcon. Tous les couples (a;,a;) sont équiprobables. Posons donc

={(f,8)(f, 1) (88 (& f)}-
1. On sait qu'un enfant e$t une fille on cherche donc P(E|A) avec E = {(f,£),(,f), (3. g)} et A =
{(f,9),(f,f) (g f)} Ainsi, IP(E|A) = 2/3.
2. On cherche désormais P(F|B) ou F = {(g,9),(g, f)} et B={(f,f),(g f)}. On trouve alors IP(F|B) =
1/2.

O

——>0C—"D0<—

‘Exercice 9. (Processus de Poisson) Soit (X,,n > 1) une suite de variables aléatoires indépendantes
définies sur (Q, A,IP), de méme loi exponentielle de parametre 1. On pose T, = o et pour tout n > 1,

T,=X,+...+X,,.
Pour tout t > o, on pose
Ny=max{n>o0:T, <t}
1. Soit n > 1. Calculer la loi du n-uplet (T, ..., T,).
2. En déduire la loi de N; pour tout t > o.
3. Pour n> 1 et t > 0, on définit sur Q une nouvelle mesure de probabilité Q" par la formule

P(AN{N; =n})

PN, = 1) ,AeA.

Q" (4) =

Calculer la loi du n-uplet (T,,..., T,) sous la mesure de probabilité Q™.

Corrigé :
1. Soit f : R} — IR,, une fonction mesurable. On a

E(f(Ty..., T)) = | F(X0 %y +Xpsee sy Xy 4 X+ + Xy )0 bt 50 e
R!

Oro:(xy,...,x,) € (RL)" > (X, %, +X,, ..., X, +X,+...4+X,) € {0 < t; <...< t,} estun C'-difféomorphisme
de jacobien égal a 1 donc d’apres la formule du changement de variables,

IE(f(Tl"'-lTn)) = f(tvtzl--':tn)e_t”]l{o<tl<...<tn} dt1 -'-dtnl
R!

ce qui signfie que la loi de (T,...,T,) a pour densité e‘tﬂll{o<t1<m<tn} par rapport a la mesure de
Lebesgue sur R".



2. Soit n € N. On a {N; = n} ={T,, <t,T,,, >t} car la suite (T,),s, e$t p.s. croissante et donc IP(N; =
n)=P(T, <t,T,,; >t). On en déduit d’apres la question (1) que pour n > 1,

=

Z
Il

2
Il

J gt Lioct, <<ty <ty ) Lt <ty Ly, >ty Ay - d by dity,
IRK‘FI

[ee]
J ]l{o<tl <.<t,<t} dtl e dtn f et
R} t

"
n
t
_e y
n!

ou la deuxieme égalité est une conséquence du théoréme de Fubini-Tonelli. Et ’'on a
PN, =0) = P(T, > 1) = P(X, > 1) = [ e dr=e,
t

On voit que N; suit la loi de Poisson de parametre ¢.

3. Soit f : R} — R,, une fon&tion mesurable. On a

IE(f(Tv-"lTn)]l{Nt:n})
= IE(f(Tv"'fTn)]l{Twst,TnH»})

J f(tv"-ytn)ﬂ{t,,st,tn+l>t})e_tnﬂ Wo<t, <<t <t,, ) Aty - Aty dt,
H{:l:#l

f(tv cees tn)]l{o<t1<...<t,,<t} dt1 oo dtn j et dtn+1dtn+1
R} t

= ¢! f(tv ceey tn)]l{o<tl <...<t,<t} dt1 e dtnl
R}
ou la troisieme égalité est une conséquence du théoreme de Fubini-Tonelli. Donc
E(f(Ty,---, T)LyN,=n))
IP(Nt = n)

E?" (f(T,,..., T,)) =

n!
t_n f(tv'-'rtn)]l{o<t1<...<tn<t} dt1'-'dtnl
R}
ce qui signfie que la loi de (T,,..., T,) sous Q™" a pour densité n!t™" Lot <...<t,<t} Par rapport a la
mesure de Lebesgue sur R".
O
——>0C—=D0<—
Exercice 10. (3 #) Soient X et Y deux variables aléatoires réelles indépendantes et telles que les
variables aléatoires X + Y et X — Y soient indépendantes. Montrer que les deux variables X et Y sont
deux variables aléatoires gaussiennes.

Corrigé :
Grandes étapes de la solution : en utilisant une équation fonctionnelle vérifiée par les fonltions ca-
ractéristiques, trouver le module de la fonétion caractéristique de X + Y, puis son argument. O




