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PARTIE 1

I.B. ~En-tilisant: R = Q™!
I.C. Toutcs lcs matrices @; sont inversibles soit par hypothésc, soit comme conséqucnce de lcur définition.
Alorssi: A = @ BQ7* et B = @2 CQz_l

donc : A= (Q1Q2)CQ7'Q7Y) = Qs CQ3 ! avec Q3 =.Q1Q2
Puis; ‘A = Q4'BQs avec Qg = Q7))

L.LD.1)  5i A est diagonale on : A = 'A. Les matrices sont donc semblables (avec @ = Id

I.D.2) A est semblable & une matrice diagonale A’ et *A est semblable & la matrice diagonale * A’ en utilisant i.C),
donc *A et *B sont semblables. o

PARTIE 1II

1I.A.  Effectuons le produit de matrices : *A P = P A pour obtenir le systéme : (b,¢) # (0,0) (matrice non diagonale)

ar+cz =  ar+cy c(z —y) = "0

bx+dz = az+ct . . ) bx+dy = az+ct . Y = Z
ay + ct = bz + dy = ay + ct = bz + dy A {b:c+(d—a)y-—ct = 0
by + dl = bz + di by — 2) = 0

II.B. En choisissant t =0 et z=(d—a) ona: y=2z=—b et la matrice P,
En choisissant ¢t =(d—a) et =0 ona: y=2=c et la matrice P

Pl == (d:ba —Ob) et Pg = ((? dfa) s

et 'une au moins de ces deux matrices est de rang 2 donc inversible.

I1.C. Alors AP = PA <= A = PAP! donc: A ettA sont semblables.
PARTIE III

III.A.1) La matrice de g dans la base B est triangulaire supérieure, nulle sur la diagonale :
Les composantes de g(e;) dans cette base forment la i 8me colonne de cette matrice, donc g(e;) est une combinaison
linéaire de ej,e2,...,e;1
En outre : g(e;) = 0
Par récurrence, on vérifie que pour 1<k<n-1 : Im (g*¥) C Vect (ey,...,enx) et donc: g = O
Si p = 1 alors g = O et sa matrice est la matrice nulle, et f = a Id est un endomorphisme diagonalisé ( c’est dire
qu’il existe une base dans laquelle sa matrice est diagonale).
Donc A et *A sont semblables comme en I.D.1).
Ona:pour0<k<p-1 : g*@W)#0 etpour k>p : g*w@)=T0"

P P p—1
Etudions la combinaison linéaire : 7@ = Zam? = Zaigp"i(‘tf’) = Zap_jgj (@) =0
i=1 i=1 j=0
En calculant successivement : gP~(5°) = 0 puis ¢?~2(5) = 0, ... , gP i@ =0
: —> :
jusqu’a g(g’) = 0 ,onobtient: a, = a,_; = dots = aj.
Donc le sytéme de vecteurs 47,47, ... ,&, est libre
[II.A.2) Powri>1lona f(@) = aa +g9@7) = aidf +a,7 et f(@7) = oiy
Soit B la matrice de f dans la base (47,42, ... Gy ) et C celle de f dans la base. Ce sont des matrices semblables.
(%n,%n—1, --. ,81 ). On a donc :
« 1 0 --- 0 a O 0
0 a 1 . 1 «a 0
B — : . . O G —_— 0 ¢ . ——— tB
0 a 1 . .1 a 0
(0 ) « 0 -« 0 1 «
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IHI.A.3) La matrice U s’écrit sous forme bloc : U = —_— — ou Uy = : PR |
(0) l U, DAV |

0 0

U; est carrée d’ordre p et Uj est_carrée d’ordre n — p quelconque.
Bien sur : U? = O puisque gy = O.

I'n Notant avec un indice 1 la premiére composante d’un vecteur, on peut évaluer la ¢ éme colonne de P par : ¢%(%@*;); =
Id(_ﬁ'-)t)l = (-ﬂ'—}i)l 3 gl(ﬁ-}i)l = g(ﬁ}i)l ) 92(-1'?1')1 AR gp—-l(ﬁ_}i)l 3 gp(ﬂ_}i)l yeery G _l(ﬂ-}i)l

soit : ¢°(T)1 =Id(@W;)1 = (@) , gY@ =9(®:): , F#@)1 ,..., @)1 , 0 ,..., O

Donc les lignes de P sont nulles a partir de la p + 1 éme.

De plus les p premiers vecteurs de la base vérifient la définition de V.B.1) donc pour 1 <i<pet 1<k <p,

| | ﬂ}-....'k.pf sit—k>0
g (@) = g NPT (@)) = gFIPTHE) = ¢ W sii=k
0 sit <k
. I, | @
Donc: g 1(w*;); = {1 Sl?_k et la matrice P = ( —_— l — ) de rang p.
0O sinon
- © | ()
Précisons : Q = [pk‘i] 1<k<p = [g - (u‘i)l] 1<k<p
p+1<i<n p+1<i<n
Avec cette matrice Petlebloc I, ,ona VT in W h(7) = 7.

h(W) C Im h et de méme dimension donc : A(W) = Im h et sous espace propre relatif & la valeur propre 1
Le noyau étant sous espace propre relatif a la valeur propre 0, il est en somme directe avec W et d’aprés le théoréme

du rang, W et Ker h sont supplémentaires de C".

W est stable par g et par f = g+ ald

Etudions la stabilité de Ker h par g. i}

Un vecteur T© € Ker h de matrice X = [z;] (T = Zmﬂ;’ ) est solution du systéme PX =0

1=1

Vk =0...p: zx+ > g"@).zi =0

1=p+1
Calculons : PUX pour vérifier que : g(Z’) € Ker h
Ur M + QU
PU = — —
© | (©
Précisons : M + QUg = ng_l(uj)l.g(ui)j = [gk(ui)l] 1<k<p
7=1 1sk<p ph1<i<n

r+1<i<n
car on reconnait le calcul de la premiére ligne du produit de matrices UF~1U donc la premidre ligne de U*.
On passe de P & PU en supprimant la premiére ligne de P et en complétant par une derniére ligne de 0
Donc PUX est la matrice obtenue en enlevant la premiére ligne de PX et en complétant par 0 en derniére ligne.

Z € Ker h = PX=0= PUX=0 = g(Z)€ Ker h
Ker h est un sous espace stable par g et donc par f.

I11.B.1) La matrice de f dans la base B est triangulaire supérieure. Celle de g dans cette base est aussi triangulaire

superieure.
T, | B

On peut la présenter sous la forme — — qui est aussi triangulaire supérieure.
(0) | T

En outre 75 a une diagonale nulle et donc : T3 % = 0. (analogue & V.B.,1))
Tous les termes de la diagonale de T; sont associés & des valeurs propres de f distinctes de a et sont donc non nuls.

17 est inversible.
( 7% | B

7% | B
I111.B.2) — = — est donc de rang k£ comme T3.
(o) "F;-"e,

(3} ' ()
\




" II1L.B.3) on remarque
Soit Z° € FNG, Si

: F=Im g™~ * donc stable par g puis 7.
T # 0 ¢g" *(Z) a pour matrice T""*X et est non nul (¢ I')
F et (G sont supplémentaires et stables par g et f.

I11.C.1) En choisissant une base associée a la somme dii'ecte, la matrice de f est :
- Bfr ‘ (0) |
B = — — semblable & A.
(0 | Be

| ( t Br l
tp — .
\ © |

— semblable & *A.

tBG |

Par hypothese de récurrence : Br et *Br sont semblables de méme que Bg et tBg.
JQr et Q¢ inversibles telles que QrBr = *BrQr et QeBg = 'BgQq

' ' ( QF l (0) )
En pOS&Ilt Q — T — on a Q inversible et QB = 1 BQ ce quj prouve que B et t B sont s emblﬂ.bles
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