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1° Posons g¢:>(1‘)—-n_|_l(f0 g(s)ds) , d’otr |

. qo'(t)=g(t)(fg(s)ds)":

Par suite | I
f ©'(s)ds =¢(t)—¢(0)=¢(t)=J’ g(s.)(j g(u) de nds.
0 ~ | | | 0 *Jo

2% a) v'(t)=u(t)<~‘icf(;tl)+g(t)f u(s)ds = f(t)+ v(t)g(s).
_ _ o .

i b) Dans le cas particulier ol g{t)=a |
i W(t)=v'(t)e ™ —av(t)e " < f(t)e-*
Puis, en intégrant,

4 t

w(t)=1] w'(s)ds < e “f(s)ds.

0 — | 0

Comme w(t)= v(t)e™, on en déduit

—

v(t)s:..f e““'*"f(s) ds.
0

c) Dans le cas général, on 2

Cwi(t)=(v'(t) - v(t)g(t))_ exp ( - fotg(s)ds) < f(t) exp( -L‘g(s ) ds).

Puis

w(t)= fo‘ w'(s)ds *-S.'Ltf(;s') [exP( -— Lsg(x)dx)] ds

et, en remplacant w(t) par sa valeur.

d) On peut ap

_ L appliquer ce qui précéde en prenant pour f la fonction nulle.
On obtient ainsi |

i

T Vf-?"-O, O=<u(t)=0.

F ol

~+ Autrement dit, la seule fonction

satisfaisant aux conditions imposées
est la fonction nulle. -
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cj') Puisque u est croissante, I'inégalité t'>t impliqﬁe |
_ u(t'—-s)?-‘"u(t-s) |
pour toute va]eur de s. On en.déduit, car ¢ est positive

J' (u(t'—-s)-_-— u(t - s))d(s) ds =0.

Comme u est aussi a valeurs pos:twes on a egalement
_ N

J u(t'— s)o(s) ds = (). m

i,

Finalement, on voit que t' >t 1mphque U(t')y= U(t) la fonctlon U est
croissante. |

b) Montrons la continuité de Uen0. Pulsque u et ¢ sont continues sur
~R™, on peut poser

" M= sup lu(t)|, M*= sup |¢(1)].

_ te[0, 11 t€[0, 1)
On a alors

Vi >0, |U(t) < j |ut - 5)| |$(s)] ds <tMM*

o lim U(t)=U(0)=0.

t =0

Soit £, > 0. Ici encore, la continuité de u et de ¢ ]llStlfle] exlstence de M
et M*. On peut écrire,.pour t €[t,, 2t,],

U(t) - U(to)—j [u(t-—s) u(tﬁ—s)]cb(s)ds +j u(t—-s)¢(s)ds

to

La fonctlon u étant contmue sur le segment [0 2t0], y est umformement
continue. Par suite

Ve >0,3a >0, V(y, y)EL0, 2T, |y - ¥'| < @ = |u(y) - u(y)|<e.
Ort €[t,y, 2tolet s €[0, t,] 1mphquentt ) E [0, 2t0] Par consequent ]

| \t—fol‘(a' — |u(t—s) “(to“‘S)lﬂs,
d’ou - . _ L
5 IU(I)-_.U(ID).I -=:J |u(t —S) u(to—s)l |¢(S)| ds . . ’
1 . . . f (-] |¢(S)| o
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So:t alors £ >0 Chonslssons E=o - Pour toutes les valeurs de t

0 |

! ;

telles ue Oﬁt ~ 1 ﬁinf (t ; ) on aura @ |

- 9 0 ” IMM*)’ _ |

- U(t) - U(to)l < toe M* + (¢ — t{,)MM* <g

“On a donc prouve la continuité de U i droite en: to-

La continuité A gauche se montre de facon analogue On écrit, pour
t €[0, t,], - .

U(t) U(to) j [u(t -—s) u(tﬁ-—s)]q,':(s) ds +f u(tn—s)qh(s)ds
to -
d ou e

' t-—to <a => U(t) - U(t,) *=stM*+(to—t)MM*
| | |

< etoM* + (o — t)MM*
On conclut ensuite comme précédemment.* |

' Notations
- Il suffit de poser x =¢ — ¢ pour trouver

t | .0 o
j u(t — 5)b(s3) ds = --f u(x)b(t — x) dx.
0 ’ ¢ - |
L’¢quation (E) peut donc s’écrire sous la forme équivalente

u(t)?-:f(t)+j0 u(s)(t — s) ds.

1° (E¢) ' uk(t)=-_-5 cost+J‘h(th—s)ds
0
ou . u(t)=135 cos t+tf u(s)ds—-jtsu(s)ds
0

a) Comme u est continue, fes deux apphcatlons

1 ———+j u(s)ds et t —> f su(s)ds _

sont derwables (et meme de classe C ) et par sunte u est dérivable
- !

’(t)——-S smt+J u(s)ds+tu(t)-—tu(t) (1)

0
De meme cette egahte montre a son tour que u' est derwable et

u'(t)= -*-5 cos ¢+ u(t).

Donc toute . Solution continue de (E.) est solution de |'équation
dlfferentlelle | -

s ' | U U= —S5cost | (2)
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I'_-solution générale est de la forme u(t)= Ae@—nry

Notons que, réciproquement,
successives que toute solution de
solution de (E,). -

¢) La

aly =

u(t)=Acht+B sh ¢.

Une solution particuliére de I'équation
d’ou la solution générale de I’équation compléte

5

b) On a, d’apres (E,), u(0)=5 et, d:aprés (1), u'(0)=0.

u(t)=Acht+R sh_t +-2- cos f.

Les conditions u(0)=S5

finalement la solution, unique, de (E)):

u(t)=§-(ch ! +cost).

2° a) L’équation (E;) s’écrit
 §

0

i - u(t)=l+j u(s)ae =9 gs

rl

u(t)e® = et +af u(s)e* ds
0

u-'."’(t)eir T u(t)e! = et +au‘(t)'e'
' u'(t)+ (1 -'a)u(t)= 1.

D’autre part, u(0)=1. Réci
u(0)=1 est solution de (E3).

ou

Si a #1, Pintégration de I’équatio
u(t)=Ae®"M* Une

-
-l

]

on montre par deux primitivation
(2) telle que ‘u(0)=35 et u'(0)=_0_est

solution générale de I’équation homogene associée a (2) est

5

compléte est t —s = cos t,

2

tc

et u'(0)=0 imposent A==§- et B=0, d’ou

(3)

proquement, toute solution de (3) vé_rifiant

Sia =1, I’'intégration de (3) donne u(t)=1¢ + Cte,puis u(t)=¢ +1.
n homogéne associée 3 (3) donne
solution particuliére de (3) étant u(t)= |

s la
|,

- L.a condition

- I I .‘ ' .lll'



_- fonction nulle.

t

Imposée a u(0)donne A = —2

= Finalement I’unique solution de (E;)est
| .‘:, , . | . ] — ae(a-—l)t
| ' U(t)=—onou .
@ ' _,,(, ) l1—-a

Lorsque a est supérieur Ou égal 2 1, u(t) tend vers + o quand ¢ tend

vers +oo, Lorsque a est stnctement plus petlt que |1, u( t) tend vers

b) L' equ-atm"'(Ez) s'écrit -
. ; {C
' u(t)lf _te —¢ +J | u(s )e_"(l’._-s) ds L

) L | ] o

¢

ou S u(t)e'=t+f u(s)e®
. . 0

~ En dérivant, on obﬁen_t

'(t) e’
Comme u(O) 0, la seule solution de (E,) est donc

u(t)- ~e~t + 1.
3° L’équation (E,) s'écrit

| u(t)=":u(s)sin(t—s)ds .

t
-u(S)COS s ds —cos tf u(s)sin s ds.

ou u(t)=sin tj ,
0 ;

70

On voit donc que « est dérivable : . _
u'(t)=cos tf u(s)cos s ds + u(t)sint cos t + sin tf u(s)sin s ds
SR —u(t) cos t sin ¢

4

¢ .
u'(t)=cos tf u(s) cos s ds + sin tf u(s) sin s ds.
0 0

On voit maintenant que u’ est dérivable :

_ 4 -
u'(t)= —sin tf u(s)cos s ds + u(t) cos? ¢ + COs tf u(s) sin s ds
0 3 - 0

W(t)= —u(t)+ u(t)=0,

De plus u(0)=u'(0y=0. Par suite I'unique solution de (E,) est Ia

| | l—a-
'QUandttendvers+m e

4 u(t)sin®t

£
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1° On a ]

'f' . ' o

I | __ u:(t)-uz(t)=Lf[u1(s)—uz(S)]¢(t ~5) ds

i o ..

d’ou Juy (1) — uz(t)|ﬁL lui(s)—uxs)| |¢p(t —s)| ds.

51 Comme s €0, ¢] implique ¢t —s €0, ], on a ' m
S |ui(t) = u(t)| < g(t) L |ui(s) = ux(s)| ds: o

En appliquant le résultat du 2° d ) des préliminaires 2 la foni:tidn positiv¢ Y j
t > |uy(t)— ux(t), |

" on voit que cette fonction est nulle,- d’ou
v | V=0, u,(t)=uyt).

Dans le cas de I’équation (E,;), la fonction nulle est évidemment
solution; on vient de prouver que c’est la seule. -

2” a) Une récurrence immédiate permet de prouver que toutes les =
- fonctions u, sont continues. Dans le cas ol f est croissante positive et ¢
| positive, on montre que toutes les fonctions u, sont croissantes positives .
1., _ par récurrence. C’est clair pour n =0.'Si c’est vrai jusqu'au rang n, SR
~ 7 d’apres la 3¢ question des préliminaires, la fonction. | e

1

r ’ |
{ —> J u,(t —s)ep(s)ds

est croissante positive, il -en est donc de méme de u,.,.

] ‘_ t i
b) On a u(t) - u'o(t)=J f(t —s)p(s)ds, d’ou
0 ;

Ve €10, to). |us(t) ~ uglt)] sJO £t — )| |6(5)] ds <cta(t)< ctog(t).

On a aussi

U+ i(1) — u,,(t)=f Lun(s) = up_y(s)]o (2 —S8)ds

% Vt €10, t,), Iu,,+1(r)—u,,(t)|~<~f |Un($) = thy1(5)| |$(t —5)| ds

) | bl | | | t |
e ﬁg(f)J lun(.9)_un%-l(s)|_ ds.
0




—

La majoration suivante se montre égelernent par récurrence. Elle est
vraie pour n =0. Si elle est vraie ]usqu 'au rang n — 1, on a ,

|un+l(t) un(t)l“:g(t)J Iu,.(s) u,,_l(s)l ds
n—1 .

st || S ([0

sott

Iun+l(t)—u (t)l“:Ctog( )(J g(s)ds)

d apres la formule demontree dans Ia 1""= questlon des ?rehmmalres

16
C) Pour un réel t fixé, on peut apphquer ce qm precede avec .lo= L.

- Comme la série de terme général

e
T

ctzé;(t)'—""“——“""""(L 8(:!) dS) . - ‘

converge (sa somme est egale a ctg(t) exp J 2(s)- ds) il en est a fortiori

de méme de la série de terme général |u,,+,(t) u, (t)|. -
La somme partielle 2 [ukﬂ(t) uk(t)] est égale a u, (t)— uy(t). La

convergence de la sene de terme général ukﬂ(t) u,(t) entraine donc

. celle de la suite de terme général u,(t).

_d)SoitpEr-n+l S I -
_ =t -
PROEPROIEI [um(r)-——uk(r)]\ hS |uk+i(t)—.uk(t)|

k=n

k

{"T‘f ctog(t) ((* k{

k=n

(La derniére inégalité vient du fait que g ‘est & valeurs positives.)

En fixant n et faisant tendre p vers +o dans cette megahte on obtient
k

VEE[D, to], |ult)- un(1)] < ctog (1) 2

k-n

Montrons mamtenant que u est continue et vérifie (E).
Soit t, =0 et t,>1,. La fOl'ICtIOI'I g est contmue sur le segment [0, ;]

donc y est bornée. On pose N= sup g(t). On a
tE[O to)

vneN, Vtelo, t@] |u(t)—-u (t)|*=-’-ct0N 2

k=n |

k
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o VREN, a,=1+b+b2+.. +p"=

[ —— L R
—_— . .
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Donnons-nous alors £ > 0. Il existe no €N tel que | y
4o k | / |
2 8 .
k=ng k! 3 ctcN ”
~car le reste d’une série convergente tend vers 0, d’ol
VIE[0, to),  |u(t)—u(t)| <|u(t)— u. (1) o _
- + un(8) = un(t)] + [un(t)) = u(t,)]
2¢ " |

< 3 + Iu,,a(t') - u,,o(tr,)‘ .

~Lacontinuité de u,, en ¢, entraine 'existence d’un réel n 30 tel que

t-tl<n — Ju(D) - w ()| <5
On a donc, pour t €10, to] et |t —¢t,] <,

lu(t)—u(t))| se.
La fonction u est donc bien continue sur R*.

i Remarque : En fait, la suite de fonctions (u, Y converge uniformément

vers u sur le compact [0, #,] et on vient de redémontrer le théoréme

classique : la limite uniforme d’une suite de fonctions continues est
continue. |

Enfin,

Vit €10, t,], U [u(s)'— u,,(s)]q&(t —-&)dsl%ct%Nz f ol
0 |

‘
k=n k!

- . t ) ~ -
~  Cette inégalité montre que la suite (f u.(s)o(t —-s)ds) tend vers

0
t o | |
j u(s)p(t —s)ds. En prenant la limite des deux membres de |’égalité
0 |

4

u,.+1(t)=f(t)+f Uyt = $)b(s) ds.
0

on trouve

_ u(t)=f(t)+j u(t — s)p(s) ds.

0

On a donc construit par «approximations successives » une solution =
de (E). - | ' ' |

IIX

1° Une démonstration par récurrence immédiate montre que tous les u,,
sont strictement positifs.

On montre aussi par récurrence que
l _ bn+l | |

| QN S
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t* ¢

"En prenant la limite quand n tend vers +2, on obtient

——— Lmom . amm

La suite (a,) converge donc vers : ! ; (par valeurs inférieures). @

Montrons maintenant par récurrence I’existence des v, et I'inégalité
Un+1 =< 1 + bv,. ugest évidemment bornée. Si u, estbornée sur R*, ona

]u,,+.(t)lﬁl+] Iu,,Qt—s)Iq‘:(s)ds#..l+v,,J d(s)ds Sl+bv,,.
0 ~ 0

Cela prouve que (u,.,) est bornée sur R* et que v, <1+ by,

Les inégalités v, <a, se montrent également par .gune récurrence
immédiate. - 0

: ., I : - ,
Comme la suite (a,, ) est Mmajorée (par T b)’ la suite (v, ) est également

majorée. Par conséquent

VnEN, VIER*, |u,(t)|<——.

1 -5 | e ¥

vVt eR", lu(t)l;-s:..-—l—--.

1—-b

-

La fonction u est donc bornée sur R*.

2° D’apres 11 2° a), chaque fonction u, est croissante. Cela signifie
VREN, Y(,t)YeR*?, >t —» U ('Y= u,(2).

En prenant la limite quand n tend vers +o. on obtient
V(t, tYER*?, t'>t — u(t')=u(t).

La fonction u est donc croissante. Comme on a démontré i la question
précédente que u était majorée, ¥ a une limite quand ¢ tend vers +x.

Soit £ >0. Il existe A>0 tel que |

-4+ 00

b(s) ds ﬁ-i-(]—b).

A
On a alors, pour t > A,

f u(t —s)d(s)ds ~ bu( « )
0 , |

l-A ‘
= [ [utt = )= u(=)Jo(s) ds + [ u(t = s)p(s) ds
0 ‘. A

—u(») ¢ (s) ds.
A

e



Puis~ | T - S

,_bf ¢»(s)ds+1_b rmqb(s)ds

¢ A
J; u(t —s)p(s)ds —by(m )EJ [u(OO)--u(t —s)]t,b(s')ds

v &

| {J [u(m) u(t — 9)]¢o(s)ds +§-

D’autre part, il existe B> 0 tel que as

Vy=B, Osu(®)—u(y)s— =
_ 2b -
On en déduit |

Vt= A + B,

t - - e e (A - £
Lu(t s)p(s)ds — bu( )|-...-2—E-J; ¢>(s)ds_+-2-$s.

" On a ainsi prouvé

t

~ lim u(f —8)p(s5)ds =bu( =),

f —» 4+ Jg

Compte tenu de I'équation vérifiée par u, on obtient

N u(>)=1+ bu(x), soit u(OD)—-]—_-]_-E

. Dans le cas de I’équation (E3), ]a fonction ¢ est s > ae~ Cette- -

fonction ¢ est positive ‘et on a f $(s)ds =a. On SUpposera donc

a<1.0na effectwement montré, dans ce cas, que la solution u avait une
1

I —a

limite égale 2
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