
Le point sur la trigonométriePCSI1 Ly
ée Pasteur4 septembre 20071 Cer
le trigonométrique, radiansDé�nition 1. Le 
er
le trigonométrique, dans un repère orthonormé, est le 
er
le de 
entre O(origine du repère) et de rayon 1. À tout réel x, on asso
ie un point M du 
er
le trigonométrique,et x est appelé mesure en radians de l'angle orienté (
−→
i ,

−−→
OM). L'abs
isse et l'ordonnée du point Masso
ié à x sont appelées respe
tivement 
osinus et sinus de 
e réel. On dé�nit par ailleurs la tangentequand 
'est possible, 
'est à dire si x 6= π

2
+ kπ, k ∈ Z, par tan x =

sin x

cos x
et la 
otangente pour

x 6= kπ par cotan x =
cos x

sin x
.

O

M

cos x

sin x
tan x

x

Remarque 1. Le repérage du 
er
le trigonométrique suppose le 
hoix d'une orientation sur 
e 
er
le.on appelle sens trigonométrique (ou positif) le sens opposé à 
elui des aiguilles d'une montre.Proposition 1. Valeurs remarquables à 
onnaitre :
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√
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3 ‖ 0 ‖Démonstration. Pour les multiples de π

2
, il su�t de regarder le 
er
le trigonométrique. Pour π

4
, onobtient les valeurs fa
ilement en se plaçant dans un demi-
arré de 
�té 1. La diagonale a pour longueur

√
2, don
 le 
osinus 
omme le sinus de 
ha
un des deux angles de mesure π

4
valent 1√

2
=

√
2

2
. Pour1



π

3
et π

6
, on se pla
e dans un demi-triangle équilatéral de 
�té 1. Les longueurs des trois 
�tés sontdon
 1 ; 1

2
et √

3

2
, don
 on déduit sans di�
ulté les valeurs des lignes trigonométriques.Proposition 2. Propriétés du 
osinus, du sinus et de la tangente

• cos(x + 2π) = cos x sin(x + 2π) = sinx tan(x + 2π) = tan x

• cos(x + π) = − cos x sin(x + π) = − sinx tan(x + π) = tan x

• cos(−x) = cos x sin(−x) = − sinx tan(−x) = − tan x

• cos(π − x) = − cos x sin(π − x) = sinx tan(π − x) = − tan x

• cos(x + π

2
) = − sin x sin(x + π

2
) = cos x tan(x + π

2
) = −cotan x

• cos(π

2
− x) = sin x sin(π

2
− x) = cos x tan(π

2
− x) = cotan xDémonstration. C'est toujours une question de symétries du 
er
le trigonométrique : à x+2π 
orres-pond le même point qu'à x ; à x+π le symétrique par rapport à 0 ; à −x le symétrique par rapport àl'axe des abs
isses ; à π−x 
elui par rapport à l'axe des ordonnées ; à x+

π

2
l'image par une rotationde 
entre 0 et d'angle π

2
, et en�n à π

2
−x l'image par la 
omposée de 
ette rotation et de la symétriepar rapport à l'axe des abs
isses (en 
ommençant par la symétrie).2 Formules trigonométriquesCommençons par la plus 
élèbre et ses dérivées :Proposition 3. Pour tout réel x, sin2 x + cos2 x = 1 ; 1 + tan2 x =

1

cos2 x
et 1 + cotan 2x =

1

sin2 x
.Démonstration. Soit M le point asso
ié à x sur le 
er
le trigonométrique. La distan
e OM , qui vaut

1, est égale à √

cos2 x + sin2 x, 
e qui élevé au 
arré donne notre inégalité. On a ensuite 1+ tan2 x =
cos2x

cos2 x
+

sin2 x

cos2 x
=

1

cos2 x
et de même pour la dernière égalité en inversant les r�les du 
osinus et dusinus.Remarque 2. Ces formules permettent de 
al
uler les valeurs de toutes les lignes trigonométriques àpartir de la 
onnaissan
e de leurs signes et de l'une d'elles.Les formules suivantes sont toutes à 
onnaitre parfaitement et surtout à ne pas 
onfondre lesunes ave
 les autres. Nous verrons un peu plus tard 
omment les retenir plus fa
ilement à l'aide desexponentielles 
omplexes.Proposition 4. Formules d'addition

• cos(a + b) = cos a cos b − sin a sin b cos(a − b) = cos a cos b + sin a sin b

• sin(a + b) = sin a cos b + cos a sin b sin(a − b) = sin a cos b − cos a sin b

• tan(a + b) =
tan a + tan b

1 − tan a tan b
tan(a − b) =

tan a − tan b

1 + tan a tan bDémonstration. Soit M et N les points du 
er
le trigonométrique de 
oordonnées respe
tives (cos a, sin a)et (cos b, sin b) et M ′ l'image de M par rotation autour de l'origine d'angle π

2
. Le triplet (O,

−−→
OM,

−−−→
OM ′)est un repère (orthonormal dire
t). Les 
oordonnées de N dans 
e repère sont (cos b, sin b), don


−−→
ON = cos b

−−→
OM + sin b

−−−→
OM ′ = cos b (cos a

−→
i + sin a

−→
j ) + sin b (− sin a

−→
i + cos a

−→
j ) = (cos a cos b −

sin a sin b)
−→
i + (sin a cos b− cos a sin b)

−→
j . Or, on sait que les 
oordonnées de N dans le repère initialsont (cos(a+ b), sin(a+ b)). Par identi�
ation, on obtient les formules d'addition du sinus et du 
osi-nus. On a ensuite tan(a+ b) =

sin(a + b)

cos(a + b)
=

sin a cos b + cos a sin b

cos a cos b − sin a sin b
=

sin a

cos a
+ sin b

cos b

1 − sin a sin b

cos a cos b

=
tan a + tan b

1 − tan a tan b
.Pour obtenir les formules de soustra
tion, on reprend les formules pré
édentes en remplaçant b par

−b. 2



Exemple Cal
ul de cos
π

12
et de sin

π

12
.On utilise le fait que π

12
=

π

3
− π

4
, don
 cos

π

12
= cos

π

3
cos

π

4
+sin

π

3
sin

π

4
=

√
6 +

√
2

4
. De même,

sin
π

12
=

√
3

2
.

√
2

2
− 1

2
.

√
2

2
=

√
6 −

√
2

4
.Proposition 5. Formules de dupli
ation

• cos(2a) = cos2 a − sin2 a = 2cos2 a − 1 = 1 − 2 sin2 a

• sin(2a) = 2 cos a sin a

• cos(3a) = 4 cos3 a − 3 cos a

• sin(3a) = 3 sin a − 4 sin3 aDémonstration. Ce ne sont que des 
as parti
uliers des formules d'addition, mais il est bon debien les 
onnaitre. Pour obtenir cos(3a), on applique la formule d'addition à a et 2a : cos(3a) =
cos(2a) cos a− sin(2a) sin a = 2cos3 a− cos a− 2 cos a sin2 a = 2cos3 a− cos a− 2 cos a(1 − cos2 a) =
4 cos3 a − 3 cos a.Remarque 3. On peut 
al
uler les valeurs de cos(na) et sin(na) de pro
he en pro
he de 
ette manière,mais on verra une méthode plus e�
a
e au pro
hain 
hapitre.Proposition 6. Transformations de sommes en produits (et vi
e versa)

• cos a cos b =
1

2
(cos(a + b) + cos(a − b))

• sin a cos b =
1

2
(sin(a + b) + sin(a − b))

• sin a sin b =
1

2
(cos(a − b) − cos(a + b))

• cos p + cos q = 2cos

(

p + q

2

)

cos

(

p − q

2

)

• cos p − cos q = −2 sin

(

p + q

2

)

sin

(

p − q

2

)

• sin p + sin q = 2 sin

(

p + q

2

)

cos

(

p − q

2

)

• sin p − sin q = 2cos

(

p + q

2

)

sin

(

p − q

2

)Démonstration. Rien de 
ompliqué, les trois première formules dé
oulent des formules d'addition,par exemple cos(a + b) + cos(a − b) = cos a cos b − sin a sin b + cos a cos b + sin a sin b = 2cos a cos b.On obtient de même les deux formules suivantes, puis les quatre dernières s'obtiennent dire
tementen partant du membre de droite et en utilisant les trois premières.En�n, dernières formules qui serviront surtout au moment d'aborder les 
al
uls d'intégrales tri-gonométriques :Proposition 7. En posant t = tan
(a

2

), on a cos a =
1 − t2

1 + t2
; sin a =

2t

1 + t2
et tan a =

2t

1 − t2Démonstration. Par la formule d'addition des tangentes, tan a = tan
(a

2
+

a

2

)

=
2 tan a

2

1 − tan2 a

2

=

2t

1 − t2
. De plus cos2 a =

1

1 + tan2 a
=

(

(1 − t)2 + 4t2

(1 − t)2

)−1

=
(1 − t)2

(1 + t)2
. Comme cos a > 0 ⇔ a ∈

[

−π

2
,
π

2

]

[2π] ⇔ a

2
∈

[

−π

4
,
π

4

]

⇔ tan
a

2
∈ [−1, 1], on aura toujours cos a =

1 − t2

1 + t2
. On en déduiten�n sin a = cos a tan a =

2t

1 + t2
.
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3 Équations trigonométriquesRappelons simplement les propriétés fondamentales suivantes, puis nous traiterons quelquesexemples é
lairants plut�t que de donner des listes de formules 
ompliquées :Proposition 8. Les équations trigonométriques les plus simples se résolvent de la façon suivante :
• cos x = cos a ⇔ x ≡ a[2π] ou x ≡ −a[2π]
• sin x = sin a ⇔ x ≡ a[2π] ou x ≡ π − a[2π]
• tan x = tan a ⇔ x ≡ a[π]Démonstration. Deux réels ont même 
osinus si leurs images sur le 
er
le trigonométrique ont mêmeabs
isse, 
'est-à-dire si elles sont 
onfonfues ou symétriques par rapport à l'axe des abs
isses, 
equi 
orrespond aux deux solutions possibles (modulo 2π). De même pour le sinus, les points sont
onfondus ou symétriques par rapport à l'axe des ordonnées. En�n, tan2 x = tan2 a si cos x = cos aou cos x = − cos a, 
e qui donne 
omme solutions possibles x ≡ a[2π], x ≡ −a[2π], x ≡ a + π[2π]et x ≡ π − a[2π]. Parmi 
elles-
i, seules deux ont une tangente de même signe, 
e qui donne bien lerésultat annon
é.Exemple 1 Résoudre dans R l'équation cos x =

1

2
.D'après la proposition pré
édente, et le fait que cos

(π

3

)

=
1

2
, on a x ≡ π

3
[2π] ou x ≡ −π

3
[2π],don
 S =

{

−π

3
+ 2kπ;

π

3
+ 2kπ | k ∈ Z

}.Exemple 2 Résoudre dans R l'équation sin(3x) =

√
2

2
.Pas de raison de 
hanger de méthode : 3x ≡ π

4
[2π] ou 3x ≡ 3π

4
[2π], don
 x ≡ π

12

[

2π

3

] ou
x ≡ π

4

[

2π

3

], 
'est-à-dire S =

{

π

12
+

2kπ

3
;
π

3
+

2kπ

3
| k ∈ Z

}.Exemple 3 Résoudre dans R l'équation cos
(

x − π

6

)

= cos
(

2x +
π

3

).Sans di�
ulté parti
ulière : x− π

6
≡ 2x+

π

3
[2π] ou x− π

6
≡ −2x− π

3
[2π], 
'est-à-dire x ≡ −π

2
[2π]ou x ≡ − π

18

[

2π

3

], soit S =

{

−π

2
+ 2kπ;

−π

18
+

2kπ

3
| k ∈ Z

}.Exemple 4 Résoudre dans R l'équation sin(3x) = cos
(

x +
π

6

).On 
ommen
e par transformer le 
os en sin (ou le 
ontraire) : cos
(

x +
π

6

)

= sin
(π

3
− x

). On adon
 3x ≡ π

3
− x[2π] ou 3x ≡ x +

2π

3
[2π], soit S =

{

π

12
+

kπ

2
;
π

3
+ kπ | k ∈ Z

}.Exemple 5 Résoudre dans R l'équation 2 cos2 x − cos x − 1 = 0.Il faut éviter quand 
'est possible de faire un 
hangement de variable et de résoudre une équa-tion du se
ond degré. I
i, on peut utiliser les formules de dupli
ation : 2 cos2 x − 1 = cos 2x, don
l'équation est équivalente à cos 2x = cos x, don
 2x ≡ x[2π] ou 2x ≡ −x[2π], 
'est-à-dire que
S =

{

2kπ

3
| k ∈ Z

}.Exemple 6 Résoudre dans R l'inéquation cos
(

2x − π

3

)

<

√
3

2
.On doit avoir 2x− π

3
∈

]

π

6
,
11π

6

[

[2π], don
 2x ∈
]

π

2
,
7π

3

[

[2π], soit S =
⋃

k∈Z

]

π

4
+ kπ,

7π

6
+ kπ

[.4 Fon
tions trigonométriquesProposition 9. La fon
tion x 7→ cos x est dé�nie sur R, paire, 2π-périodique, et de 
ourbe symé-trique par rapport à (π

2
, 0

). Elle est 
ontinue et dérivable, et cos′ = − sin. On a don
 le tableau de4



variations suivant sur [−π, π] :
x −π −π

2
0

π

2
π

cos x

−1

�*
�

�

0

�*
�

�

1
H

H
Hj 0

H
H

Hj−1Démonstration. La périodi
ité et les propriétés de symétrie de symétrie dé
oulent des proprié-tés cos(x + 2π) = cos x, cos(−x) = cos x et cos(π − x) = − cos x, déjà vues auparavant. Pour
al
uler la dérivée (et démontrer la 
ontinuité par la même o

asion), il faut revenir au 
al
uldu taux d'a

roissement : soit a, h ∈ R
2, cos(a + h) − cos a

h
=

cos a cos h − sin a sin h − cos a

h
=

cos a

(

cos h − 1

h

)

− sin a
sin h

h
.Restent à déterminer les limites de 
es expressions quand h tend vers 0. Or, quand h ∈

]

0,
π

2

[,on 
onstate géométriquement que sinh 6 h 6 tan h : en e�et, si on note M le point 
orrespondantà h sur le 
er
le trigonométrique et N l'interse
tion de (OM) et de la droite d'équation x = 1,
sin x représente l'aire du triangle OIM , tan x l'aire du triangle OIN et x l'aire de l'ar
 de 
er
le
ompris entre 
es deux triangles. En multipliant l'inégalité de droite par cos h, on obtient également
h cos h 6 sin h. On a don
 h cos h 6 sin h 6 h, don
 en divisant par h, cos h 6

sin h

h
6 1. Par lethéorème des gendarmes, lim

h→0

sinh

h
= 1.On en déduit fa
ilement que lim

h→0

sin2 h

h
= 0. Or sin2 h

h
=

1 − cos2 h

h
=

1 − cos h

h
(1 + cos h).Comme lim

h→0

(1 + cos h) = 2, on a don
 lim
h→0

1 − cos h

h
= 0. Si on revient à notre 
al
ul de taux devariation initial, on a prouvé que lim

h→0

cos(a + h) − cos a

h
= − sin a, 
e qui montre que la dérivée du
osinus est l'opposé du sinus.Proposition 10. La fon
tion x 7→ sinx est dé�nie sur R, impaire, 2π-périodique, et de 
ourbesymétrique par rapport à la droite d'équation x =

π

2
. Elle est 
ontinue et dérivable, et sin′ = cos.On a don
 le tableau de variations suivant sur [−π, π] :

x −π −π

2
0

π

2
π

sin x 0
H

H
Hj−1

�*
�

�

0

�*
�

�

1
H

H
Hj0

Courbe représentative :
0 1 2 3 4 5 6 7−1−2−3−4−5−6−7

0

1

−1 5



Démonstration. Les propriétés de symétrie sont issues des propriétés du sinus déjà vues, Quand à ladérivée, on pro
ède 
omme pour le 
osinus : sin(a + h) − sin a

h
=

sin a cos h + cos a sin h − sin a

h
=

sin a

(

cos h − 1

h

)

+ cos a
sin h

h
. Les 
al
uls de limite de la démonstration pré
édente prouvent que 
etaux d'a

roissement tend vers sin a quand h tend vers 0.Proposition 11. La fon
tion x 7→ tan x est dé�nie sur R\

{π

2
+ kπ | k ∈ Z

}, impaire et π-périodique.Elle est 
ontinue et dérivable sur son domaine de dé�nition, et tan′ = 1 + tan2 =
1

cos2
. On a don
 letableau de variations suivant sur ]

−π

2
,
π

2

[ :
x −π

2
0

π

2

tan x

−∞
�*

�
�

0

�*
�

�

+∞

Démonstration. Une fois de plus, seul le 
al
ul de la dérivée n'a pas déjà été fait. Or, on a sur sonintervalle de dé�nition tan x =
sin x

cos x
, don
 tan′(x) =

cos2 x + sin2 x

cos2 x
=

1

cos2 x
.Proposition 12. La fon
tion x 7→ cotan x est dé�nie sur R\{kπ | k ∈ Z}, impaire et π-périodique.Elle est 
ontinue et dérivable sur son domaine de dé�nition, et cotan ′ = −1 − tan2 = − 1

sin2
. On adon
 le tableau de variations suivant sur ]0, π[ :

x 0
π

2
π

cotan x

+∞
H

H
Hj 0

H
H

Hj−∞Démonstration. Très similairement, on a cotan ′(x) =
− sin2(x) − cos2(x)

sin2 x
= − 1

sin2 x
.
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