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1 Cercle trigonométrique, radians

Définition 1. Le cercle trigonométrique, dans un repére orthonormé, est le cercle de centre O
(origine du repére) et de rayon 1. A tout réel x, on associe un point M du cercle trigonométrique,
et x est appelé mesure en radians de l'angle orienté (7, O_]\j ). L’abscisse et 'ordonnée du point M
associé a x sont appelées respectivement cosinus et sinus de ce réel. On définit par ailleurs la tangente

T sin x
quand c’est possible, c’est a dire si x # 5 + km, k € Z, par tanx = et la cotangente pour
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Remarque 1. Le repérage du cercle trigonométrique suppose le choix d’une orientation sur ce cercle.
on appelle sens trigonométrique (ou positif) le sens opposé a celui des aiguilles d’'une montre.

Proposition 1. Valeurs remarquables & connaitre :

v 0] 2 [T 5137 ]%
cosx | 1 @ @ % 0|—-11 0
sinz | 0 % @ @ 1 0| -1
tanz | 0| %3 | 1 [ V3] 0| |

m m
Démonstration. Pour les multiples de 5 il suffit de regarder le cercle trigonométrique. Pour n on

obtient les valeurs facilement en se plagant dans un demi-carré de coté 1. La diagonale a pour longueur

V2

. . 7r
V2, donc le cosinus comme le sinus de chacun des deux angles de mesure — valent — = - Pour
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— et 5 on se place dans un demi-triangle équilatéral de coté 1. Les longueurs des trois cotés sont
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donc 1; 3 et BB donc on déduit sans difficulté les valeurs des lignes trigonométriques. O

Proposition 2. Propriétés du cosinus, du sinus et de la tangente

e cos(r+2m) = cosx sin(z +27) = sinz tan(x +27) = tanx

e cos(zx+m) = —coszw sin(x +7) = —sinx tan(z +7) =  tanz

e cos(—x) = cosx sin(—z) = —sinx tan(—z) = —tanx
o cos(m—z) = —cosx sin(r —z) = sinz tan(m —x) = —tanx
o cos(zr+3) = —sinz sin(x +5) = cosz tan(zx + 5) = —cotan x
e cos(f—x) = sinz sin(f —x) = cosz tan(§ —x) = cotan x

Démonstration. C’est toujours une question de symétries du cercle trigonométrique : & x4 27 corres-
pond le méme point qu’'a x ; & x + 7 le symétrique par rapport & 0; & —z le symétrique par rapport a
Fis
I’axe des abscisses ; & m — x celui par rapport a l’axe des ordonnées; & x + 5 I'image par une rotation
m T
de centre 0 et d’angle 5 et enfin & 5~ x 'image par la composée de cette rotation et de la symétrie

par rapport a ’axe des abscisses (en commencant par la symétrie). O

2 Formules trigonométriques

Commencons par la plus célébre et ses dérivées :

1
2

et 1+ cotan 2z =

Proposition 3. Pour tout réel x, sin®?x +cos?z = 1; 1 +tan?z =
cos? sin

x
Démonstration. Soit M le point associé & x sur le cercle trigonométrique. La distance OM, qui vaut
1, est égale & \/cos? x + sin® x, ce qui élevé au carré donne notre inégalité. On a ensuite 1+ tan?z =
cos’r  sin’z 1 N e . R .

5 5= = 5— et de méme pour la derniére égalité en inversant les roles du cosinus et du
cos‘r  cos‘r  cos‘x
sinus. =

Remarque 2. Ces formules permettent de calculer les valeurs de toutes les lignes trigonométriques a
partir de la connaissance de leurs signes et de 'une d’elles.

Les formules suivantes sont toutes & connaitre parfaitement et surtout a ne pas confondre les
unes avec les autres. Nous verrons un peu plus tard comment les retenir plus facilement a 1’aide des
exponentielles complexes.

Proposition 4. Formules d’addition
e cos(a+b)=cosacosb—sinasinb  cos(a —b) = cosacosb + sinasinb
e sin(a+b) =sinacosb+ cosasinb sin(a — b) = sinacosb — cos asinb
tana + tanb tana — tanb

* an(a +b) an(a ) 1+ tanatanb

1 —tanatanbd

Démonstration. Soit M et N les points du cercle trigonométrique de coordonnées respectives (cos a, sin a)
T _—

et (cos b, sinb) et M’ I'image de M par rotation autour de 'origine d’angle 5 Le triplet (O,OM,OM")

est un repeére (orthonormal direct). Les coordonnées de N dans ce repére sont (cosb,sinb), donc

ON = cosb OM +sinb OM’ = cosb (cosa i +sina j)+sinb (—sina i +cosa j) = (cosacosb —

—

sinasinb) i + (sinacosb— cosasinb) j . Or, on sait que les coordonnées de N dans le repére initial

sont (cos(a+b),sin(a+b)). Par identification, on obtient les formules d’addition du sinus et du cosi-

sin(a+b)  sinacosb+cosasinb  Zoct + sinb _ tana+tanb

cos(a+b) cosacosb—sinasinb 1 — simasinb | _tapngtanb’
cosacosb

Pour obtenir les formules de soustraction, on reprend les formules précédentes en remplacant b par
—b. O

nus. On a ensuite tan(a+b) =



Exemple Calcul de cos % et de sin %

T V6+V2

e fai T T T T T N .
On utilise le fait que — = — — n donc cos 7= cos 3 cos 1 +sin 3 sin 1= 1 . De méme,
gn V3 V2 1v2_ V6-v2
12 2 2 2 2 4
Proposition 5. Formules de duplication
o cos(2a) = cos’a—sina = 2cos’a—1 = 1-2sin%a
e sin(2a) = 2cosasina
e cos(3a) = 4cos’a—3cosa
e sin(3a) = 3sina—4sin’a

Démonstration. Ce ne sont que des cas particuliers des formules d’addition, mais il est bon de
bien les connaitre. Pour obtenir cos(3a), on applique la formule d’addition a a et 2a : cos(3a) =
cos(2a) cos a — sin(2a) sina = 2 cos® a — cosa — 2cos asin® a = 2cos® a — cosa — 2cos a(l — cos® a) =
4cos®a — 3cosa. O

Remarque 3. On peut calculer les valeurs de cos(na) et sin(na) de proche en proche de cette maniére,
mais on verra une méthode plus efficace au prochain chapitre.

Proposition 6. Transformations de sommes en produits (et vice versa)

e cosacosb = 1(cos(a + b) + cos(a — b))

e sinacosb = i(sin(a +b) +sin(a — b))

e sinasinb = g(cos(a —b) —cos(a+ b))

e cosp+cosq = 2cos (2% cos <2%

e cosp—cosq = —2sin 2%) sin (2%)
e sinp+sing = 2sin <2%> cos 2%

e sinp—sing = 2cos (%) sin Z%

Démonstration. Rien de compliqué, les trois premiére formules découlent des formules d’addition,
par exemple cos(a + b) + cos(a — b) = cosacosb — sinasinb + cosacosb + sinasinb = 2 cos a cos b.
On obtient de méme les deux formules suivantes, puis les quatre derniéres s’obtiennent directement
en partant du membre de droite et en utilisant les trois premiéres. O

Enfin, derniéres formules qui serviront surtout au moment d’aborder les calculs d’intégrales tri-
gonométriques :

o a 11—t 2t 2t
Proposition 7. En posant ¢ = tan (—), onacosa=-—s5;sina=-—— et tana = ——
2 1+ ¢2 1+ ¢2 1—¢2
, .. a a 2tan 5
Démonstration. Par la formule d’addition des tangentes, tana = tan (— + —) = ——5o =
2 2 1 —tan” §
—1
2t 1 (1 —1t)2 + 4¢2 (1 —1)?
——. De pl 20 = = = . C >0 ac
TP e plus cos”a = - TtanZa < a-0? 1517 omme cos a a
42
[_gu g} [27] < g € [—%,gj & tang € [-1,1], on aura toujours cosa = T On en déduit
enfin sina = cosatana = . O
1+ ¢2



3 Equations trigonométriques

Rappelons simplement les propriétés fondamentales suivantes, puis nous traiterons quelques
exemples éclairants plutot que de donner des listes de formules compliquées :

Proposition 8. Les équations trigonométriques les plus simples se résolvent de la facon suivante :

e cosr = cosa & x = af2n] ou x = —al27]
e sinx = sina & z = af27n] ou z = 7 —al27|
o tanx = tana & z = a7

Démonstration. Deux réels ont méme cosinus si leurs images sur le cercle trigonométrique ont méme
abscisse, c’est-a-dire si elles sont confonfues ou symétriques par rapport & I'axe des abscisses, ce
qui correspond aux deux solutions possibles (modulo 27). De méme pour le sinus, les points sont
confondus ou symétriques par rapport & ’axe des ordonnées. Enfin, tan? z = tan®a si cosz = cosa
ou cosz = —cosa, ce qui donne comme solutions possibles x = a[27], * = —a[27], z = a + 7[27]
et © = m — a[27]. Parmi celles-ci, seules deux ont une tangente de méme signe, ce qui donne bien le

résultat annoncé. O
1
Exemple 1 Résoudre dans R ’équation cosx = 3
1

D’aprés la proposition précédente, et le fait que cos (g) =gz onazr= g[27r] ouzr = —%[27@,

dmcsz{—g+2mmg+2m¢kez}
2
Exemple 2 Résoudre dans R ’équation sin(3z) = >
3 2
Pas de raison de changer de méthode : 3z = 2[27r] ou 3z = %[27r], donc =z = % [?ﬂl ou
2 2k 2k

JJE% [?ﬂ-}c’es‘c—a—direS: {%—1—%;%4—% |keZ

Exemple 3 Résoudre dans R I’équation cos (a: — %) = CoS (296‘ + g)

Sans difficulté particuliére : z — T =g+l [27] ou z — T = 9z g[%r], c’est-a-dire z = —%[277]

T |27 m -7 2km
=——|— itS=9——=+2km;—+ —1|keZ;.

ou x 18[3}’801 { 5 T 2km oo + 3 | k€ }

Exemple 4 Résoudre dans R ’équation sin(3x) = cos (3: + %)

. ) 7T . (T
On commence par transformer le cos en sin (ou le contraire) : cos (a: + E) = sin <§ — :L‘) On a
2 k

donc 33:5%—3:[277] ou 33:5:1:—#%[2%], soit § = {%—i—%;%—i—kw\ k:EZ}.

Exemple 5 Résoudre dans R 'équation 2cos? 2 — cosz — 1 = 0.

Il faut éviter quand c’est possible de faire un changement de variable et de résoudre une équa-
tion du second degré. Ici, on peut utiliser les formules de duplication : 2cos? 2 — 1 = cos 2z, donc
I'équation est équivalente & cos2x = cosz, donc 2z = z[27] ou 2z = —z[27], c’est-a~dire que

S:{¥?|kez}
V3

Exemple 6 Résoudre dans R 'inéquation cos (23: — %) -

7 7
[[2W],d0nc2x€}z,—ﬂ[[27r],soitS: U E—l—k;w,—ﬂ—l—lm .
2’73 = 6

T 11w

™
On doit avoir 2z — - € | =, —
n doit avoir 2z ]6 5

3

4 Fonctions trigonométriques

Proposition 9. La fonction = +— cosx est définie sur R, paire, 2w-périodique, et de courbe symé-

7r
trique par rapport a (5, 0). Elle est continue et dérivable, et cos’ = —sin. On a donc le tableau de

4



variations suivant sur [—m, 7| :

s s
T |-7 —— 0 — T
2 2
cos T 0 /1\0
Démonstration. La périodicité et les propriétés de symétrie de symétrie découlent des proprié-
tés cos(z + 2m) = coszx, cos(—xz) = cosx et cos(m — x) = —cosz, déja vues auparavant. Pour
calculer la dérivée (et démontrer la continuité par la méme occasion), il faut revenir au calcul
. . cos(a+ h) —cosa cosacosh —sinasinh — cosa
du taux d’accroissement : soit a,h € RZ, ( h) = - =
cos cosh—1 . sin h
a| —— | —sina .
h h
T
Restent & déterminer les limites de ces expressions quand A tend vers 0. Or, quand h € ]0, 5 [,

on constate géométriquement que sinh < h < tanh : en effet, si on note M le point correspondant
a h sur le cercle trigonométrique et N lintersection de (OM) et de la droite d’équation =z = 1,
sinz représente l'aire du triangle OIM, tan z D'aire du triangle OIN et x l'aire de l'arc de cercle
compris entre ces deux triangles. En multipliant l'inégalité de droite par cos h, on obtient également

sin h
hcosh < sinh. On a donc hcosh < sinh < h, donc en divisant par h, cosh < < 1. Par le
sin h
théoréme des gendarmes, ]lzinb = 1.
.2 2 2
sin“ h sin“ h 1 —cos“h 1—cosh
On en déduit facilement que lim = 0. Or = = 14 cosh).
qaue I T h h o (L cosh)
. . 1l—cosh : . .

Comme }IZH% (1 +cosh) =2, on a donc I{lr% — = 0. Si on revient a notre calcul de taux de
. ) . cos(a+h)—cosa ) )
variation initial, on a prouvé que }IZII% N = —sina, ce qui montre que la dérivée du
cosinus est l'opposé du sinus. O

Proposition 10. La fonction x +— sinz est définie sur R, impaire, 27m-périodique, et de courbe
. . . ™ . . .
symétrique par rapport a la droite d’équation z = 3 Elle est continue et dérivable, et sin’ = cos.

On a donc le tableau de variations suivant sur [—m, 7] :

xr |- —— 0

sinz | 0 0/ \0

T

N
—po|




Démonstration. Les propriétés de symétrie sont issues des propriétés du sinus déja vues, Quand a la

o . _ sin(a + h) —sina  sinacosh + cosasinh — sina
dérivée, on procéde comme pour le cosinus : = =

h h
cosh —1 sin h
sina <T +cosa T Les calculs de limite de la démonstration précédente prouvent que ce
taux d’accroissement tend vers sina quand h tend vers 0. [l

Proposition 11. La fonction x — tan x est définie sur R\ {g +km | ke Z}, impaire et w-périodique.

Elle est continue et dérivable sur son domaine de définition, et tan’ = 1+ tan? = —- On a donc le
CoS

. . T
tableau de variations suivant sur ]—5, 5 [ :
Ul U
_r 0 z
T 2
/+OO
tan x 0

Démonstration. Une fois de plus, seul le calcul de la dérivée n’a pas déja été fait. Or, on a sur son

2 2
. P sinx cos”x + sin“ 1
intervalle de définition tanx = , donc tan’(z) = 5 = —. O
cos T cos? cos?

Proposition 12. La fonction = +— cotan z est définie sur R\{k7 | k € Z}, impaire et 7m-périodique.

Elle est continue et dérivable sur son domaine de définition, et cotan ’ = —1 — tan? = ———-0Ona
sin

donc le tableau de variations suivant sur |0, [ :

T
x 0 = m
2
-l-oo\
cotan x 0
\_m
.2 2
—sin“(z) — cos“(x 1
Démonstration. Trés similairement, on a cotan ’(x) = ( ) 5 (z) =—— O
sin® sin®



