Exercices de trigonométrie
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5 septembre 2007

Exercice 1
1 242
En constatant que g = 5%, on obtient 2 cos? g —1= 5 donc cong = \/_4+ . Comme de
242 2 2 —1/2
plus cos% > 0, on a cos% = % De méme, on a 1 — sin2g =5 donc SiHQ% = 4\/_,
s 2 -2 s 2-v2 2-42
uis sin — = ————. Enfin, on en déduit tan — = = =v2-1.
P 8 2 s Varva V2
Quand & 1, on peut ’écrire sous la forme T_ E, donc cos —— = cos — cos — + sin Tein T =
24 6 8 24 6 8 6 8
\/5\/2+\/§+1\/2—\/§ \/6-1—3\/54-\/2—\/5 De e, i T . 7TCOS7T cosﬂs' s
— = = . De méme, sin — = sin — ——cos — sin — =
2 2 2 2 4 ’ 24 6 8 6 8
1V2+V2 VBV2—v2 V2412 V6-3/2
2 2 2 2 B 4 '

nw:\/2—|—\/_—\/6—3\/§
24 V6+3v2+V2-V2
(V24 V2 -V6-3VD) (V6 +3vV2 - V2 —V2)
24 6+3v2-2+2
V18 —12V2 — VI8 — V2 + /18 — 122
4+ 4V/2
VB(V342v2 + /3 - 2v2) — 42
4(1+V2)
VB(1 = vV2)(V3+2V2 + 3 — 2v2) — 4v/2(1 — V2)
414+ v2)(1 - V?2)

= f—2+@(\/3+2\/§+\/3—2\/§)

. On peut simplifier si on est courageux :

Exercice 2
™ T ™
L. Onacos(4t)—0@4t:§[ﬂ]@t:§ [Z],doncS—{g

2. Commencons par faire le changement de variables X = 22, on obtient 8X? — 8X + 1, dont le
discriminant réduit vaut A’ = 16 — 8 = 8 = (2v/2)2. Les deux solutions de I'équation sont donc

+k%|keZ}.

4-2v2 2—+/2 442v2 2 2
X1 = 3 V2 = 4\/_ et Xo = +8 V2 = +4f. Cela donne quatre solutions possibles
V2 -2 V2 -2 V242 V2+2
pourx:xlzT;mgz—T;m:;:Tetx4:_T.
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3. Ca doit bien avoir un lien avec les question précédente... En effet, on constate que cos(4t) =
cos(2t+2t) = 2cos?(2t)—1 = 2(2cos? t—1)?—1 = 2(4 cos* t—4 cos? t+1)—1 = 8 cos* t—8 cos? t+

s T : ) . ) X . -
1. Comme cos — = 0, cos — est donc solution de I’équation résolue a la question précédente,

. 7T U us N . . . ,
alnsl que cos —, cos — et cos Y pour les mémes raisons. Parmi les quatre solutions trouvées,

8 8
. s 3
2 sont négatives, les deux autres correspondent & cos 3 et cos —. Reste a garder la plus grande

2+2 3t V2-V2

des deux pour ’angle le plus petit, d’oll cos% =5 et cos 3 = 5

Exercice 3
sin(2x) + sin(4z) + sin(6x) 2sin(4x) cos(2z) +sin(4x)  sin(4r)  2sin(2z)cos(2z) _

1+ cos(2x) + cos(4x) T2 cos(2x) cos(2x) + cos(2x)  cos(2x) cos(2x)
2sin(2z) (pour la premiére étape, on a utilisé les formules de transformation somme/produit
sur les deux termes extrémes).
sin®x 4+ sinxcos?x  sinz(sin?z + cos?z)  sinzcos’z 3
= = = cos® x
tan3 x + tan x tan z(1 + tan® x) tan x

Exercice 4

3(cos* z + sin* ) — 2(sin® = + cos® z)

2 2 4

= 3[(cos?x + sin? )% — 2 cos? zsin” x] — 2[(cos? x + sin” x)? — 3cos? 2 sin? x — 3 cos? wsint 7]
= 3—6cos?xsin®z — 2+ 6cost xsin®z + 6cos? rsint x
= 1—6cos?xsin®z + 6cos? zsin? z(cos? z + sin® z)
=1
Exercice 5
k
l. tan(2z) =1 & 23:5%[71] & ng[g] doncS:{%—i-;\kEZ}
: V3 V2 V2 V6 m T V6
2. SINx + cosxr = 7 = TCOSJJ"—TSIHIE = T = COSZCOS.’E‘i‘SlH—Sln.’E = T =

cos (E — a:) = cos #, ou on définit # comme étant le réel de I'intervalle [0; g] vérifiant cosf =

4
TG (un tel réel existe puisque 0 < ? < 1). On a ensuite g —x = 0[27] ou % —x = —0[27],
don S = {%—9+2m,%+9+2kw | k:eZ}.

2 2 2 27 2
3. cos(bx) = cos (%—x) & bx = ?ﬂ — x[27] ou bz = x — ?ﬂ[QTF] & = 1—;; [—W] ou

2 | 2w T T 7 T
= T |7 S (R NN s Z}.
x 12[4},d0n08 {g—i-k:g, 6+k‘2|k€
4. si +3—7T = cos~ & cos |~ — _om =coss & — —EzE[Q]o —r- L=
csin |zt —r ) = 1 5t )= 1 ¢ -5 =gk2nfou—z—- =
x[2]®5m_ 7T[2] 3z 7T[2]d S_ 7r+k87r 7T+k:37r\k:€Z
17 4 gt = Ty donee ATy AT Ty TR '



5. Il suffit d’utiliser la formule de transformation produit/somme : cos (a: + %) cos (

1 1 1
3 @7; (cos(2:c7‘r) + cos g) =5 © cos(2x) = 5 @ 2r = g[27r] ou 2z = —%[27r], donc
S = {E—I—lm,—g—l—lm | k:eZ}.
1 3 1
6. ]j)rn divisant par 2, to;lt va mieux : 551171:5 + gco;ac =3 & cos (:1: - %) =3 & - % =
§[2W] ouz— o= —§[2ﬂ], d'ou § = {§ + 2k, ~% +2km | k € Z}.
7. Beaucoup moins compliqué que ca n’en a l’air, il suffit d’y croire :
3
sin(3x) cos® x + sin® x cos(3x) 1
3
& (3sinz — 4sind z) cos® x + sin® x(4 cos® z — 3cos ) 1
. 3 . 3 1
& sin x cos® & — sin® x cos x 1
. 2 . 2 1
& sin z cos z(cos® x — sin” ) 1
& s cos(2e) =
—sin(2x) cos(2z —
2 4
& sin(4x) 1
On a donc 4z = z[277] et S = {E—Fk:z | kEZ}.
2 8 2
8. Ce sont ici les formules de transformations somme/produit qui vont étre utiles : sin(9z) +

xr— —

)

sin(5z) 4+ 2sin’z = 1 < sin(9z) + sin(5x) — cos(2z) = 0 < 2sin(7z) cos 2z — cos 2z =
0 < cos(2x)(2sin(7x) — 1) = 0. On a donc 2z = g[w] ouTr = %[277] ou7r = 5%[277], soit

T ™ w  2km 5w 2kw
=4k —4+— —4+——|keZs;.
S {4+ 2742 7’42+7‘ < }
Exercice 6
2km 2(k+1
1. cos (3:6— E) >0 & 31—— € [—E,I] [27] < 3z € [0,7][27], donc S = |J —W,M
2 2 2’2 ez L 3 3
2. 8sinx —cosr <1 < Qsinm—ﬁcosm < ﬁ & sin(m—z) < ﬁ & x—z €
. 2 2 2 4 2 4
2T T 2n), dou S = [(2k-1)w,5+2/m].
44 keZ 2
3. On ne peut pas échapper & un changement de variable, posons donc X = cosz. Le tri-

1
nome 222 — 3z + 1 a pour racine évidente 1, il se factorise en 2(z — 1) <:L‘ — 5), et est donc

1
strictement négatif sur ]5, 1 [ L’inéquation initiale est donc équivalente & cosx € ]5, 1[ et

s= U

kez b 3

T ok, Dy ka} \{2kn | k € Z}.
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=
+
—_

V3sinzcosx + cos?z <

=
_|_

2

[\

3 1
& 2cosx <§sinx+—cosx> <

1
4. & QCosxsin<%+x) < \/§2+
1
o sin (23:—1—%)4—8111% < \/§2+
s V3
- (2o T) < &
51n<:1:+6 5
donc 22 — & € | =™ Tl 19n] dont on deduit S = | |—F 4+ km, 4k
nc 2r — — —— = | 27 nt on ui = - T, — .
6 33 ’ keZ 12 4
2( +2) 1
2sin?x — 3cos 2 —3cosx — 2cos?x cos@ cos T 2
>0 & >0 < > 0. On

COS X . . cosx i . cosx
peut faire un petit tableau de signes entre —7 et ™ pour voir ce qui se passe :

(| S ¢
x -7 ——= ——= = =

2 3
CoS T -0+ +]+0-
cosx + 2 + |+ |+ + |+
cosx—% - -0 +0—1] -
2sinxtanx — 3 - ‘+O—0+‘—

Conclusion : S = |J ]—f 4 2%k, — L 4 2lm[u]f 4 okr, T4 2lm[.
kezd 2 3

Exercice 7

1 T
1. O >- o e[——,—]Q .
nacost >y x 373 [27]
2. La fonction f est 2m-périodique : f(x + 27) = cos(2x 4+ 47) — 2cos(z + 27) = f(x). Il est vain
de chercher une période plus petite, cos(2z) étant m-périodique mais pas cos z. De plus, f est

paire, puisque cos ’est. On peut donc se contenter d’étudier f sur l'intervalle [0, 7].

3. Dérivons donc : f/(x) = —2sin(2z) + 2sinz = 2sinx — 4sinzcosx = 2sinz(1 — 2cosx). En
utilisant le résultat de la premiére question, on obtient le tableau suivant (sur [0, 7], le sin est
toujours positif) :

f@) |1 /
\_§
2

4. Evidemment, je triche un peu, je vous donne plus qu’une allure (sur 'axe des abscisses, une

. U . . . .
graduation correspond & 5 avant la Toussaint j’arriverai peut-étre a mettre des symboles m

dans mes figures) :



A

Exercice 8

La fonction g est évidemment définie sur R, elle est 2r-périodique (et pas mieux), et ni paire ni

. . . . . us
impaire. Par contre, on a une symétrie (certes peu évidente a constater) par rapport au point (5, O) :

f (g + :1:) = 3sinz — 2sin(2z +7) = 3sinx + 2sin(2z) = — f (g — x) puisque cette expression est

T
impaire. On peut donc se contenter de faire ’étude de f sur l'intervalle [—5, 5]
Avant d’étudier les variations de g, commencons par nous intéresser a son signe : f(z) > 0 <

cosz(3—4sinx) > 0. La fonction f est donc positive sur [—g, 9] et négative sur [9, g} , oul 0 vérifie

3 3 2
sinf = 1 (pour se donner une idée, 6 est légérement supérieur a % puisque 1 > - = sin%). La
fonction s’annule en 6 et en :I:g.
Reste a calculer la dérivée : f/(z) = —3sinz — 4cos(2z) = 8sin?x — 3sinx — 4. Le trinome
9 o : , 3 — V137
8z* — 3x — 4 a pour discriminant A = 9 4 128 = 137, donc le trinome s’annule pour x; = EEET I

3+ v137
16 o
de lintervalle [—5, 5] vérifiant sinf; = x1 et sinfly = x9. Au vu de I’étude du signe faite plus

et xo = . Ces deux valeurs sont comprises dans U'intervalle [—1, 1], notons 6; et 63 les réels

i
haut, on a nécessairement 6 < 0y < 5 et par ailleurs 07 # 0, donc le tableau de variations de g va

ressembler a ceci :

01 0 0y

/ \
o\f<92)/ 0

T —

|

T
2

f(z) |0

f(01)

On peut, si on est courageux, calculer des valeurs exactes de f(61) et f(62) (on connait la
valeur du sinus, on peut en déduire celle du cosinus et donc 'image par f), mais cela n’a que
peu d’intérét, on a suffisamment d’informations pour donner une allure de la courbe. Contentons-

1
nous d'un ordre de grandeur : sinf; est proche de 5 donc f(61) ne sera pas trés éloignée de

™ V3 V3 5V3
f(—g) =37 427 = S5 =495,






