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Logique

Exercice 1 :

Donner la valeur de vérité et la négation des propositions suivantes :
• (2 + 2 = 4) ∧ (1 + 1 = 3)
• (2 + 2 = 4) ∨ (1 + 1 = 3)
• (2 + 2 = 4) ⇒ (1 + 1 = 3)
• (1 + 1 = 3) ⇒ (2 + 2 = 4)
• ∀x ∈ R, x2 = 1
• ∃x ∈ R, x2 = 1
• ∀x ∈ R,∃y ∈ R, y = x2

• ∀x ∈ R,∃y ∈ R, x = y2

• ∃y ∈ R,∀x ∈ R, y = x2

Exercice 2 :

Soit I un intervalle de R et f une fonction dé�nie sur I. Exprimer à l'aide de quanti�cateurs les
propriétés suivantes :

• f est la fonction nulle.
• f s'annule sur I.
• f est à valeurs positives.
• f est constante.
• f est strictement croissante sur I.
• f prend des valeurs arbitrairement grandes.

Exercice 3 :

On dé�nit l'opérateur logique ↑ par A ↑ B =e(A ∧ B). Montrer qu'on peut exprimer tous les
opérateurs logiques du cours (e, ∧, ∨, ⇒, ⇔) en utilisant uniquement ↑.

Ensembles

Exercice 4 :

Montrer que deux ensembles A et B sont égaux si et seulement si A ∩B = A ∪B.

Exercice 5 :

Soient a et b deux réels tels que a < b. Écrire le plus simplement possible les ensembles
+∞⋃
n=1[

a− 1
n

, b +
1
n

]
et

+∞⋂
n=1

[
a− 1

n
, b +

1
n

]
Exercice 6 :

Montrer que A\(B ∩ C) = (A\B) ∪ (A\C).
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Exercice 7 :

Décrire les éléments de l'ensemble P(P({0; 1})).

Exercice 8 :

On dé�nit la di�érence symétrique de deux ensembles par A∆B = (A\B)∪ (B\A). Montrer que
A∆B = (A ∪B)\(A ∩B). Montrer que (A∆B = A ∩B) ⇒ A = B = ∅.

Applications

Exercice 9 :

On dé�nit les applications f, g ∈ F(E,F )2, par f − n) = 2n, et g(n) =
n

2
si n est pair, g(n) =

n− 1
2

si n est impair. Étudier l'injectivité et la surjectivité de f , g, f ◦ g et g ◦ f .

Exercice 10 :

Soit f : R → R la fonction carré. Déterminer les images et les images réciproques des ensembles
[2; 5] ; [−4; 1], f([3; 4]).

Exercice 11 :

Montrer qu'une application f : E → F est injective ssi ∀A ⊂ E,A = f−1(f(A)), et que f : E → F
est surjective ssi ∀B ⊂ F,B = f(f−1(B)).

Exercice 12 :

Soient E et F deux ensembles. Montrer l'équivalence suivante : ∃f : E → F injective ⇔ ∃g :
F → E surjective.

Exercice 13 :

Soit f : E → E une application véri�ant f ◦ f ◦ f = idE . Montrer que f est bijective. Que vaut
f−1 ?

Exercice 14 :

Soit E un ensemble et A, B deux sous-ensembles de E. On note f : P(E) → P(A) × P(B)
l'application dé�nie par X 7→ (X∩A,X∩B). À quelle condition sur A et B cette application est-elle
injective ? Surjective ? Bijective ?

Exercice 15 :

Le but de ce dernier exercice (di�cile !) est de démontrer le théorème suivant (théorème de
Cantor-Bernstein) : si E et F ont deux ensembles tels qu'il existe une application f : E → F et une
application g : F → E toutes deux injectives, alors il existe une bijection de E vers F .

On pose pour cela E1 = E\g(F ), F1 = f(E1), E2 = g(F1)\E1, F2 = f(E2), E3 = g(F2)\(E1∪E2)

etc. On dé�nit en�n A =
+∞⋃
i=1

Ai et l'application h : E → F par h|A = f et h|(E\A) = g−1. Véri�er

que h est bien dé�nie et bijective.
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