Exercices sur les fonctions usuelles

PCSI 2 Lycée Pasteur

10 septembre 2007

Logs, exps, puissances

Exercice 1 :
Résoudre les équations suivantes (dans R) :

2In(z+1) +In(3x 4+ 5) +In2 = In(6z + 1) + In(x — 2) + In(x — 2)

1

2. 2 — 2" -3 =0

3. 51_5x+1+23x—1 =0
4. Vx+2+Vr+3+Vz +6=3

5 r + 'y = 520
"l logx + logy = 4
2T 429+ 22 =15

6. eveVe? = eb

In(3%3Y) = zIn3

Exercice 2 :
Etudier les fonctions suivantes :

1. f(x):1x+1n<"”_1)

2 3z —4
-z
2. =
flry =2
1 8
S I@=m- o
4. f(z) = a2e ™
5. f(z) =In(z? + 1)
1
6. f(x) =xln <e + >
x
7. (@) =w%
8. f(x)
9. f(z) =1/ 2a — (a est une constante positive fixée)
10. f(x) = 3a—:1: (a est une constante positive fixée)
. g une constante positive fix
11. f z(x +2)



Fonctions hyperboliques et réciproques circulaires

Exercice 3
Démontrer les formules suivantes (analogues pour les fonctions hyperboliques des formules de
trigo que vous connaissez bien) :

e sh(x+y)=shaxchy+chashy sh(x—y)=shaxchy—chashy

° x4+y)=chaxchy+shashy ch(z—y)=chazchy—shxzshy
y) = thx+thy th (z— y) = thz—thy
1+thzthy y_l—th:r:thy

ch (
o th (z +
h (22) = 2sh z ch x
ch (2z) = ch 2z +sh 2z
h (
Exercice 4

Montrer que les fonctions hyperboliques réciproques peuvent s’exprimer a ’aide de In (partir par
exemple de ch z = y et en déduire argch (y)).

n—1
En déduire la valeur de Z 2kth (2Fz).
k=0

Exercice 5 Montrer que Vz # 0, th x = m T

Exercice 6 1

On considére la fonction définie sur Ry par f(z) = g
ch x
1. Montrer que f réalise une bijection vers un intervalle I & préciser.

2. Représenter les courbes de s et de sa réciproque g.

1 1
3. Montrer que ch (g(y)) = — et sh (g(y)) =/ — — 1 pour les valeurs de y pour lesquelles g est
Yy Yy
définie.

4. Déterminer le domaine de dérivabilité et la dérivée de g.

Exercice 7
Etudier la fonction 2 — arccos(cos(3x)).
Etudier la fonction x + sin(2arctan z).

Exercice 8
Soit y € R tel que |y| > 1, montrer que I’équation 2% 4+ =% = y(e” + e~*) admet une unique

solution réelle. Exprimer cette solution en fonction de y et étudier la fonction ainsi définie.

Exercice 9

a
Montrer que arctana + arctan b = arctan + £(a, b), ou € est une fonction simple, a déter-

1—ab

miner.

Exercice 10

1
Montrer que Vx > 0, arctan(sh z) = arccos (h) de deux facons différentes.
ch z

Exercice 11 )
Montrer que 4 arctan E - arctan 239 = il formule utilisée par John Machin (on ne rigole pas,

4
c’est vraiment son nom) pour calculer 100 décimales de 7 en 1706.



