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Exercice 1

1. On résout I’équation sur R. L’équation homogeéne associée 3y’ — 2y = 0 a pour solutions les
fonctions de le forme y,(z) = Ke?*, avec K € R. Cherchons une solution particuliére 2
'équation sous la forme y,(z) = K(x)e**. On a alors y/(z) = (K'(z) + 2K(z))e**, donc

—x —3x
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yp est solution si K'(z) = (sh # — 2zch z)e ™ = ———— — ze~ —3z

— xe %%, soit par
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exemp]e K(x) = / € € teit — teigt dt = —567:12 + 5 + 66731 — 6 + [t@it]g +
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3 6x + 1
<£L’ — 2> e+ < x148_ ) 3% 1 A, ot A est une constante qu’on peut ignorer. Les solutions

3 6 1
complétes sont donc les fonctions y(z) = <x - 2) e’ + < xl; ) e % + Ke?.

2. Comme il faut diviser par ¢ pour mettre I’équation sous forme usuelle, la résolution s’effectuera

cost
sur les intervalles R et R*. On a alors 3 + % = L’équation homogéne associée est

v+ % = 0, dont les solutions sont les fonctions ¢ — Ke™ I = - K € R (on peut enlever la

valeur absolue quitte a changer le signe de la constante sur R* ). On cherche ensuite une solution

K(t K'(t cost
particuliére de la forme y,(t) = L, d’oll on tire ( ) = Une solution particuliére est

t
. sint sint + K
donc la fonction 1? et les solutions générales de I’équation sont de la forme y(t) = mT

sint
emarquons que seule la fonction f : ¢t — ——, prolongée en 0 en posan = 0 est une
R le la foncti t ; longgé 0 t (0 0 est

solution définie sur R tout entier.

3. On résout I'équation sur R. L’équation homogene associée 3y’ +y = 0 a pour solutions les
fonctions yp, : t — Ke !, on recherche donc y, sous la forme K(t)e™, ce qui nous donne
1 et
K'(t)e't = —— soit K'(t) =
(et = . soit K/(1) = T
prendre comme primitive K (t) = In(1 + ¢'). Les solutions de 1’équation compléte sont donc de
la forme y: t — (In(1 +¢€') + K)e ', K € R.

4. Pour les solutions de I’équation homogéne, cf ’équation précédente. Plutdt que d’utiliser la
méthode de variation de la constante (qui améne un calcul de primitive par intégration par
parties peu agréable), nous allons directement chercher une solution de la forme y,(z) = (az?+
bz +c)e*®. On a donc y,(x) = (2a2* + (2a 4 2b)x + b+ 2¢)e*”, et y, est solution, en factorisant
par e** si et seulement si 3az? + (2a + 3b)z + b+ 3¢ = 22 — 2z + 2. On résout sans difficulte

u
. Le membre de droite étant de la forme —, on peut
U

8
le systéme obtenu : a = 3 ;b= ——etc= 77 Les solutions de ’équation compléte sont donc
1 8 26
les foncti : Ke™ —x?— = I
es tonctions y : x — Ke ~ + (33: 9$+27)6



5. Comme il faut diviser par zlnz, on va résoudre sur les intervalles ]0; 1] et |1;400[. On ob-
Y

rzlnx
KelnImlzll — K In g (3 un changement de constante prés, cette formule est valable sur les deux

intervalles de résolution). On cherche y, de la forme K (z)Inz, donc K'(z)Inz = 3zlnz, on

tient donc 3y’ + = 3xInzx. Les solutions de I’équation homogéne sont de la forme z —

3 3
peut prendre K(z) = 51‘2 et les solutions générales sont les fonctions y : z +— 53:2 + K |Inz.

Toutes les solutions se prolongent en solutions valables sur R* tout entier, puisqu’elles valent
toutes 0 pour z = 1.

23

6. On résout sur R. L’équation homogéne a pour solutions les fonctions yp, : x — Ke™ 3. On ne
cherche pas de solution particuliére puisqu’il y en a une qui nous saute aux yeux : la fonction
3

constante égale & —1. Les solutions générales sont donc les fonctions y : z +— K e~ 5 —1.Sion

veut de plus y(0) = 0, il faut avoir K — 1 = 0, donc K = 1. La solution unique au probléme de
3

Cauchy posé est donc la fonction f: z — e~ T — 1.

7. On ne peut résoudre que sur l'intervalle | —1; 1[. L’équation homogeéne y' — =y = 0 apour

1
. vVi—-z
solutions les fonctions yp, : © — Ke™ 2™ Encore une fois, la fonction constante égale & —1
est une solution particuliére donc les solutions générales sont de la forme x — Ke™2rm — 1.

8. On résout sur les intervalles R et R*. L’équation homogéne associée y' + 2% = 0 a pour

K t
solutions les fonctions yp, : tKe™ 3] — = On cherche yp sous la forme ( ), on obtient
Vi e Vi
K'(t 1 1 t|" 2
®) = , donc K'(t) = f]t]”_%, donc | convient, et les solutions générales de
NG 2 2 o2n+ 1
I’é ti t les foncti t & + K
équation sont les fonctions y : t — ——— + ——.
a YT a1 T

9. L’équation homogéne associée a des solutions de la forme Ke3*, on cherche yp sous la forme
yp(z) = K(z)e3®, on obtient K'(x)e3* = x2e” 4 e, donc K'(z) = 2%¢~2% + z. Une primitive

T t2 z
de 2272 est obtenue par double intégration par parties : / t2e72 dt = |:—2€_2t:| +
0

0
T 2 T T ,—2t 2
t 1 1
/ te 2 gt = — L o2 4+ |—=e % +/ S P R + —. Une solution
0 2 2 o Jo 2 2 2 4 4
o . . 2?2 oz 1 x?
particuliére de notre équation est donc la fonction y,(z) = 5 T3 1 e’ + > et les
. L . 2 oz 1 z? 3
solutions générales sont les fonctions y(z) = 5 T3 1 e’ + o) + Ke®. En 0, la valeur

1 5
de y est ~1 + K, il faut donc choisir K = 1 pour obtenir la solution au probléme de Cauchy

posé.

Exercice 2

Sur les intervalles précisés, aucun probléme : I’équation homogene 3’ + J_ 0 a pour solutions
x

K K(z K'(x 1
les fonctions y;, : © — —, et on cherche y, sous la forme ( ) On obtient (2) = —5, soit
x x x x
_ . K + 1n|z| _
K (z) = In|z|, donc les solutions générales sont de la forme y(z) = —————. Ces fonctions ne sont

jamais prolongeables par continuité en 0, il n’y a donc pas de solution définir sur R.



Exercice 3

Posons donc z = /y (ce qui est possible car y doit étre a valeurs positives pour satisfaire
'équation), on a alors y = 22, donc y' = 222/, d’ont 2(1 + t?)z2’ = 4tz + 4tz. On doit donc
avoir, pour les points ot z ne s’annule pas, 2(1 + t2)2/ — 4tz = 4t. Il y a une solution particuliére

évidente & cette équation qui est la fonction constante égale & —1, et ’équation homogeéne associée
2t

12

/

z z = 0 a pour solutions les fonctions de la forme t — donc on obtient z(t) =

1—t%

K 2
T2~ 1, et y(t) = <1tz — 1> . La fonction nulle est aussi solution de I’équation.

Exercice 4

2! 32 3 .
, on a alors y = ——5, donc —— + — + — = 0, soit en mettant tout au
z z z oz

méme dénominateur et en simplifiant par z 32’ — 32 = 1. Les solutions de ’équation homogéne

Posons donc z =

S| =

1
sont de la forme Ke!, et la fonction constante égale a —3 est solution particuliére évidente, donc
1
2(t) = Ket — 3" Parmi ces fonctions, seules celles obtenues pour K # 0 ne s’annulent pas et vonc

3
donner des fonctions y définies sur R, qui sont alors de la forme y(t) = Tt 1 avee K' eR_.
e J—

Exercice 5

/ ", .12
En posant u = y—, onau = #
Y Y
y nayant pas trop le droit de s’annuler pour que notre changement de variables soit valable, on a

, donc I’équation devient y?(u’sin? 2 +1) = 0. La fonction

/ _ - _ L . )l ) s .
u'(z) = . soit u(zx) P— + K. On en déduit que y est solution de I’équation différentielle
1
y — (t + K> y = 0, donc les solutions sont de la forme y(z) = L sin ze %7,
anx
Exercice 6
Il faut changer légérement ’énoncé pour mettre y(0) = 0 au lieu de y(0) = 1, comme cela

on reconnait que la fonction y est la fonction tangente. Par la méthode d’Euler avec pas T on a

17
y'(0) = 1, donc la tangente en 0 a pour équation x, donc y(%) ~ i, puis y’(i) AT etc. En fait, en

1
notant u, = f(%), en prenant comme pas —, on a ug1 = —(uj + 1) + ug. Pour n = 4, on a donc
n n
1 17 1 201
Uy = —, Ug = 16’ uq ~ 1.255. Pour n = 10, on a u; = 10’ Uy = 1000 puis u1g >~ 1.396. Sachant que

tan 1 ~ 1.557, les approximations ne sont pas vraiment extrémement satisfaisantes.

Exercice 7

1. Les solutions de I’équation homogene sont les fonctions yp, : = — Acos(2t) + Bsin(2t). On
cherche une solution particuliére y, sous la forme y,(x) = az® + bz + ¢, on a donc y;’ = 2a, Yp

1 1
est solution si 4ax? + 4bx + 4c + 2a = 2> — x + 1, soit a = T b= 1 et ¢ = —. on obtient
1 1 1
finalement comme solutions générales les fonctions y(z) = A cos(2z)+ B sin(2z) + ZxQ — Zx—i— 3

2. Les solutions homogenes sont de la forme y(z) = A 4+ Be™® (c’est une fausse équation du
second ordre, on a en fait une équation du premier ordre en y’), il faut chercher une solution



particuliere de la forme y,(z) = (az? + bz + c)e”, donc y(z) = (az® + (2a +b)z + (b+c))e”, et
yp(xz) = (az® + (4a +b)x 4 (2a 4 2b+ ¢))e”. Cette fonction est solution si, aprés simplification
par €%, 2ax? + (6a + 2b)z + 2a + 3b + 2¢ = 422, ce qui nous donne a =2, b= —6et ¢ ="7. On
a donc des solutions générales de la forme y(x) = A + Be™® + (222 — 6x 4 7)e”. Si on impose
de plus y(0) = A+ B+7=cety'(0)=—-B+1=0,on obtient B=1et A =e—38, etla
solution est bien unique.

3. L’équation homogéne a pour équation caractéristique 72 + r + 2 = 0, dont le discriminant est

1 /7 1 w7
A =1—-8= -7, et les solutions r; = —3 + Z\Qf, et ry = 3~ Z\; Les solutions sont donc de
la forme yp(x) = (A cos(@) + Bsin(@))e‘% Pour la solution particuliére, on va chercher

sous la forme y,(z) = (ax + b)e”, donc y,(z) = (azx + a + b)e” et y,(z) = (ax + 2a + b)e”,
qui est solution si 4ax 4+ 3a + 4b = 8z + 1, soit a = 2 et b = I Les solutions de I’équation

compléte sont donc les fonctions y : x — (A cos(@) + Bsin(@))e‘g + (22 — 2)e”.

4. Ici, les solutions de 1’équation homogéne sont les fonctions y, : « — Ae® + Be™*. Pour la
) - - - . et e’
solution particuliére, utilisons le principe de superposition : comme sh x = 5 g on
x —X

. . e . e
va chercher une solution particuliére avec second membre =7 puis ——. Dans les deux cas,

I’'exposant de ’exponentielle est racine de I’équation caractéristique, il faut donc prendre un
polynome de degré 1. Posons donc y;(z) = (ax + b)e®, on a y{(z) = ax + 2a + b)e®, et y; est

xT

e
solution pour 5 sia= 1 (et on prend par exemple b = 0) donc yi(z) = Zmex. De méme,

on obtient ys(z) = —Ewe_”ﬁ, donx en faisant la différence des deux, une solution particuliére
1
de I’équation compléte est y, : x — §xch x. Finalement, nos solutions de I’équation compléte

1
sont les fonctions y(x) = Ae® + Be ™ + ixch x.

5. L’équation caractéristique a pour racines évidentes r; = 1 et 79 = 2, donc les solutions de
I'équation homogene sont de la forme Ae! + Be?. Il faut chercher y, de la forme (at® + bt? +
ct 4+ d)e', donc y(t) = (at® + (3a + b)t? + (2b + c)t + ¢ + d)e’ et y)/(t) = at® + (6a + b)t* +
(6a + 4b + )t 4+ 2b + 2¢ + d)e’. Cette fonction est solution si (a — 3a + 2a)t® + (6a + b — 9a —
3b+ 2b)t? + (6a + 4b + ¢ — 6b — 3¢+ 2¢)t + 2b + 2c + d — 3¢ — 3d + 2d = —3t? + 10t — 7, soit
—3at? + (6a — 2b)t +2b — ¢ = —3t2 + 10t — 7. On obtient a = 1, b = —2 et ¢ = 3, donc les
solutions de I’équation compléte sont de la forme y(t) = (2 — 2t? + 3t + A)e! + Be?:.

6. L’équation caractéristique r2 — 27 + 5 a pour discriminant A = 4 — 20 = (4i)? et pour racines
ry = 1+ 2i et 7o = 1 — 2i, donc les solutions de I’équation homogéne sont de la forme
t — (Acos(2t) + Bsin(2t))e!. Pour la solution particuliére, on va en chercher une de 1’équation
y" — 2y + 5y = dete?t = 4120t sous la forme y,(t) = (at+b)e )t On a donc yp(t) = ((a+
2ia)t+b+2ib+a)e 20 et ¢/ (t) = ((a+4ia—4a)t+b+2ib+a+2ib—4b+2ia+a+2ia)e T2t On
a une solution si (a+4ia—4a—2a—4ia+5a)t—3b+4ib+2a+4ia—2b—4ib—2a+5b = 4, soit a = —i
(quelle simplification spectaculaire!), donc une solution particuliére est la fonction y,(t) =
—itel+20t — _jet(cos(2t) + sin(2t)). Pour obtenir une solution particuliére de notre équation
initiale, il suffit de prendre la partie imaginaire de la précédente : g,(t) = —tcos(2t)e’. On
obtient finalement pour solutions de I’équation compléte y(t) = ((A — t) cos(2t) + Bsin(2t))e’.

Exercice 8

1 1 1
On pose donc y(z) = z(lnzx), dou ¥/ () = —2'(Inz) et y'(z) = ——52'(Inz) + 52" (Inz).
T x x

L’équation devient alors —z'(Inz) + 2”(Inx) + 32/(Inx) + z(Inx) = —, soit en posant ¢ = Inw,
T

2" 422 + z = e7?. L’équation caractéristique associée a pour racine double —1, donc les solutions



de I’équation homogéne sont de la forme 2 (t) = (A + Bt)e™t, et une solution particuliére sera de la

forme Ke %, avec 4K — 4K + K = 1, donc K = 1 convient, soit z,(t) = e"*. On a donc comme

A+ Bl 1
solutions générales les fonctions z(t) = (A + Bt)e™t + =%, d’oi on tire y(x) = Ao + —. En
x
imposant y(1) = ¢(1) =0, ona A+1=-A+ B —-2=0,doa A= —1 et 1. La seule fonction
zlnx —x+1

solution de ce probléme est donc la fonction x +— 5

X

Exercice 9

Comme f'(z) =2f(—x)+x, f’ est elle-méme dérivable, donc f est deux fois dérivable. Dérivons
donc léquation, on obtient f”(z) = —2f'(—z) +1 = =2(2f(x) —2) +1 = —4f(x) + 2z = 1. La
fonction f est donc solution de ’équation différentille f” +4f = 2z + 1, qui se résout sans difficulté :
les solutions homogeénes sont de la forme A cos(2x) 4+ B sin(2x) et une solution particuliére évidente

2 1 1
T , donc f(x) = Acos(2x) + Bsin(2z) + g + T

est la fonction = —

Exercice 10

Commencons par remarquer qu’en prenant z = y = 0, on a 2f(0) = 2£(0)2, donc f(0) ne peut
prendre que les valeurs 0 et 1. Mais si f(0) = 0, on a Vz € R, en prenant y = 0, 2f(z) = 0,
donc f est la fonction nulle. pour la suite, on peut supposer que f(0) = 1. Fixons désormais y et
dérivons par rapport a x, on obtient f'(z +y)+ f'(x —y) = 2f(y)f/(z), puis en dérivant a nouveau
"l +y)+ f"(x—y) = 2f(y)f"(z). Mais cela reste vrai en échangeant le role de x et de y, donc
on a V(z,y) € R%, f"(x)f(y) = f(x)f"(y), soit en posant y = 0, f’(z) = Kf(z), avec K = f"(0).
Si K = 0, les solutions possibles sont de la forme f(z) = ax + 1, et seule la valeur a = 0 permet de
vérifier ’équation fonctionnelle de départ, donc f est constante égale a 1. Si K > 0, f est de la forme
Ash (VKz)+ Bch (vVKz). La valeur en 0 impose B = 1 puis on constate que seul A = 0 permet de
vérifier 'équation fonctionnelle, donc f(z) = ch (v/Kx). De méme, si K < 0, on obtient une seule
solution possible : f(z) = cos(—VKzx).



