
Exer
i
es sur les 
omplexes : 
orrigéPCSI 2 Ly
ée Pasteur19 septembre 2007Exer
i
e 1Pour le premier, on multiplie par le 
onjugué du dénominateur : z1 =
(3 + 5i)(5 + 3i)

25 + 9
=

34i

34
= i,
e qu'on pouvait aussi 
onstater dire
tement.Le se
ond est un simple développement : z2 = (2 − i)3 = 8 − 3 × 4i + 3 × (−2) + i = 2 − 11i.Pour le troisième, 
'est du 
lassique : z3 =

√
2

(√
2

2
+

√
2

2
i

)

= 1 + i.En�n, pour le dernier, on a intérêt à mettre sous forme trigonométrique : |1 − i
√

3| =
√

4 = 2,don
 z4 =

(

2

(

1

2
− i

√
3

2

))11

= (2e−i π

3 )11 = 211e−
11π

3 = 2048

(

1

2
+ i

√
3

2

)

= 1024 + 1024
√

3i.Exer
i
e 2Commençons par simpli�er 
e qui se trouve à l'intérieur de la parenthèse : 2 +
√

3 + (2
√

3 − 1)i

2 − i
=

(2 +
√

3 + (2
√

3 − 1)i)(2 + i)

4 + 1
=

4 + 2
√

3 − 2
√

3 + 1 + (4
√

3 − 2 + 2 +
√

3)i

5
= 1 +

√
3 = 2ei π

3 , don
élevé à la puissan
e 17 on obtient 217ei 17π

3 = 217e−i π

3 .Exer
i
e 3
•

√
3 + i =

1

2
ei π

6 , don
 (
√

3 + i)−1 = 2e−i π

6 et les ra
ines 
ubiques de √
3 + i sont 1

3
√

2
ei π

18 ,
1
3
√

2
ei 13π

18 et 1
3
√

2
ei 25π

18 .
• 1 + j = 1 + ei 2π

3 = ei π

3 (e−i π

3 + ei π

3 ) = 2 cos
π

3
ei π

3 = ei π

3 , don
 (1 + j)−1 = e−i π

3 et ses ra
ines
ubiques sont ei π

9 , ei 7π

9 et ei 13π

9 .
• i +

√
3

i −
√

3
=

(i +
√

3)2

1 + 3
=

2 + 2i
√

3

−4
= e−i π

3 don
 a−1 = ei π

3 et les ra
ines 
ubiques de a sont
e−i π

9 , e−i 7π

9 et e−i 13π

9 .Exer
i
e 4On peut s'en sortir uniquement par le 
al
ul : si |z| = |z − 4|, en élevant au 
arré, on obtient
zz = (z − 4)(z − 4) = zz − 4(z + z) + 16, don
 16 = 4(z + z) = 8Re z, et Re z = 2. Ensuite,en supposant z 6= 0, arg z = arg(z + 1 + i) ⇔ arg

z + 1 + i

z
= 0, don
 z + 1 + i

z
= λ, où λ ∈ R+,soit z + 1 + i = λz ⇔ z =

1 + i

λ − 1
. Le seul multiple réel de 1 + i ayant pour partie réelle 2 étant

2(1 + i) = 2 + 2i (qui 
orrespond à λ =
3

2
), la seule valeur de z 
onvenable est don
 2 + 2i.1



Il est également possible de raisonner géométriquement. Notons M l'image de z dans la plan, et
A 
elle de 4, alors la 
ondition |z| = |z − 4| peut s'é
rire sous la forme |zM − zO| = |zM − zA| ⇔
AM = OM . Le point M doit don
 appartenir à la médiatri
e du segment [OM ], 
'est-à-dire la droited'équation x = 2 dans le plan. De plus deux nombres 
omplexes ont même argument si leurs imagessont situées sur une même demi-droite d'origine 0. I
i, l'image de z +1+ i étant l'image de M par latranslation de ve
teur d'a�xe 1+ i, il ne peut être aligné ave
 O et M que si le ve
teur d'a�xe 1+ iest 
olinéaire ave
 −−→OM , don
 M se situe sur la droite passant par le point d'a�xe 1+ i. Cette droiteinterse
te 
elle d'équation x = 2 en un seul point, d'a�xe 2 + 2i, qui est don
 l'unique solution duproblème posé.

O
A

1+i

2+2i

Exer
i
e 5On a |z| =

∣

∣

∣

∣

1

z

∣

∣

∣

∣

⇒ |z|2 = 1 ⇒ z ∈ U. De plus, on peut mener un 
al
ul très similaire à 
elui del'exer
i
e pré
édent : si |z| = |z − 1|, zz = (z − 1)(z − 1) = zz − z − z + 1, et on obtient Re (z) =
1

2
.Les deux seuls points du 
er
le trigonométrique ayant pour abs
isse 1

2
sont z1 = ei π

3 et z2 = e−i π

3 ,qui sont don
 les deux solutions du problèmes posé.Exer
i
e 6On peut traduire l'hypothèse par le fait que z4 − z2

z2 − z
∈ R (si z = 0 ou z = 1, les points serontde toute façon alignés puisque 
onfondus). On a don
 z2(z + 1)(z − 1)

z(z − 1)
= z(z + 1) ∈ R. Posons

z = a + ib, on a alors z(z + 1) = a2 + a− b2 + i(2ba + b). On obtient don
 la 
ondition b(2a + 1) = 0,soit b = 0 ou a = −1

2
. L'ensemble re
her
hé est don
 la réunion de la droite réelle et de la droited'équation x = −1

2
(ou en terme de 
omplexes l'ensemble des 
omplexes réels ou de partie réelleégale à −1

2
).Exer
i
e 71. On résout 
omme dans le 
as d'une équation réelle. Le dis
riminant vaut ∆ = i2 + 8i − 24 =

8i − 25. On a |∆| =
√

689, don
 ∆ =
√

689eiθ, ave
 cos θ = − 25√
689

et sin θ =
8√
689

, et les2



deux ra
ines de l'équation sont z1 =
i + 4

√
689ei θ

2

4
et z2 =

i − 4
√

689ei θ

2

4
.2. En multipliant par z2, on obtient z4 = −|z|4. Un 
omplexe est égal à l'opposé de son mudule si etseulement si il est réel négatif, don
 z4 ∈ R

−, ou en
ore arg(z4) ≡ π[2π], d'où arg(z) ≡ π

4

[π

2

].L'ensemble des solutions est la réunion des deux bisse
tri
es des axes dans le plan 
omplexe(on pouvait également résoudre en posant simplement z = a + ib).3. Deux méthodes : on pose Z = z2 puis on résout l'équation de degré 2, dont le dis
riminantest le 
arré de − sin θ, et on obtient les solutions. Ou on remarque que l'équation peut s'é
rire
z4 − (eiθ + e−iθ)z2 + eiθe−iθ, équation de type � somme-produit �, et on en déduit que z2 = eiθou z2 = e−iθ. Dans les deux 
as, on obtient ensuite S = {ei θ

2 , ei( θ

2
+π), e−i θ

2 , e−i( θ

2
+π)}4. On peut ruser (une fois de plus) en remarquant que −5|z2| + 2 est un réel, don
 z2 soit êtreréel 
e qui ne se produit que si z ∈ R ou z ∈ iR. Dans le premier 
as, il faut don
 résoudredans R l'équation 3x2 − 5x2 + 2 = 0, soit x2 = 1, don
 x = ±1. Dans le deuxième 
as, z = ib,ave
 −3b2 − 5b2 + 2 = 0, soit b2 =

1

4
, don
 z = ± i

2
. Finalement, S = {1,−1, i

2 ,− i
2}. En
oreune fois, on s'en sort très bien de façon purement algébrique, en posant z = a + ib.5. Il s'agit de 
al
uler les ra
ines quatrièmes d'un nombre 
omplexe, 
e pour quoi on sait qu'onpeut pro
éder de manière algébrique ou trigonométrique. Même si je vous ai plut�t 
onseilléen 
ours de faire de façon trigonométrique en général, on obtient i
i des valeurs exa
tes par la
al
ul algébrique. Commençons par 
al
uler les ra
ines 
arrées de 24i − 7 : soit Z = x + iy unnombre 
omplexe, si Z2 = 24i − 7, on aura |Z2| = x2 + y2 = |24i − 7| =

√
242 + 72 = 25, et

Re (Z2) = x2 − y2 = −7, dont on déduit 2x2 = 25 − 7 = 18 et 2y2 = 25 + 7 = 32. On a don

x = ±3 et y = ±4. Comme de plus Im (Z2) = 2xy = 24, x et y sont de même signe, 
e quidonne les deux ra
ines Z1 = 3 + 4i et Z2 = −3 − 4i. Restent à 
al
uler les ra
ines 
arrées de
es deux 
omplexes, par la même méthode. Elle ont 
ha
une pour module 5, dont en posant
z = a + ib, on obtient dans le premier 
as 2a2 = 5 + 3 = 8 et b2 = 5 − 3 = 8, et dans ledeuxième 
as 2a2 = 2 et 2b2 = 8. Comme a et b sont de même signe dans le premier 
as et designe 
ontraire dans le deuxième, on obtient quatre ra
ines : S = {2+ i,−2− i, 1−2i,−1+2i}.6. En multipliant les deux membres de l'équation par z (remarquons au passage que 0 est unesolution qu'il faudra penser à rajouter si elle n'apparait pas dans nos 
al
uls), on obtient
|z|2 = zn+1. En parti
ulier, zn+1 est un nombre réel positif, 
e qui implique arg zn+1 ≡ 0[2π],don
 arg z ≡ 0

[

2π

n + 1

]. De plus, en prenant le module de 
ette même équation, on a |z| = |z|n,
e qui ne peut se produire que si z = 1, sauf dans le 
as où n = 1, où l'égalité de modules esttoujours véri�és. Dans 
e dernier 
as, l'équation se réduit en fait à z = z, dont les solutionssont tous les réels. Si n > 1, la 
ombinaisons des deux informations obtenues nous montre queles solutions sont les ra
ines n + 1-èmes de l'unité, auxquelles on ajoute 0.7. Cher
hons don
 la ra
ine réelle en posant z = x ∈ R. On doit avoir 4ix3 + 2x2 + 6ix2 −
5x − 4ix + 3 − 21i = 0. En parti
ulier, la partie réelle du membre de gau
he étant nulle, ona 2x2 − 5x + 3 = 0, équation qui a pour solution évidente 1, et pour deuxième solution 3

2(en e�et, le produit des deux solutions vaut 3

2
). Si x = 1, la partie imaginaire du membrede gau
he de l'équation vaut −15, don
 1 n'est pas solution. Par 
ontre, si x =

3

2
, elle vaut

4 × 27

8
+ 6 × 9

4
− 4 × 3

2
− 21 = 0, don
 il s'agit bien d'une ra
ine de l'équation. On peut don
fa
toriser 
ette équation par z− 3

2
, 
e qui nous donne (z − 3

2

)

(

4iz2 + (2 + 12i)z − 2 + 14i
)

=

0. Pour résoudre 
ette dernière équation, on 
al
ule le dis
riminant réduit de la deuxièmeparenthèse ∆′ = (1 + 6i)2 − 4i(−2 + 14i) = 1 − 36 + 12i + 8i + 56 = 21 + 20i. Pour 
al
ulerune ra
ine de ∆, on va pro
éder de manière algébrique. Soit δ = a + ib, si δ2 = ∆, alors3



a2 + b2 = |∆| =
√

212 + 202 = 29 et a2 − b2 = Re ∆ = 21, d'où a2 = 25 et b2 = 4. Comme deplus 2ab = Im ∆ = 20, les deux ra
ines de ∆ sont 5 + 2i et −5 − 2i. En�n, les deux dernièresde notre équation sont z1 =
−1 − 6i − 5 − 2i

4i
= −2 +

3

2
i et z2 =

−1 − 6i + 5 + 2i

4i
= −1 − i.En 
on
lusion, S =

{

3

2
;−1 − i;−2 +

3

2
i

}.8. Pour 
ette dernière je ne résiste pas à tri
her un peu en remarquant que (z + 1)(z4 − z3 + z2 −
z + 1) = z5 + 1, don
 les solutions de l'équation véri�ent z5 = −1, soit (−z)5 = 1, et sontdon
 les opposés des ra
ines 
inquièmes de l'unité, auxquels il faut enlever −1 qui n'était passolution de l'équation initiale. On a don
 S = {ei π

5 ; ei 3π

5 ; ei 7π

5 ; ei 9π

5 }.Exer
i
e 8La méthode la plus simple est 
ertainement de 
onstater que 1 n'est pas ra
ine, on peut don
faire le quotient et obtenir (z + 1

z − 1

)5

= 1, don
 z + 1

z − 1
est une ra
ine 
inquième de l'unité. Ondétermine ensuite fa
ilement les valeurs de z 
orrespondantes : si z + 1

z − 1
= a, on a z + 1 = az − a,don
 z(a − 1) = a + 1, soit z =

a + 1

a − 1
. On remarque 1 ne donne pas de solution, il n'y a don
que quatre valeurs possibles pour z (
'est normal, l'équation initiale est en fait de degré 4) : S =

{

ei 2π

5 + 1

ei 2π

5 − 1
;
ei 4π

5 + 1

ei 4π

5 − 1
;
ei 6π

5 + 1

ei 6π

5 − 1
;
ei 8π

5 + 1

ei 8π

5 − 1

}.On peut également tout développer peu subtilement : z5 +5z4 +10z3 +10z2 +5z+1 = z5−5z4 +
10z3 −102 +5z−1. Mira
le, ça se simpli�e avantageusement pour donner (une fois tout divisé par 2)
5z4+10z2+1 = 0. On pose Z = z2, et on a 5Z2+10Z+1 = 0. Le dis
riminant réduit de 
ette équationvaut 25 − 5 = 20 = (2

√
5)2, don
 les solutions en sont Z1 =

−5 + 2
√

5

5
et Z2 =

−5 − 2
√

5

5
. Finale-ment, les solutions de l'équation initiale sont S =

{

i

√

5 − 2
√

5

5
;−i

√

5 − 2
√

5

5
; i

√

5 + 2
√

5

5
;−i

√

5 − 2
√

5

5

}.Les deux ensembles de solutions sont les mêmes et pourtant exprimés de façon fort di�érente, maisils donnent une nouvelle façon de 
al
uler les valeurs exa
tes des 
osinus et sinus de 2π

5
et de sesmultiples.Exer
i
e 9Les trois points forment un triangle équilatéral si et seulement si z − i

iz − i
= ei π

3 ou z − i

iz − i
= −ei π

3 .Dans le premier 
as, on obtient z − i = izei π

3 − iei π

3 , soit z = i
1 − ei 2π

3

1 − ie2i π

3

et dans le deuxième
z − i = −izei π

3 + iei π

3 , soit z = i
1 + ei 2π

3

1 + ie2i π

3Exer
i
e 10Remarquons pour 
ommen
er que si on note r le pg
d de p et de q, toutes les ra
ines r-èmes del'unité sont à la fois ra
ines p-èmes et q-èmes. En e�et, 
omme r divise p, on a p = λr, ave
 λ entier,et zp = zλr = (zr)λ = 1. De même, zq = 1.La ré
iproque est un peu plus 
ompliquée si on ne 
onnait pas le théorème de Bezout. Si ona simultanément z ∈ Up et z ∈ Uq, on a zp = zq = 1 don
 pour tous entiers n et m, on a4



znp−mq =
znp

zmq
= 1. Or, il existe un 
ouple d'entiers tels que np − mq soit égal à r (
'est ça lethéorème de Bezout), don
 zr = 1. Pour montrer Bezout, on peut passer par l'algorithme d'Eu
lide :à 
haque étape, le nouveau reste obtenu est une 
ombinaison à 
oe�
ients entiers des deux restespré
édents (il n'y a qu'à é
rire la division eu
lidienne), don
 par ré
urren
e fa
ile de p et de q. Commele dernier reste est égal à r, 
elui-
i est bien une 
ombinaison à 
oe�
ients entiers de p et q.Exer
i
e 11Pour la première, Euler est votre ami : cos6 x =

(

eix + e−ix

2

)6

= 2−6(e6ix + 6e5ixe−ix +

15e4ixe−2ix + 20e3ixe−3ix15e2ixe−4ix + 6eixe−5ix + e−6ix) = 2−6(2 cos(6x) + 12 cos(4x) + 30 cos(2x) +

20) =
1

32
cos(6x) +

3

16
cos(4x) +

15

32
cos(2x) +

5

16
.Pour la deuxième sin2 x cos3 x = (1 − cos2 x) cos3 x = cos3 x − cos5 x. Or, par la même méthodeque 
i-dessus, cos5 x =

1

16
(cos(5x) + 5 cos(3x) + 10 cos x) et cos3 x =

1

4
(cos(3x) + 3 cos x), don


sin2 x cos3 x = − 1

16
cos(5x) − 1

16
cos(3x) +

1

8
cos x.En�n, cos x sin5 x = cos x sinx sin4 x =
1

2
sin(2x) sin4 x =

1

32

(

e2ix − e−2ix

2i

)

(eix − e−ix)4 =

1

32

(e2ix − e−2ix)(e4ix − 4e2ix + 6 − 4e−2ix + e−4ix)

2i

=
1

32

e6ix − 4e4ix + 6e2ix − 4 + e−2ix − e2ix + 4 − 6e−2ix + 4e−4ix − e−6ix

2i

=
1

32

e6ix − 4e4ix + 5e2ix − 5e−2ix + 4e−4ix − e−6ix

2i
=

1

32
(sin(6x) − 4 sin(4x) + 5 sin(2x)).Exer
i
e 12La première utilise une re
onnaissan
e binome de Newton :

n
∑

k=0

(

n

k

)

cos(kx) = Re

n
∑

k=0

(

n

k

)

eikx = Re (1+eix)n = Re (ei x

2 (ei x

2 +e−i x

2 ))n = Re
(

2 cos
x

2

)n

ei nx

2 =

2n cosn x

2
cos

nx

2La deuxième est tout à fait 
lassique :
n
∑

k=0

sin(kx)

cosk x
= Im

n
∑

k=0

eikx

cosk x
= Im

1 − ei(n+1)x

cosn+1 x

1 − eix

cos x

= Im
cos x − ei(n+1)x

cosn x

cos x − cos x − i sin x

= Im i
cosn+1 x−ei(n+1)x

cosn x

sin x
=

cosn+1 x − cos((n + 1)x)

sin x cosn xEn�n, la dernière demande un peu plus d'astu
e :
n−1
∑

k=1

1

1 − e
2ikπ

n

=
n−1
∑

k=1

e−i kπ

n

e−i kπ

n − e
ikπ

n

=
n−1
∑

k=1

cos kπ
n

− i sin kπ
n

−2i sin kπ
n

=
1

2

n−1
∑

k=1

1 + icotan
kπ

n
. Or, la fon
tion

cotan étant symétrique par rapport à (π

2
, 0
), la somme des cotan est nulle (le premier termes'annule ave
 le dernier, et
, puisque cotan (π − x) = cotan x), don
 il ne reste que n − 1

2
, qui est lavaleur de la somme initiale.Exer
i
e 13Posons u = eiθ et v = eiθ′ . On a alors 5



u + v

1 + uv
=

eiθ + eiθ′

1 + ei(θ+θ′)
=

eiθ + eiθ′

ei θ+θ′

2 × 2 cos θ+θ′

2

=
ei θ−θ

′

2 + ei θ
′
−θ

2

2 cos θ+θ′

2

=
cos θ−θ′

2

cos θ+θ′

2

, qui est bien un réel.Exer
i
e 14Si |z| = 1, z = eiθ. Cher
hons les valeurs de θ ∈ [−π, π] pour lesquelles |1 + z| ≥ 1. Par un
al
ul 
lassique, |1 + z| = |ei θ

2 (e−i θ

2 + ei θ

2 )| = 2| cos θ
2 |. Or, | cos θ

2 | ≥
1

2
⇔ θ

2
∈
[

−π

3
,
π

3

]

[π] ⇔

θ ∈
[

−2π

3
,
2π

3

]

[2π]. Véri�ons que pour les valeurs restantes de θ, |1 + z2| ≥ 1. En e�et, on a alors
θ ∈

[

2π

3
,
4π

3

]

[2π], don
 2θ ∈
[

4π

3
,
8π

3

]

[4π], don
 |1 + z2| ≥ 1 d'après le 
al
ul pré
édent, puisque
z2 = e2iθ. Les seuls 
as pour lesquels les deux inégalités sont véri�ées sont z1 = e2i π

3 et z1 = e−2i π

3 .Exer
i
e 15En e�et, |u+v|2+|u−v|2 = (u+v)(u+v)+(u−v)(u−v) = |u|2+uv+vu+|v|2+|u|2−uv−vu+|v|2 =
2(|u|2 + |v|2).Exer
i
e 16Le disque (fermé par exemple) de 
entre A et de rayon 1 a pur inéquation |z− i| ≤ 2, 
e qui élevéau 
arré donne (z − i)(z + i) ≤ 4, ou en
ore zz + iz − iz ≤ 3.De même, l'équation zz + z + z − 1 = 0 peut se mettre sous la forme (z + 1)(z + 1) = 2, don

|z + 1| ≤

√
2. C'est l'équation du 
er
le de 
entre A d'a�xe −1 et de rayon √

2.Exer
i
e 17Soient A, B et C trois points du plan non alignés d'a�xes respe
tives a, b et c. Déterminer l'a�xedu 
entre du 
er
le 
ir
ons
rit à ABC.Exer
i
e 181. Il su�t de résoudre l'équation f(z) = z, qui se réduit simplement à z2 = −1, don
 il y a deux
omplexes invariants par f , qui sont i et −i.2. Une méthode 
onsiste à poser z = a + ib, on a alors f(z) = (a + ib)2 + a + ib + 1 = a2 − b2 +
a + 1 + i(2ab + b). L'image de z est don
 réelle si et seulement si 2ab + b = b(2a + 1) = 0.Le lieu de tels point est l'union de la droite réelle (b = 0) et de 
elle 
onstituée des nombres
omplexes de partie réelle −1

2
(2a + 1 = 0).3. Les trois points seront alignés par exemple si z2 + z

z − 1
∈ R. Or z2 + z

z − 1
=

a2 − b2 + a + i(2ab + b)

a − 1 + ib
.Si on multiplie par le 
onjugué a − 1 − ib, la partie imaginaire du numérateur sera égale à

−(a2 − b2 + a)b+ (2ab+ b)(a− 1) = −a2b+ b3 − ab+ 2a2b+ ab− 2ab− b = b3 + a2b− 2ab− b =
b(b2 +a2−2a−1). Pour que les trois points soient alignés, on doit don
 avoir b = 0 (
'est-à-dire
z réel) ou b2 +a2 − 2a− 1 = 0, 
e qui équivaut à b2 +(a− 1)2 = 2, équation du 
er
le de 
entre
A d'a�xe 1 et de rayon √

2.
6



0 1 2 3 4 5−1−2−3

0

1

2

−1

−2Exer
i
e 191. Montrer que f réalise une bije
tion de A vers B (
'est-à-dire que tout élément de B a un uniqueanté
édent dans A).2. Déterminer l'image ré
iproque de U (
'est-à-dire l'ensemble des z tels que f(z) ∈ U) et 
elledu disque unité {z ∈ C | |z| ≤ 1}.
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