
Équations di�érentiellesPCSI 2 Ly
ée Pasteur11 o
tobre 2007Une équation di�érentielle est une équation dont l'in
onnue est une fon
tion habituellementnotée y, à valeurs réelles ou 
omplexes, et qui fait intervenir les dérivées de la fon
tion y. Une telleéquation est dite d'ordre n lorsque la dérivée d'ordre le plus élevé de la fon
tion y apparaissant dansl'équation est 
elle d'ordre n. Les équations di�érentielles étant en général très di�
iles à résoudre,on se 
ontentera dans 
e premier 
hapitre de traiter le 
as d'équation d'ordre 1 et 2 très parti
ulières,les équations di�érentielles linéaires.1 Quelques rappels sur les primitivesCommençons ave
 une propriété toute bête et pourtant fondamentale pour 
e qui va suivre :Proposition 1. Soit f une fon
tion dérivable sur un intervalle I, alors f est 
onstante sur I si etseulement si sa dérivée y est nulle.Dé�nition 1. Soit f une fon
tion dé�nie sur un intervalle I. On dit que F est une primitive de fsur I si F est dérivable sur I, de dérivée f .Proposition 2. Si F et G sont deux primitives d'une même fon
tion f sur un intervalle I, alors
F − G est une fon
tion 
onstante.Démonstration. En e�et, F −G est alors dérivable sur I, de dérivée nulle. Elle y est don
 
onstante.Proposition 3. Soit f une fon
tion 
ontinue sur un intervalle I et a ∈ I, alors F : x 7→

∫ x

a

f(t) dtest l'unique promitive de f sur I s'annulant en a.Démonstration. Il faudrait bien sûr dé�nir 
orre
tement les intégrales pour que 
e résultat ait unsens. Mais en admettant les propriétés de l'intégrale, F est une primitive de f , et elle s'annule bienen a. De plus, deux telles primitives sont égales 
ar elle di�èrent d'une 
onstante, qui doit valoir 0pour que les valeurs en a 
oïn
ident.Remarque 1. Dans les 
as où on travaillera sur des fon
tions 
omplexes, les mêmes proptiétés que surles primitives réelles existent. On 
onvient simplement d'appeler primitive de la fon
tion f = f1 + if2toute fon
tion de la forme F1 + iF2, où F1 et F2 sont des primitives respe
tives de f1 et f2. Deuxprimitives d'une même fon
tion di�érent alors d'une 
onstante 
omplexe.2 Équations linéaires du premier ordre2.1 Dé�nitions, résolution d'équation homogèneDé�nition 2. Une équation di�érentielle linéaire du premier ordre est une équation de la forme
α(t)y′ + β(t)y = γ(t), où α, β, γ, sont trois fon
tions dé�nies sur un intervalle I, à valeurs dans R ou
C (pour la suite, on se pla
era souvent dans le 
adre réel, mais tout reste vrai ave
 des fon
tions à1



valeurs 
omplexes). La variable t est une variable muette assujettie à appartenir à I, et l'in
onnueest la fon
tion y, né
essairement dérivable pour que l'équation ait un sens.Résoudre l'équation 
onsiste à trouver toutes les fon
tions y : I → R véri�ant ∀t ∈ I, α(t)y′(t) +
β(t)y(t) = γ(t).Remarque 2. Si α(t) ne s'annule pas sur I, on peut ramener l'équation sous la forme suivante (appeléeéquation di�érentielle normalisée) : y′ + a(t)y = b(t). On ne s'intéressera désormais qu'à 
ette formeplus simple. Dans le 
as où α s'annule, il 
onvient de toute façon de séparer la résolution sur lesintervalles où elle ne s'annule pas.Dé�nition 3. Un problème de Cau
hy asso
ié à l'équation pré
dente est un système de la forme

{
y′ + a(t)y = b(t)

y(t0) = y0On parle aussi d'équation di�érentielle ave
 
onditions initiales.Dé�nition 4. L'équation y′ + a(t)y = 0 est appelée équation homogène asso
iée à l'équation di�é-rentielle pré
édente (ou en
ore équation sans se
ond membre).Théorème 1. Soit y′ +a(t)y = 0 une équation linéaire homogène du premier ordre, ave
 a 
ontinuesur l'intervalle d'étude I. Alors ses solutions sont les fon
tions de la forme t 7→ Ke−A(t), où K estune 
onstante réelle et A une primitive (�xée) de a.Démonstration. Supposons y solution de l'équation et posons z(t) = y(t)eA(t), où A est un primi-tive quel
onque de a (qui, étant 
ontinue, possède des primitives), on a alors z′(t) = y′(t)eA(t) +
a(t)y(t)eA(t) = eA(t)(y′(t) + a(t)y(t)) = 0. La fon
tion z a une dérivée nulle, elle est don
 
onstante,égale à un 
ertain réel K. On a alors, par dé�nition de z, y(t) = KeA(t). Ré
iproquement, 
esfon
tions sont bien solutions du problème posé.Remarque 3. Les problèmes de Cau
hy asso
iés à des équations linéaires du premier ordre ont don
toujours une solution unique. En parti
ulier, on peut dé�nir la fon
tion exponentielle 
omme solutionde l'équation di�érentielle y′ = y, ave
 
ondition initiale y(0) = 1.Proposition 4. Soit f une fon
tion dérivable de R dans R véri�ant ∀(x, y) ∈ R

2, f(x+y) = f(x)f(y),alors f est nulle ou f(x) = eax, pour une 
ertaine 
onstante réelle a.Démonstration. On a déjà vu au 
hapitre sur les fon
tions usuelles que les exponentielles 
onvenaient.Le sens inverse se fait en fait de la même façon. Si f est une fon
tion véri�ant l'équation fon
tionnelledemandée, 
ommençons par remarquer que f(0) = (f(0))2, don
 f(0) = 0 ou f(0) = 1. Si f(0) = 0,on obtient en remplaçant x par 0 dans l'équation fon
tionnelle que f est identiquement nulle sur R.Si f(0) = 1, on dériver l'équation par rapport à y puis �xer x = 0, 
e qui donne f ′(x+y) = f ′(x)f(y),puis f ′(y) = f ′(0)f(y). En notant a = f ′(0), f est don
 solution du problème de Cau
hy asso
ié àl'équation di�érente y′ = ay, ave
 y(0) = 1. Ce problème admet pour unique solution y : t 7→ eat,d'où la proposition.Exemple : Considérons l'équation di�érentielle y′ + 2xy = 0 (sur R), ave
 
omme 
onditioninitiale y(1) = 2. Les solutions de l'équation sont de la forme Ke−x2 , et la 
ondition initiale setraduit alors par Ke−1 = 2, soit K = 2e, don
 l'unique solution de 
e problème de Cau
hy est lafon
tion y : x 7→ 2e1−x2 .2.2 Résolution d'équations 
omplètesThéorème 2. Soit y′ + a(t)y = b(t) une équation di�érentielle linéaire sur un intervalle I, ave
 a
ontinue sur I. Alors les solutions de 
ette équation sont de la forme x 7→ Ke−A(t) + yp(t), où Kest une 
onstante réelle, A une primitive �xée de a, et y0 une solution parti
ulière quel
onque del'équation. 2



Si de plus on impose la 
ondition y(t0) = y0, ave
 t0 ∈ I et y0 ∈ R, la solution du problème deCau
hy existe et est unique, il s'agit de la fon
tion t 7→ y0e
A(t0)−A(t) + e−A(t)

∫ t

t0

eA(x)b(x) dx.Remarque 4. La première partie du théorème indique simplement que toute solution de l'équation
omplète est obtenue 
omme somme d'une solution parti
ulière et d'une solution de l'équation sansse
ond membre.Démonstration. Commençons par la première a�rmation. Soit don
 yp une solution parti
ulière et yune solution quel
onque. On a y′+a(t)y = b(t) ⇔ y′+a(t)y = y′p+a(t)yp ⇔ (y−yp)
′+a(t)(y−yp) = 0.La di�éren
e des deux fon
tions est don
 solution de l'équation homogène, 
e qui en utilisant lesrésultats du paragraphe pré
édent donne la forme demandée.La deuxième moitié fait intervenir une te
hnique qui sera fondamentale pour la suite. On 
her
heune fon
tion y véri�ant l'équation et telle que y(t0) = y0. Posons z(t) = y(t)eA(t). On obtient, trèssimilairement à 
e qu'on a fait pour les équations homogènes un peu plus haut, z′(t) = b(t)eA(t). Lafon
tion z est don
 la primitive de beA valant y0e

A(t0) en t0 (
ette primitive est unique), 
'est-à-dire
z(t) = y0e

A(t0) +

∫ t

t0

b(c)eA(x) dx. Cela donne bien la formule souhaitée pour y.Remarque 5. Cette formule n'est à peu près d'au
une utilité pour le 
al
ul pratique de solution,puisqu'on ne saura pas 
a
luler l'intégrale. Pour réellement résoudre une équation di�érentielle, ilfaut (et 
'est bien le plus di�
ile) trouver une solution parti
ulière. Pour 
ela, deux te
hniques utiles :Proposition 5. Prin
ipe de superpositionSoit y′ + a(t)y = 0 une équation di�érentielle homogène et y1, y2 des solutions parti
ulières del'équation 
omplète obtenue en ajoutant respe
tivement 
omme se
ond membre b1(t) et b2(t), alors
y1 + y2 est une solution parti
ulière de l'équation ave
 pour se
ond membre b1(t) + b2(t).Démonstration. C'est un 
al
ul idiot : si y′1 + a(t)y1 = b1(t) et y′2 + a(t)y2 = b2(t), on a (y1 + y2)

′ +
a(t)(y1 + y2) = b1(t) + b2(t).Méthode de variation de la 
onstante :Il est naturellement 
onseillé dans un premier temps de 
her
her une solution parti
ulière � évi-dente � ou d'une forme très parti
ulière dans le 
as où trainent des exponentielles et des polynomes.Toutefois, dans le 
as général, il n'existe pas de solution parti
ulière simple, et on a alors re
ours àla méthode suivante : on 
her
he yp de la forme λ(x)e−A(x). Autrement dit, yp est de la même formeque les solutions de l'équation homogène, à la di�éren
e près qu'on a rempla
é la 
onstante K parune fon
tion λ (d'où le nom de variation de la 
onstante).Exemple 1 :On 
her
he à résoudre l'équation di�érentielle y′ + ty = t. L'équation homogène asso
iée a pourensemble de solutions les fon
tions de la forme t 7→ Ke−

t
2

2 , et une solution parti
ulière évidente estla fon
tion 
onstante égale à 1, don
 les solutions de l'équation sont de la forme Ke−
t
2

2 + 1.Exemple 2 :On 
her
he à résoudre sur R
∗
+ l'équation di�érentielle y′+2

y

x
=

ex

x
. L'équation homogène asso
iéeest y′ + 2

y

x
= 0, dont les solutions sont de la forme Ke−A(t), où A est une primitive quel
onque de

2

x
. Une telle primitive est 2 ln x, don
 les solutions sont les fon
tions Ke−2 lnx =

K

x2
.Reste à trouver une solution parti
ulière, via la méthode de variation de la 
onstante : posons

y(x) =
λ(x)

x2
, on a alors y′(x) =

λ′(x)

x2
− 2

λ(x)

x3
, don
 λ′(x)

x2
− 2

λ(x)

x3
+ 2

λ(x)

x3
=

ex

x
. La fon
tion

λ est don
 une primitive de x 7→ xex. On peut par exemple 
hoisir λ(x) =

∫ x

0
tet dt = [tet]x0 −3



∫ x

0
et dt = xex − ex + 1. On obtient �nalement toutes les solutions de l'équation initiale sous laforme x 7→ K ′ + (x − 1)ex

x2
, où K ′ = K + 1.Exemple 3 :On 
onsidère un 
ir
uit éle
trique 
onstitué d'un é
helon de tension E, une résitan
e R, unebobine d'indu
tan
e L et un interrupter. À l'instant t = 0, pon ferme l'interrupteur, qui était jusquelà ouvert. Comment évolue l'intensité i dans le 
ir
uit ?

RL

E

Ri

i

L di/dtL'intensité véri�e l'équation di�érentielle L
di

dt
+ Ri = E, ave
 
omme 
ondition initiale i(0) = 0.En notant τ =

L

R
(
onstante de temps du 
ir
uit), on obtient i′ +

i

τ
=

E

L
. Les solutions de l'équationhomogène sont de la forme t 7→ Ke−

t

τ , et la fon
tion 
onstan
e E

R
est solution parti
ulière del'équation. La solution générale est don
 de la forme t 7→ E

R
+ Ke−

t

τ . Comme de plus i(0) = 0, onobtient K = −E

R
, soit i(t) =

E

R
(1− e−

t

τ ). (si t > 0, bien entendu). La 
ourbe ressemble à 
e
i (on apris E

R
= 4 et τ = 2) :

0 1 2 3 4 5 6 7 8

0

1

2

3

4

La fon
tion est don
 stri
tement 
roissante sur R
+, ave
 une asymptote horizontale de valeur E

Ren +∞. En physique, on dira plut�t que l'intensité est en régime permanent quand elle s'appro
hefortement de son symptote (en pratique, pour un 
ir
uit RL, on 
onsidère le régime permanentatteint pour t = 3τ , à 
et instant, l'intensité vaut environ 95% de sa valeur maximale), et en régimetransitoire dans sa période de forte 
roissan
e. 4



2.3 Méthode d'Euler pour la résolution appro
héeLa méthode d'Euler est une méthode de résulution appro
hée des équations di�érentielles dupremier ordre. Elle ne fournira don
 jamais de solutions exa
tes, mais permet néanmoins de sefaire une allure des 
ourbes intégrales. Le prin
ipe est d'appro
her une solution de l'équation parsa tangente sur de petits intervalles, à partir d'une 
ondition initiale. Considérons une équation dela forme f ′ + a(t)f = b(t), et supposons qu'on impose f(0) = 0. On a alors f ′(0) = b(0), et onappro
hera don
 f par la doite d'équation y = b(0)x au voisinage de 0. En pratique, on se donneun pas h, par exemple h = 0.1, et on 
onsidère la première approximation valable sur [0; 0.1]. En
0.1, on peut maintenant 
al
uler une valeur appro
hée de y(0.1) gra
e à l'approximation pré
édente,et en déduire une valeur appro
hée de f ′(0.1), qui permet de faire une nouvelle approximation sur
[0.1; 0.2], et ainsi de suite. Bien entendu, plus on s'éloigne du point de départ, moins le résultat estpré
is, mais la méthode donne d'assez bons résultats en pratique.Constru
tion de l'exponentielle :Appliquons 
ette méthode à l'équation f ′ = f , ave
 f(0) = 1. Prenons un pas de la forme h =

1

n
,ave
 n ∈ N. Comme on impose f(0) = 1, on a f ′(0) = 1, don
 on appro
he f sur [0; 1

n
] par la droited'équation y = 1 + x. On a don
 f( 1

n
) ≃ 1 + 1

n
, d'où f ′( 1

n
) ≃ 1 + 1

n
. L'équation de la tangenteappro
hée en 
e point est alors y = (1 + 1

n
)(x − 1

n
) + 1 + 1

n
= (1 + 1

n
)(x + 1 − 1

n
). En 2

n
, on aalors f( 2

n
) ≃ (1 + 1

n
)2, et
. On montre par ré
urren
e que f( p

n
) ≃ (1 + 1

n
)p. En e�et, 
'est vraipour p = 1, et en le supposans vrai pour un entier p, l'équation de la tangente appro
hée en p

nsera y = (1 + 1
n
)p(x − p

n
+ 1), dont la valeur en p+1

n
est (1 + 1

n
)p+1. En admettant que les 
ourbesainsi obtenues vont e�e
tivement se rappro
her de 
elle de l'exponentielle quand n tend vers +∞(le pas tendant alors vers 0), on peut obtenir la propriété suivante pour l'exponentielle, qui seradémontrée plus tard dans le 
ours : ex = lim

n→+∞

(
1 +

x

n

)n. Exemples de 
ourbes obtenues par laméthode d'Euler, pour n = 2 et n = 10 (en rouge, l'exponentielle, en vert la 
ourbe obtenue ave

n = 2 et en bleu 
elle obtenue ave
 n = 10).

0 1 2

0

1

2

3

4

5

6

7

8

3 Équations linéaires du deuxième ordre à 
oe�
ients 
onstantsLes méthodes ne sont pas très di�érentes de 
elles vues pour le premier ordre. Simplement, la
omplexité devenant nettement plus élevée, on se restreindra au 
as de 
oe�
ients 
onstants.5



Dé�nition 5. Une équation di�érentielle du deuxième ordre à 
oe�
ients 
onstants est une équationdi�érentielle du type ay′′ + by′ + cy = f(t), où a, b et c sont trois nombres 
omplexes (ou réels) telsque a 6= 0, et f une fon
tion 
ontinue sur l'intervalle d'étude I. On asso
ie à 
ette équation l'équationhomogène ay′′ + by′ + cy = 0.Un problème de Cau
hy pour une équation du deuxième est 
onstitué d'un système du type :




ay′′ + by′ + c = f(t)
y(t0) = y0

y′(t0) = y′0Dé�nition 6. On appelle équation 
ara
téristique asso
iée à l'équation sans se
ond membre l'équa-tion ar2 + br + c = 0.Théorème 3. Solutions 
omplexes de l'équation sans se
ond membre.Si l'équation 
ara
téristique possède deux ra
ines distin
tes r1 et r2, les solutions 
omplexes del'équations homogènes sont les fon
tions de la forme Aer1t + Ber2t, où A et B sont deux 
onstantes
omplexes.Si l'équation 
ara
téristique a une ra
ine double r, alors les solutions de l'équation homogènesont les fon
tions de la forme Aert + Btert, (A,B) ∈ C
2.Théorème 4. Solutions réelles de l'équation sans se
ond membre.Lorsque les 
oe�
ients de l'équation sont réels, on re
her
he des fon
tions solutions à valeursréelles.Si l'équation 
ara
téristique possède deux ra
ines réelles distin
tes r1 et r2, les solutions relles del'équations homogènes sont les fon
tions de la forme Aer1t + Ber2t, où A et B sont deux 
onstantesrelles.Si l'équation 
ara
téristique a une ra
ine double réelle r, alors les solutions de l'équation homogènesont les fon
tions de la forme Aert + Btert, (A,B) ∈ R
2.En�n, si l'équation 
ara
téristique a deux ra
ines 
omplexes 
onjuguées r + iω et r − iω, lessolutions sont de la forme (A cos(ωt) + B sin(ωt))ert, (A,B) ∈ R

2.Remarque 6. Dans tous les 
as, les solutions de l'équation homogène s'é
rivent 
omme 
ombinaisonsobtenues à partir de deux solutions parti
ulières de 
ette équation. Nous aurons une interprétationde 
e résultat quand nous aurons étudié les espa
es ve
toriels.Démonstration. Dans un premier temps, o

upons-nous du 
as 
omplexe. Commençons par re
her-
her les solutions de l'équation de la forme y : t 7→ ert. On a alors y′(t) = rert et y′′(t) = r2ert,don
 en fa
torisant par ert, y est solution de l'équation si et seulement si r est ra
ine de l'équation
ara
téristique.Soit don
 r1 une ra
ine de 
ette équation et y une solution de notre équation di�érentielle,quon va é
rire (de façon très analogue au 
as du premier ordre) sous la forme z(t)er1t. On a alors
y′(t) = (z′(t) + r1z(t))er1t et y′′(t) = (z′′(t) + 2r1z

′(t) + r2
1z(t))er1t. En fa
torisant une fois de pluspar er1t, on obtient la 
ondition az′′ + (2ar1 + b)z′ + (ar2
1 + br1 + c)z = 0. Le dernier terme dumembre de gau
he étant nul, la fon
tion z′ est don
 solution de l'équation di�érentielle du premierordre aw′ + (2ar1 + b)w = 0. Dans le 
as où r1 est ra
ine double de l'équation, 2ar1 + b = 0, et z′′est nulle ; z est don
 une fon
tion a�ne, on retrouve bien des solutions de la forme (A + Bt)er1t.Si r1 n'est pas ra
ine double, on a par 
ontre z′(t) = Ke−(2r1+ b

a
)t. En posant A = − λ

2r1 + b
a

, on aalors z(t) = Ae−(2r1+ b

a
)t + B, soit y(t) = z(t)er1t = Ae−(r1+ b

a
)t + Ber1t. Or, la deuxième ra
ine del'équation 
ara
téristique n'est autre que −(r1 + b

a
), puisqu'on sait que les deux ra
ines d'un trinomeont pour somme − b

a
. On retrouve exa
tement les solutions annon
ées.Passons au 
as réel. Il su�t en fait de déterminer les solutions réelles parmi 
elles déterminées 
i-dessus dans le 
as où les 
oe�
ients de l'équation sont réels. Si ∆ > 0, les solutions 
omplexes sont dela forme y : t 7→ Aer1t +Ber2t), ave
 A et B a priori 
omplexes. On a alors y(t) = er1t(A+Be(r2−r1)t.6



En faisant tendre vers +∞ ou −∞ selon le signe de r2−r1, on obtient lim
x→±∞

y(t)

er1t
= A. On en déduitque que le 
oe�
ient A est né
essairement réel, puis que B l'est également (en regardant par exempleen t = 1). Ré
iproquement, si A et B sont réels, la fon
tion est à valeurs réelles.Dans le 
as où il y a une ra
ine double, y(t) = (A + Bt)ert. On a don
 y(t)

tert
=

A

t
+ B, qui a pourlimite B quand t tend vers ±∞. on 
on
lut 
omme 
i-dessus.En�n, s'il y a deux ra
ines 
omplexes 
onjuguées r1 = r + iω et r2 = r − iω, y(t) = ert(Aeiωt +

Be−iωt). Examinons les valeurs prises par une telle fon
tion en t = 0 et en t =
π

2ω
. Pour que

y(0) soit réel, il faut avoir Im (A) + Im (B) = 0. De même, pour que y soit réelle en 2π

ω
, il faut que

e
2πr

ω (iA−iB) soit réel, 
e qui se produit si i(A−B) ∈ R, soit A−B ∈ iR, ou en
ore Re (A) = Re (B).Finalement, les deux 
ondition 
ombinées nous donnent B = A, don
 y(t) = ert(Aeiωt + Ae−iωt) =
2ertRe (Aeiωt) = 2ert(Re (A) cos(ωt) − Im (A) sin(ωt)), qui est bien de la forme annon
ée.Remarque 7. Une équation di�érentielle de la forme y′′ − ω2y = 0, où ω ∈ R, a don
 pour solutionsles fon
tions de la forme Aeωt + Be−ωt. De même les solutions de l'équation y′′ + ω2y = 0 sont dela forme A cos(ωt) + B sin(ωt). Ces équations apparaissent très fréquemment en physique. Pour ladeuxième d'entre elles, on préfère en physique é
rire les solutions sous la forme t 7→ A cos(ωt + ϕ),ave
 A ∈ R et ϕ ∈

[
0;

2π

ω

[. La 
onstante A est appelée amplitude de la solution, et la 
onstante ϕdéphasage.Exemple 1 : Les solutions de l'équation di�érentielle homogène y′′ − 3y′ + 2y = 0 sont lesfon
tions de la forme t 7→ Aex + Be2x. Remarquons que si on impose les valeurs de y et de y′ en unpoint, par exemple y(0) = 1 et y′(0) = 0, il existe une seule solution qui les véri�e. I
i, on obtient lesystème A + B = 1 et A + 2B = 0, dont on tire A = 2 et B = −1. la seule solution de l'équationhomogène véri�ant les deux 
onditions imposées est don
 y : t 7→ 2ex − e2x.Exemple 2 : De même, les solutions de l'équation homogène y′′ − 2y′ + y = 0 sont de la forme
t 7→ (A + Bt)et, et la seule véri�ant y(0) = 1 et y′(0) = 1 est la fon
tion t 7→ tet.Exemple 3 : Revenons une nouvelle fois à un peu de physique. On 
onsidère 
ette fois un 
ir
uitRLC série muni d'un interrupteur que, 
omme la dernière fois, on fermera à t = 0.

R
C

L

On suppose le 
ondensateur 
hargé ave
 une 
ertaine 
harge q0 avant la fermeture de l'inter-rupteur. On va s'intéresser à l'évolution de 
ette 
harge q. Elle est, mathématiquement parlant, ladérivée de l'intensité i. Par ailleurs, la tension aux bornes d'un 
ondensateur est donnée par uC =
q

C
,où C est une 
onstante appelée 
harge du 
ondensateur. On a dans le 
ir
uit L

di

dt
+ Ri + uC = 0,soit en exprimant tout en fon
tion de q, q′′ +

R

L
q′ +

1

LC
q = 0. On note habituellement en physique7



ω0 =
1√
LC

(vous allez vite 
omprendre pourquoi), 
onstante appelée pulsation propre du 
ir
uit, et
Q =

1

R

√
L

C
=

L

Rω0
, qu'on appelle fa
teur de qualité du 
ir
uit. Notre équation di�érentielle devientalors q′′ +

ω0

Q
+ ω2

0q = 0. On a par ailleurs les 
onditions initiales q(0) = q0 et q′(0) = 0 (
ontinuitéde la 
harge et de l'intensité). Son équation 
ara
téristique a pour dis
riminant ∆ =
ω2

0

Q2
(1 − 4Q2).Le dis
riminant est positif quand Q <

1

2
, auquel 
as les deux ra
ines de l'équation 
ara
téristiquessont ω0

2Q
(±
√

1 − 4Q2 − 1), négatives toutes les deux. La 
harge est don
 une somme de deux expo-nentielles dé
roissantes, on parle alors de régime apériodique, la 
harge se 
ontentant de dé
roitre de
q0 vers 0. Au 
ontraire, lorsque Q >

1

2
, le dis
riminant de l'équation est négatif, et on a don
 une
harge qui est le produit d'une fon
tion périodique de période ω0 par une exponentielle dé
roissante.On parle alors de régime pseudo-périodique : la 
harge tend toujours vers 0, mais en os
illant ave
une amplitude dé
roissante au 
ours du temps. Une allure de la fon
tion de 
harge dans 
e 
as :

0 1 2 3 4 5 6 7 8

0

1

2

3

−1

−2

−3En�n, dans le 
as où Q =
1

2
, il y a une ra
ine double et une 
harge qui est produit d'une fon
tiona�ne par une exponentielle dé
roissante. On parle de régime 
ritique, la 
ourbe ressemble à 
elle durégime apériodique.Théorème 5. Soit ay′′ + by + c = f(t) une équation di�érentielle du se
ond ordre à 
oe�
ients
onstants. Alors ses solutions sont de la forme y : t 7→ yp(t)+yh(t), où yp est une solution parti
ulière�xée de l'équation, et yh par
ourt l'ensemble des solutions de l'équation homogène asso
iée.Démonstration. C'est la même preuve que pour le premier ordre : si ay′′+by+c = f , on a ay′′+by+c =

ay′′p + by′p + c, d'où a(y − yp)
′′ + b(y − yp)

′ + c(y − yp) = 0, et y − yp est don
 solution de l'équationsans se
ond membre.Théorème 6. Un problème de Cau
hy asso
ié à une équation di�érentielle du se
ond ordre à 
oef-�
ients 
onstants admet toujours une solution unique.Démonstration. Plaçons-nous dans C et prenons par exemple le 
as de deux ra
ines 
omplexes dis-tin
tes. Les solutions sont alors de la forme t 7→ yp(t) + Aer1t + Ber2t. Imposer à une solution
y(t0) = y0 et y′(t0) = y′0 revient don
 à demander que A et B soient solutions d'un système du type
Aa+Bb = α, r1Aa+r2Bb = β, où a, b, α et β sont des 
onstantes 
omplexes. Ce système a toujoursune solution unique 
ar, r1 6= r2. Les autres 
as sont similaires.8



Proposition 6. Le prin
ipe de superposition reste vrai pour les équations di�érentielles du deuxièmeordre.Le problème reste le même que dans le 
as des équations du premier ordre : trouver une solutionparti
ulière de l'équation. En général, il n'existe pas de méthode très e�
a
e, 
'est pourquoi nousnous bornerons à dé
rire une méthode dans un 
as très parti
ulier, 
elui où la fon
tion f est de laforme P (t)ekt, où P est un polynome, et m un 
oe�
ient 
omplexe. Par superposition, on saura alorstrouver des solutions parti
ulières quand le deuxième membre est une somme de telles fon
tions.Proposition 7. Soit ay′′+by′+c = P (t)ekt une équation di�érentielle du se
ond ordre à 
oe�
ients
onstants, telle que P soit un polynome de degré n. Alors il existe une solution parti
ulière à l'équationde la forme t 7→ Q(t)ekt, ave
 d�(Q) 6 n si k n'est pas ra
ine de l'équation 
ara
téristique del'équation, d�(Q) 6 n+1 si k en est une ra
ine simple et d�(Q) 6 n+2 si k en est une ra
ine double.Exemple : on 
her
he à résoudre l'équation di�érentielle y′′ − y = x2 + 1 − ex.Les solutions de l'équaion homogène asso
iée sont de la forme x 7→ Aex + Be−x.Pour 
her
her une solution parti
ulière, utilisons le prin
ipe de superposition et 
ommençons par
her
her une solution de l'équation y′′ − y = x2 + 1 sous la forme y1(x) = ax2 + bx + c. On a don

y′′1 (x) = 2a, don
 on 
her
he à avoir −ax2−bx+2a−c = x2 +1, 
e qui nous donne 
omme 
onditions
−a = 1, don
 a = −1, b = 0, et 2a− c = 1, don
 c = 2a− 1 = −3. On obtient don
 y1(x) = −x2 − 3.Cher
hons maintenant une solution parti
ulière à l'équation y′′ − y = ex sous la forme y2(x) =
(αx + β)ex (puisque 1 est ra
ine de l'équation 
ara
téristique). On a don
 y′(x) = (αx + α + β)ex,et y′′(x) = (α + 2α + β)ex, don
 y′′ − y = ex si (en fa
torisant par ex) αx + 2α + β − (αx + β) = 1,soit α =

1

2
. On peut prendre n'importe quelle valeur pour β, 
hoisissons par exemple y2(x) =

1

2
xex.Une solution parti
ulière de l'équation 
omplète est don
 yp : x 7→ −x2−3− xex

2
, et les solutionsgénérales sont les fon
tions y : x 7→ −x2 − 3 +

(
A − x

2

)
ex + Be−x.Remarque 8. On peut trouver de même des solutions parti
ulières dans le 
as où un cos ou un sinapparait dans le se
ond membre de l'équation.Exemple : On 
her
he à résoudre l'équation di�érentielle y′′ + y′ + y = ex cos x.L'équation homogène asso
iée a pour équation 
ara
téristique r2 + r + 1, don
 les ra
ines sont

r1 = −1

2
+ i

√
3

2
= ei 2π

3 , et r2 = r1 = e−i 2π

3 . Les solutions de l'équation homogène sont don
 de laforme t 7→ (A cos( t
√

3
2 ) + B sin( t

√
3

2 ))e−
t

2 .Pour trouver une solution parti
ulière de l'équation générale, 
ommençons par remarquer que
y′′ + y′ + y = Re (e(1+i)x). Cher
hons alors plut�t une solution parti
ulière (
omplexe) de l'équation
y′′ + y′ + y = e(1+i)x. On la 
her
he sous la forme yp : t 7→ ae(1+i)x, où a est une 
onstante 
omplexe.On a don
 y′p(t) = a(1 + i)e(1+i)t, et y′′p(t) = (a(1 + i)2)e(1+i)t = 2iae(1+i)t. En fa
torisant par
e(1+i)t, on voit que yp est solution si a(2 + 3i) = 1, soit a =

2 − 3i

(2 + 3i)(2 − 3i)
=

2 − 3i

13
. On a don


yp(t) =
2 − 3i

13
e(1+i)t, et en prenant sa partie réelle, on obtient une solution de notre équation initiale :

ỹp : t 7→ 2 cos t + 3 sin t

13
et.Con
lusion : les solutions de l'équation initiale sont les fon
tions de la forme

t 7→
(

2 cos t + 3 sin t

13

)
et +

(
A cos

t
√

3

2
+ B sin

t
√

3

3

)
e−

t

2
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