
TD n�1 : orrigéPCSI 2 Lyée Pasteur10 septembre 2007Exerie 11. On peut passer par le disriminant réduit pour alléger un tout petit peu : ∆′ = 1−2 = −1 = i2,don les deux solutions de l'équation sont z1 = 1 + i et z2 = 1 − i.2. C'est pas enore pour demain que j'arriverai à faire mes �gures rapidement, mais au moins çamarhe :
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3. Plusieurs façons de déterminer l'a�xe de N , par exemple en utilisant que −−→
NL =

−−→
LM , don

zN − zL = zL − zM et zN = 2zL − zM = 2 + i(−2 +
√

3. Pour les autres, on utilise les formulesdu ours : zA = ei π

2 zM = izM =
√

3 ; zC = izN = 2 −
√

3 + 2i ; zD = zM + 2i = i(2 −
√

3) et
zB = zN + 2i = 2 + i

√
3.4. C'est un simple alul : 1

2
(zA + zC) =

1

2
(
√

3 + 2 −
√

3 + 2i) = 1 + i = zK et 1

2
(zB + zD) =

1

2
(2 + i

√
3 + 2i − i

√
3) = 1 + i = zK . Le point K est don bien le milieu ommun de [AC] etde [BD].5. D'après la question préédente, ABCD est un parallélogramme, mais la �gure suggère que'est en fait un arré. Pour le prouver, il su�t par exemple de montrer que D est l'imagede B par la rotation de entre A et d'angle π

2
, 'est-à-dire que zD − zA = i(zB − zA). Or,

zD − zA = −
√

3 + i(2 −
√

3) et i(zB − zA) = i(2 + i
√

3 −
√

3) = −
√

3 + i(2 −
√

3). L'égalitéétant véri�ée, ABCD est bien un arré. 1



Exerie 21. Considérons don une fontion polynome de degré 2 p : x 7→ ax2 + bx + c, elle a pour dérivée
p′ : x 7→ 2ax+b, et est don solution de (E) si et seulement si 2ax+b+2ax2+2bx+2c = 3x2−1,soit 2ax2 + 2(a + b)x + b + 2c = 3x2 − 1. Deux polynomes sont égaux uniquement si tous leursoe�ients sont égaux, on obtient don par identi�ation a =

3

2
; a + b = 0, don b = −3

2
et

b + 2c = −1, don c =
−1 − b

2
=

1

4
. Il y a don bien une unique fontion polynome de degré 2solution de (E), il s'agit de p : x 7→ 3

2
x2 − 3

2
x +

1

4
.2. C'est du ours (ou du moins ça le sera très bient�t. Les solutions de (E′) sont les fontions

x 7→ ke−2x, k étant une onstante réelle quelonque.3. En e�et, f −p est solution de (E′) ⇔ (y−p)′ +2(y−p) = 0 ⇔ y′ +2y = p′ +2p = 3x2 −1 ⇔ fest solution de (E).4. Les solutions de (E) sont don de la forme f + p, où f est une solution de (E′), il s'agit detoutes les fontions de la forme x 7→ ke−2x +
3

2
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2
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4
, k ∈ R.Exerie 3On onsidère la suite un dé�nie par u0 = 0 et, pour tout n > 0, un+1 =

√
1 + un. On note f lafontion dé�nie sur R+ par f(x) =

√
1 + x.1. Pour que la suite soit bien dé�nie, il faut avoir à haque rang 1 + un > 0. Prouvons-le parréurrene sur n. C'est vrai pour n = 0 puisque u0 = 0, et si l'hypothèse est véri�ée au rang n,on a un+1 =

√
1 + un qui est bien dé�ni et positif, don en partiulier 1 + un+1 > 0. La suiteest don bien dé�nie.2. Si f(x) = x alors 1 + x = x2 (mais la réiproque n'est pas vraie), don x2 − x − 1 = 0. Ledisriminant de ette équation est ∆ = 1 + 4 = 5, et ses deux solutions sont x1 =

1 −
√

5

2
et

x2 =
1 +

√
2

2
. La première solution, négative, est à rejeter puisque f n'est dé�nie que sur R+,don ϕ =

1 +
√

5

2
.3. On peut par exemple aluler la dérivée : f ′(x) =

1

2
√

1 + x
, qui est toujours positive, don fest stritement roissante sur R+. De plus, pour tout x > 0, f ′(x) 6

1

2
, don si 0 6 a < b,

∫ b

a

f(x) dx 6

∫ b

a

1

2
dx, e qui donne f(b) − f(a) 6

1

2
(b − a). C'est l'inégalit demandée, à lavaleur absolue près, mais elle-i ne pose pas de problème (on peut toujours déider d'appeler

b le plus grand des deux réels onsidérés).4. L'inégalité est vraie pour u0 puisque ϕ > 0, et si on la suppose vraie pour un, on a en utilisantla roissane de f f(un) 6 f(ϕ). Or, f(un) = un+1 par dé�nition de la suite, et f(ϕ) = ϕ pardé�nition de ϕ, don on obtient un+1 6 ϕ, e qui l�t la réurrene.5. Il su�t d'appliquer le résultat démontré à la question 3. pour a = un et b = ϕ. On obtient
|f(un) − f(ϕ)| 6

1

2
|un − ϕ|, soit |un+1 − ϕ| 6

1

2
|un − ϕ|. On peut en déduire, par réurrene,que |un − ϕ| 6

1

2n
|u0 − ϕ|. C'est en e�et vrai pour n = 0 (et 'est même une évidene) et,en le supposant vrai au rang n, on aura en utilisant le résultat préédent et l'hypothèse deréurrene |un+1 − ϕ| 6

1

2
|un − ϕ| 6

1

2
.
1

2n
|u0 − ϕ| 6

1

2n+1
|u0 − ϕ|.2



On a don prouvé par réurrene que pour tout entier n, 0 6 |un − ϕ| 6
1

2n
|u0 − ϕ|. Or, lemembre de droite de ette inégalité tend vers 0 quand n tend vers +∞. Par théorème desgendarmes, on a don lim

n→+∞

(un − ϕ) = 0, e qui signi�e exatement que ϕ est la limite de lasuite un.6. Pour obtenir une valeur approhée à 10−3 près de √5, il su�t d'en obtenir une à 10−3

2
près de

ϕ. Or, la distane entre les termes de la suite est divisée par 2 à haque étape et ϕ − u0 6 2.On aura don ϕ− u12 6
1

211
<

10−3

2
. Le nombre 2u12 − 1 sera alors une approximation de √

5à 10−3 près.Exerie 4On onsidère les fontions f et g dé�nies sur R
∗

+ par f(x) = x+1−(2x+1) ln x et g(x) =
ln x

x2 + x
.1. Commençons par rappeler que Df = R

∗

+ et alulons les limites aux bornes de e domaine dedé�nition. On a lim
x→0+

(2x+1) ln x = −∞ (pas de forme indéterminée ii) don lim
x→0+

f(x) = +∞.En +∞, on peut fatoriser par x : f(x) = x

(

1 +
1

x
− 2 ln x − ln x

x

). La parenthèse a pourlimite −∞ (le seul terme ayant une limite in�nie est −2 ln x, rappelons que lim
x→+∞

lnx

x
= 0),don lim

x→+∞

f(x) = −∞.Passons à l'étude des variations : f ′(x) = 1 − 2 ln x − 2 − 1

x
= −1 − 2 ln x − 1

x
, dont le signen'a rien d'évident. Dérivons don une deuxième fois : f ′′(x) = −2

x
+

1

x2
=

1 − 2x

x2
. On obtientalors le tableau suivant :

x 0
1

2
+∞

f ′′(x) + 0 −

f ′(x)
��

�
�

2 ln 2 − 3 < 0

@
@

@R

f(x)

+∞HHHj
HHHj−∞La fontion étant stritement déroissante et prenant des valeurs des deux signes, elle s'annuleexatement une fois. Pour obtenir une valeur approhée (grossière) de α, alulons quelquesvaleurs : f(1) = 2 ; f(2) = 3 − 5 ln 2 ≃ −0.5, don α est légèrement inférieur à 2.2. Calulons don la dérivée de g : g′(x) =

x + 1 + (2x + 1) ln x

(x2 + x)2
=

f(x)

(x2 + 1)2
. De plus, on a

g(α) =
ln α

α2 + α
=

α + 1

(2α + 1)(α2 + α)
=

1

α(2α + 1)
puisque, α étant la valeur d'annulation de f ,on a ln α =

α + 1

2α + 1
. Remarquons qu'en prenant α ≃ 2, on obtient g(α) ≃ 1

10
. Le tableau devariations de g est don

3



x 0 α +∞
g′(x) + 0 −

g(x)
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@

@
@R

0(les limites seront alulées à la question suivante).3. Sans di�ulté, lim
x→0+

g(x) = −∞ et omme pour x > 1, 0 > g(x) >
ln x

x
, on a lim

x→+∞

g(x) = 0.Quand à l'équation de la tangente au point d'absisse 1, omme g(1) = 0 et g′(1) =
f(1)

4
=

1

2
,elle est y =

1

2
(x − 1) =

1

2
x − 1

2
. On obtient l'allure suivante pour la fontion :

0 1 2 3 4 5

0

−1

−2

−34. C'est en fait tout simple, on a déjà remarqué que, si x > 1, g(x) 6
ln x

x2
, don ∫ λ

1

g(x) dx 6

∫ λ

1

ln x

x2
dx (attention tout de même, il est important d'avoir λ > 1 pour que l'inégalité soitvalable sur l'intervalle d'intégration).5. On va e�etuer une intégration par parties : en posant u(x) = ln x et v′(x) =

1

x2
, on a u′(x) =

1

xet v(x) = −1

x
, don ∫ λ

1

ln x

x2
dx =

[

− ln x

x

]λ

1

+

∫ λ

1

1

x2
dx = − lnλ

λ
+

[

−1

x

]λ

1

=
− lnλ

λ
+ 1− 1

λ
.En étudiant ette fontion de λ, on peut onstater qu'elle est roissante, vaut 0 en 1 et tendvers 1 en +∞, e qui permet de voir que l'aire sous la partie de Cg qui se trouve à droite del'absisse 1 est plus petite que 1.
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