
Devoir Surveillé n�2 : CorrigéPCSI 2 Ly
ée PasteurSamedi 6 O
tobre 2007Exer
i
e 1Le but de l'exer
i
e est d'étudier la fon
tion f : x 7→ x2 ln
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.1. La fon
tion f n'est manifestement pas dé�nie quand x = 0, mais il faut aussi avoir ∣
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> 0,
'est-à-dire 1 +
1

x
6= 0, soit x 6= −1, don
 Df = R\{−1; 0}.2. En −1 (que 
e soit à gau
he ou à droite, le ln tend vers −∞, et le x2 vers 1, don
 lim

x→−1
f(x) =

−∞. En ±∞, on a f(x) = x×x ln

(

1 ± 1

x

), ave
 1

x
qui tend vers 0. D'après le résultat donnédans l'énon
é, on a don
 lim

x→±∞
x ln
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= ±1, et don
 lim
x→−∞

f(x) = −∞ et lim
x→+∞

f(x) =

+∞. En�n, quand x → 0, f(x) = x2 ln(x+1)−x2 lnx, don
 par 
roissan
e 
omparée lim
x→0

f(x) =

0, 
e qui permet e�e
tivement de prolonger f par 
ontinuité en posant f(0) = 0.3. Sur R\{−1; 0}, f est dérivable 
omme produit et 
omposée de fon
tions dérivables (la valeurabsolue ne s'annule pas sur 
et ensemble). En 0, il faut étudier la limite de f(x)

x
. Or, auvoisinage de 0, 
e taux d'a

roissement vaut x ln(x + 1) − x ln x, qui tend 
ers 0. La fon
tion

f (ou plut�t son prolongement) est don
 dérivable en 0, et f ′(0) = 0.4. Il faut faire très attention ave
 les valeurs absolues, et distinguer deux 
as : si x ∈]− 1; 0[, on a
f(x) = x2 ln

(

−1 − 1

x

), don
 f ′(x) = 2x ln

(

−1 − 1

x

)

+
1

−1 − 1
x

= x

(

2 ln

(

−1 − 1

x

)

− 1

x + 1

).Le signe de la parenthèse, qu'on va appeler g1(x) n'a rien d'évident, il faut 
ourageusementla dériver à nouveau, on obtient g′1(x) =
2

x2

−x

x + 1
+

1

(x + 1)2
=

−x − 2

x(x + 1)2
. La fon
tion g1 estdon
 
roissante sur ]− 1; 0[. Comme g1 apour limite +∞ en 0− et −∞ en −1+ (par 
roissan
e
omparée), elle s'annule en une valeur α ∈]− 1; 0[. Après mulitpli
ation par x, on 
onstate que

f ′ est positive, don
 f 
roissante, sur ] − 1;α], et négative, don
 f dé
roissante, sur [α; 0[.Sur les intervalles restants, f(x) = x2 ln

(

1 +
1

x

). On obtient similairement f ′(x) = xg2(x),ave
 g2(x) = 2 ln

(

1 +
1

x

)

− 1

x + 1
. Cette fon
tion g2 a la même dérivée que g1, qui s'annuleen −2. Comme g2 a pour limite 0 en ±∞, et +∞ en −1−, elle s'annule une fois entre −2 et

−1, en un réel qu'on notera β. On en déduit que f ′ est stri
tement 
roissante sur ]0;+∞[ etsur ] −∞;β], et dé
roissante sur [β;−1[. On en déduit le tableau de variations suivant :
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x −∞ β −1 α 0 +∞
f ′(x) −1 + 0 − −∞ −∞+ 0 − 0 + 1

f(x)

−∞
�*��

f(β)
HHHj−∞ −∞

��
�

�

f(α)HHHj0

�*��

+∞

5. On a f(x)

x
= x ln

∣
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=
ln(1 + 1

x
)

1
x

quand x > 0. Quand x → +∞, 1

x
tend vers 0, don

ette limite vaut 1.6. Pour savoir s'il y a une asymptote oblique en +∞, il faut 
al
uler la limite de f(x)−x. D'aprèsl'indi
ation donnée, on a quand x est pro
he de +∞, f(x) = x2

(

1

x
− 1

2x2
+

1

3x3
+

1

x3
ε

(

1

x3

)),don
 f(x)−x = −1

2
+ z, ave
 z ayant pour limite 0. Il y a don
 une asymptote oblique d'équa-tion y = x − 1

2
en +∞. De même, on prouve (les 
al
uls sont les mêmes), qu'en −∞, f(x)

xtend vers 1, et f(x) − x vers −1

2
, don
 l'asymptote est également valable en −∞.7. On a f(1) = ln 2 et f ′(1) = 2 ln 2 − 1

2
, don
 la tangente à la 
ourbe au point d'abs
isse 1 apour équation y = (2 ln 2 − 1

2)(x − 1) + ln 2 = (2 ln 2 − 1
2)x + 1

2 − ln 2.8. En voilà une jolie, ave
 l'asymptote oblique en vert, et la tangente en 1 en bleu :
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−5Exer
i
e 2Pour tout entier n ∈ N
∗, on dé�nit la fon
tion fn sur R

∗
+ par x 7→ √

x(ln x)n et on note Cn sa
ourbe représentative.1. Les fon
tions fn sont 
ontinues et dérivables sur R
∗
+ 
omme produits de fon
tions 
ontinueset dérivables. Par 
roissan
e 
omparée, lim

x→0+
fn(x) = 0, on peut don
 prolonger les fon
tions

fn par 
ontinuité sur R+ en posant fn(0) = 0. On a par ailleurs lim
x→+∞

fn(x) = +∞. De plus,2



en +∞, on a lim
x→+∞

fn(x)

x
= 0, don
 les 
ourbes Cn admettent une bran
he parabolique dedire
tion (0x). Le prolongement de fn à R+ n'est pas dérivable en 0, 
ar on a lim

x→0+

f(x)

x
= ±∞(le signe dépend de la parité de n). La 
ourbe y admet don
 une demi-tangente verti
ale.Restent en�n à étudier les variations de 
es fon
tions. On a f ′

n(x) =
(ln x)n

2
√

x
+

n

x

√
x(ln x)n−1 =

(ln x)n−1

2
√

x
(2n + ln x). La dérivée s'annule don
 en 1 (sauf pour n = 1), et f(1) = 0 et en e−2n(et f(e−2n) = e−n(−2n)n = (−2n

e
)n), et son signe dépend de la parité de n : si n est impair, ladérivée ne 
hange pas de signe en 1, mais si n est pair, si. On a don
 pour n impair :

x 0 e−2n 1 +∞

f(x) 0
HHHj(−2n

e
)n

�*��

0

�*��

+∞

Si n est pair, on obtient :
x 0 e−2n 1 +∞

f(x)

0

�*�� (−2n
e

)n
HHHj0

��
�

�

+∞

2. En
ore un 
al
ul peu subtil : fn+1(x) − fn(x) =
√

x(ln x)n(ln x − 1). En
ore une fois, le signedépend de la parité de n. Si n est impair, 
ette quantité est négative pour 1 ≤ x ≤ e (on aalors Cn+1 en-dessous de Cn), et positive sinon (on a alors Cn+1 en-dessous de Cn). Si n est pair,
Cn+1 est en-dessous de Cn si x ≤ e, et au-dessus ensuite.De même, fn+2(x) − fn(x) =

√
x(ln x)n(ln2 x − 1). Cette fois-
i il y a annulation en 1, e et 1

e
.Si n est impair, Cn+2 est en-dessous de Cn si x ≤ 1

e
ou si 1 ≤ x ≤ e, et au-dessus sinon ; si nest pair, Cn+2 est en-dessous de Cn si 1 ≤ x ≤ e, au-dessus sinon.Dans tous les 
as, les 
ourbes se 
oupent en deux points (1, 0) et (e,

√
e).3. Un peu de 
ouleur pour aider : C1 en rouge, C2 en vert et C3 en bleu.
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−44. La fon
tion fn est stri
tement 
roissante et 
ontinue sur [1;+∞[, elle y est don
 bije
tive versson intervalle image [0;+∞[. En parti
ulier, elle y atteint exa
tement une fois la valeur 1.Notons αn l'unique anté
édent de 1 par fn. Comme f(1) < 1 < f(e), on a 1 < αn < e (f étant
roissante, la ré
iproque de sa restri
tion à [1 : +∞[ l'est aussi).5. On a vu plus haut que sur ]1; e[, Cn est toujours au-dessus de Cn+1, don
 fn+1(αn) < fn(αn) = 1.On a don
 fn+1(αn) < fn+1(αn+1), et on déduit (
omme à la question pré
édente) que (αn)est 
roissante. Soit x < e, on a alors ln x < 1, don
 lim
n→+∞

(ln x)n = 0, et il existe un entier n0pour lequel √x(ln x)n0 < 1 (puisque √x est une 
onstante), 
'est-à-dire fn0
(x) < 1. On a alors

x < αn0
, et don
 ∀n ≥ n0, x < αn < e. Comme 
e
i est vrai quelque soit x < e, on peut don
rendre αn aussi pro
he de e qu'on le souhaite quitte à rendre n assez grand. La suite αn a don
pour limite e.ProblèmeQuelques résultats sur les fon
tions hyperboliques.1. On a ch x =

ex + e−x

2
et sh x =

ex − e−x

2
, les 
ourbes sont les suivantes :
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2. C'est un simple 
al
ul : ch2x− sh2x =
1

4
((ex + e−x)2 + (ex + e−x)2) =

1

4
(e2x + e−2x + 2− e2x −

e−2x + 2) = 1 ; et ch x − sh x =
ex + e−x − ex + e−x

2
= e−x.3. D'après 
e qui pré
ède, ch(x + y) − sh(x + y) = e−(x+y), et (sh x − ch x)(sh x − ch y) =

e−xe−y = e−x−y, donx les deux quantités sont bien égales. Mais on a de même, pour tout réel
x, ch x + sh x = ex, la deuxième formule en dé
oule.Reste à faire la demi-somme et la demi-di�éren
e des deux pour obtenir ch(x+y) = ch xch y+
sh x + sh y et sh(x + y) = ch xsh y + sh x + ch xsh y.4. On a th x =

sh x

ch x
=

ex − e−x

ex + e−x
. Sa 
ourbe est la suivante :

0 1 2 3−1−2−3

0

1

−1Sa dérivée vaut (ex + e−x)2 + (ex − e−x)2

(ex + e−x)2
= 1 − th2x. La fon
tion th est don
 stri
tement
roissante sur R, elle est bije
tive vers son intervalle image ] − 1; 1[.5. En e�et, en utilisant les formules démontrées plus haut pour sh et ch, th(x+y) =

sh(x + y)

ch(x + y)
=

sh xch y + ch xsh y

ch xch y + sh xsh y
=

sh x
ch x

+ sh y
ch y

1 + sh xsh y
ch xch y

=
th x + th y

1 + th xth y
.6. La fon
tion th étant impaire, sa ré
iproque l'est aussi, et Argth′(y) =

1

th′(Argth(y))
=

1

(1 + th2)(Argth(y))
=

1

1 − y2
.Quelques propriétés supplémentaires de la fon
tion Argth.1. On a don
 x = th y =

ey − e−y

ey + e−y
, d'où xey + xe−y = ey − e−y, soit e−y(x+ 1) = ey(1−x), don


e2y =
1 + x

1 − x
.2. Comme tout est positif dans l'égalité pré
édente, on peut prendre le ln : 2y = ln

1 + x

1 − x
, don


Argth x =
1

2
ln

1 + x

1 − x
. Ce
i se dérive fa
ilement :

Argth′(x) =
1

2

(

1

1 + x
+

1

1 − x

)

=
1

2

1 − x + 1 + x

1 − x2
=

1

1 − x2
.3. (a) Pour que f soit dé�nie, il faut avoir 0 ≤ ch x − 1

ch x + 1
< 1 (positif à 
ause de la ra
ine, pluspetit que 1 à 
ause de l'Argth). Or, ∀x ∈ R, ch x ≥ 1, don
 le quotient est toujours positif,et inférieur à 1 (le numérateur est plus petit que le dénominateur), don
 Df = R.5



(b) D'après 
e qu'on a vu plus haut, f(y) =
1

2
ln

1 +
√

y−1
y+1

1 −
√

y−1
y+1

=
1

2
ln

√
y + 1 +

√
y − 1√

y + 1 −√
y − 1

=

1

2
ln

y + 1 + y − 1 + 2
√

y2 − 1

y + 1 − y + 1
=

1

2
ln(y +

√

y2 − 1).(
) On a don
 f(x) =
1

2
ln(ch x +

√

ch2x − 1). Or, √

ch2x + 1 = |shx| = sh(|x|) (puisque
sh est impaire). Mais ch étant paire, on a ∀x ∈ R, ch x = ch(|x|). Finalement, f(x) =
1

2
ln(ch|x| + sh|x|) =

1

2
ln(e|x|) =

|x|
2
.4. Si (x, y) ∈ I2, on a x = th a, et y = th b, pour deux réels a et b. Mais alors, d'après la premièrepartie du problème, th(a+b) =

x + y

1 + xy
, don
 x + y

1 + xy
∈ I (la fon
tion th prend ses valeurs dans

I), et par ailleurs, Argth x + Argth y = a + b = Argth
x + y

1 + xy
.5. (a) Pour tout entier k, 1

k + 1
et 1

k + 2
appartiennent à I, et Argth étant impaire, −Argth

1

k + 2
=

Argth
−1

k + 2
. On peut don
 appliquer la formule pré
édente : Argth

1

k + 1
−Argth

1

k + 2
=

Argth
1

k+1 − 1
k+2

1 − 1
(k+1)k+2)

= Argth
k + 2 − k − 1

k2 + 3k + 2 − 1
= Argth

1

k2 + 3k + 2
.(b) La somme Sn est téles
opique, on obtient sans di�
ulté Sn = Argth

1

2
− Argth

1

n + 2
.(
) Quand n → +∞, 1

n + 2
→ 0. La fon
tion Argth étant 
ontinue et valant 0 en 0,

Argth
1

n + 2
tend vers 0 et lim

n→+∞
Sn = Argth

1

2
=

ln 3

2
.Exer
i
e 3On s'intéresse à la fon
tion f dé�nie sur R

∗ par f(x) = sin
(

πxE( 1
x
)
), où E(x) est la fon
tionpartie entière (E(x) est le plus grand entier relatif inférieur ou égal à x).Étudier le plus 
omplètement possible la fon
tion f , en parti
ulier ses limites, sa 
ontinuité, son
ara
tère borné, et essayer d'en tra
er une allure.
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