
Devoir Surveillé n�1 : CorrigéPCSI 2 Ly
ée PasteurSamedi 22 Septembre 2007Exer
i
e 11. On aplique simplement la dé�nition : P2(X) = 2XP1(X) − P0(X) = 2X2 − 1, puis P3(X) =
2XP2(X) − P1(X) = 2X(2X2 − 1) − X = 4X3 − 3X.2. On va prouver 
ette propriété par ré
urren
e sur n. Pour n = 0, on a P0(cos θ) = 1 = cos(0)et pour n = 1, on a P1(cos θ) = cos θ, don
 ça mar
he (d'ailleurs, les 
al
uls de la questionpré
édente asso
iés aux formules de dupli
ation et de tripli
ation du 
osinus montrent que lerésultat est bien véri�é également pour n = 2 et n = 3). Supposons don
 le résultat véri�éà tous les rangs inférieurs ou égaux à n ≥ 1 et regardons 
e qui se passe au rang n + 1 :
Pn+1(cos θ) = 2 cos θ(Pn(cos θ))2 −Pn−1(cos θ) = 2 cos θ cos(nθ)− cos((n− 1)θ) par hypothèsede ré
urren
e. Il ne reste plus qu'à appliquer une formule de transformation produit/somme :
2 cos θ cos(nθ) = cos((n + 1)θ) + cos((n − 1)θ). Reste bien Pn+1(cos θ) = cos((n + 1)θ), 
e quia
hève la ré
urren
e.3. On va également prouver par ré
urren
e que Pn est à 
oe�
ients entiers et de 
oe�
ientdominant 2n−1 (
e qui se 
onje
ture fa
ilement au vu du 
al
ul des premiers polynomes).On va même ajouter dans l'hypothèse que Pn est de degré n. P0 et P1 véri�ent bien 
eshypothèses, et en les supposant véri�ées pour tous les rangs inférieurs ou égaux à n ≥ 1, ona Pn+1(X) = 2X(2n−1Xn + pn−1X

n−1 + · · · + p0) − 2n−2Xn−1 − p′
n−2X

n−2 − · · · − p′0, où les
oe�
ients pi et p′
i
sont des entiers (hypothèse de ré
urren
e). En développant tout 
e
i, onobtient bien un polynome de degré n à 
oe�
ients entiers et de 
oe�
ient dominant 2n, 
e quia
hève la ré
urren
e.4. D'après la question 2, si cos(nθ) = 0, alors cos θ est une ra
ine de Pn. Or, cos(nθ) = 0 ⇔ nθ ≡

π

2
[π] ⇔ θ ≡ π

2n

[π

n

]. Toutes les valeurs de θ véri�ant 
ette égalité et 
omprises entre 0 et πont des 
osinus di�érents. Or, il y a exa
tement n telles valeurs, qui sont de la forme (2k + 1)π

2n
,pour 0 ≤ k ≤ n − 1. Les ra
ines de Pn sont don
 S =

{

cos
(2k + 1)π

2n
| k ∈ {0; . . . ;n − 1}

}.5. On peut le faire très rigoureusement par ré
urren
e, mais le raisonnement suivant m'auraitsu� : si on 
onnait les ra
ines de P , on a don
 P (X) = pn(X −z1)(X−z2) . . . (X−zn). En dé-veloppant 
e produit, on doit retomber sur P . Or, le 
oe�
ient 
onstant du développement vaut
pn(−z1).(−z2) . . . (−zn) (tous les autres termes font apparaitre X), don
 pn(−1)nz1 . . . zn = p0,d'où la première formule. Pour la somme, 
onsidérons le 
oe�
ient de Xn−1 dans le développe-ment. Les termes en Xn−1 proviennent de produits où on 
hoisit X dans n− 1 parenthèses, etune des ra
ines dans la dernière. Il y a n tels termes, dont la somme vaut−pn(z1+· · ·+zn)Xn−1,qui doit être égale à −pn−1, dont on déduit l'autre formule.6. On a vu à la question 4 que 
es 
osinus étaient justement les ra
ines du polynome Pn, don
d'après la question, on peut exprimer somme et produit en fon
tion des 
oe�
ients duditpolynome. On a déjà prouvé que le 
oe�
ient dominant valait 2n−1. Le se
ond 
oe�
ientvaut 0 (pour n ≥ 1), 
e qui se prouve aussi par ré
urren
e : 
'est vrai pour P1 et P2, etsi on reprend le 
al
ul de la question 3 en supposant pn−1 = 0, on 
onstate que Pn+1 a1



également un deuxième 
oe�
ient nul. C'est don
 le 
as de tous les polynomes de la suite. Lasomme des 
osinus demandés est don
 nulle (
e qui se prouve d'ailleurs fa
ilement en utilisant
cos x = − cos(π − x).Pour le produit, il faut 
al
uler le 
oe�
ient 
onstant de Pn, 
e qui se fait une fois de plus parré
urren
e. On 
onstate au vu de la relation de ré
urren
e que le 
oe�
ient 
onstant de Pn+2est opposé à 
elui de Pn (le terme en 2XPn+1(X) ayant un terme 
onstant nul). Comme le
oe�
ient 
onstant de P1 est nul, 
e sera aussi le 
as de tous les Pn pour n impair. Par 
ontre,pour n = 2k pair, le 
oe�
ient 
onstant vaudra (−1)k. Autrement dit, si n est divisible par 4,il vaut 1, sinon −1. Con
lusion : quand n est impair, le produit de 
osinus demandé est nul(
'est normal, cos

π

2
en fait partie). Quand n est multiple de 4, il vaut 1

2n−1
, et quand n estpair mais pas multiple de 4, il vaut −1

2n−1
.Par exemple, cos

π

8
cos

3π

8
cos

5π

8
cos

7π

8
=

1

8
, et cos

π

12
cos

3π

12
cos

5π

12
cos

7π

12
cos

9π

12
cos

11π

12
=

− 1

32
.7. Dérivons l'égalité obtenue à la question 2 : la dérivée de cos(nθ) vaut −n sin(nθ) et 
elle de

Pn(cos θ) (fon
tion 
omposée) vaut − sin θP ′

n(cos θ). On a don
 sin(nθ)

sin θ
=

P ′

n(cos θ)

n
, d'où

Qn =
1

n
P ′

n.Exer
i
e 2 (d'après Petites Mines 2006)1. Le domaine de dé�nition de f est évidemment C\{2i} (une question triviale, une).2. Il vaut mieux pro
éder de façon algébrique pour obtenir une valeur utilisable des ra
ines 
arrées.Posons don
 z = a+ib et supposons z2 = 8−6i. On a alors |z2| = a2+b2 = |8−6i| =
√

64 + 36 =
10, et Re (z2) = a2 − b2 = 8, d'où 2a2 = 18 et 2b2 = 2, don
 a = ±3 et b = ±1. Comme deplus Im (z2) = 2ab = −6, a et b sont de signe 
ontraire, 
e qui nous donne les deux ra
ines
z1 = 3 − i et z2 = −3 + i.Or, f(z) = 1 + i ⇔ z2 = (z − 2i)(1 + i) ⇔ z2 − (1 + i)z − 2 + 2i = 0. Le dis
riminantde 
ette équation vaut ∆ = (1 + i)2 − 4(−2 + 2i) = 8 − 6i (quelle surprise !). On a don
 deuxanté
édents possibles qui sont z3 =

1 + i + 3 − i

2
= 2 et z4 =

1 + i − 3 + i

2
= −1 + i.3. Soit a ∈ C, on a f(z) = a ⇔ z2 = a(z − 2i) ⇔ z2 − az + 2ai = 0. Cette équation a une seulesolution quand a2 − 8ai = a(a− 8i) = 0, 
'est-à-dire quand a = 0 (un seul anté
édent qui vaut

0) ou a = 8i (un seul anté
édent qui vaut a

2
= 4i).4. Il en existe bien entendu, puisqu'on a vu par exemple que 1+i avait deux anté
édents distin
ts.Deux 
omplexes z et z′ ont même image par f si z2

z − 2i
=

z′2

z′ − 2i
, soit z2z′−2iz2−z′2z+2iz′2 =

0 ⇔ (z − z′)zz′ − 2i(z2 − z′2) = 0 ⇔ (z − z′)(zz′ − 2i(z + z′)) = 0. Comme on 
her
he z et z′distin
ts, on doit avoir zz′ − 2iz + 2iz′ = 0, soit z′ =
2iz

z − 2i
. Il faut en
ore supprimer les 
asoù z′ = z dans 
ette dernière égalité, 
e qui arrive si z(z − 2i) = 2iz ⇔ z2 − 4iz = 0, 
e quise produit quand z = 0 et z = 4i, qui représentent respe
tivement l'unique anté
édent de 0 et
elui de 8i. Les résultats sont don
 
ohérents ave
 
eux de la question pré
édente. Un exemple :pour z = 1, on obtient z′ =

2i

1 − 2i
=

−4 + 2i

5
.5. Commençons par 
onstater que g(z) = (z−2i)(z+2i)

z2

z − 2i
+z3 = z2(z+2i+z) = 2z2(Re z+i).En posant z = x+ iy, on a don
 g(z) = 2(x2 − y2 +2ixy)(x+ i) = 2x3 − 2xy2 +4ix2y +2ix2 −

2iy2 − 4xy = 2x3 − 2xy2 − 4xy + i(2x2 − 2y2 + 4x2y).2



6. D'après le 
al
ul pré
édent, g(z) est imaginaire pur si x(2x2 − 2y2 − 4y) = 0, don
 si x estimaginaire pur ou appartient à l'ensemble d'équation x2−y2−2 = 0 (qui est, vous l'apprendrezbient�t, une hyperbole).Exer
i
e 31. La fon
tion f est 2π-périodique et paire, puisque cos l'est. On peut don
 l'étudier sur [0;π], puisobtenir sa 
ourbe sur [−π;π] par symétrie puis sur R par périodi
ité. Par 
ontre, f n'est passymétrique par rapport à (π

2
, 0

) 
omme l'est le 
osinus, on ne peut pas réduire plus l'intervalled'étude.2. On peut par exemple utiliser une transformation somme/produit sur les deux 
osinus extrêmes,soit cos x + cos(3x) = 2 cos(2x) cos(−x). L'équation devient alors cos(2x)(1 + 2 cos x) = 0. Ona don
 2x ≡ π

2
[π] ou cos x = −1

2
, soit x ≡ π

4

[π

2

], x ≡ 2π

3
[2π] ou x ≡ −2π

3
[2π].Si on se restreint à l'intervalle d'étude, f s'annule don
 en π

4
, 2π

3
et 3π

4
. On en déduit le tableaude signes suivant :

x 0
π

4

π

2

2π

3

3π

4
π

cos(2x) 1 + 0 − −1 − − 0 + 1

2 cos x + 1 3 + + 1 + 0 − − −1

f(x) 3 + 0 − −1 − 0 + 0 − −23. C'est un 
al
ul assez fa
ile : f ′(x) = − sin x − 2 sin(2x) − 3 sin(3x) = − sin x − 4 sin x cos x −
3(3 sin x− 4 sin3 x) = − sin x(1 + 4 cos x + 9− 12(1− cos2 x)) = − sin x(12 cos2 x + 4cos x− 2).Pour en étudier le signe, il faut 
her
her le signe du trinome 12X2 +4X−2 = 2(6X2 +2X−1),qui a pour dis
riminant réduit ∆′ = 1 + 6 = 7, et don
 pour ra
ines X1 =

−1 +
√

7

6
et

X2 =
−1 −

√
7

6
. Ces deux valeurs étant 
omprises entre −1 et 1, 
e sont les 
osinus de deuxangles θ1 et θ2 appartenant à [0;π]. Au vu du tableau de signes de f (ou d'une 
al
ul de valeurappro
hée des deux 
osinus), θ1 ∈

[π

4
,
π

2

], et θ2 ∈
[

2π

3
,
3π

4

]. Le fa
teur − sin x étant toujoursnégatif sur [0, π], f ′ sera positive entre θ1 et θ2 et négative ailleurs. On a don
 un tableau devariations qui ressemble à 
e
i :
x 0

π

4
θ1

2π

3
θ2

3π

4
π

f ′(x) 0 − − 0 + + 0 − − 0

f(x)

3
H

H
Hj 0

H
H

Hj
f(θ1)

�*
�

�

0

�*
�

�

f(θ2)
H

H
Hj 0

H
H

Hj−24. La 
ourbe ressemble à 
e
i (on peut ajouter à l'étude que, pour x =
π

2
, f prend la valeur −1et f ′ la valeur 2) :

3
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−1

−2Exer
i
e bonusLe dis
riminant de l'équation est ∆ = a2 − 4b et les deux ra
ines 1

2
(−a + δ) et 1

2
(−a − δ), où δest une ra
ine de ∆.Les deux ra
ines ont don
 même module si (en élevant au 
arré) (−a+δ)(−a+δ = (−a−δ)(−a−δ),soit après avoir développé et réordonné aδ+aδ = 0, ou en
ore aδ ∈ iR. En élevant au 
arré, on obtientla 
ondition a2∆ ∈ R−, soit |a|2 (

1 − 4
b

a2

). Toutes les étapes du 
al
ul étant des équivalen
es, une
ondition né
essaire et su�sante est don
 1 − 4
b

a2
∈ R−, 
'est-à-dire b

a2
∈

[

1

4
,+∞

[.Pour que les deux ra
ines aient même argument, il faut avoir −a − δ

−a + δ
= λ ∈ R

∗

+, soit −a + δ =

λ(−a − δ), dont on déduit δ

a
=

1 − λ

1 + λ
. En élevant au 
arré, on a alors a2 − 4b

a2
=

(

1 − λ

1 + λ

)2. Uneétude rapide de la fon
tion t 7→ 1 − t

1 + t
permet de se 
onvain
re qu'elle prend les valeurs 
omprises(stri
tement) entre −1 et 1 quand t par
ourt R

∗

+, don
 on obtient 1 − 4
b

a2
∈ [0; 1[, d'où b

a2
∈]0;

1

4
],
e qui est la 
ondition re
her
hée.
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