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tobreExer
i
e 1 : étude de relations d'ordre1. R est ré�exive puisque tout 
ouple (p, q) est en relation ave
 lui-même (il véri�e la deuxième
ondition). Elle est antisymétrique : si (p, q)R(p′, q′) et (p′, q′)R(p, q), on a né
essairement
p + q = p′ + q′, et don
 q = q′ puisqu'on doit avoir à la fois q ≤ q′ et q′ ≤ q. Mais alors
p = p′+q′−q = p′, don
 les deux 
ouples sont identiques. En�n, pour la transitivité, supposons
(p, q)R(p′, q′) et (p′, q′)R(p”, q”). Si on a p+q < p′+q′ ou p′+q′ < p”+q”, on aura p+q < p”+q”et la relation (p, q)R(p”, q”) sera véri�ée ; si p + q = p′ + q′ = p” + q”, alors q ≤ q′ ≤ q” et larelation est également véri�ée. La relation R est don
 bien une relation d'ordre. Elle est quiplus et totale 
ar on peut toujours 
omparer deux 
ouples : soit par la première 
ondition (dansun sens ou dans l'autre) si p + q 6= p′ + q′, soit par la deuxième 
ondition sinon.2. La plus petit élément de N

2 est tout simplement (0, 0) puisque tous les autres 
ouples (p, q)véri�ent p + q > 0, don
 (0, 0)R(p, q).3. Le minimum est désormais (1, 0). Tous les 
ouples de E∗ véri�ent p+q > 1, sauf (1, 0) lui-mêmeet (0, 1) qui est toutefois plus � grand � que (1, 0) à 
ause de la deuxième 
ondition dé�nissant
R.4. Par dé�nition de Ex, tous les éléments y de Ex véri�ent xRy. Le plus petit élément de Ex estdon
 x lui-même.5. Soit x = (p, q) et y = (p′, q′). Tous les éléments (r, s) d'une 
haine de tête x et de queue ydoivent véri�er p + q ≤ r + s ≤ p′ + q′. Or, il n'y a qu'une nombre �ni d'éléments de N2véri�ant r + s = k, k étant un entier �xé. Il y en a même exa
tement k +1, qui sont les 
ouples
(k, 0); (k − 1, 1); . . . (0, k) (
lassés dans l'ordre donné par la relation R). Il y en a don
 aussi unnombre �ni se situant entre x et y pour la relation R et don
 sus
eptibles de faire partie d'unetelle 
haine. Il y a don
 p′+q′−1

∑

k=p+q+1

(k + 1) éléments véri�ant p + q < r + s < p′ + q′, auxquelsil faut ajouter pour obtenir une 
haine maximale les éléments plus grands que x véri�ant
r + s = p + q (il y en a p + 1, qui sont (p, q); (p − 1, q + 1); . . . (0; p + q)), et 
eux plus petitsque y véri�ant r + s = p′ + q′ (il y en a 
ette fois-
i q′ : (p′ + q′, 0); (p′ + q′ − 1, 1); . . . ; (p′, q′).La longueur maximale vaut don
 p + q′ − 1 +

p′+q′−1
∑

k=p+q+1

(k + 1) = p + q′ − 1 +

p′+q′
∑

t=p+q+2

k =

p + q′ − 1 +
(p′ + q′)(p′ + q′ + 1)

2
−

(p + q + 2)(p + q + 3)

2
. Tous 
es 
al
uls sont e�e
tués ensupposant p + q < p′ + q′, sinon il y a juste q′ − q + 1 éléments dans la 
haine maximale).Exer
i
e 2 : un peu de fon
tionsÉtude de la fon
tion ϕ1. On peut é
rire ϕ sous la forme ϕ(x) =

ex − e−x

ex + e−x
(où on re
onnait soit dit en passant la fon
tion

tanh), et on a alors ϕ(−x) = −ϕ(x). La fon
tion ϕ est don
 impaire.1



2. On a (à partir de la forme initiale) ϕ′(x) =
2e2x(e2x + 1) − 2e2x(e2x − 1)

(e2x + 1)2
=

4e2x

(e2x + 1)2
. Cettedérivée étant toujours stri
tement positive, la fon
tion ϕ est stri
tement 
roissante sur R.Comme ϕ(x) =

e2x(1 − e−2x)

e2x(1 + e−2x)
, on a lim

x→+∞

ϕ(x) = 1 ; et dire
tement à partir de la formeinitiale lim
x→−∞

ϕ(x) = −1.
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−14. Une fon
tion stri
tement 
roissante est né
essairement inje
tive : si x 6= x′, par exemple x < x′,alors ϕ(x) < ϕ(x′). De plus, ϕ est surje
tive vers ] − 1; 1[, don
 bije
tive vers 
et intervalle.5. Faisons le 
al
ul à la main : 1 − ϕ2 =
(e2x + 1)2 − (e2x − 1)2

(e2x + 1)2
=

4e2x

(e2x + 1)2
= ϕ′(x).6. C'est du 
ours, mais refaisons-le. Sur ] − 1; 1[, ϕ−1 est dérivable, et ϕ−1(x) =

1

ϕ′(ϕ−1(x))
=

1

(1 − ϕ2)(ϕ′(x)
=

1

1 − x2
.Étude d'une équation fon
tionnelle1. En appliquant l'équation fon
tionnelle à x = 0, on obtient f(0)2f(0), don
 on doit avoir

f(0) = 0.2. Quel que soit le réel x, x

2n
tend vers 0. Or, f( x

2n
)

x
2n

=
f( x

2n
) − f(0)

x
2n

− 0
d'après le résultat de laquestion pré
édente, don
 f étant dérivable en 0, la suite 
onverge vers f ′(0).3. Or, on a en utilisant l'équation fon
tionnelle, ∀n ∈ N, f( x

2n
) = 2f( x

2n+1 ), don
 en divisantle tout par x
2n
, on obtient f( x

2n
)

x
2n

= 2
f( x

2n+1 )
x
2n

=
f( x

2n+1 )
x

2n+1

. la suite 
onsidérée est don
 en fait
onstante. On a don
 ∀n ∈ N, f( x
2n

)
x
2n

= f ′(0), et en parti
ulier, pour n = 1, f(x)

x
= f ′(0). Lafon
tion f est don
 linéaire, de 
o�
ient dire
teur f ′(0). Ré
iproquement, toutes les fon
tionslinéaires sont solutions du problème posé.Une deuxième équation fon
tionnelle1. C'est un 
al
ul absolument passionnant : 2ϕ(x)

1 + ϕ2(x)
=

2(e2x − 1)

e2x + 1

(e2x + 1)2

(e2x + 1)2 + (e2x − 1)2
=

2(e4x − 1)

2e4x + 2
= ϕ(2x), don
 ϕ est bien une fon
tion solution du problème posé (elle est dérivableen 0).2. En apppli
ant l'hypothèse à x = 0, on obtient f(0) =

2f(0)

1 + f2(0)
, don
 on a soit f(0) = 0, soit2



1 + f2(0) = 2, 
e qui implique f(0) = 1 ou f(0) = −1. Il y a don
 trois valeurs possibles pour
f(0).3. Si f est solution, on a ∀x ∈ R, −f(2x) =

−2f(x)

1 + (−f)2(x)
, don
 −f est également solution.4. Soit x ∈ R, alors f(x) est de la forme 2a

1 + a2
, où a = f(x

2
) ∈ R. Il su�t don
 de véri�er que

∀a ∈ R, −1 ≤
2a

1 + a2
≤ 1. Or, ∀a ∈ R, (a + 1)2 = a2 + 1 + 2a ≥ 0, don
 1 +

2a

1 + a2
≥ 0, 
e quidonne la première inégalité, et (1 − a)2 = 1 + a2 − 2a ≥ 0, don
 1 ≤

2a

1 + a2
, 
e qui donne ladeuxième.5. (a) Quel que soit x, x

2n
tend vers 0. Or, f est dérivable don
 
ontinue en 0, don
 lim

n→+∞

f
( x

2n

)

=

f(0) = 1.(b) Comme x

2n
= 2 ×

x

2n+1
, on a en utilisant l'équation fon
tionnelle un =

2un+1

1 + u2
n+1

.(
) Le nombre 1 + u2
n+1 étant toujours positif, la relation pré
édente prouve que un et un+1sont de même signe. Une ré
urren
e évidente permet de 
on
lure que tous les termes dela suite sont de même signe. Comme de plus la suite 
onverge vers 1, elle est 
onstituéede termes positifs.(d) On a un+1 − un = un+1

(

1 −
2

1 + u2
n+1

)

=
un+1(u

2
n+1 − 1)

1 + u2
n+1

. Tout 
ela étant négatif,puisque un+1 prend ses valeurs entre −1 et 1, la suite est dé
roissante. Une suite quiprend ses valeurs entre −1 et 1 et qui dé
roit vers 1 ne peut qu'être 
onstante égale à 1.(e) On a en parti
ulier u0 = f(x) = 1, don
 f est la fon
tion 
onstante égale à 1.(f) On a très similairement une suite un qui 
onverge vers −1 mais qui est 
roissante, don

onstante égale à −1, et f est la fon
tion 
onstante égale à −1. Une autre façon de levoir : si f(0) = −1, −f est solution du problème et véri�e (−f)(0) = 1, don
 −f est lafon
tion 
onstante égale à 1.6. (a) Supposons qu'il existe une valeur de x telle que f(x) = 1, alors, en 
onservant la mêmenotation pour la suite un, on démontre par ré
urren
e que un est une suite 
onstanteégale à 1 : u0 = 1 et, si un = 1, on a 2un+1

1 + u2
n+1

= 1, don
 1 + u2
n+1 − 2un+1 = 0, soit

(1 − un+1)
2 = 0, 
e qui implique un+1 = 1. Or, 
ette suite 
onstante est 
ensée toujours
onverger vers f(0) = 0, 
'est absurde. De même, si f prend la valeur −1, la suite est
onstante égale à −1, 
e qui n'est pas possible.(b) Notons déjà que ϕ−1 est bien dé�nie 
ar f prend toutes ses valeurs dans ] − 1; 1[, qui estl'intervalle de dé�nition de ϕ−1. La fon
tion ϕ−1 est dérivable sur R et f est dérivable en

0, don
 ϕ−1 ◦ f est dérivable en 0. De plus, ∀x ∈ R, ϕ−1 ◦ f(2x) = ϕ−1

(

2f(x)

1 + f2(x)

). Or,
f prenant ses valeurs dans ] − 1; 1[ 
omme ϕ, ∃y ∈ R, f(x) = ϕ(y), don
 ϕ−1(f(2x)) =

ϕ−1

(

2ϕ(y)

1 + ϕ2(y)

)

= ϕ−1(ϕ(2y)) = 2y, 
ar ϕ elle-même véri�e l'équation fon
tionnelle.Mais 
omme f(x) = ϕ(y), y = ϕ−1(f(x)), don
 on a en fait ϕ−1(f(2x)) = 2ϕ−1(f(x)), 
equi est exa
tement l'équation fon
tionnelle de la deuxième partie du problème.(
) On en déduit que ϕ−1 ◦ f(x) = ax, où a est une 
ertaine 
onstante réelle, don
 ∀x ∈ R,
f(x) = ϕ(ax) = tanh(ax).
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