Exercices de colles 2002/03

Guillaume LAFON

12 octobre 2002

Semaine 1 (séries)

Exercice 1. Calculer Y77, In(1 — ).

n

Exercice 2. Calculer Y >, w

Exercice 3. Calculer > 7, Zn

Exercice 4. Monter que quel que soit ’entier n, [’équation

In(t) = arctan(t) +nm a une unique solution réelle positive x,,. Montrer que Y .| x, converge.

Exercice 5. Soit (u,)nen une suite réelle telle que lim,, "Z:l

SO st quand X\ > 1 ou de 200 u, quand A < 1.

= A. Trouver un équivalent de

Exercice 6. Etudier la convergence de S0 _ sin(men!).

Exercice 7. SOZt Unp )JneN UNe suite réelle telle que N un, converge. Montrer qu 1l existe une suite
n=0 q

Un )neN tendant vers —+00 telle que N UpUy CONveErge.

( ) S q n=0 q

Exercice 8. Trouver un équivalent puis un développement asymptotique a lordre 2 de Ek>n %

Indication : on s’intéressera 4y <, m
=

Exercice 9. Soit H,, = >, _, +. Montrer que H,, = In(n)+~+o0(1) puis H, = In(n)+v+ 5 +o(+)

(=)™ . N enid

Exercice 10. Etudier la convergence de ZN . Etudier la convergence de ), _, e

n=1 ner(=1)"

Exercice 11. Soit ug € [0,5] et (un)neny la suile définie par uny1 = sin(u,). Montrer que
lim, .ou, = 0 puis trouver un développement asymptotique a ['ordre 2 de wu,. Indication : on
s’intéressera a é — %

Exercice 12. Trouwver une suite (up)nen telle que 320 o Un COMUETgE MAis PN o U dwerge Soit
f R — R une fonction telle que, pour toute suite (u,)nen telle que ano U, converge, ano f(uy)

converge, montrer que [ est linéaire au voisinage de 0.

Exercice 13. Soit (uy,)nen une suite de réels positifs telle que ZLO Up

. n kug uit...tu
converge. Calculer lim, oo Y o) 5% puis ), o, Lberttin,

. N . . - . n
Exercice 14. Soit (u,)nen une suite de réels positifs telle que lim,,_ou, = 0. On pose S, = > ;' _, uy
) N .
et on suppose S, — nu, bornée. Montrer que Y _ w, converge. Trouver un contre-exzemple & la
TECIPTOqUE.



Semaine 2 (séries)

Exercice 15. Trouver un équivalent de |{i € {1,...,n} | le reste de la division de n par i est
supérieur ou €gal & 5}|. Indication : utiliser des parties entieres.

Exercice 16. Soit f : [1,+oo[— > R*% une fonction C* telle que
limx_,%of?/ = —o00. Montrer que ZnN:() f(n) converge et trouver un équivalent de :ioN f(n).

Exercice 17. On pose ((k) = 3 -1 =r. Trouver lim,, oo (32050 C (k) —n) puis lim, oo (37—, % -
In(n))

Exercice 18. Soit a(n) le plus grand facteur premier n. Montrer que

25:2 #(n) converge. Indication : faire des petits paquets.

Probleme 1. Pour x > 0, on pose u,(z) = " — E(z"), v,(z) = d(z",Z), P = {z | Y p_, uk(x)
converge (on note alors S(z) la somme), et T = {x | Y_,_, vi(x) converge (on note alors U(z) la
somme).

— Montrer que N C P C T

~ Btudier Uappartenance o P et a T de a ++/b (a et b entiers) lorsque |a 4+ v/b| < 1. Calculer

(si possible) S(x) et U(z) pour v =1+ /2, 1 =2+ /2.
— Montrer que T'& R. Indication : prendre x = /n.
— Etudier U(z) sur [0,1] (variations, régularité, allure).

Probleme 2. Soit (u,)nen une suite de réels positifs telle que ZLO u, diverge. Soient a et b deux

Un
1+uanb -

que soit la suite (uy)nen, ceur pour lesquels ZnN:() v, diverge, et ceux pour lesquels cela dépend de

(Un)nen-

Déterminer les couples (a,b) pour lesquels EN v, converge quelle

réels. On pose v, = "0

Semaine 3 (algébre linéaire)

Exercice 19. Montrer que les familles de fonctions swivantes sont linéairement indépendantes :

{x — e X\ e R}, {z — cos(A\z), N € R}, {z — |z — )|, \ € R}.

Exercice 20. Soit k un corps fini a q éléments, E un k-ev de dimension n. Combien y a-t-il de
vecteurs, de familles libres de k vecteurs, de bases, de droites, de sous-ev de dimension r dans E ?.
Combien d’éléments dans GL,(E), SL,(E) ?

Exercice 21. Soit E un k-espace vectoriel de dimension finie n. Soient A,B deux sous-ev de méme
dimension r. Montrer qu’ils ont un supplémentaire commun.

Exercice 22. Soit E un k-espace vectoriel de dimension finie et f € L(FE). Montrer que E =
Im(f) ®ker(f) < Im(f) = Im(f?).

Exercice 23. Soient p,q € L(FE) deux projecteurs. Montrer que p + q est un projecteur si et
seulement si poq = qop = 0 et que, dans ce cas, Im(p + q) = Im(p) ® Im(q) et ker(p + q) =
ker(p) Nker(q).

Exercice 24. Soit E=C°(R), E, ={f € E |V <0, f(x)=0}, E_={f € E|Vx >0, f(x) =
0}, Eo ={f € E| fest constante surR. Montrer que E = Ey & E, & E_.



Exercice 25. Soit E un k-espace vectoriel de dimension finie et f € L(E). Montrer que
(ker(f?))pen est une suite de sous-ev croissante, (Im(f?))yen est une suite de sous-ev décroissante,
et que ces deux suites stationnent au méme rang.

Soit A =nNIm(f?), B = Uker(f?), montrer que E = A® B, et que A et B sont stables par f. Que
peut-on dire des endomorphismes induits par f sur A et B ¢ Montrer que si |k| > 2, f est somme
de deux automorphismes.

Exercice 26. Caractériser {M € M, (R) | M? = 0}. Indication : On cherchera & rendre M & une
matrice de forme sympathique.

Exercice 27. Soit M € M, (R) telle que Tr(M) = 0. Montrer que M est semblable & une matrice
a diagonale nulle. Montrer que M peut s’écrire sous la forme XY —Y X ou X, Y € M, (R).

Exercice 28. On pose H = {M € M, ,(R) | Vi € {2,...,p—1},Vj € {2,...,¢— 1},4m,;,; =
mij—1+ m; 1 +mi—1; +mip;}. Calculer la dimension de H et en trouver un supplémentaire.

Probleme 3. Trouver toutes les applications f : M,,(C) — C telles que VA, b € M, (C), f(AB) =
F(A)f(B).

Indication : on pourra procéder comme suit :

— Trouver les solutions constantes. Calculer f(I) puis f(A™1) en fonction de f(A).

— Monter que VA € SL,(C), f(A) = 1 (on pourra utiliser les transvections et montrer que

celles-ci peuvent s’écrire comme commutateurs dans SL,(C)).
— Montrer que, si f n’est pas constante, elle s’annule sur les matrices non inversibles.
— Conclure et donner des exemples.

Probleme 4. On définit une suite exacte comme étant une suite d’applications linéaires O I E; EE

BB S E, N0 0uonaVie {0,...,n =1}, Im(f;) = ker(f;_1).

Montrer que, dans ce cas, y ., (—1)" dim(E;) = 0. Montrer que, si F et G sont deuz sous-ev de
codimension finie d’un espace vectoriel E, codim(F + G) = codim(F') + codim(G) — codim(F NG).
Montrer que, si on a le diagramme commutalif exact suivant (c’est-a-dire que les lignes sont
des suites exactes et on a de plus fo fi = g1 o, ete...) :
g % B & B & B & E
la LB il Lo le
FF 2 B 2 B % B 2 FE
ol «a, 3, d et e sont des isomorphismes, alors v est aussi un isomorphisme.

Exercice 29.

a 1 0 0
1
0
Calculer A,, =
0
: ‘. ‘. .1
O ... ... ... 0 1 a

Exercice 30. Calculer le déterminant de Cauchy det(A), ot a; ; = ﬁ, (ai)icq,..n et les
i 05
(bj)jeq1,..ny sont des complexes non nuls.



Semaine 4 (algébre linéaire, suite)

Exercice 31. Soit E un k-espace vectoriel de dimension finie et f € L(E) telle que rg(f) = r.
Montrer que f = "._, Lie; ot (eq,...,e,) est une famille libre dans E et (Iy,...,1,) est une famille

libre dans L(E).

Exercice 32. Soit k un corps infini et E un k-ev de dimension finie. Montrer que E ne peut pas
s’écrire comme réunion de sous-ev propres.
Soit A une partie finie de E. Montrer qu’on peut trouver | € L(E) telle que 0 & [(A).

Exercice 33. Soit A € M,(R). On note A sa comatrice. Calculer rg(A) en fonction de rg(A).
Résoudre I’équation A = A quand la dimension de l’espace est au moins 3.

Exercice 34. Soit (eq, ..., e,y1) une famille de vecteurs de k™ dont toute sous-famille de n vecteurs
est libre. On pose D; = Vect(e;). Soit (€},...,e, 1) une autre famille vérifiant la méme propriété
et A; les droites associées. Montrer qu’il existe f dans L(E) bijective telle que Vi € {1,...,n+
1}, f(D;) = A;. Que peut-on dire de deuz telles applications ?

Exercice 35. Soit f € M,(k)*. Montrer que 3A € M,(k) telle que VM € M,(k), f(M) =
Tr(AM). Pour quelles matrices A a t-on VM, M" € M, (k), Tr(AMM') = Tr(AM'M) ?

Exercice 36. On note R, [X]| = {P € R[X] | d°(P) < n} et ¢ : R,[X] — R la forme linéaire

donnée par o(P) = j1 fﬁ% dt.

Sotent xq, ..., x, des réels deur a deux distincts. Montrer qu’il existe Xg,..., A\, € R tels que
VP € R,[X],p(P) ="y \iP(x;). Comment calculer les X; ?

On suppose désormais n = 2k + 1 impair. Montrer qu’il existe xg,...,z, € R deux a deux

distincts et Mg, ..., A\, € R tels que VP € R, [X], o(P) = > 7 NP (x;).

Exercice 37. On définit le degré d’une extension de corps K C L, et on note [L : K], comme étant
la dimension de L en tant que K-ev (si elle est finie).

Montrer que si K C L C M, avec des extensions de dimension finie, on a [M : K] = [M :
L]« [L : K] (théoréme de la base télescopique).

Calculer le degré et le polynome minimal de /2 + /3 sur Q.

Exercice 38. Soient K C L C M trois corps. On dit que L est une extension algébrique de K st
tout élément de L est algébrique sur K. Montrer que M algébrique sur K < L algébrique sur K
et M algébrique sur L.

On définit la cloture algébrique de K dans L, et on note Cly(K), l'ensemble des éléments de
L algébriques sur K. Montrer que Cl(ClL(K)) = Cl,(K). Montrer que, si L est algébriquement
clos, Clp(K) lUest aussi. Que peut-on dire de Clc(Q) ?

Exercice 39. Soit P = a, X"+...+a1 X +ag € Z[X]| et p un entier premier tel que p | ag, ..., an_1,
ptan, et p*tag. Montrer que P est irréductible dans Z[X] (critére d’irréductibilité d’Eisenstein,).

Calculer le polynome minimal sur Q d’une racine p-ieme de l'unité, d’un racine p*-ieme primi-
tive de l'unité (p premier).

Semaine 5 (réduction des endomorphismes)

Exercice 40. Diagonaliser ou trigonaliser les matrices suivantes :

0 2 -1 1 4 -2 2 2 -3
3 2 0 |:l o6 —=3]:[ 5 1 -5
2 2 1 14 0 -3 4 0



Exercice 41. Montrer qu’une matrice circulante est diagonalisable.

Exercice 42. Montrer que A € M,,(R) est irréductible (c’est-a-dire que les seuls sous-ev stables
par A sont {0} et E) si et seulement si son polynome caractéristique est irréductible.

Exercice 43. Soit E = C([0,1]) et T € L(E) défini par T(f)(z) = fol |t — x| f(t)dt. Vérifier que T
est linéaire et calculer ses valeurs propres.

Exercice 44. Soit f € L(E) (E k-ev de dimension finie) et P € k[X]| tel que P(f) =0, P(0) =0
et P'(0) = 0. Montrer que E = ker(f) @ Im(f).

Exercice 45. Soit E un C-ev de dimension finie et Q C L(E) irréductible (les seuls sous-ev stables
par tous les éléments de Q) sont {0} et E). Montrer que {f € L(E) | Vg € Q,foq =qo f} =
{homothéties} (lemme de Schur). Que se passe-t-il si on remplace C par R ?

Exercice 46. Soit A € M, (R) définie par a;; = a si i = j, a;; = b sinon. Calculer AP et si
possible A71. Calculer les valeurs propres de A et leurs multiplicités, diagonaliser A, calculer son
polyndme minimal.

. . A B . . .
Exercice 47. Soit M = cDl€E Moy, (k), ou A, B,C, D € M, (k). On suppose D inversible
et CD = DC. Montrer que det(M) = det(AD — BC). Montrer que l’hypothése D inversible est

superflue (on pourra d’abord le montrer dans le cas ou k = C).

Probleme 5. On note E = {f : R — C | fest C*}. On désigne par D ['opérateur de dérivation
dans E et on note ey la fonction qui & x associe e*.
— Montrer que Yy € E, (D — X )(exy) = exDy
— Soit a € N. Résoudre dans E (D — X )*(y) = 0.
— En déduire l’ensemble des solutions de l’équation P(D) =0 ot P est un polynéme compleze.
Quelle est sa dimension ?
— Soient P et Q deux polynomes complexes non nuls. On note F' = ker Q(D). Montrer que, si
be F, P(D)(y) =0b a une solution unique.

Probleme 6. Soit f € L(E) (E k-ev de dimension finie) de polynome minimal I1;. Six € E, on
note P, le polynéme unitaire de plus petit degré tel que P(f)(z) =0 et E, = {P(f)(z)}.
— Montrer que P, est bien défini, unique, et que P(f)(xz) = 0 entraine P, | P. Quelle est la
dimension de E, ¢
~ Montrer que si E, N E, = {0}, P,, = P, A P,. Généraliser a plusieurs vecteurs.
— Montrer que, st P, NP, =1, E,, = E, ® E,. Généraliser a plusieurs vecteurs.
~ Montrer que 3z € E tel que P, = Il;.

Semaine 6 : réduction des endomorphismes

Exercice 48. Soit u € L(E) diagonalisable. Que vaut C(U) = {v € L(F) |vou = uov} ? Et
C(C(u)) ?

Exercice 49. Trouver une condition nécessaire et suffisante pour que M € M,,(C) soit semblable
a2M.

. " ‘ A A
Exercice 50. Trouver une condition nécessaire et suffisante sur A € M, (k) pour que ( 0 A )

soit diagonalisable.



Exercice 51. Montrer que f € L(F}) est diagonalisable si et seulement si f? = f.

Exercice 52. Soient f,g € L(E) tels que fog—go f = f. Montrer que f est nilpotent. Si
dimker f =1 et g est diagonalisable, que peut-on dire de f et g ?

Exercice 53. Soit A € M,,(C), montrer que, pour tout polynéme complexe P, I’équation P(X ) =
a des solutions dans M.,,(C). Discuter le nombre de solutions de l’équation X*> = A dans M,,(C )
en fonction de A.

Exercice 54. Soit E un k-ev de dimension finie, u € L(E). u est dit semi-simple si tout sous-ev
de E stable par u a un supplémentaire stable par w. Montrerque, si k = C, u est semi-simple ssi il
est diagonalisable. Dans le cas général, montrer que u est semi-simple ssi son polynéme minimal
est produit de facteurs irréductibles deux adeux distincts.

Probleme 7. Soit E un C-ev de dimension finie, f € L(E).
— Montrer que si¥p € {1,...,n}, tr(fP) =0, f est nilpotent.
— On pose, Yu,v € L(E), [u,v] =uov—vou. Montrer que, si [[u,v],u] =0, [u,v] est nilpotent.
— Soient u,v € L(F). Montrer que, si Vp € {1,...,n}, tr(u?) = tr(g?), u et v ont méme
polynome caractéristique.

Probleme 8. Soit E un k-ev de dimension finie, f € L(FE). On pose L, € L(L(FE)), qui a f
associe uo f et R, qui a f associe f ou.
— Calculer dimker L,,, dimker R,,.
Montrer que, si u est diagonalisable, L, et R, le sont ausst.
Donner les matrices de L, et R, dans des bases adaptées.
On pose A, = L, — R,. Montrer que, siu et v sont diagonalisables, A, ., l’est aussi.
— Sur k = C, montrer que si A, est diagonalisable, u ’est aussi (indication : on utilisera la
décomposition de Dunford).

Semaine 7 : Topologie

Exercice 55. Soit A une partie de R,, telle que tout point de A est isolé. Montrer que A est
dénombrable

Exercice 56. Montrer qu’'un evn est complet si et seulement si toute série absoument convergente
converge.

Exercice 57. Soit (E,d) un espace métrique, A, B deux fermés disjoints de E. Montrer qu’il existe
deux ouvrtes U et V' disjoints tels que AC U et BCV.

Exercice 58. On pose E = {f [0,1] — R | festLipschitzienne} et on définit Vf € E,N(f) =

SUPgeo,1] f(z) + SUpP,z, |f )=/ y)| Montrer que N est une norme et que E est complet pour cette
norme.

Exercice 59. On pose, Va,y €]0, +oc[,d(z,y) = |+ — §|.M0nt7“er que c’est une distance et qu’elle
induit la méme topologie que la distance usuelle. |0, +00| est-ilcomplet pour cette distance ? Et]0,1] 2

Exercice 60. Soit E un esapce topologique, U un ouvert de E et B une partie de E. Montrer que
UUB C UU B. On définit une partie A comme localement fermée siVx € A,V woisinage de x tel
que VU A est fermé dans V. Montrer que c’est équivalent a étre intersection d’un ouvert et d’un
fermé de E.



Exercice 61. Soit (E,d) un espace métrique, A un fermé de E et f : A — R continue bornée.
Montrer qu’il existe une fonction g : E — R prolongeant f et telle que sup,c, g(x) = supye4 f(2)
et infyeq g(z) = infreq f(x) (théoréme de prolongement de Tietze-Urysohn).

Probleme 9. Une partie A de R est dite négligeable si Ve > 0, I (ay,, by )nen tels que
A C Npenlan, bu[ et Y-, o [bn — an| <e.
— Montrer qu’une union dénombrable d’ensembles néglogeables est encore négligeable.
— Montrer qu’un ensemble négligeable est dintérieur vide.
— Que dire de la négligeabilité de Q et R\Q ?
Soit K C [0,1] ’ensemble de Cantor.
— Montrer que K est négligeable.
— Montrer que K est fermé, d’intérieur vide, non dénombrable.

Probleme 10. Soit (E,d) un espace métrique, on note
C = {suites de Cauchy dans E}.
— Montrer que, si U = (Un)nen, V' = (Un)nen € C, d(un,vn) converge. On notera 6(U,V) sa
limite.
~ Onnote E=C/ ~, ouU ~U" si0(U,U")=0. Que vaut la classe d’équivalence de U si U
converge ¢ Montrer que si U ~ U', (U, V) =46(U", V).

~

— Montrer que 0 est une distance sur E et que E s’injecte isomtriquement comme partie dense
dans F. R

— Montrer que E est complet et qu’il est 'unique espace complet (& isométrie pres) dans lequel
E s’injecte comme partie dense.

Probleme 11. Dans un espace topologique, on définit un Gs comme une intersection dénombrable
d’ouverts, un F, comme une union dénombrable de fermés.

— Montrer que le complémentaire d’un Gs est un F.

— Montrer qu’une union dénombrable de F, est un F,.

— Montrer qu’un fermé est un Ggs et un ouvert un F,. Donner un exemple de F, ni ouvert ni

fermé

On se place désormais sur R™ et on note A une partie dénombrable dense et 1 la fonction valant 1
sur A et -1 sur son complémentaire. Pour toute fonction f de R™ dans R, on notera T'(f) l’ensemble
de ses points de continuité.

— Soit f: R" — R continue, montrer que I'(¢f) = {x | f(x) = 0}.

— Montrer que tout fermé peut s’écrire I'(f), pour une fonction f convenable.

— Montrer la méme chose pour un ouvert puis un Gs.

— Montrer réciproquement que I'(f) est toujours un Gs.

Semaine 8 : Topologie (suite)

Exercice 62. Soient A, B deux compacts disjoints dans un espace métrique E. Montrer qu’il existe
deux ouverts disjoints U etV de E tels que AC U et BC V.

A\

Exercice 63. Soit E un espace compact et f : E — E continue telle que Vz,y € E,d(f(z), f(y))
d(x,y). Montrer que f a un unique point fize.

Exercice 64. Soit A une partie non vide d’un espace métrique E. On pose, pour r > 0, V,.(A) =
{r € E|d(xz,A) <r}. Montrer que si A est compacte, U un ouvert de E et A C U, Ir > 0,V,(A) C
U.



Exercice 65. Pour quelles valeurs de n existe-t-il une fonction f : R — R continue prenant
exactement n fois chaque valeur ?

Exercice 66. Soit U un ouvert connexe (par arcs) de R* et A une partie dénombrable de R?.
Montrer que U\ A est connexze. Méme question avec U ouvert connexe de R® et A union dénombrable
de droites.

Exercice 67. Un espace métrique A est dit précompact si Ve > 0,3r € N, dzq, ..., x, € A tels que
A C NB(x;,€). Montrer qu’un espace métrique est compact si et seulement si il est précompact et
complet.

Exercice 68. Montrer qu’une fonction propre (I'image réciproque d’un compact est compacte) est
fermée (I'image d’un fermé est fermée). En déduire que { polynémes unitaires de degré n a racines
réelles } est fermé dans R, [X].

Exercice 69. On définit, pour Ky, ..., K, des compacts de C leur écart optimal par

o(Ki,...,K, = inf.ec(2), ot ¢(z) = L3 d(z, K;). Calculer o dans le cas de deux compacts

puis résoudre ’équation p(z) = X dans le cas de deux points et deux cercles. Calculer o dans le cas
de trois points.

Probleme 12. Soit (E,d) un espace métrique et F = { parties fermées bornées non vides de E}.
Pour A, B dans F, on pose A\(A, B) = sup,c d(x, B) et A(A, B) =sup A4, B), A\(B, A).

Montrer que A est une distance sur F.

Montrer que {F € F | |F| > n} est un ouvert.

on suppose E compact. Montrer que, si (Y, )nen est de Cauchy et que Y, 11 C Yy, (Y,) converge
vers UY,,. Montrer que F est complet.

— Montrer que, si E est compact, F ’est aussi (utiliser que compact < précompact complet).

Semaine 9 : Intégration (révisions)

Exercice 70. Calculer

[n(n+1)...(n+n)]

3=

1. lim,,_,

2. Ty oo [(1+ 2)(1+ 2)2. . (1 4+ 2)]e2
4T, o Y
5. [ ada
6. [ srrmde
. [ xtan®(z)dz
$3
J Z5de
9. f;dx

z2—72+10

S0 =

Exercice 71. Calculer I, = fol x"\/1 — zdzx.

Exercice 72. Montrer que I,, = fol f—:tdt tend vers 0, puis trouver un développement asymptotique
1

n’

a ordre 2 en



Exercice 73. Soit f continue sur [0, 1] telle que fo t)dt =
fo t"f(t)dt = 0. Montrer que f s’annule au moins n + 1 fozs sur [0, 1].

Exercice 74. On pose f(t) = ﬁ Montrer que S,(f) = > p_, f(LX) converge. Généraliser.
Exercice 75. Soit f: R — R C2. Que vaut lim p)—(00) 7:[f (t + h) — f(t) — f(h) + f(0)] ?

Exercice 76. (La norme utilisée est la norme infinie). Soit f une fonction C?, positive, bornée
dérivée seconde bornée.
— Montrer que Vt € R tf'(x) <|| f || + | £l
— Montrer que f’ est bornée et || f' ||< 2 NN F -
— Montrer que l'inégalité reste vraie pour f a valeurs complezes.
— Montrer que le 2 intervenant dans [’inégalité ne peut étre amélioré (Indication : considérer
une fonction 2-périodique, constante sur [p — ﬁ,p + ﬁ], affine ailleurs, et ses primitives).

Exercice 77. Soit f : [0,1] — R C* telle que f(0) = f'(0) = f(1) = f'(1) = 0. Montrer que Vx €
[0,1], 3y €]0, 1], f(z) = Lo®32(1 — 2)2. Montrer Ueistence de ¢, : [0,1] — R C', polynomiale de

24
degré au plus 3 sur chacun des segments [% et telle que, Vk € {0,...,n} on ait ¢, (%) = f(£)

’ H]()
et <;5;1(E) = f( ). Montrer que : || f — ¢ ||oo< ”?;847!;".

Probleme 13. Soit (Q,)nen la suite de polyn6omes (vérifier son existence et son unicité) a co-

efficients rationnels vérifiant Yn € x, Qn. (X) = (n + 1)Q,(X), Qn41(0) = Qnia(1) = 0, et

Qo(X) =X (X)= X(XTl On note a,, le rationnel vérifiant Q) (X) +a, = (n +1)Q,,(X), on

admet que a, est nul sin est impair, on note B, = (—1)2a, sinon (néme nombre de Bernouilli).
— Soit f:[0,1] — R C?**3. Montrer que

£ - p(oy = LI Z By pen (1) - 109 (0)) + R,

0t R - 2n+1 fO Q2n 1 f2n+3 ( )dt
— Montrer que fo Q251 ( )cos(%mt)dt (—1)s1 2L

(2mn)2s *

— Montrer que Y., cos(2mnt) = -1+ % En déduire

N 2s

Z 1 (2n)> / Q sm (2N + 1)mt) gt

oz (25— 1)' yris 25 —1 2-1( 2 sin(mt) '
— Montrer que g(t) = ngln*(;%) se prolonge de fagon C' a [0,1] et que F(\ fo ) sin(At)dt

tend vers 0 a l’infini.

~ En déduire que Y > | =5 = (2m)* (is)

Semaine 10 : suites et séries de fonctions

Exercice 78. Montrer qu’une limite uniforme sur R de polyndémes est un polyndéme.

. . N . . .
Exercice 79. Soit u,(z) = ;57. Montrer que ), _u, converge simplement mais pas unifor-

. N . P .
mément sur Ry. Montrer que Y, _,(—1)"u, converge uniformément matis pas normalement.



Exercice 80. Soit (f,)nen une suite convergente de fonctions K -Lipschitziennes (sur un segment).
Montrer que la convergence est uniforme. Méme question avec des fonctions convexes, l’intervalle
étant ouvert et la convergence dans un intervalle fermé inclus dans son intérieur. A-t-on convergence
uniforme sur tout l’intervalle ouvert ?

Exercice 81. Soit f : R — R C° et M > 0 tels que Vz,y | f(z +y) — f(x) — f(y) |< M. Montrer
que f =g+ h, ou g est bornée et h une homothétie.

Exercice 82. Calculer I = fl fwl dx.

)E(nw)

Exercice 83. On pose f(z) =}, (_1n! . Btudier la continuité de f.

Exercice 84. On pose f(x) = Zn>0 S"iyim Quel est le domaine de convergence uniforme de f ¢

Exercice 85. Soit f : [ = [0,1] — R C°. On pose RE(z) = CFz*(1 — 2)" % et B,(f) : v —
Sreo F(E)RE(2). Calculer Y5 _o(5 — 2)?RE(x), en déduire que Dk a3 RF(x) < %772 puis que
B,(f) converge uniformément vers f (les B,, sont appelés polynomes de Bernstein associés a f ).

Exercice 86. Soit f(z) =)_, - ,(In(n) — In(z +n) + 7.
— Quel est le domaine de définition de f 7
On pose t(z) = exp S(z). Calculer t(gg)l).
~ On pose I'(x) = L exp —yat(x), o v est la constante d’Euler. Calculer T'(x + 1) en fonction
de I'(z).
— Montrer que S et I' sont convezes.
— Calculer T'(p) et S(p) pour p € N*.

Exercice 87. Soit (E) = {f : R — R C° a suppport compact }. On pose, pour f,g dans &,
g = [ fa— gyt

— Montrer que x est commutative et distributive par rapport a +.
Une suite de fonctions posztwes ©n est appelée approximation de ['unité si Vn € N, f+mfty op(t)dt =
1 et Vo > 0,1im,,_ ft\>a on(t)dt = 0.
Montrer que, dans ce cas, @, * f converge uniformément vers f.
— On pose @, (t) = (:ﬂ si | t|< 1, 0 sinon. Montrer que, pour une bonne valeur de a,, ¢,
est une approximatior;”b de l'unité.
Montrer que si f est nulle en dehors de [—%, %], ©n x fest un polynome.
Conclure.

Probleme 14. On définit, pour s > 1, ((s) = _,5, L.
— Montrer que ¢ est C* sur [1,+00].
~ Montrer que, quand s — 17, ((s) = =5 + v+ o(1).
— Montrer que Vs > 1, C( y = =112 ,(1 — p%), ol p, est le néme nombre premier.

— Montrer que Y~ p, diverge.

Semaine 11 : espaces préhilbertiens
Exercice 88. Soit E un espace hermitien, f € L(FE). Montrer que f est trigonalisable dans une

base orthonormée. Montrer que, si f et g commutent, ils sont trigonalisables dans une méme base
orthonormée.
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Exercice 89. Si C" est muni d’une norme ||.||, on peut munir M,,(C) de la norme donnée par
|All = supy,=1 [[Az||. Que vaut cette norme si on prend sur C* les normes usuelles ?

Exercice 90. Soit E un espace euclidien, et u un projecteur sur E tel que |||u||| < 1. Montrer que
u est un projecteur orthogonal.

Exercice 91. Soit A € M,(C) une matrice hermitienne définie positive. Montrer qu’il existe
une unique matrice T triangulaire supérieure a coefficients diagonaux strictement positifs telle que
A=T*T. Soit A € GL,(C). Montrer qu’il existe une unique matrice T triangulaire supérieure
coefficients diagonaux strictement positifs et une matrice unitaire U telles que A = UT.

Exercice 92. Soit E un R-ev normé vérifiant Va,y € E, ||z + y||* = 2(||z||* + ||y||?). Montrer que
E est préhilbertien.

Exercice 93. Soit M € M, (C), dont on notera X, ..., X, les vecteurs colonnes. Montrer que
| det(M) | < I, ||X;||* (inégalité d’Hadamard). Quand a-t-on égalité ? En déduire que si A =
(ai;) € M, (C) vérifie ¥i, j, | a;; |<c, on a|det(M) | < c™n2.

Exercice 94. Soit E un espace préhilbertien, x1,...,x, € E. On appelle G la matrice de terme
général < x;|z; > (matrice de Gram associée au systéme de vecteurs) et g = det(G). Montrer
qu’une matrice est hermitienne positive si et seulement si elle est la matrice de Gram d’un systéme

de vecteurs de E. Quand a-t-on G =07 Si V est un sous-ev de E de base (ey,. .., e,), montrer que
Vo € B, (d(x,V))? = et

Exercice 95. Soit S ={M e R| M =*'M} et A€ M,(R). On pose o4 € L(E): M — "AMA.
Montrer que | det(p4) |=| det(A) [*T1.

Exercice 96. Soit M € M, (C) hermitienne positive, on note I' = {A hermitienne positive |
det(A) > 1}. Montrer que inf ger Tr(AH) = n(det(H))n (on pourra utiliser que | det(A) | < Iag;).
En déduire que, si A,B € T, [det(A + B)]w > det(A)w + det(B)w. Redémontrer cette dernicre
inégalité sans utiliser la premiére question.

Exercice 97. Soit E un espace hermitien, f € L(E), on pose H(f) = {2 | » £ 0} (Hans-

<z|lz>
dorffien de f). Montrer que H(f) est compact conveze (pour la convexité, on se raménera a montrer

que [0, 1] C H(g) pour g bien choisi et on posera g = u+iv avec u et v hermitiens). Calculer H(f)
st [ est diagonalisable.

Soit f € L(FE) tel que Tr(f) = 0. Montrer que qu’il existe une base orthonormale de E dans
laquelle la matrice de f n’a que des zéros sur la diagonale.

Semaine 12 : endomorphismes hermitiens

Exercice 98. Soit A,(R) l'ensemble des matrices antisymétriques d’ordre n. Montrer que, si A €
An, A+ 1, et A— I, sont inversibles et U = (A+1)(A—I)~! orthgonale. Réciproquement, quelles
sont les matrices orthogonales qui peuvent s’écrire sous cette forme ? En déduire que tout point de
. . .y (D)

SO,(R) a un voisinage homéomorphe a R~z .

Exercice 99. Soient A, B deux matrices réelles via une matrice unitaire U, montrer qu’elles sont
semblables via une matrice orthogonale P. Montrer que, si U € SU,(R), on ne peut pas forcément
trouver P € SO, (R) (regarder des matrices de rotation).

Exercice 100. Soient R, S, T trois matrices symétriques positives telles que RST est symétrique.
Montrer que RST est aussi positive (commencer par le cas ot T est définie positive).
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Exercice 101. Soient A, B deux matrices symétriques positives. Montrer que AB est diagonalisable
a valeurs propres positives dans une base orthonormale (commencer par le cas A définie positive).

Probleme 15. Soit | € M,,(R)*. On pose a = infyrco, m) [(M).
— Montrer que « est atteint.
Montrer que VM € M, (R), (M) = tr(*AM), pour une unique matrice A.
Calculer o pour A diagonale...
...puis quelconque (en fonction des valeurs propres de 'AA.
Calculer a dans le cas particulier (M) = Y1 < 4,7 < nm,; (calculer (*AA)L — 1) puis ses
valeurs propres en les cherchant sous la forme A =2 — 2 cos(f).
— Détermainer un équivalent de o quand n — oo.

Semaine 13 : Formes quadratiques

Exercice 102. — Calculer le rang et le noyau de la forme quadratique q(x,y, z) = 22? — 2y* —
622 + 3xy — 4oz + Tyz.
— Calculer le rang et le noyau de la forme quadratique q(x,y, z) = 62%+3y* + 32% — 8xy — 8xz —
6yz.
— Calculer le rang et la signature du déterminant sur Ma(R.
— Montrer que la matrice de terme général % est définie positive.

Calculer le rang et la signature de la matrice de terme général cos(i + j).
Calculer le rang et la signature de la forme quadratique A — tr(A?) (resp. tr(*!AA) ou
tr(SA'A, ou S est symétrique) sur M, (R.

Exercice 103. Calculer en fonction des réels a; le rang et la signature de la forme quadratique

g, mn) = 3w — (i, @)™

Exercice 104. Soit v une forme bilinéaire sur un espace euclidien telle que p(z,y) =0 = p(y,z) =
0. Montrer que p est symétrique ou antisymétrique.

Exercice 105. Soit ¢ une forme quadratique non dégénérée sur R"™. Montrer que si f commute a
tous les éléments de O(q), c’est une homothétie.

Exercice 106. Soit E un espace euclidien de dimension n et uy,...,u, des endomorphismes sy-
métriques tels que Y b rg(u;) =n et Vo € E,> " ¢(z) =z (0w ¢;(x) = wi(x).x). Montrer que
E = ®Im(u;), que cette somme directe est orthogonale et que les u; sont des projecteurs orthogo-
nau.

Exercice 107. Soit ¢ une forme quadratique non dégénérée sur R™, F, F" deux sous-espaces de R"
isométriques pour q (ie 3o : F — F' telle que Vo € F' q(z) = q(o(x)). Montrer qu’il existe u dans
O(q) prolongeant o.

Exercice 108. Soit E' euclidien, u symétrique sur E et q sa forme quadratique associée, \y > ... >
An, ses valeurs propres, S la sphére unité de E et F,, l'esnsemble des sous-evde dimension p de E.
Calculer sup g7, (infreans ¢(x)). Siu' est la restriction de u a un hyperplan de e, que peut-on dire
de ses valeurs propres ¢

Probleme 16. On dit qu'un ev F' est un SETI (sous-espace totalement isotrope) pour une forme
bilinéaire ¢ siVx,y € F,o(x,y) = 0. On dit que c’est un SETIM (M pour mazimal) si tout SETI
qui le contient lui est égal.

— Montrer que, si F' est un SETI, dim(F) <n — %.
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— Montrer que tout SETI est inclus dans un SETIM.

— Montrer que deux SETIM ont méme dimension (qu’on appelle indice de la forme bilinéaire).
(Indication : Si Fy et Fy, noter F' leur intersection, S; un supplémentaire de F dans F; et
montrer que Si- N Sy = {0}.)

— Que vaut l'indice d’une forme bilinéaire de signature (p,q) ?

Probleme 17. A une forme quadratique définie positive q sur R™, on associe lellipsoide £, = {x €
E|0<q(x) <1 et son volume V, = (Discrp(q) =7 (ou B est une base orthonormale).
— Montrer que les formes définies positives forment un ouvert convexe dans [’ensemble des
formes quadratiques.
— Montrer que ¢ — V, est une fonction strictement convexe.
— Soit K uncompact d’intérieur non vide. Montrer qu’il est contenu dans un unique ellipsoide
de volume minimal.
— Montrer que sous-groupe compact de G L, (R) est un sous-groupe d’un groupe orthogonal.

Semaine 14 : Intégration 2, le retour

Exercice 109. Etudier la convergence des intégrales suivantes : [, <=hb_cos®) g4 [ In(cos(7))dt,
2 ™

0 t
f 1t511n EQ)dt foo sin(t) dt foo In 1+ta
n(1+4t) te ’

Exercice 110. Etudier la convergence de [ |sin(x)|" dz.

Exercice 111. Soit f : R, — R, décroissante telle que fo t)dt converge. Montrer que f(x) =
o(2).
f@®

Exercice 112. Soit [ continue telle que f1 t)dt converge. Montrer que Va > 0, f1 e converge.

Exercice 113. Calculer pour y = 0, supx>0(:cy ) Montrer que, si f et g sont continues sur

[0, 1], fol |fal < fo |f|p fo lg]?) 7, ol 5 +E =1 (mega,lzte de Holder).

. o dx
Exercice 114. FEtudier la convergence de fo Trat s’ ()
Exercice 115. Soit f : R, — R, Zocalement intégrable (ie intégrable sur tout intervalle) et de

carré sommable sur Ry.. Montrer que [; f(t)dt = o(y/x).

Exercice 116. Soit f : R, — R, continue telle que foo uo;

foo f(at)— f(bt)
0 t

Exercice 117. Soit ¢ : R — R localement intégrable et T-périodique et f : ]R — R continue par
morceaux. Montrer que Ya,b € R, lim, . ff f)e(nt)dt = 7 OT (t)dt f:f(t)dt. Redémontrer le
cas particulier 1im, fab f(t)e™dt =0 (lemme de Lebesgue) dans le cas ou f est C' sans utiliser
ce qui précede.

dt converge. Montrer que, pour a,b > 0,

o' e—atie—bt dt

dt converge et calculer cette intégrale. En deduzre la valeur de -

Exercice 118. Pour quelles valeurs de o a-t-on convergence de fooo ze~ = s (@) gy 2

dx

Exercice 119. Soit a > 0. Trouver un équivalent quand n — oo de I, = fooo ) ) -

Exercice 120. Soit a € RY et ¢ : [0,1] — R de classe C*. On pose I(t) = fol e~ p(z)d.
Calculer un développement asymptotique de I1(t) quand t — oo.

Exercice 121. Une fonction f : I — I est dite Riemann-intégrable si sup flgo | o < f,p en
escalier) = inf( f[‘P | ¢ = f,p en escalier ). Montrer que la fonction nulle sur les irrationels et
valant % en § (p,q premiers entre euzx) est Riemann-intégrable sur [0,1]. Montrer que si f > 0 sur

I et Riemann-intégrable sur I, fl f>0.
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Semaine 15 : Intégration 3, la vengeance

s r1vyn
Exercice 122. Calculer les limites quand n — oo de +O° 511_1;7;2 , fl (}i;‘;ﬁn, 0 TIniazs fol (Sm\(/%)) ,
f \F(l + f Jetvn fo — Lynget,
Exercice 123. Calculer [, O en utilisant Fubini, fol [.7° e sin(2xy) dwdy.
Exercice 124. Calculer I, = | ... fDn Ty ...x5dxy ... dx, o0 D, ={x; <...<x, <1}
Exercice 125. Calculer le volume de la boule unité de R™.
Exercice 126. Calculer un développement asymptotique en +oo de f(x) = O+Oo ithdt
Exercice 127. Calculer un développement asymptotique en +oo de f(z) = |, e’ du.
Exercice 128. Trouver un équivalent en 07 de I1(t) = 1+°° A

zo+1
Exercice 129. Retrouver la formule de Stirling a partir de n! = fo e “u"du (on utilisera que

+o0 ,m
J o e tdr=/x).
C(241)e

Exercice 130. Calculer fj e da par Fubini, puis en utilisant la fonction g : x — fl %,

et enfin en utilisant (et en montrant) l’encadrement (1 — g) <e < (1+ ;)

Exercice 131. FEtudier f(x) = f0+oo \jidt (définition, continuité, dérivabilité, limites et équiva-
lents en 0 et +00).

Exercice 132. Donner un développement limité a ['ordre 2 de u, = fol #dt

Exercice 133. C’alcule’r Ii(z fo sin(zt) < dt puis, pour o > 0, Iy(x f+°° e tette=ldt. En

déduire I3(z) = [ e 1t 1dt puis I(z) = oo e~ e2imt .

0 0

Probleme 18. Pour une fonction f L', on pose F(f) = [ f(t)e™™" (transformée de Fourier de
7).
— Montrer que F(f) € B = {fonctions continues bornées sur R}.
— Montrer que F est une application linéaire continue de L' dans B.
— Montrer que si tf(t) est sommable, F(f) est dérivable, donner sa dérivée et généraliser aux
dérivées d’ordre supérieur.
— Montrer que si [ est C1, avec f et [’ intégrables, f tend vers 0 & Uinfini et calculer F(f').
Généraliser.
— Calculer F(f) quand f est une fonction créneau f = ia sur [—a,a], et est nulle ailleurs) et

quand f(z) = e .

Probleme 19. (On se référera a lez:e'rcz'ce précédent pour les notations). Si f et g sont deux
fonctions de R dans R, on note f * g(t fR g(x —t)dt quand cela a un sens.
— Montrer que f* g est bien déﬁme quand f est a support compact, ou f intégrable et g bornée,
ou encore f et g de carré sommable.
— Montrer que si f % g existe, g f aussi et fxg=g* f.
— Montrer que * est une forme bilinéaire continue sur B x L.
— Montrer que si f € L' et g € B, f * g est continue.
— On pose f(t) = e . Caculer f * f et f *exp.
— Quelles hypothéses mettre sur les fonctions pour avoir un résultat intéressant sur la dérivée
de fxg?
— Montrer que F(f xg) = F(f)F(g).
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Semaine 16 : Séries de Fourier

Exercice 134. Développer en série de Fourier f(z) = |sin(z)| (solution : £ 3% SZiQ(ff)), f(z) =
22 sur [0,27], f(x) = x(7 — 2) (7 + 2) sur [-7, 7).

Exercice 135. Montrer que Vx € [0,7], z(r — z) = & — S o0 coslnz) _ By sin(@nt1)z)

6 i=1 n?

(2n+1)3

Exercice 136. Soit f : R — R une fonction C?, 2w-périodique, de moyenne nulle et telle que
ViteR, |f(t)| = |f"(t)]. Que peut-on dire de f ?

Exercice 137. Soit f : R — C une fonction de développement en série de Fourier EnEZ e"””

Montrer que 5= ["_|f(t+h) — f(t — h[Pdt = 434 p2sin®(nh), o p, = (|cal” + |enl® )72 Si
f est a- _Hélderienne (f(y) — f(x)] < |z—y|*), montrer qu’il existe M > 0 tel que ¥p > 0,
Ejof P2 sin (2p+1) < 4,% puis que [ est somme de sa série de Fourier si o > 1.

Exercice 138. Soit o € R\Z. On pose f,(t) = Cos(at) Developper fa en série de Fourier sur
[0,27]. En déduire que Yt 6 R\Z, cotan(t) = 1 + 2t S L. Montrer ensuite que Vt €

[—m, 7], sin(t) = tI2%1 — 27T2 et Vt € [—m, 77]\{0}, Sm% Zfz (t—rlm)2

Exercice 139. On pose, Vp,q,r € N, a,, = [ cos(qt) sin((2p+1)L)dt, et s,;, = > ;| a;p. Calculer

ap g, montrer que s,, = 0 et s, , > hlé ") En déduire que la série de Fourier de la fonction f : R — R

paire 2m-périodique valant > % & s1n((2"3+1)§) sur [0, 7] diverge en 0.

Exercice 140. Montrer que Vn € N*, Vt €]0,7[, Y7, Sin(jﬁjl)t = ()2 ef que [sin(z)| =
8 +00 27r t 1+ +ot ot
8yt s ng) 2("”; En déduire que Ym € N*, IS::I?Z dt = FTTQQJ

Exercice 141. Soit f la fonction 2w-périodique valant —1 sur [—m,0] et 1 sur [0, 7]. Calculer sa
série de Fourier. Etudier les extrema de sa série partielle, remarquer qu’ils ne convergent pas vers
ce qu’on pourrait penser (phénomene de Gibbs).

Exercice 142. On pose, pour k € N, Qx(t) = Cp(F524) (Cy constante telle que 5= ["_ Q(t)
1). Montrer que V5 > 0, limy, o0 SUPseir Qr(t) = 0. En déduire que, si f est continue 27r—
périodique, Py(t) = 5- fﬁ (t — 5)Qx(s)ds converge uniformément vers f.

Exercice 143. Soit o« € R\Q et f continue 2w-périodique. Que vaut limy_.o + SN f(2mna) ?
En déduire que {na — E(na)} est dense dans [0,1].

Exercice 144. On note H,, l’ensemble des polyndémes trogonométriques de degré inférieur ou égal a
n. Montrer qu’il existe C' tel que VP € H,,, || P’ Hoo C|| P |l (utiliser F,,(x) = Ezzfn(l—%)e“m
et I, = P« Fsin(nxz)). Montrer que, si f est C', infpep, || f — P |lo= O(2) (utiliser J,(t) =
L(sin(n%)

- )* et commencer parmontrer que a,, C'"n?).

Semaine 17 : Séries entiéres

n+5
neEN (n+2)(n+3)

n

Exercice 145. Calculer le rayon de convergence et la somme des séries entiéres » ",

2 neN GIRGID -

e
Zr —, T

. , , . . a . . 1
Exercice 146. Développer en série entiére (au voisinage de 0) z +— T 1

(z+VI+a?)?, z 2ol
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Exercice 147. Soient (u,)nen €t (Vn)nen deuz suites réelles vérifiant les relations u, 1 = up, + 20,
Unt1 = Up + Uy. Calculer le rayon de convergence et la somme de ZneN un% et ZneN vn%n!.
Exercice 148. Soit f une fonction développable en série entiére au voisinage de 0 et vérifiant
f(0) =1. % est-elle développable en série entiére au voisinage de 0 ¢

Exercice 149. Soit (a,)nen une suite de nombres complezes et Ay, ..., Ay € C vérifiant ¥n € N,
ik +ANOpigp_1+ ...+ Aga,. Montrer que ZneN anz" a un rayon de convergence strictement positif
et que sa somme est une fraction rationnelle. Etudier la réciproque.

Exercice 150. On note I,, le nombre d’involutions sans point fixe de {1,...,n} (c’est-a-dire de o
dans &, telles que 0® = I1d). Trouwver une relation de récurrence entre les I, puis calculery”, In%

Exercice 151. Etudier la série entiere ., (—1)*VMZ (en particulier sur le disque de conver-
gence).

Exercice 152. Soit (a,)nen une suite de nombres complezes et A, = ag + ...+ a,. Montrer que
on on A .
ZneN an%y et ZneN Anzr ont méme rayon de convergence. Montrer que, si le rayon de convergence

de an, 2™ vaut 1, celut de A, 2" aussi. Donner un contre-exemple s’il ne vaut pas 1.
n ) n

neN neN

Exercice 153. Pour z > 0, on note q(x) = {a € Z* || a ||< z} et ¢"(z) = {a € N? ||| a ||< z}.
1
-

Trouwver des équivalents de q et g7 quand x — oo. On pose g(t) = (D nen t"2)2. Trouver un
équivalent de g en 17, et donc de ), o,

Exercice 154. Soit (b,)nen € RY telle que Y, by diverge et Y _bn2" a rayon de conver-
Zucn®® _ ¢ b déduire lim, ;- (1 —

gence 1. Soit (an)nen telle que > — S. Montrer que lim,- m
dx

\/(1—z2)(1—k222)

Exercice 155. Calculer, pour |z| # 1, v(z) = == [7" 2" qu. En déduire que, si f : C — C

2ir JO elv—z
est dérivable au sens complexe en 0, de dérivée continue, elle est développable en série entiere au
.. . . 27 et —z))— . " . .
voisinage de 0 (introduire g(\) = 3= [ fet (Ziufz)) [G)jeivdy ). Donmer une condition nécessaire

et suffisante pour qu’une fonction soit dérivable au sens complexe en un point.

)% Y sy n " Trowver un équivalent en 17 de fol

Semaine 18 : Equations différentielles linéaires

Exercice 156. Résoudre les équations différentielles suivantes : y'+y = sin(t), (1+t%)y’ = ty+1+12,
(1+t)y +ty=0,y" +2y +y=te, y +y=tan?(t), t*y" — 2y = 3%, 2%y" + xy' +y = 23.

Exercice 157. Résoudre I’équation différenticlle (t* — 1)y” — 6y = 0.
Exercice 158. Résoudre l’équation différentielle xy” + 2y’ + w?xy = 0
Exercice 159. Résoudre le systeme d’équations différentielles

{2x”+3y”—|—2x’+y’+x+y:0
0

2+ 3y + 4+ 22 — x — y =
Exercice 160. Trouver les fonctions f : R} — R telles que Vt € RY, f'(t) = f(3).

Exercice 161. Considérons le systétme Y' = A(t)Y, A : C € M,(C) continue T-périodique.
Montrer qu’il existe une solution non nulle V' telle que ¥Vt € R, V(t +T) = AV (t) (A € C).
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Exercice 162. Soit f : R — C une fonction C' et a € C tels que f' — af — 0 en +o0o. Montrer
que f — 0 en +00. Généraliser en trouvant une condition nécessaire et suffisante sur un polynéme
P=3%",a;X" pour que P(D)(f) — 0 en +oo implique f — 0 en +oo.

Exercice 163. Soit g € C*(R*,R) telle que [, |q(x)| < 00 ety une solution bornée de y"+q(x)y =
0. Etudier le comportement de y' en +oo. Montrer qu’il y a des solutions non bornées (utiliser le

Wronskien).

Exercice 164. Soient x ety des solutions respectives des équations " +p(t)x = 0 et y"+q(t)y = 0.
On suppose p = q sur un intervalle I. Montrer qu’entre deux zéros de x dans I, il y a toujours un
zéro de y. En déduire des résultats sur les zéros de x quand p est majorée ou minorée sur I. FEn
déduire des résultats sur les zéros d’une solution de ’équation x” + %/ +(1- ‘j—j)x = 0. Montrer
qu’une solution de l’équation y" + ty = 0 s’annule au moins 15 fois sur lintervalle [—25, 25].

Semaine 19 : Fonctions de plusieurs variables

Exercice 165. Montrer que P(x,y) = 2?y* + y?*x* — 322y + 1 est positif sur R* mais n’est pas
somme de carrés de polynomes.

Exercice 166. La fonction f : (z,y,2) — 2% + 4> + 22 + 2xyz a-t-elle des extrema locauz ?

Exercice 167. Montrer que f: (x,y) — m se prolonge a R2 et déterminer ses bornes.

Exercice 168. Soit K = [0,1]%. On définit f sur K par f(z) = x(1 —y) quand x < y et f(z) =
y(1 — x) quand x > y. Etudier la différentiabilité de f sur [o( et ses bornes.

Exercice 169. Soit d une distance sur un espace de Banach E et U un ouvert de E. Montrer que
d ne peut pas étre différentiable partout sur U?.

Exercice 170. Calculer la différentielle de linversion sur GL,(R) puis sur (L).(E), ou E est un
espace de Banach de dimension infinie.

Exercice 171. Calculer les extrema (relatifs et absolus) de f : (z,y) — z* +y* — 2(z — y)2.

Exercice 172. Etudier la différentiabilité de la norme sup sur l’ensemble des suites réelles a limite
nulle.

Exercice 173. Soit U C M,,(C) lensemble des matrices symétriques définies positives. Montrer
que c’est un ouvert dans l’ensemble des matrices symétriques, que l’application racine carrées est
bien définie sur U et que c’est un Ct-difféomorphisme sur U.

Exercice 174. Déterminer les fonctions continues de R™ dans R telles que, si < u,v >= 0,
flu+v) = f(u)+ f(v) (Indication : commencer en dimension 2).

Exercice 175. On note Cy = {u = (Up)ner | lim, o u, = 0}, muni de la norme || u ||=
SUD,en |Unl|. Etudier la différentiabilité de cette norme.

Exercice 176. On note S ={z € C ||| z ||= 1}. Comment placer trois points A, B,C sur S pour
que le périmeétre du triangle ABC' soit mazimal ¢

Exercice 177. Soit f : R? — R une fonction C* telle que Af = %—ngy]; = 0. Calculer le Laplacien

en coordonnées sphériques, puis montrer que [ fD(O R f(z,y)dzdy = mR*f(0,0) (on D(0, R) est le
disque de centre O et de rayon R). En déduire que si [ est de plus bornée, elle est constante.
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Exercice 178. Démontrer le théoréme d’inversion locale (si f : E — F, avec E et F' des espaces
de Banach, a une différentielle bicontinue en un point x de F', il existe des voisinages V' de x et

W de f(z) tels que f soit un Cl-difféomorphisme de v sur W et dff_(i) = (df,)71).

Exercice 179. Soit f : R” — R une fonction C*> telle que f(0) = df (0) = 0. Montrer que Vo € R™,
(@) = 36 heq, oy ©iTi9:(x), ot les g;; sont des fonctions C*. Montrer que si la matrice des
dérivées secondes de f est d’efinie positive en 0, f s’écrit localement au voisinage de [’origine comme
somme de n carrés de fonctions C* (lemme de Morse).

Semaine 20 : Calcul différentiel et intégral

Exercice 180. Calculer les extrema locaux de [ : (x,y, 2) — x? + y? + 2% + 2zy2.

Exercice 181. Montrer que la fonction définie sur RZ\(0,0) par f(z,y) = se pro-

ry
(1+2)(1+y) (z+y)
longe a R% et calculer ses bornes.

Exercice 182. Montrer que les courbes d’équations %JFZ—z —1 =0 etr =asin(20) (en coordonnées
polaires) ont méme longueur.

Exercice 183. Calculer [ [ [, (x* +y* + 2*)dxdydz, ou D = {(2,y,2) e R} | £+ 4+ 2=1.

Exercice 184. Calculer [, y*dx+2*dy, ot E est Uellipse d’équation z—z - z—j — 2L = 0. Le long de
quels cercles cette méme intégrale est-elle nulle ?

Exercice 185. Montrer que f(x,y) = 2*y* + 2%y? — 32%y* +1 > 0 sur R
Exercice 186. Etudier les extrema de [ : (z,y) — x* + y* — 2(z — y)?.

Exercice 187. Calculer [ [, \/zydzdy, ou D ={(z,y) |y >0, (§+4)* < ¢.

Exercice 188. On pose, pourt > 0, F(t ff0t2e (@*+4?) Vdady et f(t) fo ¢’ dx. Exprimer
F(t) de deux maniéres, monter que =+ fo t)dt converge quand T — +oo et en déduire la valeur
de ¢ = f0+oo e dr.

Exercice 189. Soit f : R* — R, (z1,...,2,) — 1" 2;. Calculer supy f, ozz I'={(x1,...,2,) |
oy x; = s}. Calculer de méme supp Y o7, ou I = {(21,...,2) | 201
si Yo w =1, (1 — ;) < 00

= 1}. Montrer que,

w.|

Exercice 190. Soit f : R® — R"™ une fonction C' de différentielle inversible en tout point et
telle que lim|, oo || f(x) ||= 00. Montrer que f est propre (I’image réciproque d’un compact est
compacte) puis qu’elle est surjective, puis que Yy € R™, f~1({y}) est fini, enfin que |f~({y})| est
constant (s’il vaut 1, f est donc un difféomorphisme).

Probleme 20. Soit w une forme différentielle sur un ouvert V-de R™ et ¢ : U — V une fonction
Cl. On définit ¢*w(z)(h) = w(o(x))(dp(x)(h)). Montrer que c’est une forme différentielle, exacte
siw est exzacte et C" si w est C* et ¢ C"FL.

Soit Ay(E) Uensemble des formes bilinéaires alternées sur E a pour base l; Nl = (x,y) — 1;(x)l;(y) —
Li(x)li(y), ot (Iy,...1,) est une base de Ex quand 1 <i < j < n. On définit une forme différentielle
de degré 2 comme E(i,j) a; jdz;dz? | et la différentielle d’une forme différentielle w = >, a;dz; par
dw =Y. da; N dx; (qui est une forme différentielle de degré 2). Montrer que ¢a ne dépend pas de
la base choisie, montrer que d(df) = 0 pour une fonction C?, définir un changement de variables
et vérifier ses propriétés (montrer en particulier que d(¢*w) = ¢*(dw). Généraliser tout cela a des
différentielles de degré supérieur.
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Semaine 21 : Equations différentielles, arcs parameétrés

Exercice 191. Résoudre ’équation différentielle v’ + y + xy* = 0.
Exercice 192. Résoudre l’équation différentielle y* + 3y” = 0.
Exercice 193. Résoudre l’équation différentielle y' + y*> + zy + 1 = 0.
Exercice 194. Résoudre I’équation différentielle (zy' — y)* = 2% — y*.

. . 5, . ) . . . ( /)2
Exercice 195. Résoudre léquation différentielle y = ty' — -

Exercice 196. Trouver les solutions mazimales de ’équation différentielle xy' —y = \/x? + y2.

Exercice 197. On considére l’équation différentielle y"y = 1. Trouver des transformations simples
du plan laissant stable [’ensemble des courbes solutions. Résoudre l’équation, dessiner les solutions,
donner le nombre de solutions f vérifiant f(0) = f(1) = 1.

Exercice 198. On note f:[0,1] x R — R la fonction définie par f(t,x) =0 sit =0, 2t six <0,
2t — fracdat si x € [0,t2], et —2t si x € [t?, +ool. Montrer que [ est continue, mais que, si on pose
(E) : 2" = f(t,x), o = 0 et z,(t) = fot f(u, xp—1(u))du, x, ne converge pas vers une solution de
E, et que méme ses valeurs d’adhérence ne sont pas solutions de E. Résoudre E.

Exercice 199. Une mémé se déplace a vitesse constante v sur l'aze O, en partant du point (0,0)
au temps t = 0. Son toutou part du point (a,0) (a > 0), va a la vitesse constante 2v et se dirige
constamment vers la mémé. Quand la rejoint-il ?

Exercice 200. Soit (E) : %" + (a+ 1)ty + (* + 1)y = 0 (a > 1). Montrer que E a une
solution sur R de la forme t*¢(t) ot ¢ est somme d’une série entiere de rayon de convergence
infini sur RY telle que ¢(0) # 0. Si a’? — 1 n'est pas un carré d’entier, étudier le comportement
asymptotique en 0% de la solution générale de E. En déduire qu’il existe une unique solution de
I’équation tiy* — %t?’y' + (14 %) = 0 équivalente a t5 en 400 et en donner un développement
asymptotique a trois termes.

Probleme 21. On considere le systeme différentiel suivant :

2 = ar — bxy

(S)'{y’ = — cx + dvy
Intérpréter ce systeme si x est le nombre de sardines dans 'océan et y le nombre de requins.
Montrer que H(x,y) = by + ax — aln(y) — cln(z) est une intégrale premiére du mouvement
@ —0)
Montrer qu’une solution partant de (zo,yo) € (R%)? est périodique.
Calculer les valeurs moyennes de x et de y.
Si on rajoute un terme de péche (c’est-a-dire un —ex dans la premiére équation et un —ey
dans la seconde), qui cela favorise-t-il ?

Probleme 22. On considére I’équation différentielle (E) : y' = y? — x.
— Déterminer les zones de croissance et de convexité des solutions.
— Montrer que, par tout point du plan, il passe une solution mazximale définie sur un intervalle
non Mminore.
— Montrer, que si y est une solution maximale majorée sur un intervalle non majorée, elle est
croissante puis décroissante et a pour limite —oo en +00.
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— On note y; la solution passant par le point (0,t). Montrer que, si u <t, y, < y; sur linter-
section de leurs domaines de définition.

— Montrer que A = {t | y; est majorée } est de la forme ] — oo, .

Montrer que B = {t | y; est croissante et convexe a linfini } est de la forme |3, +o0l.

Montrer que o = (3.

Exercice 201. On note C' la courbe définie en coordonnées polaires par p = a(1+cos(f)). Montrer
que, pour une direction & donnée, il y a trois tangentes a C suwivant 6. Calculer le lieu de l’iso-
barycentre des trois points ainsi déterminer, et 'aire du triangle qu’ils délimitent. Calculer l'aire
entouré par la cardioide C'.

Exercice 202. On note C la courbe définie par les équations paramétriques x(t) = t2, y(t) = t3 et
2(t) = t1. Calculer I'équation du plan osculateur en un point de C. Montrer qu’il y a exvactement
un autre point d’intersection P(t) dudit plan avec la courbe (sauf si t = 0, auquel cas, on note
P(0) =(0,0,0)). Montrer que, si C(ty),...,C(ts) sont coplanaires, P(t), ..., P(ty) aussi. Calculer
I’équation du plan contenant les P(t;) en fonction de celle de celui contenant les C(t;).

Semaine 22 : Algébre générale et géométrie

Exercice 203. Calculer les intégrales suiwvantes : [ [, a*dxdy ou D = {(z,y) | 2* < = < y};

[ [o(@® = y?)emvdady o D = {(z,y) |22+ 12 < 1; a4y = 1; x>y} ; [ [,xcos(/2% + y?)dady
OZlD:{(x’y)‘l’?y?O, [L‘3—|—y2<7r’fffnyzdxdde OuD:{(xjy’Z)|x2+y2+22<17
JJ e @ 4 92 + 2)erdadydz.

Exercice 204. Calculer [ [,(x+y)dzdy ou D = {(z,y) | y* <z +2; 2> <y+2.

Exercice 205. Tracer la courbe paramétrée définie par les équations cartésiennes x(t) = m
et y<t> = t21—1 ‘

Exercice 206. Tracer les courbes C' : % + Z—Z =1 et C": r =asin(20) et montrer qu’elles ont

meéme longueur.

Exercice 207. Soit ABC' un triangle non aplati. Montrer que les paraboles tangentes auz trois
droites (AB), (BC) et (C'A) sont celles ayant pour foyer un point F' du cercle circonscrit ¢ ABC
(distinct de A, B et C') et pout directrice la droite de Steiner du point F' par rapport a ABC.

Exercice 208. L’inversion de contre O € R? et de rapport k € R\{0}, notée I(O,k) est I’ap-
plication R*\{0} — R2\{0} qui, a un point M, associe le point M’ de la droite (OM) vérifiant
OM.OM' = k. Montrer que I est involutive, trouver ses points fixes, que devient la distance entre
deux points apres inversion ¢ Montrer que I est un difféomorphisme et calculer sa différentielle, en
déduire qu’elle conserve les angles. Calculer les images des droites et des cercles du plan par I.

Exercice 209. Quelques petits exercices sur les groupes ou [’arithmétique : montrer que, Yn &€
N, 5 | (23" 4+3"*1). Quel est le reste de la division par 7 de 162" ¢ Quel est la somme des chiffres
de la somme des chiffres de la somme des chiffres de 4444*4* 2 Combien y a-t-il de morphismes
S,, — C* 2 Montrer qu’un groupe fini G tel que Vo € G, x> = e est isomorphe a (Z/27)". Montrer
que —1 et un carré dans Z/pZ (p premier) si et seulement p = 1[4], en déduire ’existence d’une
infinité de nombres premiers congrus a 1 modulo 4.

Exercice 210. Montrer que le groupe Ay n'est pas simple, ¢’est-a-dire a un sous-groupe distingué
non trivial. Montrer qu’au contraire As est simple, et méme que ¥n > 5, A, est simple.
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Exercice 211. Montrer que Aut(Z/nZ) = (Z/nZ)*. Montrer que, sin = II[_p{", on a (Z/nZ)* =
7, (Z/pZ)"
Montrer que, si p est un nombre premier différent de 2, Vk € N, dg € N* premier a p tel que
(14p)?" = 1+qp**', en déduire Uordre de p+1 dans (Z/p*Z)* puis que (Z/p*Z)* ~ Z./(p—1)p“Z.
Montrer que, so k >3, 52" =14+ \28+2 o0 \ est impair, en déduire que (Z)2°7)* ~ Z)2°7*Z x
Z)2Z. Conclure.

Exercice 212. Soit a € N. Un entiern est dit ppa (pseudo-premier en base a) s’il n’est pas premier
mais vérifie a”~ ' = 1[n]. Montrer que, si p est un entier premier impair et p{a(a® — 1), n = “;2:_’11
est ppa. En déduire qu’il y a une infinité de nombres ppa.

Un entier n est appelé nombre de Carmichael s’il est ppa pour tous les entiers a qui lui sont
premiers. Montrer que n est de Carmichael < n = py...p, (p; nombres premiers distincts) avec
Vi, p; — 1 | n — 1. Montrer qu’un nombre de Carmichael ne peut avoir moins de trois facteurs
premiers.

Probleme 23. Le but du probleme est de trouver toutes les solutions entieres de l’équation x> +7 =
2" (équation de Ramanujan-Nagell).
— Résoudre dans le cas ot n est pair.

— St n est impair, en posant m = n — 2, montrer que x est impair et se ramener a
1+\/77]
]

2247 _ om
ST om,

— Décomposer 2 en facteurs premiers dans l’anneau 7|

En posant z = HTE, montrer que 2™ — 2" = e\/—T7, ou e € {—1,1}.

En regardant modulo z%, résoudre le cas e = 1.

- Sie=—1, montrer que m = 3,5 ou 13[42].

— Montrer qu’on ne peut avoir de solutions pour deuzr valeurs distinctes de m ayant méme
congruence modulo 42. Terminer la résolution.

Probleme 24. On notera par la suite w(n) le nombre d’entiers premiers inférieurs ou égauz G n.
— Montrer que, ¥n € N, % < Oy, <47
— Montrer que P, = 11, premier <nP < 4.

— Montrer que vy(nl) =372, [ﬂ}

pl
~ Sir € N*, montrer que p" | C3 = p" < 2n. En déduire O3, < (2n)™2"),
~ Sin > 2, montrer que 23 <p <n=pf{Cy,.

w3

— On pose R, = Il,,<, premier <2nD- Montrer que, si n > 98, 47ﬁ <R, < (2n)”(2")*”(”).
2y/n(2n)"%

— Montrer que x > 7= 2" > 18x et x > 5 = 2% > 6x. En déduire que, st n > 450, R, > 2n.
— Conclure que, Yn € N, il existe deur nombres premiers entre n et 2n (théoréme de Tcheby-

chev).
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