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Exercice 1 (*)

Le gain du joueur peut étre de 1, 2, 3 ou —1 euro (en soustrayant la mise de départ). On a
donc X () = {-1,1,2,3}. Notons par ailleurs que |Q2] = 63 = 216 (on lance trois dés a 6 faces).
Il ne reste plus qu’a calculer la probabilité de sortir un nombre de 6 donné pour obtenir la loi de

1
X. Pour obtenir trois 6, il n’y a qu'un tirage possible, soit une probabilité de —. Pour deux 6, on

a le choix du dé qui ne donnera pas un 6 (trois possibilités), ainsi que du chiffre obtenu sur ce dé

3x5 15

516 — 216" De méme, pour un 6, trois choix pour le dé
qui donne 6, et cinq choix pour le résultat de chacun des deux dés restants, soit une probabilité de
3x5% 175

= —. Enfin, si on n’obtient pas de 6, on a cing choix pour chaque dé, soit une probabilité

(cing possibilités), soit une probabilité de

216, 216
5 125
e 216 = 216 (on pouvaut bien entendu aussi remarquer que le nombre de 6 obtenus lors d’une série

de lancers de dés suit une loi binomiale). On vérifie que la somme de ces probabilités est bien égale
a 1, et on a donc la loi suivante :

k -1 1 2 3
I

— 25 [ 75 [ 15 [ L
P(X — k) 216 216 216 216

1x125+1 2 x 1 1 1
_ x 125 + X;i’; x15+3 X :_—7:—0.08.Onperdra

16
1x1254+1x75+4x15+9 x

Le reste est du pur calcul : E(X)

donc en moyenne huit centimes d’euros par partie. Ensuite, E(X?) = 516
269 269 17\? 57815

— X)=EX?)-EX)? =] = ~ 1.24 (soit o ~ 1.11).
o16° dome V(X) = E(X%) —E(X)" = o5 <216> 46 656 (soit @ )

Exercice 2 (* a **)
1. Pour déterminer la loi de X7, peu importe 'ordre dans lequel on a effectué les trois premiers
tirages. On peut donc considérer qu’on a tiré simultanément trois boules parmi les six de I'urne,
6
ce qui fait au total (3) = 20 tirages possibles. Parmi ceux-ci, un seul ne laisse aucune boule

numéro 1 dans 'urne (il faut évidemment tirer les trois boules numéro 1). Symétriquement,
un seul laisse trois boules numéros 1 dans 'urne. Pour avoir X; = 1, il faut tirer deux boules

3
1 parmi les trois disponibles, et une boule parmi les trois autres, soit 5 X 1) = 3x3=9

tirages convenables. Le nombre de tirages donnant X; = 2 vaut également 9 (la situation est
en fait symétrique). Soit une loi pour X; donnée par le tableau suivant :

SEEN
SRR
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Ox14+1x9+2%x9+3x1 _3

On calcule ensuite E(X;) = 50 — (ou on invoque la symétrie
1x9+4%x949x1 54 27
de la loi pour justifier cette valeur), puis E(X?) = XIHAxITINL 0t 2 et
97 9 9 20 20 10
X = - — — = —,
V=153

. Au minimum, il faudra trois tirages pour ne plus avoir de boules 1. Au pire, il en faudra
bien siir six. Pour avoir Xy = 3, il faut tirer les trois boules 1 lors des trois premiers tirages,

1
on a vu plus haut que cela se produisait avec probabilité 20" Pour avoir Xo = 4, il faut

tirer deux boules 1 lors des trois premiers tirages (probabilité 20’ comme vu & la question

précédente), puis lors du quatriéme tirage, tirer la derniére boule 1 parmi les trois restantes,
. . . . 9 1 3

ce qui se produit avec probabilité 3’ soit finalement P(Xo = 4) = 20 X 350 De méme,

pour Xo = 5, il faut tirer deux boules 1 et deux autres sur les quatre premiers tirages (proba

()< G) _ 9

= —) puis tirer la boule 1 au cinquiéme tirage parmi les deux restantes, soit

@ 15
3
globalement P(Xy = 5) = 10 Enfin, on obtient par soustraction ou par un raisonnement

1
direct, P(X2 = 6) = 3 (il y a une chance sur deux que la derniére boule & tirer soit une

numéro 1 puisque la moitié des boules au départ sont numérotées 1). Finalement :

k [3[4]5]6
P(Xo=k) | 5 |5 6]

12 1 21 4 1
On peut alors calculer E(X3) = 3+12+30+60 = —05 = —, puis E(XQQ) = 9 +48+ 150 + 360 =
567 567 441 63 20 20 4 20
—soit V(X)) = — — — = —.
20 20 16 80

1
. Enfin du facile, X3 prend toutes les valeurs de 1 & 6 avec probabilité 5 chacune (si vous

n’étes pas convaincus, un peu de formule des probabilités composées devrait suffire a refaire
les calculs).

k 11213]4|5]|6
PXs=F[glalslalsla
7 1+4+94+16+25+36 91 91
Sans difficulté ici, E(X3) = 2 E(X3) = rar +6 toF0 5 soit V(X3) = .

49 35 . . . . .
— = — (bien sir on a aussi le droit d’appliquer directement les formules du cours pour les

lois uniformes).

. On peut obtenir au minimum une somme de 3 en trois tirages, au maximum une somme
de 7. Pour obtenir 3, il faut tirer les trois numéros 1, on finit par savoir que la probabilité

1 3 2
correspondante vaut 20" Pour avoir 4, il faut tirer deux 1 et un 2, ce qui donne (2) X (1) =6

tirages possibles (toujours sur 20 au total, bien entendu). Pour le 5, on peut tirer deux 1 et
un 3 (trois possibilités), ou bien un 1 et les deux 2 (encore trois possibilités). Pour une somme
de 6, il faut un 1, un 2 et un 3 (encore six possibilités), et il reste une unique possibilité pour
le 7.

k 34151617
_ 1 6 6 [§ T
P(Xs=F) | 55| 35|26 26 |30




9+96+150+216+49 520
Donc E(X4) = 5 (la loi est symétrique), E(X3) = Rkl + + 00 26 puis

20 20
V(X)) =26—25=1.

5. Au mieux, la somme atteindra 5 en deux tirages (un 3 et un 2). Au pire, ce sera au quatriéme
tirage (aprés avoir tiré trois 1, on sera obligé de tirer au moins un 2 lors du quatriéme tirage).

2 2
La probabilité de n’avoir besoin que de deux tirages est (T) = 15 pour aller jusqu’a 4, il
2
1
faut soit tirer les trois 1 lors des trois premiers tirages, ce qui fait une proba de 20’ soit

() < ()

tirer deux 1 et un 2 lors des trois premiers tirages, probabilité ~=—-—+ = 20° Finalement,
7 31 o "
P(X5 = 4) = —. Par soustraction, il reste P(X5 =3) = —.
20 60
k 2134
PXGs=k %5 x
16+93+84 193 3242794336 647 1571
Donc E(X5) = or9eres 1 E(X2) = el L V(X5) = ——.
60 60 60 60 3 600

Exercice 3 (*)

Le nombre X de lancers réussis suit une loi binomiale de paramétre (10,0.7). On a donc P(X =
10
k) = (k > (0.7)%(0.3)197F et E(X) = np = 7. La probabilité de n’avoir aucun lancer réussi sur ¢

tentatives vaut 0.39. Elle passe en-dessous de 2% lorsque 0.37 < 0.02, soit ¢In0.3 < In0.02, donc
In0.02

> -
17 1,03

au moins réussisse.

~ 3.25. Il suffit donc de quatre lancers pour avoir plus de 98% de chance qu’un lancer

Exercice 4 (*)

2
1. Il s’agit d’un exemple standard de loi binomiale de paramétre <6, 3). On a donc P(R=k) =
2\* 1 2k 2 1 4
(2) (3) 3717_’(& = <2)3n, E(R) =4 et V(R) =6 X g X § = § De méme, la variable V
1 4
suit une loi binomiale de paramétre | 6, 3) donc E(V)=2et V(V) = 3

2. Sans remise, on est obligés de tirer une boule rouge au moins, donc R(2) = {1,2,3,4,5,6}.
Par ailleurs, ’événement R = k est réalisé si on tire k£ boules rouges parmi les 10 et 6 — k

() (5”%)
(¥)

calculatrice pour les plus paresseux) permet d’obtenir <6> = 5 005, et que les coefficients

boules vertes parmi les 5, donc P(R = k) = . Un peu de calcul a la main (ou a la

10
(k) valent respectivement 10, 45, 120, 210, 252 et 210 quand k varie entre 1 et 6, et que

5
6—k

tableau suivant pour la loi de R (on n’a volontairement pas simplifié les fractions) :

pour ces mémes valeurs, < > vaut 1, 5, 10, 10, 5 et 1. On peut donc dresser le magnifique

k 1 2 3 4 5 6
— 10 225 | 1200 [ 2100 [ 1260 | 210
P(X =F) | 5005 | 5005 | 5005 | 5005 | 5005 | 5005




~ 10+450+ 3 600 + 8 400 4+ 6 300 + 1 260 20 020

édui E = 4. Bell

o en e S 10 3+ 10 500+ 33600 2 L7500

simplification. On continue donc : E(R?) = 2005 =
4 11 11

850?);0 = 78, puis V(R) = 78 —16 = g On peut s’étonner d’obtenir des résultats aussi

simples, mais c’est normal puisque ce genre de variable suit une loi classique appelée loi
hypergéométrique, mais dont I’étude n’est pas & votre programme.

N’oublions tout de méme pas la variable V. Inutile de refaire les calculs, il suffit de se
rendre compte que V + R = 6, donc V = 6 — R. On en déduit que V() = {0,1,2,3,4,5}, et

(o) * ()
(5)

la variance, E(V) =6 —E(R) =2 et V(V) =V(R) = -.

P(V=k=PR=6—-k)= . On aura, d’aprés les propriétés de l'espérance et de

Exercice 5 (**)

On a bien évidemment X (92) = {1,2,3,4,5,6} (quand on lance simultanément quatre dés, il est
tout a fait possible que le plus grand chiffre obtenu soit 1 puisque les répétitions sont possibles).
Notons également que | = 6* = 1 296. Plutét que de calculer directement la loi de X, il est
beaucoup plus simple ici de calculer la probabilité des événement A; : « Le plus grand chiffre obtenu
est inférieur ou égal & ¢ ». En effet, cela revient & dire que chacun des quatre dés a donné un résultat

4
inférieur ou égal a i, ou encore qu'on a i possibilités pour chaque dé. Ainsi, P(Ag) = % =1,
5% 625 44 256 81 16 1
PlAs) = = ——, P(Ay) = - = ——, P(A3) = ——, P(Ay) = t enfin P(A;) = ——.
(As) = 57 = 7205 FA9) = G = 7og5° FA8) = 150 PA2) = 75 ot enfin P(AL) = 3555

Ensuite, remarquons que 1’événement X = ¢ correspond a avoir A; réalisé (si le maximum vaut i, il
est certainement inférieur ou égal & 7), mais pas A;_1 (sinon, le maximum sera strictement inférieur
a 7). Chaque événement A;_; étant inclus dans A;, on en déduit que P(X = 6) = P(4g) — P(45) =

1 296 — 625 671
= P(X =5) =P(A5) —P(A4) =

ete. Soit la loi suivante :

1296 1296’ 1 296
k 1 2 3 4 5 6
_ 1 15 65 175 369 671
P(X — k) 1 296 1 296 1 296 1 296 1 296 1 296

~ 1+30+195+700+1845+4026 6 797

1 296 1296
1460+ 58542 800+9 225424 156 36 827
+o0t + . 296+ + = To06" et V(X) = E(X?) —E(X)? ~0.91 (non, je ne me

fatigue méme pas a écrire 'ignoble fraction exacte qui ne se simplifie pas du tout), soit o ~ 0.95.

On a donc E(X) ~ 5.24, puis E(X?) =

Exercice 6 (*)

Supposons donc que nous ayons réussi & truquer les deux dés de fagon & avoir une somme uniforme.
Cela revient & dire qu’on a réussi & imposer une distribution de probabilités sur les entiers de 1 & 6

1
telle que, Vi € {2,...,12}, P(X +Y) =) = 17 on notant X et Y deux variables indépendantes

ayant une loi définie par cette distribution de probabilités. En particulier, puisque la seule fagon

N

(seul un double 6 permet d’obtenir une somme égale & 12). Mais alors on

d’obtenir une somme égale a 2 est d’avoir X =Y = 1, on devrait avoir P(X = 1) = . De méme,

1
on aura P(X =6) =
( )= 2
adéijaP(X+Y =7)22xP(X=1)xP(Y =6) > I (puisqu’on peut otenir une somme égale a 7

en obtenant 1 sur le premier dé et 6 sur le second, ou le contraire). On a obtenu une contradiction,



le truquage n’est donc pas possible (on aurait aussi pu calculer les probabilités qu’on devait imposer
pour les autres faces et obtenir d’autres contradictions, par exemple le fait que la somme des six
probabilités ne donne pas du tout 1).

Exercice 7 (**%*)

1. Comme I’énoncé nous 'a signalé, on aura nécessairement X > 2. On peut par ailleurs prendre
toutes les valeurs jusqu’a n inclus (un tirage possible ot X =nestn, n—1,..., 4, 3, 1, 2),
donc X () = {2,...,n}. On conviendra par ailleurs que X = n si on a tiré toutes les boules
en ordre strictement décroissant.

2. Dans le cas oun = 3, il n’y a que 3! = 6 ordres possibles pour les tirages (on considérera qu’on
méne les tirages jusqu’au bout méme une fois qu’on a tiré un numéro supérieur au précédent,
c’est plus simple). Parmi ces six, il y en a 3 pour lesquels le deuxiéme numéro est plus grand

1
que le premier : 123, 132 et 231, donc P(X = 2) = 6= et donc trois pour lesquels X = 3,

1
donc P(X =3) = 3 L’espérance correspondante vaut 3

Dans le cas o n = 5, il y a 5! = 120 tirages possibles. On aura X = 2 si on débute notre

série de tirages par 12, 13, 14, 15, 23, 24, 25, 34, 35 ou 45 (puis on peut tirer les trois derniers

10 x 3! 1
x :i.OnauraX:3sion

nombres dans n’importe quel ordre), soit P(X = 2) =

commence par 21, 31, 41, 51 (puis n’importe quoi), ou 324, 325, 423, 425, 435, 523, 524, 534,

Ax3+8x2 1
Soit P(X = 3) = X2 T 8X = < Onaura X = 4, si on débute par 321, 431, 421, 541, 531,

120
. : 6x214+3 1
521, et pour les tirages 43251, 54231, 53241, soit P(X =4) = —10 " & Enfin, on aura

5 1
X =5 pour les tirages 43215, 53214, 54213, 54312, et 54321, soit P(X = 5) = o = 5. On

1 1 1
1 fois-ci ¢ 1 E(X)=2x— —+4x - — = —~2.71.
obtient cette fois-ci une espérance valant ( ) X 2 +3 % 3 +4 X 3 +5 X 21 21 7

Dans le cas général, il va bien falloir trouver une fagon intelligente de faire le calcul.
Supposons X = k, cela signifie qu’on a tiré £k numéros dont les k — 1 premiers sont apparus en
ordre décroissant. Une fois qu’on sait quel est le k-éme numéro tiré, 'ordre du tirage est donc
totalement imposé. Or, ce k-éme numéro tiré peut étre n’importe lequel des k numéros tirés,
sauf le plus petit. Ainsi, si on X = 4 et qu’on a tiré les numéros 1, 3, 6 et 8 on a pu tirer

n
dans les trois ordres suivants : 8613, 8316 ou 6318. On a donc < i choix pour les numéros
tirés, k — 1 choix pour le numéro qui apparait au tirage k, et (n — k)! choix pour l'ordre des

"k —1)(n — k)!

k k—1

n! Y
Seule petite exception si k = n : il faut ajouter le cas trés particulier ot on a tiré tous les

numéros dans le sens décroissant, ce qui représente un seul cas sur les n! possibles, donc

P(X =n) = <Z> (n—1)0' +1

tirages suivant le tirage numéro k. Conclusion : P(X = k) =

= On peut désormais calculer I'espérance de X : E(X) =
n!

n!
N2 k(k— 1) n . B
T +n x ] (on a séparé le cas particulier signalé auparavant pour rendre le calcul
k=2 ) '
k=n k=n—2
1 n? 1 n?

lus simple), soit E(X) = ——+ — = — 4+ —.

P ple), (X) kz_Z(k:—Q)!+n! Z_%)k!Jrn!



2

n—2

.n . 1 .

3. On sait que lim — =0, et lim g — = e (on reparlera de ce résultat dans un prochain
n——+oon/! o0 e~ k!

chapitre consacré aux séries), donc lim E(X) = e (eh oui, c’est étonnant mais c’est comme
n—+00

Ga).
Exercice 8 (**)

2 2n — 2
1. llya (2;;) tirages possibles au total (I'ordre de tirage n’a aucune importance), dont (22 2)

ol on a tiré les deux chaussures de la paire numéro i (deux tirages sont imposés, il reste donc
2k — 2 tirages a effectuer dans ’ensemble de chaussures ot on a supprimé les deux chaussures

2n—2
2n — 2)! 2k)!(2n — 2k)!
de la paire 7). Autrement dit, P(X; = 1) = (2222) = ( n' ) ;X (2k)}(2n ' ) =
o (%) (2k — 2)!(2n — 2k)! (2n)!
222_1;. Puisqu’il s’agit d’une variable indicatrice suivant une loi de Bernoulli, on a donc
n(2n —

k(2k —1
simplement E(X;) = P(X; = 1) = H La variance est également simple a donner,

n(2n —

k(2k —1 k(2k —1
méme si la formule est laide : V(X;) = k@k=1) < ( )

n2n—1) " n@2n-1)
quoi que ce soit, on ne trouvera pas d’expression trés engageante).

) (inutile de développer

n

2. La définition de la variable X donne immédiatement X = ZXi‘ La linéarité de ’espérance
i=1

, , k(2k — 1) ,
permet alors d’affirmer directement que E(X) = nE(X;) = 571 Par exemple, si on a
n —
quatre paires de chaussures dans le placard (donc n = 4) et qu’on tire quatre chaussures au
2x3

7

tire six chaussures (kK = 3), le nombre de paires moyen monte a

hasard (donc k = 2), on aura en moyenne =z paires de chaussures complétes. Si on
3x5 15

7 7

Exercice 9 (**)

1. Commencons par calculer la probabilité qu’un groupe soit positif. Pour cela, il est plus simple
de passer par le complémentaire : le groupe est testé négatif si tous les individus du groupe
sont négatifs, ce qui se produit avec une probabilité (1 — p)™. Un groupe est donc positif avec
une probabilité 1 —(1—p)™. Ensuite, la loi du nombre de groupes positifs est une loi binomiale

N N
de paramétre <, 1—(1—p)") (puisqu’il y a — groupes).
n n

N
2. Dans un premier temps, on effectue — analyses (une par groupe). Parmi celles-ci, il y en a en

N
moyenne (1—(1—p))™ x — de positives (espérance de la variable aléatoire étudiée a la question
n
précédente). Pour chaque groupe positif, on doit effectuer n analyses supplémentaires. On a
N
donc au total en E(Y) = — + (1 — (1 — p)™)N analyses a faire.
n

3. Si N =1 000, la premiére méthode conduit a faire 1 000 analyses. Avec la deuxiéme méthode,
on en a en moyenne 100+ 1 000(1 — 0.99'%) ~ 196. 11 est donc nettement plus avantageux de
regrouper les tests!



Exercice 10 (**)

1. Notons pour commencer Y,, le nombre de jours ou la valeur de I'action a augmenté. On est
dans une situation de schéma de Bernoulli (probabilité p de hausse chaque jour, de fagon
indépendante d’un jour sur 'autre), donc Y,, ~ B(n,p). En particulier, E(Y;,) = np. Or, en
partant de la valeur 1, la valeur de notre action au jour n sera obtenu en multipliant o autant
de fois qu’il n’y a eu de jours de hausse, et en faisant le produit par 5 élevé & une puissance

égale au nombre de jours de baisse. Autrement dit, X,, = oY% Y. On peut donc écrire
n

_n k on—k _ _n Egn—k [T\ & n—k _ n k n—k _
—kz_oaﬁ P(Y, = k) —kZ_Oa 8 @p (1-p) —?_()(,{)(w) (aB)" " =
(pa+ ¢B)"™ en exploitant la formule du binéme de Newton et en posant ¢ =1 —p

On va bien siir appliquer la formule de Kénig-Huygens pour obtenir la variance On obtient

E(X2) en appliquant exactement la méme technique que ci-dessus : E(X2) Z o2k g2n—2k ( > kg =

> ( ) )*(a8*)" " = (pa®+¢B%)". On en déduit que V(X,,) = (pa®+¢8%)" — (pa+¢8)*"
k=

non, on ne cherchera pas a simplifier cette expression).

(no P p P

1 _ n
2. D’apres la question précédent, on a désormais E(X,,) = <pa + p) . Si on souhaite une
o

1— 1 1
espérance égale a 1, il faut donc imposer pa + b 1, soit p (a — > =1——, ou
e o o

a—1 1 . .

encore p = — = . Remarquons en passant que cette valeur est toujours strictement
at—1 a+1

inférieure & —, si on est dans une situation d’équilibre entre hausses et baisses, la valeur

1
moyenne de 'action augmentera. Si p > ar on aura E(X,,) = 2™ avec z > 1, donc 'action
Q@

va voir sa valeur senvoler (en moyenne). Au contraire, si p < PREE la valeur moyenne de
Q
I’action va tendre vers 0.
3. On adésormais E(X,,) = (p(14+h)+(1—p)(1—h))" = (1—h+2ph)™. L’espérance est donc égale

(14+n)2  (1—-h)2\"
2 T 2 >_

1
alsil—h+2ph=1,s0itp = 7 On peut alors simplifier V(X,,) = <

1+h 1-—h\™
——+——) =(@1+nr})"
() —aem

Exercice 11 (***)

1. Si n =0, on a bien sir toujours 7, = 0. Dans le cas contraire, il y aura toujours au moins
une case non vide, et au plus n aprés n lancers, sachant toutefois qu’on ne peut dépasser N
cases non vides dans le cas ot N < n donc T,,(Q2) = {1,2,...,min(n, N)}.

2. Aprés un lancer, il y aura toujours exactement une case non vide (celle dans laquelle on
a lancé la boule), donc 77 = 1 (variable aléatoire constante). Au deuxiéme lancer, soit on
relance dans la méme case qu’au premier, et on a alors 75 = 1, soit on lance dans une autre
et To = 2. La probabilité de lancer dans la méme case étant N onaP(Ty =1) = N et

N-—-1

B(Tp = 2) = ——.

3. Pour avoir T,, = 1, il faut avoir obtenu & chaque lancer & partir du deuxiéme la méme case

qu’au premier lancer, ce qui se produit avec probabilité N a chaque lancer, soit P(T,, = 1) =



)

Le nombre de tirages donnant 7;, = 2 est obtenu en choisissant deux cases parmi les IV,
puis en se laissant deux possibilités a chaque tirage, et en supprimant a la fin les 2 tirages ot

on a tiré toujours dans la méme case, soit (2 x (2" — 2). Ceci est a diviser par le nombre
N(N —1)(2" 1 —1)
N™ ’
Sin < N, T, =n si on tombe dans une nouvelle case & chaque tirage, ce qui correspond &
N(N-1)...(N— 1 N!
N(N —1)...(N—n+1) tirages, soit P(T},, = n) = ( )Ns nt ):(N—n)!N”'
Sin > N, on ne peut pas avoir n cases non vides, donc P(7,, = n) = 0.

total de tirages, qui vaut N, donc P(T}, = 2) =

. Les événements T;,, = k forment un systéme complet d’événements donc on peut écrire en
utilisant la formule des probabilités totales que P(T,4+1 = k) ZIP’ T=i(Tn+1)-

Mais parmi les probabilités conditionnelles apparaissant dans cette formule seules deux sont
non nulles : soit on avait déja k cases non vides aprés n tirages et on a a nouveau tiré dans

une de ces k cases (probabilité Py, —(T),41 = k) = N)’ soit on en avait k — 1 non vides et on

N-k+1
a tiré dans une des N — (k — 1) cases restantes : Py 1 (Tpy1 = k) = T—i_ La formule
demandée est donc exacte.
5.(a) On a Gy( Z P(T,
(b) Calculons : E(T; Z kP(T, ). Or, en dérivant G, on obtient G/ (x Z EP(T,

k)z*~1. En remplagant par 1, on tombe exactement sur E(7},), qui est donc egale aGh(1).

(¢) Notons pour commencer que la formule de la question 4 reste en fait valable pour k = n+1,
puis sommons ces égalités :

k=n+1 k=n+1
k N—-k+1
Gnia(z) = Z P(T41 = k)xk = Z <NP(Tn =k)+ TP(Tn =k- 1)) z”
k=1 k=1
N Z k)a* + (N — k+ 1)P(T, = k — 1)zF
k=1

r n 1 k=n
_ _ k— 1 - k+1
= 5 D2 HFP(T = k)t + > (N = k)

k=1 k=1

- . 2 k=n

= 5 Gn(@) + & ; NP(T;, = k)z* + = Z kP(T,

= %G;(x) + 2Gp(x) — %G/n(x), ce qui correspond bien a la formule annoncée (les
indices disparaissant dans certaines sommes du calcul correspondent & des termes nuls).
1 1
(d) Dérivons donc : G (x) = N(l - 22)G (z) + N(:}: — 22)G"(x) + Gu(x) + 2G! ().
En prenant x = 1 (ce qui a le bon gott d’annuler le terme faisant intervenir la dérivée

1
seconde) et en réutilisant les résultats précédents, on a E(T,41) = —NE(TH) +14+E(T),) =

(1 - ;f) E(T,) + 1.

(e) Notons u, = E(T,). La suite (u,) est arithmético-géométrique, d’équation de point fixe



1
T = (1 — N> x4+ 1, donnant x = N. Posons donc v, = u, — N, alors vp,4+1 = upy1 — N =

1 N-1 N -1 N -1
<1—>un—|—1—N: U, — (N —1) = (up, — N) = v,. La suite

N N N N

(vn) est donc géométrique de raison et de premier terme v1 = u3 — N =1 — N,

N-—1\"" (N —1)" . (N — 1)
dOHC’Un:(]_fN) T :fW.Onendedmtqueun:N—W:
N — (N -1)" N —-1)" 1\"

N(”—l ) _N(l_(N")>_N<1_<1_N> ).Lorsquentend vers +0o0o,

n
<1 N va tendre vers 0, la parenthése vers 1, et 'espérance de T,, vers N, ce qui est

intuitivement normal.

Exercice 12 (**%*)

1. C’est une loi binomiale de paramétre (n,p). On a en particulier E(X) = np et V(X) =

np(1 —p).
2. La variable Z représente le nombre total de correspondants obtenus, on a donc Z(2) =
{0,1,...,n}.

3.0naZ=0sti X =0etY =0, donc si on fait deux tours complets sans qu’'un seul appel
réussisse. On a donc P(Z = 0) = (1 — p)?™. Pour Z = 1, on a soit X = 0 et Y = 1, soit
X =1etY =0, et attention, les deux possibilités n’ont pas la méme probabilité! Si X = 0
et Y = 1, un appel a réussi parmi les n derniers, et on a fait 2n appels au total, soit une

711 p(1 —p)" 1 = npg*~!. Pour le cas ot X =1 et Y = 0, un appel

parmi les n premiers a réussi, et on en a retenté n — 1 qui ont raté, soit une probabilité de
n
<1>p(1 —p)" L x (1 —p)" ! =npg®* 2. Au total, P(Z = 1) = npg®*2(1 + q).

4. Comme précédemment, si on a [ appels réussis au total, c’est qu’on en a eu k (avec 0 < k < 1)
au premier tour, et [ — k au second tour, autrement dit que X = ket Y =1 — k. On a donc

proba de (1 — p)™ x

k=l
bien P(Z =1) =Y P(X =k)N(Y =1-k)).
k=0

5. On sait que X = k, il y a donc n — k appels a retenter au deuxiéme tour. La probabilité
conditionnelle Px_x(Y = h) est donc la probabilité de réussir h appels parmi n — k. Cette

—k
probabilité est non nulle si h € {0,1,...,n — k} et elle vaut alors <n b >ph(1 — p)nk=h,

k=l k=l
On a donc P(Z =1) = Z]P(X =k)Pxp (Y =1—-k) = Z <Z>pkqn_k (7__:>pl—kqn—l —
k=

k=0 0
k=l
Z <n> <n—l<:> lq2n—k—l
k)\1—k '
k=0
n\ (n—k n! (n—k)! n!
. 11 suffit de calcul _ _ "
0. 11 suffit de calculer (k:)(lk) =8 U—Rn=0  Kl—kn_1 °
() = n X r = n On peut utiliser cette égalité pour
\E) " 0n—0! " BI—k)! D& —k)! P sate b

simplifier I’expression obtenue a la question précédente :

P(Z=1)= kz::l (7;) <;)pzq2n—k—z _ (7)plq2n—21::z:; (é) Ik (7)]9[(1 R

k=0



7. Comme p(1+¢q)=(1-q)(1+q)=1-¢*, onaP(Z=1) = <?Z> (1—¢>!(¢*>)" . La variable

aléatoire Z suit dont une loi binomiale de paramétre (n,1 — ¢?).

8. La probabilité qu'un correspondant donné ne soit joint ni au premier, ni au deuxiéme tour
vaut ¢2, donc celle qu’on le joigne a un tour ou a 'autre est de 1 — ¢?. Comme on répéte cette
expérience sur chacun des n correspondants, on est bien dans une situation de loi binémiale
de parameétre (n,1 — ¢?).

Exercice 13

1. (a)

(***)
n n n—1 n
Calculons donc : (1 — q) k"' = qukil qu Z + 1)g* — quk =
k=1 k=1 k=0 k=1
n—1 1— qn 1— qn n
1+qu—nqn_1—nq"+ 4 -1 = - —ng". En particulier,Zk:Qk:

k=1

1-2"
2) g2kl = —n2") =n2" 4 2(1 - 2") = (n— 1)2"" + 2.
Z 1_2<1_2n>n +2( )= (n—1)2" 4
Pulsqu on nous donne gentiment la formule, démontrons-la par récurrence. Au rang 1, la

somme vaut 2, et le membre de droite 2x4—6 = 2, donc ¢a va. Supposons la formule vraie
n+1

au rang n, alors Z K22k = Zk22k +(n+1)22" = (2 —2n+3)2" T 64+ (n+1)22" " =
k 1

(n* —2n +3+n? +2n + 1)2"+1 6 = (2n* +4)2"T — 6 = (n? +2)2"" — 6. 1l ne reste

plus qu’a constater que (n+1)2 —2(n+1)+3=n2+2n+1-2n—2+3 =n?+ 2 pour

prouver la formule au rang n 4+ 1 et achever la récurrence.
n

Il faut commencer par compter le nombre total de boules dans I'urne : 2 + ZZk =

k=1
1—2ntt 1 1 2 1
2+ﬁ—1:1+2n+ —1=2""1 On a donc logiquement P(X = 0) = 5ot = om0

281
on+l — ontl—k’
Calculons donc l’espérance, en oublions la valeur particuliére 0 qui n’intervient de toute
n
k2" 1
fagon pas dans le calcul : E(X) = ZkP(X =k) = Z = (n — 1)2"! +

2n+1 2n+1
k=1

et pour tour k > 1, P(X = k) =

1 1
2) =n—-1+ on" Pour la variance, on va avoir besoin de E(X?) = SIS Zk22k =

6
n? —2n + 3 — ——. Ensuite, on applique bien sir la formule de Kénig-Huygens : V(X) =

on+1
E(X2)—E(X)? = n?—2n+3 TR R PP SR b S S0
— =n"—2n+o—\|n— +2n —n—n—l——n+n——2n_1—4n—
1—n 1

Si k=0, alors Px—o(Y =0) =1 et Px—o(Y =1i) = 0sii # 0. Plus généralement,
Px_x(Y = i) = 0 si i > k puisque les boules correspondantes ont été supprimées. Par

2! 1
contre, si 0 < i < k, Px_(Y =1i) = oF = gt Dernier cas, si k # 0, Px_;(Y = 0) =
2 1
oF = ohoT-

On peut appliquer la formule des probabilités totales au systéme complet d’événements
n

constitué¢ des X = k. On obtient alors P(Y = 0) = P(X = 0) x Px—o(Y =0) + ZIF’(X =

10



n
1 1
g —_nt . De méme, si ¢ # 0,
L T om

LI
AL
, , T2k 2 (n—4)2 i
P(Y =i)= Y PX =k)xPx_p(Y =i)= ) _ T X g = e = ()2 L

k=i+1 k=i+1
Veérif n—+1 2l_n_1_n+1 (i o n+1 oy _n41
(c) Veérifions : 7—’_2 T on +Z on—i+l ~  9n +Zﬁ_27n+

=1 =1 =1
. _ntl 1fl-ms n-1\_n+l 1 -1 2 . 1
Aijg: 2t—1 - on +_2 1 % B on—1 - omn + __2n—1__ on - éﬁj% __2n—1-_

1. Ouf ¢a marche!

n—1 n—1
. . 1 .
(d) Allez, un dernier caleul : E(Y) = S i(n — )27 "1 = 2:‘“ izt - oy > i =
=1 i= ;

(n*—2n+3)2"t —6) = n(n—1)+2%—(n2—2n+3)+2% =

3
n—3+ —on e exploitant les résultats des premiéres questions.

—((n—1)2"*" +2)—

2n+1

Exercice 14 (***)

I. Etude du cas ¢ = 0.

1. On cherche a compter le nombre de boules blanches tirées lors de n tirages avec remise. La

variable X suit une loi bindmiale de paramétre (n, 2).

1
2. On a 'Y = 0 si on tire n boules noires, donc P(Y = 0) = o Et on a Y = k si la séquence

de tirages commence par NN ... NB, avec k — 1 noires au départ, ce qui a une probabilité

NN 11
= X == —.
2 9~ 9k

n
11— 27 1 1
3. En effet, Y P(Y = —+Z2k= 21_7—*+ —on = L
k=0
k=n n+2 1 n+1
4. Une fagon de faire est de prouver par récurrence la propriété P, : Z kot = ne ((ln + )); + z
-z
k=1
) . . 23— 22 +x
Pour n = 1, la somme de gauche se réduit a x, et le quotient de droite vaut W =
—x
—1)2
plw—1)7 =z, donc Pj est vraie.
(1—2)?
k=n+1 k=n n+2 1 n+1
Supposons donc P, vérifiée, on a alors Z kz® = Z kxk—f—(n-i-l)ﬂfnﬂ = (n+ 1)z e

— )2
k=1 k=1 (1—x)
(n + 1)z (on a ici utilisé 'hypothése de récurrence). Mettons tout cela au méme dénomi-
nz"2 — (n+ D" + 2+ (n+ 1)2" (1 - 20 + 2?)

nateur pour obtenir

(1—a)
B nanrz _ (n + 1)xn+1 Lo+ (n 4 1)xn+1 _ 2(n + 1)xn+2 + (n 4 1)xn+3
= (1—a)?
. 9 n—+2 1 n+3
_ 7t (n+2) :(El —SQ(n + 1z . Ceci correspond exactement a la formule qu’on doit
—x

obtenir pour que P, soit vérifiée, et achéve donc la récurrence.

11



5.

ok (1_1)2

On applique le résultat précédent. On a E(Y) =

n+2
on

an (n—2(n+1)+2"H) =2—

I1. Etude du cas ¢ # 0.

1.

2.

Z, est simplement le nombre de boules blanches tirées aprés p tirages.

1
Pour Xy, il n’y a que deux boules dans l'urne, on a P(X; = 1) = P(X; = 0) = 5 et donc
1

Si on suppose X1 = 0, ¢’est-a-dire si une boule noire a été tirée au premier tirage, on se retrouve

1
c+ ot
. ) c+2
lezo(XQ = 1) = C—|—72 De méme, on a PXI:l(XQ = 0) = 9 et PXI:l(XQ = 1) = et 2.

On en déduit via la formule des probabilités totales (les événements X; = 0 et X; = 1 formant
un systéme complet d’événements) que P(Xo = 1) = P(X; =0) x Px,—o(X2 =1) + P(X; =

1 1 1
1) xPXl:l(ngl):§ X C+2+§ X 212 =3 De méme, ]P)(X2:0):§' La loi de X»

avec 1 boule blanche et c¢+1 boules noires au deuxiéme tirage, donc Py, —o(X2 = 0) =

1
est donc la méme que celle de X, et E(X3) = 7
On a ZQ(Q) == {0, 1,2} et IP)(ZQ == 0) == P((Xl = 0) N (X2 == 0)) == P(Xl == 0) X lezo(XQ =
1 1 1
0) = = x 2 = L pz, — 1) = P(X) = 1) x Py, (Xa = 0) + P(X) = 0) x

2 c+2 2(c+2)

1 1 1 1 c+1
Py,—g(Xo=1)= = X —— + — = —— P(Z,=2) = .
x=0(X2 ) 2Xc+2+2xc+2 c+2’ (22 ) 2c+4

5. On a bien str Z,(Q) = {1,2,...,p}.

6. (a) Si on fait I'hypothése que Z, = k, on a donc tiré k boules blanches lors des p premiers

tirages, et par conséquent p — k boules noires lors de ces méme tirages. On a donc ajouté a
k reprises ¢ boules blanches dans 'urne, ce qui nous fait un total de kc+ 1 boules blanches
dans l'urne avant le tirage numéro p + 1 (il y en avait une au départ). De méme, on a
ajouté p — k fois ¢ boules noires et on se trouve avec (p — k)c + 1 boules noires. Soit un
total de ke + 1+ (p — k)c+ 1 = pc + 2 boules dans 'urne, ce qui est tout a fait normal
puisqu’on avait deux boules au départ et qu’on en ajoute p a chaque tirage. La probabilité

ke+1
de tirer une boule blanche au tirage p + 1 vaut alors Pz, —(Xp41 = 1) = pz i 5"
(b) Les événements Z, =0, Z, =1, ..., Z, = p forment un systéme complet d’événements.

On peut alors appliquer la formule des probabilités totales puis exploiter le calcul de la

question précédente pour écrire : P(X,11 = 1) ZP = k) xPz,—x(Xpy1 = 1) =

=p k=p k=p

Xk 1 1 E(Z 1
S S ez, — ZP(Zp:k):C(p)+
P pc+2 pc+2k:0 pc—|—2k:0 pc+2  pc+2

(la derniére somme étant égale a 1 car elle représente la somme des probabilités d’une loi
de probabilité).
b 1 n . = = = = ... = n =
(c) Prouvons donc par récurrence la propriété P, : P(X; = 1) = P(Xy = 2) P(X.

1
1) = 3 La propriété est vraie au rang 1 (on I’a constaté en début de probléme), supposons

la vérifiée au rang n. On en déduit que E(Z,) = E(Z Xk) ZE X)) = =, puis en

12



cy +1 1

utilisant le résultat de la question précédente que P(X,11 = 1) = neiaibt ce qui
ne
achéve la récurrence.
Exercice 15 (**)
1. On reconnait ici un exemple classique de loi uniforme, plus précisément X ~ U({1,2,...,2n}).
2n+1 4n? -1
Le cours nous affirme alors que E(X) = nt et V(X) = n12 .

i
2. (a) On a manifestement P(U < i) = — (il y a ¢ jetons possibles qui ont un numéro inférieur
9 y J
n

1
ou égal a i parmi les 2n que contient I'urne) et de méme P(D < i) = —. Les deux

événements étant indépendants (puisque les deux tirages le sont), on a donc P(Y < i) =

i
P(D<i)NU <£1)) = —.
(D<)NU <) = 1
(b) L’événement Y = i est réalisé exactement lorsque Y < i est réalisé mais pas Y < ¢—1. Or,

. : . . , P2 —(i—-1)%2 2i—1
Y <i—1)c (Y <i),doncP(Y =4) =P(Y <i)-P(Y <i—1) = ™ =

(c) Calculons donc a l'aide de nos connaissances sur les sommes classiques E(Y) = E i X

2n
, 1 9 . 1 2n(2n+1)4n+1) 2n(2n+1)
P Y — = —F= 2 2 — = — —
¥=9 4n2; v 4n2< 3 2
n(2n+1) (4n+1 1\ (Cn+1)Bn+2-3) (2n+1)(8n—-1) 160> +6n—1
3 2/ 12n B 12n B 12n '

3. (a) Pour avoir Z = 4, il faut nécessairement tirer un numéro inférieur ou égal & n (n’importe le-
)
quel) au premier tirage (histoire d’effectuer un deuxiéme tirage), ce qui se produit avec une

n
probabilité o = 3 Au deuxiéme tirage, il faut ensuite tirer le numéro 4 spécifiquement,
n

1 1
ce qui se produit évidemment avec une probabilité o On a donc P(Z =1i) = e
n n

(b) Il y a maintenant deux possibilités d’obtenir le numéro i : soit on le tire au premier tirage,

1
ce qui se produit avec une probabilité — (dans ce cas, il n’y aura pas de second tirage),

n
soit on 'obtient au deuxiéme tirage, et la probabilité est alors la méme qu’a la question

1 3
précédente. Au total, on a donc P(Z =i) = — + — =
dn ~ 4n
2n n TL 3n
(c) Vérifions : ZP(Z =1) = Z n Z 4n 4n = 1.
=1 =1 1=n+1
n . n
3n(2 1 1
(d) Calculons déja E(Z) = Zﬁ + — = Z L n Zf ) _ nz; =
1=1 1= n+1
on + 2 i R A
. Pour comparer cette espérance a celle de Y, on calcule tout bétement E(Y) —
16n*+6n—1 5n+4+2  16n*+6n—1—15n>—6 -1
E(Z) = n”+on _onde nTon n n_r . Cette valeur

12n 4 12n 12n
étant positive, on aura E(Y) > E(Z), ce qui est intuitivement logique (dans un cas on

garde systématiquement le meilleur des deux tirages mais dans l'autre non). De méme,
m+2 2n+1 n o . .. .
calculons E(Z) — E(X) = -5 =7 La encore une valeur positive logique

(on gagne quand méme en tentant deux essais plutdét qu’un seul tirage complétement
aléatoire).

13



Exercice 16 (***)

1. Sib =1, on note simplement le numéro du tirage ol on a tiré 'unique boule blanche de I'urne,
qui suit une loi uniforme sur {1,...,n}.

2. Il y a cette fois-ci quatre boules dans 'urne, deux blanches et deux noires. La derniére boule
blanche ne peut pas étre tirée avant le deuxiéme tirage, donc X () = {2,3,4}. On aura

X = 2 si on tire les deux boules blanches lors des deux premiers tirages, ce qui se produit

2 1 1
avec une probabilité P(X = 2) = 153§ On aura par ailleurs X = 4 si on tire une boule

1
blanche lors du dernier tirage, ce qui se produit avec probabilité 3 puisqu’il y a autant de

boules noires et de boules blanches dans ['urne au départ (le fait que ce soit le dernier tirage

ne change rien, renverser le temps ne modifierait pas les probabilités a chaque tirage). On a

1 1 1 1
donc P(X =4) = 3 et on en déduit que P(X =3) =1 — 6 3-3 (valeur qu’on peut bien

stir obtenir par un calcul direct). On calcule ensuite E(X) = 2 x 8 +3x 3 +4 x 3=73

1 1 1 35
E(X?) =4x g +9 x 3 416 x 373 et enfin, en appliquant le théoréme de Konig-Huygens,
35 100 5

(
X=3-75 "9

Il faut au moins b tirages pour tirer toutes les boules blanches, donc X (2) = {b,..., N}.

, puis

<

3. (a)
(b) II faut bien str que k > b pour que ’énoncé ait un sens. Dans ce cas, tirer b — 1 boules
(b20) (i)
b-1 kb (lordre
N
(2)

de ces k — 1 tirages n’a aucune importance pour ce qu’'on calcule ici). Pour que 'évé-
nement X = k soit réalisé, il faut en plus qu’on tire lors du tirage k la derniére boule

blanches lors des k& — 1 premiers tirages a une probabilité

1
blanche, ce qui se produit avec une probabilité N_r+1l (puisqu’il reste & ce moment
N — k + 1 boules dans 'urne, dont une seule boule blanche). Conclusion : P(X = k) =
N —-b
b (k—b) _ BN =Bk DN 41—k n(N=Bk-1!
N\ (N—k+DE—bIN—kIN _ (k—bNt 0 onPe
(N—-Fk+1)
E—1
(b-1)
b—1 (k—1DWBI(N =b)! n(N-blk-1)!
lcul = = =P(X =k).
e TN (b— 1)1(k — b)IN! (k= b)INT K=k
b
k—1
P b—1 b (k
(c) On calcule bétement E(X) = k x = Z <b> On ne dispose pas a

=0

priori d’'une formule permettant de calculer cette derniére somme mais on peut ruser. On
sait en effet que la somme des probabilités des événements X = k doit étre égale a 1, ce

N

kE—1 N

qui revient a dire que Z < b 1> = (b > En modifiant la valeur de b pour la rendre
k=b

N
E—1 N
égale a b+ 1, on a donc Z = , ou si préfére (en décalant les indices)
v b b+1

N-1
N
< > = <b+ 1). Il manque un seul terme pour retrouver la somme apparaissant
b

14



k N+1
dans notre calcul d’espérance : Z < > <b N 1) < ) = < b _:_1 > en appliquant la
b

><N+1 b(N +1)
<N> b+1  b+1
b

relation de Pascal. Finalement, E(X) = aprés simplification

des factorielles.

Exercice 17 (**%*)

1. Posons X = eMS—1P) ef q = " La variable X est évidemment positive, et a > 0, donc on

E(X)

a
est exactement celui de 'inégalité souhaitée. Or, P(S — np > nx) = P(A(S — np) > nAz) =
P(X > ™) puisque I'exponentielle est une bijection croissante. On a donc prouvé l'inégalité
souhaitée.

peut appliquer I'inégalité de Markov pour obtenir P(X > a) < . Le membre de droite

2. La variable S suit par hypothése une loi binomiale de paramétre (n,p). On peut donc la

n

décomposer sous la forme S = Z Si, o S; suit une loi de Bernouilli de paramétre p, avec
i=1 N

des variables S; indépendantes. On a alors A(S — np) = Z)‘(Si — p), donc MS—P) =

AMSi=p) le sont

He’\(si_p). Les variables S; étant supposées indépendantes, les variables e

i=1

aussi (lemme des coalitions), donc E(e*S—7P)) = (E(eMSi=P)))", Par théoréme du transfert,

E(e%P)) = P(S; = 1)er1=P) £ P(S; = 0)e* = per1=P) 4 (1 — p)e=*P, donc E(eMP)) =

(per7P) 4 (1 = p)e= )",

e’ +t
ol

3. Posons donc f(t) = = e”~t + te~!, la fonction f est dérivable sur R, de dérivée

F1(t) = (2t = 1)e”~t + et — te!, qui apres factorisation par e~ est du signe de g(t) =
(2t —1)e” +1 — t. Dérivons & nouveau : ¢ () = 2e!” +2¢(2t — 1)e!” — 1 = (462 — 2t +2)e!” — 1.
1

Le facteur 4% —2t+2 est lui-méme minimal lorsque sa dérivée 8t—2 s’annule, donc pour t =

4

4 2 7 7
La valeur correspondante est 61 +2 = 1 On en déduit que, Vt € R, ¢'(t) > EetQ —1>0.
La fonction g est donc strictement croissante. Or, g(0) = 0, donc g est négative sur | — oo, 0]

et positive sur [0, +o00[. Comme [’ a le méme signe que g, la fonction f admet donc pour
minimum f(0) = 1, ce qui prouve que, V¢ € R, e’ 4t < el

On peut alors appliquer I'inégalité précédente a ¢ = A(1 — p) et & ¢ = —Ap pour obtenir
E(eMS=m2)) < (p(eM P £ X(1 = p)) + (1 — p)(e¥P" — \p))™ < ((p+ 1 — p)e)" = V.
On en déduit via 'inégalité de la premiére question que P(S —np > nz) < e"A A7) Comme
cette inégalité est valable pour tout réel A\, on a intérét a prendre une valeur de A\ minimisant
notre majorant, c’est-d-dire A = g (puisque A — A% — Az a pour dérivée \ — 2\ — 2 qui

71332

s’annule en cette valeur). On trouve alors n(\? — \z) = 0 d’ot I'inégalité demandée.

4. Il suffit de reprendre tout le raisonnement en changeant quelques signes : inégalité de Markov
a la question 1 pour majorer P(S — np < —nx) par la méme espérance, et le reste du calcul

TL.ZQ
est identique. On en déduit donc P(|S — np| > nx) < 2e” 4 en additionnant simplement
les deux majorations. La probabilité de gauche est la méme que celle attendue en divisant
simplement partout par n.
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5.

p(1—p)
—
par n? de la variance de la binomiale), donc l'inégalité de Bienaymé-Tchebychev donne

IP’<S

1—
- — p‘ > x) < ])(721)) Pour de grandes valeurs de n, la décroissance de l’exponen-
n nx

division

La loi de S étant binomiale, on sait que E <S> =petV <S> =
n n

tielle étant nettement plus forte que celle de = — on devrait obtenir de meilleures va-

z2’
leurs avec Berstein. Par exemple, pour p = 3 n = 20 et = 1, on a une majoration via

1
Bienaymé-Tchebychev égale a 30 = 0.0125, celle donnée par I'inégalité de Bernstein est égale
a 275 ~ 0.0135, les valeurs sont similaires. Mais pour n = 100 (et toujours x = 1 pour ne

1
pas s’embéter), Bienaymé-Tchebychev donne 100 = 0.0025, et Bernstein 2e 725 ~ 2.8 x 10711,

I’ordre de grandeur n’a plus rien a voir.

Exercice 18 (**%*)

1.

Dans le cas d’une variable constante, la seule valeur non nulle de P(X = k) vaut 1, donc
H(X) = (1) = 0.

. On suppose qu’il s’agit d’une loi uniforme sur un ensemble de cardinal n (peut importe

I’ensemble ici, la seule donnée importante pour le calcul de 'entropie est celle des probabilités,
pas celle des valeurs prises par X ), donc X prend n valeurs différentes avec la méme probabilité

1 = 1 1
—, et H(X) = Zf <> = —In () = In(n). Remarquons en passant qu’on retrouve le
n — n n

résultat de la pre;niére question si n = 1.

. Commengons par prouver I'inégalité f(x) < 1 — x. Posons donc g(z) = f(z) + =z —1 =

z—1—zIn(z), la fonction g est dérivable sur ]0, +o00, de dérivée ¢'(z) = 1—In(z)—1 = — In(z).
La fonction g est donc croissante sur ]0, 1] puis décroissante sur [1, +o0o[ et admet donc en 1 un
maximum de valeur g(1) = 0, ce qui prouve qu’elle est bien négative sur ]O +oo[ (en en 0 si on

la prolonge par continuité). Majorons maintenant Z f(NP(X Z 1-NP(X =
kEX (D) kEX(Q)
=N-N Z P(X = k)= N — N =0 (la somme des probabilités étant bien stir égale a
kEX(Q)
1).

. Par définition, f(NP(X = k)) = —NP(X = k)In(NP(X = k)) = —NIn(N)P(X = k) +

Nf(P(X = k). Si on somme ces égalités sur toutes les valeurs de k parcourant X (£2), on a

donc Y f(NP(X =k))=-NIn(N) >  P(X =k)+NH(X)=-NIn(N)+ NH(X).
kEX () kEX ()

Puisqu’on vient de prouver que cette quantité était toujours négative, on en déduit directement

que —In(N) + H(X) <0, donc H(X) < In(N).

. L’entropie est toujours positive puisqu’on ajoute des images par la fonction f de valeurs

comprises entre 0 et 1 (ce sont des probabilités!) pour lesquelles zln(z) < 0. Or, on a vu
que ’entropie d’une variable constante était nulle, donc ’entropie minimale vaut 0. Pour que
I’entropie d’une variable X soit nulle, il faut qu’il n’y ait aucun terme strictement positif dans
le calcul de la somme définissant H(X). Or, f(x) > 0 pour toute valeur de x strictement
comprise entre 0 et 1. On doit donc avoir P(X = k) € {0, 1} pour toutes les valeurs de k, ce
qui revient exactement a dire que la variable X est constante. Seules les variables constantes
ont donc une entropie nulle.

. Le maximum de 'entropie (& nombre de valeurs de k fixé) est égal & In(V), atteint pour une

variable uniforme. Peut-on avoir H(X) = In(/N) pour une variable ne suivant pas une loi
uniforme ? Pour avoir H(X) = In(/V), on doit avoir égalité dans 'inégalité de la question 3,
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ce qui impose que tous les termes f(NP(X = k)) soient nuls. Comme la fonction f ne s’annule
qu’en 1, on doit donc avoir NP(X = k) = 1 pour toutes les valeurs de k appartenant & X (),
ce qui revient exactement & dire que la variable X suit une loi uniforme.

Exercice 19 (*)

OnadoncP(X =1)=PY =1) =pet P(X =0) =P(Y =0) =1—p. On en déduit la loi
suivante pour (U, V) (pas vraiment d’autre méthode que de procéder au cas pas cas, sachant qu'il
n'y a que quatre possibilités) :

U\V ] 0 1 P(U = J)
0 0 (1-p)? 0 (1-p)?
1 p(1—p) 0 p(1—p) | 2p(1 —p)
2 0 P2 0 p?
P(V =j) |p(1—p) | p*+ (1 —p)* | p(1 —p)

Les deux variables ne sont manifestement pas indépendantes : on a par exemple P((U = 0) N (V =
1)) = 0, alors que P(U = 0) x P(V = 1) # 0. Calculons les espérances demandées : E(U) =
2p(1 —p) +2p% = 2p, et E(V) = —p(1 — p) + p(1 — p) = 0. Le produit des deux espérances est donc
nul. Or, la variable UV ne peut prendre que trois valeurs (on reprend les cas du tableau de la loi de
couple) : —1 avec probabilite p(1 — p), 1 avec la méme probabilité p(1 — p) et 0 le reste du temps
(probabilité p? + (1 — p)?). On en déduit que E(UV) = p(1 — p) — p(1 — p) = 0. Non seulement on
peut avoir E(UV) = E(U)E(V) mais ce sera méme toujours le cas. La dernier calcul est immeédiat
via la formule de Konig-Huygens : Cov(U,V) =E(UV) — E(U)E(V) = 0.

Exercice 20 (**)

Le mieux si on ne veut pas se perdre dans le remplissage du tableau est encore d’écrire tous les
rangements possibles, au nombre de 27, et de compter. Sinon, on s’en sort sans : si N = 0, on a
nécessairement X = 1 puisqu’on a alors une chaussette dans chaque tiroir, et cela se produit avec

6
probabilité o7 (six rangements possibles, on peut permuter les chaussettes). Si N = 1, soit X =0
avec probabilité > (trois cas avec une chaussette dans le deuxiéme tiroir et deux dans le troisiéme,

trois autres cas ou c’est le contraire), soit X = 1 avec probabilité o7 (deux choix pour le tiroir ou

caser les deux chaussettes restantes, et trois choix de chaussette & mettre dans le premier tiroir), soit
e, O . .

enfin X = 2 avec probabilité o7 (essentiellement le méme raisonnement que le cas précédent). Enfin,

si N = 2, on a trois cas (il faut choisir le tiroir qui accueille les trois chaussettes), un pour lequel
X = 3 et deux pour lesquels X = 0.

X\N 0[1]2[PX=9)
6 2 8
— %
2 0[Z]0 =
3 0]0]4 -
[§] I8 3
P(N = J) 27 | 27 | 27

Encore une fois, les deux variables ne sont pas du tout indépendantes.
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Exercice 21 (**)

1
OnaP(X =N =j) = —sij <i et 0sinon (le numéro de la boule est toujours
in

inférieur a celui de I'urne). En appliquant la formule des probabilités totales au systéme complet

1
d’événements (Y = j), on a donc P(X Z — =i x — = —. C’est sans surprise une loi
in n

1 "1
.Quand a Y, on a P(Y = j) = Z — (ce qui ne se simplifie pas) et
in
i=j

1i(i+1) +1 1 +3
zz vy zm“ Sl _nerl), lontd

11]1 =1

. , n
uniforme, d’espérance

3

Exercice 22 (***)

n n n n n n
1. On doit avoir 3 Y P((X =i)N (Y =j)) =1, Cest-a-dire 1 =» Y aij=a) iy j=
i=1 j=1 i=1 j=1 i=1 j=1
2 2
n“(n+1) 4
afy donC a = m

2. Via la formule des probabilités totales, P(X = i) = ZP((X =Ny =j) = aiZj =

j=1
n(n+1) 2i T2 2n(n+1)(2n+1) 2n+1
= . Bt donc E(X) = = = .
“T n(n+1) onc E(X) Z n(n+1) 6n(n+1) 3
3. Laloi de Y est la méme que celle de X puisqu’obtenue par le méme calcul.
: , , 2i 2j 4
4. érifi P(X = PY =j)= =P(X =
On vérifie que P( i) x P( J) w1 X n(n—l—l) (n+1) =aij = P((
i) N (Y = j)). Les deux variables sont donc indépendantes.
- 442 4n(n+1)(2n + 1)
5. On a Z N =) ;n2(n+1)2 6n2(n + 1)
2(2n + 1)
3n(n+1)

6. Dans le cas d’'un max, il est plus facile de commencer par calculer les probabilités P(U < 7).
En effet, dire que max(X,Y’) < ¢ est équivalent & dire que X et Y prennent toutes les deux
des valeurs inférieures a i. Les variables étant indépendantes, P(U < i) = P(X < i)P(Y < i).

7 7 9 . 1
Reste a calculer P(X < i)jz:}P’(X =j) = Z n(ni— D = 7281_:— 1)) On peut finir notre
calcul : P(U < i) = M On en déduit que P(U = k) =P(U < k) —P(U<k—-1) =
' S (4 1)? a o h h -
E2(k +1)2 (k- D2 B ((k+1)2—(k—1)%) kK*x4k  4k3
n2(n+1)2 n2(n+1)2 n?(n + 1)2 T n2(n+ 12 n2(n+1)2
Exercice 23 (**)
1. La variable Z a pour univers-image Z(Q2) = {1,2,...,n}. Pour avoir Z = k, il faut que

I'une des situations suivantes se produise : X et Y prennent toutes les deux la valeur k,
ou 'une des deux prend la valeur k et 'autre prend une valeur comprise entre 1 et k — 1
(on peut séparer autrement, mais il est important de ne pas compter deux fois le cas ou les
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deux variables prennent la méme valeur). On additionne les probabilités correspondantes :

1 1 k-1 2k-1
P(Z=k)=—=+2x =X = :
n n

n

2. Calculons donc E(Z) = Z k(2k7_1 Z2k2 k= ﬁ (n(n + 1)3(2n + 1) B n(n2—|— 1)> _
k=

(n+1)(2(2n+1) —3) 1( )( —1)

n n?

. Pas besoin de refaire un calcul de somme pour ob-

6n 6n
tenir 'espérance de T. En effet, quelles que soient les valeurs prises par X et Y, on aura
toujours Z 4+ 1T = X +Y,doncT = X +Y — Z. La linéarité de 'espérance et la formule

du cours pour lespérance des lois uniformes donne alors E(T) = E(X) + E(Y) — E(Z) =

nt 1o (n+1)(4n —1) _ (n+1)(2n—|—1)’
6n 61

3. Non, elles n’ont aucune raison de I’étre. L’énoncé semble suggérer d’utiliser les espérances pour
le prouver. Constatons alors que ZT = XY (méme principe que pour la somme a la question
n+1)2

précédente), donc E(ZT) = E(XY) = E(X)E(Y) = (nt+1)7

1)2(4n—1)(2n+1
Y sont indépendantes). Or, E(Z)E(T) = (n+ 1) §6 5 )2n+1)
n
méme valeur (il faudrait avoir (4n—1)(2n+1) = 9n?, donc n?—2n+1 = 0, ce qui ne se produit
que lorsque n = 1. C’est évidemment normal : pour n = 1, toutes les variables considérées
sont constantes égales a 1, et donc indépendantes). Les variables Z et T ne peuvent donc pas
étre indépendantes si n > 1.

(puisque les variables X et

ne donne pas vraiment la

4. 11 s’agit donc de calculer P((Z = i) N (X = j)) pour tout couple d’entiers (7, j) appartenant
a{1,2,...,n}. Il suffit pour cela de distinguer trois cas :

— 81 i < j, la situation est impossible (le max ne peut pas étre strictement inférieur aux
valeurs prises par X et Y), donc P((Z =i)N (X =j)) =0.
— si¢ = j, la variable X doit bien sir prendre la valeur 7, et la variable ¥ doit prendre une
i
valeur quelconque inférieure ou égale a i, ce qui donne P((Z =) N (X =j)) = —.
n
— si 4 > j, X doit prendre la valeur j, et Y doit prendre la valeur ¢, ce qui ne laisse qu’un

1
seul cas possible : P((Z = i) N (X =j)) = —.
n

5. On retrouve la loi marginale a ’aide d’un calcul de somme (formule des probabilités totales
appliquée au systéme complet d’événements constitué des événements (X = 7)) : P(Z =) =
n i—1 . .
1 1 21— 1
Z]P’((Z =i)N(X =j)) = Z 2t = On retrouve bien str la méme formule
. =

qu’a la question 1.

Exercice 24 (*)

1. On est en présence d’un cas typique de schéma de Bernoulli, donc chacune des trois variables
1
suit une loi bindémiale B <n, 3>.
I 2 2n
2. Clest du cours : V(X;) = V(X3) =n x = x = = —. On pourrait penser que la variance de

373 9
la somme va étre plus délicate & calculer, mais en fait pas du tout, on exploite le fait que

X1+ X2 + X3 = n (chaque éléve va manger un des trois plats), donc que X7 + X9 = n — X3,
2
pour calculer V(X + X5) =V(n — X3) =V(X3) = ik (en appliquant en passant la formule

9
V(ax +b) = a®*V(X)).
2 2
3. On sait que V(X +X,) = V(X1)+V(X2)+2 Cov(X1, Xa), donc 2 Cov(Xy, X) = §—2 ;
puis Cov(X1, Xo) = —%. Sans surprise, les variables X7 et X5 ne sont pas indépendantes et
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ont une covariance négative (plus il y a d’éléves qui prennent le premier plat, moins il en
restera susceptibles de choisir le deuxiéme). On peut méme aller un peu plus loin : comme
9 1

2
(X)) =¢(X2) = ?n, le coefficient de corrélation des deux variables vaut —g X = 3
V n

Exercice 25 (**)

1. L’événement Xo = 1 signifie qu’on tire au deuxiéme tirage une boule différente de celle tirée au

n T On en déduit queX2~B<1,n:L_1).

2. De méme, X; = 1 si chacun des ¢ — 1 premiers tirages a donné une boule différente de X;, ce

premier, ce qui se produit avec une probabilité

i—1
i 1 pour chacun, donc X; ~ B (1, <nj—1> )

3. Ona X; =1et X; =1, siles tirages i et j donnent des résultats différents (probabilité

qui se produit avec probabilité
n -+

),

n+1
-1
si chacun des i — 1 premiers tirages est différent du i-éme et du j-éme (proba n e i—
n
n
fois) et si chacun des tirages entre le i-éme et le j-éme est différent du j-éme (proba g
n
n V7 n—1\"" (n—1)itpi
j — i — 1 fois), soit une probabilité globale de =
J ) P & <n+1> <n+1> (n+1)3-1
4. Si X; et X; sont deux lois de Bernoulli, X; X est aussi une loi de Bernoulli, dont le paramétre
est la valeur calculée & la question précédente (puisqu’avoir X;X; = 1 équivaut a (X; =

N (X; =1).

5. La formule donnant P((X; = 1) N (X; = 1)) n’est manifestement pas égale au produit de
P(X; = 1) par P(X; = 1). Les deux variables ne sont donc pas indépendantes.

P
6. On a tout simplement Z, = ZXi'

=1
p
D p i—1 1— <L> D
n n+1 n
7. Onen déduit que E(Z,) = > E(X;) = ( > =" (n+1) (1 - ( ) >

P
Lorsque p tend vers I'infini, comme ( 1) est une suite géométrique de raison strictement

n+
inférieure & 1 tendant donc vers 0, cette espérance a pour limite n+1. C’est tout a fait logique,
quand le nombre de boules tirées tend vers l'infini, on s’attend a tirer toutes les boules de
I'urne, soit n + 1 boules différentes.

Exercice 26 (***)

1. La fonction gx est tout simplement une fonction polynémiale (dans le cas ou X est une
variable aléatoire finie & valeurs entiéres du moins) dont les coefficients sont par définition les
probabilités P(X = k). La donnée de gy renseigne donc a la fois sur les valeurs prises par
X (les degrés pour lesquels le coefficient du polynéme n’est pas nul) et sur les probabilités
correspondantes, et donne donc accés & toutes les informations nécessaires pour définir la loi
de la variable X.

2. Dans le cas d'une loi de Bernoulli de paramétre p, on aura simplement gx = 1 — p + pt =
1+p(t—1). Dans le cas d’une loi binomiale de paramétre (n, p), c’est & peine plus compliqué :

x0)= 3 (1) =pr e = 3 (D)0t = 1= g = (- 1)

k=0 k=0
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3. C’est un simple calcule formel : en notant n la plus grande valeur prise par la variable X +Y,

gX+y(t):Z<k)P((X+Y ) = k)t ZZP Y=k—ipth =) > P(X =
k=0

k 0 =0 k=0 =0

DP(Y = k—i)th! Z P(X i Z P(Y = j)#’ (les termes du produit de sommes écrit

a la derniére étape sont blen exactement les mémes que ceux de la somme double précédente).
On obtient bien gxi+y () = gx(t) X gy (¢).

4. 11 suffit d’appliquer les résultats des deux questions précédentes : gx (t) = (14 p(t — 1))™ et
gy(t) = (1+t(p—1))"2, donc gxyy(t) = (1 + p(t — 1)) "2 ce qui correspond exactement
a la fonction génératrice d’une loi binomiale de paramétre (n; + ne, p). La question 1 permet
alors d’affirmer que X + Y suit nécessairement cette loi.

Exercice 27 (**%*)

Commengons donc par le cas particulier ot n = 3, ce qui permet encore de présenter sous forme
de tableau. Les trois tableaux correspondent respectivement & Z =1, Z =2 et Z = 3. [l y a 27
tirages possibles au total, se répartissant comme suit :

Y\X

W N —|—
o| oRH +—

SITRSHIE
SJedsoyled co

WD = |—

oRHo| N
feddfed o | o

(=) Nen) el o

WD = |—
[} Renll el i

olo|o|
NHo| o w

Pour obtenir les trois lois marginales, il faut dans le cas de Z faire la somme tableau par tableau, et
dans le cas de X et de Y faire les sommes par lignes et par colonnes, en ajoutant les résultats des

trois tableaux. On obtient :

Sl=SENE
SRR
-3l <o

X
Y
Z

Dans le cas général, c’est un peu plus formel mais pas beaucoup plus compliqué. Soient (3,7, k)

trois entiers inférieurs & n. Sii > j > k,ona P(X =4 n (Y =j)Nn(Z =k)) = 5 (ly
n

a n tirages au total, et 6 favorables, le nombre de permutations possibles des trois résultats). Si

i:j>koui>j:k,onaIP’((X:i)ﬂ(Y:j)ﬁ(Z:k)):%,sii:j:k,ona

P(X=i)Nn(Y =j)Nn(Z=k)) = %, et le reste du temps P((X =) N (Y =5)N(Z =k)) =0 (tous
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ces cas sont déja présents dans le cas n = 3). On en déduit par la formule deb probabilitéb totales que

:ZZP((X:@')O(Y:j)O(Z:k)): ! + Z ZIP N(Y =

=k i=j j=k+1 i=j
. 1 1 .
NN(Z=k)) = —+3 L Z = —(1+6(n—k)+3(n—k—1)(n—Fk)). Laloi de
j= k+1 n
. 1
X est symétrique de cellede Z - P(X =k)=P(Z=n+1-k) = E(l +6(k—1)+3(k—2)(k—1)).
1 3. =6
Enfn, 2(Y = j) = 33 (X N =N = 1) = i 3 S
i=j k=1 J+1 k=1

1

—(1+3(n—1)+6(j —1)(n —j)). Vous pouvez vérifier que les formules marchent pour n = 3, voire
n

pour n = 4 si vous étes motivés.

Probléme (***)

: : . . 1
1. Puisqu’on sait que I’éléve mange a ’heure 0, I’énoncé nous donne immédiatement a; = ¢; = =

et by = 0. Pour les probabilités suivantes, on est obligés d’utiliser la formule des probabilités

totales (ou de faire un arbre complet jusqu’a la troisiéme heure, ce qui n’est pas encore trop
1
violent) : ag = 1= 3 (il ne peut travailler que s’il dormait a I’heure précédente, on sait déja
1 1

1
qu’il ne mangeait pas), b = —a; + —¢1 = =, et co = —a; + —¢; = =. Sur le méme principe,
2 4 8 2 2 2
1b + ! > bs + +1 + t L + 1b + ! !
as = = —c a co+ —, et c —ag + = —c3 = —.
BT TR T e P T TR T e T T M T T M T

1

2. On peut le voir comme une application de la formule de Bayes, on sait que Pa,(C3) = 3

P(Ay) x Pa,(C3)  3x§ 1

donc Pry(Az) = P(Cy) = 1 =3 (autrement dit, les événements Ay et Cs
2

sont indépendants).

3. Les événements A,, B, et C, formant évidemment un systéme complet d’événements, une
1

application directe de la formule des probabilités totales donne tout de suite a,,+1 = ibn—kzcn,
1 1 1
bpi1 = §an + ch et cpy1 = 5% + an + §cn (on ne fait que généraliser les formules déja

appliquées a la premiére question).
4. (a) Puisqu’on a un systéme complet d’événements, on sait déja que a,, + b, + ¢, = 1 (inutile
de faire le moindre calcul, mais on peut aussi vérifier a ’aide des formules de récurrence),

donc (u,) est constante égale & 1. Pour (v,), on peut calculer en utilisant les relations de

1 tion 3 = +b = b—i—l —1—1 —|—1 L 1b _71 =0
a question o : v =a —C = — —C —a —Cp— =Qp— = Cp =
q n+1 n+1 n+1 n+1 2 n 4 n 2 n | n 2 n 2 n 2 n 3

donc la suite (vy,) est nulle & partir du rang 1.

1
(b) Comme u,, — v, = 2¢y, on en déduit immédiatement que ¢, = B a partir du rang 1 (ce qui

était évident a partir de la relation de récurrence de la suite, soit dit en passant). On peut

alors réécrire les relations de récurrence sous la forme a, 11 = §bn +—et bpy1 = §an + =
. 1 1/1 1 3 1
Comme on sait que a, +b, =1—¢, = 3 on a donc apyq = 513 — ap, —|—§ = é—ian.
La suite (a,) est donc arithmético-géométrique a partir du rang 1, d’équation de point
1
fixe x = 3~ §x qui donne = = 1 On pose donc z, = a, — T et on vérife que cette
1 1 1
suite est géométrique : zp11 = Api1 — 1-8" 20n = —5%n La suite (z,) est donc
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1 1 1
géométrique de raison —5 et de premier terme z; = a; — 1= 1 On en déduit que

1 1\n1 1\ "+ 1 1 "
= X <—2> =13 , puis a, = 2z, + 1-1 + (—%)n . Plusieurs possibilités

pour en déduire la valeur de b,,, bien entendu sans refaire de calcul longs : on peut par

1 1 1\ "
exemple exploiter que b,, = 3 =7~ <_2> .

1 1
(c¢) La limite de (c,) est bien str égale a 2’ les deux autres suites ont pour limite —. On en

déduit qu’a long terme, le taupin va dormir la moitié du temps, manger le quart du temps
et quand méme travailler sa physique le quart du temps restant.

5. (a) On pose simplement A =

N—N0I—= O
= O N
DO s =i =

(b) Il suffit de faire une petite récurrence. La propriété est stirement vérifiée au rang 0 puisque
AYXy = X, et si on la suppose vraie au rang n, alors X, 11 = AX, = A x A"X, =
A1 X, ce qui prouve I'hérédité.

. On

(c) Commencons donc par calculer A% = , puis A% =

N |—00[ 00|
DO |—00| Lo —
DO s | s =
=] o=
SIENENCS
[y
SN
[Nl RN T

1
vérifie alors facilement que A3 + §(A2 + A). La matrice A ne peut pas étre inversible : si

c’était le cas, on pourrait écrire 243 — A2 — A = A(242—~A—1) =0,donc 242 -A—-1=0
(en multipliant par A~1). Or, 242 — A n’est pas du tout la matrice identité (¢a ne marche
méme pas pour le premier coefficient). La matrice A n’est donc pas inversible.

r + y + z = a
(d) Utilisons par exemple la méthode du systéme : - + y + z = b .Ladif
2y — 2z = ¢
1
férence des deux premiéres équations donne 2z = a — b, soit x = ga — ib; la somme
1 1 1
des trois équations donne 4y = a + b + ¢, soit y = 1° + Zb + 1° dont on déduit que
1 1 1
z =y — 50 = Za + Zb — ZC en reprenant la derniére équation. La matrice P est donc
L _1
2 2
inversible, et P~1 = % % %
i 1 _1
1 1 4
110 -100
(e) On calcule par exemple d’abord AP = % 1 0 |,puisD=P'AP = 0 10
0 20 0 0 0

On prouve ensuite par récurrence que A" = PD"P~! : c’est vrai trivialement au rang 0
puisque P71IP = I = A%, et en supposant la formule vraie au rang n, on aura A"+ =
Ax A" = PDP~'PD"P~! = PD"1 P~! Les puissances de la matrice D étant triviales,

S
il ne reste plus qu'un petit calcul matriciel pour terminer : PD" = —(—%)” 1 0|,
0 2 0
% o _%)n-&-l % + (_%)n-ﬁ-l
puis PD"P~t = [ 24 (—3)"" ;- (—3)""! . Il ne reste plus qu’a appliquer la

vl |

N[
Ll 1NN

formule X,, = A" X pour retrouver a,, = 1 + <—2> y o = — — <—2> et ¢, = B%

6. (a) La linéarité est triviale. Pour le noyau, on va évidemment résoudre le systéme
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2y + 2z =0
0

2x + z = (quitte a& multiplier les équations par 2 ou par 4 pour
r + y + z =0
simplifier). On a donc z = —2x = —2y donc x = y, et la derniére équation est alors automa-

tiquement vérifice. On a donc ker(f) = Vect((1,1, —2)). En particulier, dim(ker(f)) = 1,
et le théoréme du rang nous permet d’affirmer que dim(Im(f)) = 2. Pour I'image, on peut
bien stir calculer les images des vecteurs de la base canonique, ou plutét de ces vecteurs mul-
tipliés par 2, 2 et 4 pour éviter les fractions : Im(f) = Vect((0,1,1),(1,0,1),(1,1,2)). Le
dernier vecteur étant la somme des deux autres, une base de l'image est ((0,1,1),(1,0,1)).
L’application n’étant pas injective (ni surjective), ce n’est pas un automorphisme.

Encore des systémes a résoudre. Attention, si on multiplie pour éviter les fractions, & ne pas

—4xr + 2y + z =
oublier de multiplier aussi le — id. Pour F', on se raméne donc a 2 — 4dy 4+ z =
r + y - z =
En soustrayant les deux premiéres équations, —6x + 6y = 0, soit = y. On a alors
z —2x = 0 (toutes les équations se raménent & cette condition), soit z = 2x. On en déduit
2 + 2y + 2z = 0
que F' = Vect((1,1,2)). De méme pour G, on doit avoir ¢ 2z + 2y + 2z = 0,
r 4+ y + 2z =0
ce qui se résout trivialement : z =0 et y = —x, donc G = Vect((1,—1,0)).

Au vu des calculs de bases précédents, on souhaite donc écrire un vecteur v = (z,y, z)

sous la forme u = a(1,1,2) + b(1,—1,0) + ¢(1,1,—2), ce qui revient a résoudre le sys-
a + b + ¢ =

téme a — b + ¢

2a — 2¢ =

1 1 " . . 1 1 1
b = §m — §y, et en additionnant les trois équations on trouve a = Zx + Zy + 12
1 1 1

1
Il ne reste plus qu’a en déduire que ¢ = a — =z = - + Y1 (en fait c’est le
méme calcul que celui de l'inverse de la matrice P dans la partie précédente, ce qui

est d’ailleurs complétement normal). La solution du systéme étant unique, la décom-

position souhaitée existe et est elle aussi unique. Avec les notations de 1’énoncé, on
d (1,1,2) —i—l —i—l 1+1 —|—1 1+1 —i—l t d €

n = = - — — — — — — — — memnl

a donc up a(l,1, Zt Yt 57t vt 552ty t 5%, et de méme

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
ug = <2x— Y Y 21‘,0) et ug = <4x+4y— ZZ’ZQH_ AR Lt 2y>.
Par définition, on a p(u) = up, donc p o p(u) a pour coordonnées :
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
. T6x+T6y+EZ+T6$+T6y+EZ+§x+§y+§z: Zx+gy+12
e exactement pareil pour la deuxiéme coordonnée.

e pareil mais tout multiplié par deux pour la troisiéme coordonnée.

. En soustrayant les deux premiéres équations on a

ISEENSI

On constate donc aisément que p o p = p, donc p est un projecteur. On calcule de
méme les trois coordonnées de ¢%(u) = q(ug) :
1 1 1 1 1 1

LR 1

e pareil au signe prés pour la deuxiéme coordonnées, ce qui donne donc §y — §x

e ( pour la derniére coordonnée

On reconnait sans peine ¢> = ¢ donc ¢ est un projecteur. Enfin pour r :

1 n 1 1 n 1 n 1 1 1 n 1 n 1 1 n 1 1
o — _—y — — — Yy — —zZ — — — —Yy = — -y — —

167 7167 1677 167 T16Y 167 87 Tt TR TN T T
e pareil pour la deuxiéme coordonnée
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e pareil & un facteur —2 prés pour la derniére coordonnée

La encore, on a bien 2 = r, donc 7 est un projecteur. Pas besoin de gros calculs

pour les composées par f (pour ce qui précéde non plus si on est malin, d’ailleurs). Par
définition, p(u) = up € F = ker(f — id), donc f(p(u)) = p(u), ce qui revient a dire que

fop=np. Deméme,foq:—iqet for=0.

Comme I’énoncé n’est pas assez gentil pour nous donner la formule, regardons ce qui se
passe pour de petites valeurs de n, en essayant d’exploiter les projecteurs p, g et r : déja,
par définition v = up + ug + ug donc u = p(u) + q(u) + r(u), ce qui revient a dire que

1
p+ q+r = id. Composons par f pour obtenir f = foid = fo(p+q+7) =P— 34

1 1
(ce qu'on pouvait constater directement). Ensuite, f2 = f o (p — 2q) =p+ Zq. On

1 n
devine alors que f* = p + -5 @ ce qu’on démontre bien entendu & l'aide d’une

récurrence triviale en utilisant la question précédent : on a déja largement ce qu’il faut
pour 'hérédite, et en supposant la propriété vraie au rang n, alors f"*1 = fo f» = fo

(p + (—;)n q> =p+ _2>"+1 q. En reprenant les expressions explicites, f™(x,y, z) =
1 1\ 1 1\ " 1 (1 1\ "
(o007l )
4 2 472 2 2
Il suffit en fait de constater que (ap+1,bn+1,¢nt1) = f(an,bpn,cpn), ce dont on déduit

facilement que (an, by, cn) = f™(ao,bo, co) (une récurrence extrémement facile si on veut
étre rigoureux), puis les valeurs prises par les trois suites.
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