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Exercice 1

1
1
1. Appliquons la définition : / —dt = [In(t)]. = —In(z). Comme lim — In(z) = +oo0, la
z U z—0+t
1
1

focntion inverse n’est effectivement pas intégrable sur [0, 1]. Par contre, / 7i dt = [2V1)} =

V. ' 1 ’ t1
2—2 donc lim — dt = 2, ce qui prouve que t — —= est intégrable, et que / — dt =

5 =0t Jo V't P 4 Vit & 4 0o Vit

2. Le cas a = 1 a déja été traité a la question précédente (la fonction n’est alors pas intégrable).

1 o 1 1 gl-a
Sia#1, / t™% dt = [ ] = . Ce quotient a une limite infinie quand 1 —« < 0,
x

11—« 11—«
x
donc quand « > 1, ce qui prouve que la fonction n’est pas intégrable dans ce cas. Si a < 1
. : ) T 1
par contre, la limite est finie, et on peut méme affirmer que o dt = 1 .
0 —

3. Appliquer la linéarité a des intégrales impropres ne pose aucun probleme si les limites existent,

1 —t
le calcul de limite est toujours linéaire), donc I = dt = / — dt — / Vit dt =
0

2 5]t 2 4 119t t2
2—[ S’] =2— - = —. De méme, I, = +dt:2—2><—|—/t2dt—
3 0 . 3 3 0 \/E 3 0
4 2 2 2 16
2 — 3 + 5 3 = 3 + 5= 1—5 Les plus courageux auront pu vérifier ces valeurs a ’aide de

la formule explicite donnée dans 1’énoncé de la derniére question de ’exercice.
1
4. Lorsque t € [0,1], 1 —t € [0,1] donc 0 < (1 — )" < (1 — ¢)". Aprés produit par 7 et

intégration entre 0 et 1, on en déduit directement I,,11 < I, (1a encore, le fait de travailler
avec des intégrales impropres ne pose aucun probléme, le passage a la limite conservant les
inégalités). La suite (I,,) est donc décroissante. Comme elle est minorée par 0 (on intégre des
fonctions positives sur [0, 1]), elle converge donc.

1

W (1—t)" La—¢n 1

5. Par relation de Chasles, I, = / a-o" dt +/ a=o dt. Or, sur [0, ], (1-t)" <1,
0 Vit 1 Vit n

1
n (1—t)" / [1 } 1 1 )
donc/ — dt. De méme, sur |—, 1|, — < — = y/n (U'inverse de la
0o Vi NG DR

1 1
1—-t)"
racine carrée étant bien str une fonction décroissante), donc / (\/f) dt < / Vn(l —
1

1

1
H" dt < / Vvn(l —t)" dt (Vintégrale d’une fonction positive sur tout le segment est plus

0
grande que celle calculée sur un sous-segment). Or, on sait trés bien calculer les deux intégrales

bt d tt jorati I, < [2\/%]% +n Ui 2 4 vro
optenues dans cette majoration : NS n|l—— = —= €
) " 0 ntl |, n  n+l

1



majorant tend vers vers 0 quand n tend vers 400, ce qui suffit (théoréme des gendarmes, I,
étant toujours positive) a affirmer que lim I,, = 0.

dt

1 +1
1-)" -1 -t
6. On écrit simplement, par linéarité, I,, — I,41 = / ( ) ( )

0 Vi
Ta-or1-1 !
= / (1-1) (\/% +t)) dt = / V(1 — )" dt. On aura du mal a faire mieux, passons
0 0

donc au calcul d’IPP sur I, 1, en posant u(t) = (1 —¢)"*!, donc u/(t) = —(n + 1)(1 — )",
1
et v/(t) = —= qu’on peut intégrer en v(t) = 2v/t. On obtient alors I4+1 = [2V/t(1 — t)”“](l) +

Vit

1
2(n + 1)/ V(1 — )™ dt. Le crochet s’annule et I'intégrale restante (au facteur 2(n + 1)
0

prés) est exactement celle obtenue lors de notre premier calcul. On a donc bien I,4; =

7. On peut réécrire la relation précédente sous la forme (2n+ 3)L,+1 = (2n+ 2)1,, donc 41 =
2n 4+ 2

2n + 3
6 16 32 8 32 256

- >< = % Puis, en appliquant la formule pour n = 3, I, = 9 X 35 = 318 La en.core, on
vérifie « facilement » que ces valeurs sont conformes a la formule générale qu’on va maintenant

démontrer.

I,,. En appliquant cette relation pour n = 2 (attention & ne pas décaler), I3 = - X Iy =

8. Puisqu’on a une formule explicite et une relation de récurrence, on va évidemment procéder
21 x (01)2
1'() = 2, ce qui correspond bien & la valeur de Iy. Si
' m 42 222(nN)2(n 4 1)
2n+3"  (2n+1)!(2n+3)
rajoute volontairement un facteur 2n +2 = 2(n+ 1) au numérateur et au dénominateur de ce

22n+3 | 2 1 2 22n+3 1) 2
quotient pour obtenir 1,11 = (n)"(n + 1) = ((n+ )Y , Soit exactement
(2n+ 1)!(2n +2)(2n + 3) (2n 4+ 3)!

la formule & démontrer pour prouver notre hérédité.

par récurrence. Pour n = 0,

. On

on suppose la formule vraie au rang n, alors I, =

Exercice 2

1. Puisqu’on nous y force : f(A(z,y,2)+u(2',y,2")) = fhx+px’, \y+ py’, Az + p2') = (4 +
dpx’ —Ny—py' =20z —2u2", —Ax—px’ + 2 2422 SAr+5ux’ — Ny —py' —3 z—3uz") = Ndx—
y—2z, —x+22,bx—y—3z2)+pu(da’ —y' — 22", —a' 422" 52/ —y' —32") = Af(x,y, 2)+uf (2, y, ).
L’application f est bien une application linéaire.

2. C’est en fait trivial : f —id est une application linéaire, donc (f —id)(0) = 0. Si u € ker(f—id),
on a (f —id)(u) = 0, donc (f —id)?(u) = (f —id)(0) = 0, ce qui prouve que u € ker((f —id)?).

3. On veut donc trouver les vecteurs u vérifiant f(u) —u = 0, ce qui revient a résoudre le

3r — y — 2z =0
systéeme suivant : —x — y + 2z = 0 . Les opérations Ly — L; — Ly et L3 —
¢ — y — 4z = 0
4x — 4z =0
L3 — Lo permettent d’obtenir le systéme équivalent : ¢ —x — y + 2z = 0 . Lesdeux
6x — 6z =0

équations extrémes sont manifestement équivalentes et imposent x = z, puis la deuxiéme
donne y = 2z —x = z, donc ker(f —id) = Vect((1,1,1)). En particulier, dim(ker(f —id)) = 1.
4. On calcule d’abord (f — id)(z,y,2) = Bx —y — 2z, —x — y + 22,5z — y — 4z). En posant
X =3r—-y—22Y =-—2—y+22et Z =>5x—y— 4z on a donc (f —id)?(z,y,2) =
BX-Y-2Z - X-Y+2Z,5X-Y—-47) = (92—3y—6z+x+y—22z—10x+2y+8z, —3z+y+
2z+x+y—22+10x—2y—8z, 152 —5y—10z+x+y—22—20x+4y+162) = (0,8x—8z, —4x+4z).



5. Je ne vais méme pas m’embéter & écrire le systéme a résoudre cette fois-ci tant il est trivial :
la seule condition restante est z = x, donc ker((f — id)?) = {(z,y,2) | (z,y) € R?*} =
Vect((1,0,1),(0,1,0)). En particulier, ce nouveau noyau est bien stir de dimension 2 puisque
les deux vecteurs obtenus ne sont pas proportionnels et forment donc une base de ker(( f—id)?).
On peut sans probléme remplacer le premier de ces deux vecteurs par leur somme pour obtenir
ker((f — id)?) = Vect((1,1,1),(0,1,0)), et on a alors la forme demandée par I’énoncé, avec
e1 = (1,1,1) € ker(f —id) et ea = (0,1,0) ¢ ker(f —id).

ox — y — 2z
6. On veut désormais avoir f(u)+u = 0, ce qui donne le nouveau systéme ¢ —z + y + 2z
ox — y — 2z

La derniére équation est manifestement redondante, on effectue alors I’'unique opération L; —
L1 + Ly pour obtenir 4x = 0, donc x = 0. La seule équation restante impose alors y + 2z = 0,
donc y = —2z, et ker(f + id) = Vect((0,—2,1)). En particulier, dim(ker(f +id)) = 1, et (en
anticipant la question suivante), le vecteur es = (0, —2,1) est une base de ce noyau.

7. Si on suppose Aie; + Aoes + Azes = 0, alors I’équation obtenue pour la premiére coordonnée
impose déja A\; = 0. Les deux vecteurs restants n’étant pas proportionnels, on aura aussi
Ao = A3 = 0, donc la famille est libre. Comme il s’agit d’une famille de trois vecteurs dans un
espace vectoriel de dimension 3, c’est une base de R3.

8. On souhaite écrire v = (z,y,2) = a(1,1,1) + b(0,1,0) + ¢(0,—2,1), ce qui nous méne a
a = x

résoudre le systéme suivant : ¢ a + b — 2¢c = y . Lesystéme étant déja triangulaire,
a + ¢ = =z

il se résout tout seula =z, c=z—a=z—zretb=y—a+2c=y—x+2z—2x = -3x+y+2z.

Finalement, u = (2, =37 +y + 22,2 — ) (¢ en,e5)-

9. Par définition, e; € ker(f — id), donc f(e;) = e;. Une récurrence triviale (est-ce méme
vraiment nécessaire de le préciser ?) permet d’en déduire que f"(e;) = e = (1,1,1). De
meéme, e3 € ker(f + id), donc f(ez) = —es, et on en déduit immédiatement que f"(e3z) =
(=13 = (0,2(=1)"*, (=1)").

10. Comme f — id et id commutent, c’est un simple binome de Newton appliqué a 1’égalité
f = (f —id) + id (bien sir, les « puissances » de 'application identité sont égales & id et
disparaissent de l'expression finale). Encore une brillante réusite pour 'astuce belge. Comme
ez € ker((f — id)?), on aura bien sir (f — id)?(e2) = 0 mais aussi (f — id)*(e2) = 0 pour
tout entier k£ > 2. Si on applique la formule obtenue par Newton au vecteur ey, on a donc

1
f(e2) = Z <n> (f — z'd)k(eg) = e+ n(f —id)(e2) = nf(ez) — (n — 1)eg. Comme f(eq) =

k
k=0
f(0,1,0) =(—-1,0,—1), on a f*(e2) = (—n,1 —n,—n).

11. En combinant les résultats des trois derniéres questions, f™(z,y,z) = f"(xe; + (=3 +y +
22)ea+ (2 —2)e3) = 2(1,1,1) + (=3z+y +22)(—n, 1 —n, —n) + (2 — 2)(0,2(=1)"" (=1)") =
(x+3nz—ny—2nz,x+ Bn—3)z+ (1 —n)y = (2—2n)z+2(—1)" 2+ 2(-1)"z, 2 + 3nx —
ny —2nz+ (=1)"z + (=1)""2) = (Bn+ 1)z —ny — 2nz,(3n — 2+ 2(-=1D)")x + (1 —n)y +
(2—2n+(=1)""N)z,(3n+ 1+ (=1)" )2 — ny + ((—=1)" — 2n)z). Passionnant.

Exercice 3

A. Un exemple dans R3.

1. Pour étudier l'injectivité, on cherche les vecteurs du noyau. Or, sif(z,y,z) = 0, on a direc-
tement y = 0 (deuxiéme coordonnée), donc = + z = —2x + 4z = 0. Ces deux conditions ne
sont compatibles que si x = z = 0, ce qui prouve que ker(f) = {0}. L’application f est donc
injective, et comme il s’agit d’un endomorphisme en dimension finie, elle est aussi surjective
et bijective.

o



2. Calculons brutalement : en posant X = x4+ y+ 2, Y = 2y et Z = —2x + 2y + 4z, alors
fAr,y,2) = (X +Y +2,-2Y,-2X +2Y +4Z) = (x +y+ 2+ 2y — 22 + 2y + 4z, 4y, —22 —
2y—2z+4y—8x+8y+162) = (—z+5y+52,4y, =10z + 10y + 142). Or, (5f —6id)(x,y, z) =
(52 + 5y + 5z, 10y, —10x + 10y + 20z) — (6x, 6y, 62) = (—x + by + 5z, 4y, —10x + 10y + 14z).
Les deux expressions obtenues étant identiques, on en déduit bien que f2 =5f — 6id.

-2z + y + =z

3. Pour trouver les vecteurs vérifiant f(u)—3u = 0, on résout le systéme -y

-2z + 2y + =z
Puisque y = 0 (deuxiéme équation), les deux équations extrémes deviennent identiques : —2z+
z =0, donc z = 2x et ker(f — 3id) = Vect((1,0,2)). De méme, on obtient le deuxiéme noyau
-z + y + z =0
constitué des vecteurs vérifiant f(u) — 2u = 0 en résolvant 0 = 0.
-2z + 2y + 2z 0
La seule condition est x = y + z, donc ker(f — 2id) = Vect((1,1,0), (1,0, 1)).

4. La somme deux dimensions des deux sous-espaces obtenus étant égale & 3, il suffit de prouver
que ker(f — 31id) Nker(f —2id) = {0}. Pour cela, on cherche si (1,0,2) € ker(f — 21id), donc
si (1,0,2) = a(1,1,0) +b(1,0,1). On obtient les équations a+b =1, a =0 et b = 2, qui sont
trés clairement incompatibles, donc (1,0,2) n’est pas combinaison linéaires des deux autres
vecteurs, et la famille constitée de ces trois vecteurs est libre, donc est une base de R3, ce qui
prouve bien que ker(f — 3id) @ ker(f — 2id) = R3.

5. Puisque (f —21id)(x,y,2) = (—z+y+2,0, —2x+ 2y +22), il suffit de calculer —(—x—y+z)+
(=21 +2y +22) = —x — y + z pour constater que (f —2id)?(z,y,2) = (—x+y+2,0,2(—2 —
y+2)) = (f —2id)(z,y,2), et donc que f — 2id est bien un projecteur.

B. Cas général.
1
1. Puisque fo(f —5id) = —6id, on a fo (2 id—6f> = 1d, ce qui prouve que f est bijective

1
et que f~ = %id—gf.

2. On va faire un pur calcul formel : p? = (f—3id)? = f2—6f+9id = 5f—64id —6f+9id = — f+
3id = p, donc p est un projecteur (on a évidemment exploité en cours de calcul I’hypothése
f? =5f—64id). De méme, ¢°> = (f —21id)? = f2—4f+4id =5f—6id —4f+4id = f—2id = q,
donc ¢ est aussi un projecteur.

3. Encore du calcul formel : fop = fo (3id—f) = 3f — f> = 3f —5f +6id = 6id—2f =
2(3id—f) =2p, et foq=f>—2f =5f —6id—2f = 3(f — 21id) = 3q.

4. On va effectuer une récurrence en utilisant les calculs de la question précédente. Pour n =1,
3¢g+2p=3f—6id+6id—2f = f, donc la formule est vérifiée. Si on la suppose vraie au rang
n, alors f"Tl = fo f" = fo(3"q+2"p) =3"foq+2"fop = 3" g+ 2" p ce qui démontre
I’héréditeé.

5. Pour n = 0, la formule affirme que f' = ¢+p = f — 2id +3id —f = id, ce qui est vrai. Pour

. L 1 . o1 o1 1
les puissances négatives, constatons que —q+ =p = §f —3 d+—id—=f=—=id—=f=f"",

3 2 21 2 5 6 1 6 ]
ce qui prouve la formule lorsque n = —1. Or, f~loq = éq — Ef oq = gq — 51 = gq, et
5 1 5 1 1
fltop= 6p - 6f op = Ep — gp = ip. On peut alors effectuer la méme récurrence que
1
précédemment pour prouver que f~" = 2—nq + 2717 pour tout entier n > 1, ce qui prouve bien

la formule attendue pour les entiers n < 0.

6. La premiére partie de la question est triviale si on est un peu astucieux : comme p+q = id, on
peut écrire, pour tout vecteur u € E, u = p(u) 4+ g(u), ce qui prouve immédiatement que u €

)



Im(p) +Im(q), et donc que Im(p) + Im(q) = E. Vérifions maintenant que I'indication donnée
dans I’énoncé est correcte : poq = (3id —f)o(f—21id) = 3f—6id —f>+2f = —f2+5f—6id = 0
d’aprés 'hypothése faite sur f. De méme, bien siir, g o p = 0. On en déduit immédiatement
que Im(p) C ker(q) et Im(q) C ker(p), et donc que ker(q) + ker(p) = E puisqu’on avait déja
Im(p) + Im(q) = E. Il ne reste donc plus qu’a prouver que ker(p) Nker(q) = {0}. Or, si u
appartient & ces deux noyaux simultanéments, alors u = p(u) + g(u) = 0. Les deux noyaux
sont donc bel et bien supplémentaires.

7. A cause de I'inclusion des images dans les noyaux déja signalée a la question précédente, on
a toujours p(u) € ker(q) et g(u) € ker(p). La décomposition v = p(u) + g(u) correspond
donc a I'unique décomposition du vecteur u dans les sous-espaces supplémentaires ker(p) et
ker(q), et la projection sur ker(q) parallélement & ker(p) conserve donc le vecteur p(u), ce qui
prouve que cette projection est ’application p. Bien sfir, symétriquement, ¢ sera la projection
sur F' parallélement & G. On sait de toute fagon que ¢ = id —p, ce qui est cohérent avec ce
renversement du réle des sous-espaces F' et G.

Exercice 4

1. (a)

C’est évidemment un trés grand classique. Une décomposition en éléments simples tri-

1 1- 1 1
viale (ou une astruce belge) permet d’écrire _nt ot ——, donc
n(n+1) n(n+1) n n+l
n 1 n 1 n 1 n 1 n+1 1
—Zf—zizzf— — = 1— ——, qui converge vers
kzlk(k—i—l) klk: k:1k+1 k:lk k:2k n+1
“+oo
1
>k
— n(n+1)
n n
_ nn+1)2n+1) n(n+1)
Calculons d’abord le dé t =) K+k= =
alculons d’abord le dénominateur ;ak ; + 6 + 5
1 1)2 2 1 2
n(n6+)(2n+ 14+3) = nin + )6(n+ ) = nin + ;(n—i— ) On en déduit bien u, =
3n _ 3
nn+1)(n+2) (n+1)n+2)
C’est quasiment le méme calcul que tout a I’heure : — =3 —_— —
d q ;(n+1)(n+2) Lokt 1
"1 3 3 = 3
3 ; Pr2 2 i qui converge vers nzl Up = 7 On constate sans grande difficulté

3
- <2x1.
que o X

C’est une somme de série exponentielle, mais il faut quand méme faire attention au fait
)
0 n

que la somme démarre a 'indice 1, alors que la formule du cours stipule que g — = ev.
n!

n=0
Ici, bien str, x = 1, et il manque donc le premier terme de valeur 1, ce qui implique que
+oo
1
E *' =e—1.
n!
n=1
n
, .. n 1
C’est trivial : g ag > a, =n!, donc u, < — = ———.
n! (n—1)!
k=1
La série de terme général wu, étant une série & termes positifs majorée par une série
exponentielle convergeant vers e (cette fois-ci, le fait qu’on ait un (n—1)! au dénominateur
rameéne au calcul de la série compléte), elle converge vers une somme inférieure ou égale a



+00 +oo
1 . .
e. Or,2E azQe—Q}e(pu1squee>2),donconableng Uy < e <2 El
= n

a
n=1 n

En développant tout, on obtient manifestement une expression du second degré, avec un
n

coefficient dominant égal & Zbi (qui ne risque sirement pas d’étre nul). Ce trinéme,

k=1
en tant que somme de carrés, est toujours positif, donc il a un discriminant négatif ou
n

nul. Or, <Z b2> <2Zbkck> T + ZC%, donc ce discriminant vaut A =

k=1 k=1

n

4 (Z bkck> — 42 bi Z ci, qui est donc négatif. A une division par quatre prés, on a
k=1 k=1

exactement I'inégalité souhaitée.

Il faut bien choisir les réels a qui appliquer 'inégalité de Cauchy-Schwartz qu’on vient

de démontrer. Si on regarde bien ce qu’on veut obtenlr on pose by = \/ax, pour avoir

k
un premier facteur a droite de l'inégalité qui vaut g b = E ag, et ¢ = ——, pour
Vak
k=1

k=1
n n ;9

obtenir un deuxiéme facteur E & = E —, soit exactement les deux facteurs de la
ag
k=1 k=1

majoration demandée. Vérifions maintenant ce qu’il y a & gauche avec ce choix de réels :
n n

k . ,
Zbkck = Z Vag x —ak = Zk, donc effectivement ce qu’on a dans le membre de

= = k=1
gauche de la majoration demandée. Bref, on a prouvé exactement ce qu’on voulait

n
n(n+1) n?(n+1)2 — k*
Rappelons que k = ————=, donc on a prouvé que < . Or,
1 1 (n+1)2 —n? 2n + 1

- CESIE = POES)E = o poy s 2 En multipliant la majoration précédente
2n+1

ar ——————

n?(n+1)2

inégalité demandée.

et en passant le facteur 4 de 'autre coté, on obtient exactement la nouvelle

On additionne toutes les inégalités précédentes pour n variant entre 1 et N. Le membre

N
kZ
de droite donne alors une somme télescopique un peu inhabituelle g ( 5 g > —
n

n=1 kl

4 n k2 N 4 n kQ N+1 4 n—1 ]’CQ
E —_— E — | = E — g — ] - E — g — |. Aprés simplification, il
— (n+1)2 — ay — n2 = ay o n2 — ap

reste le terme numéro 1 de la somme de gauche qui vaut —, chaque dernier terme de la
aq

4 n* 4
somme intérieure de gauche lorsque k varie entre 2 et N, terme qui vaut — x — = —,

n?’  ap, ap
et bien stir le terme numéro N + 1 de la somme de droite, qui est positif (pas besoin de le

détailler, sa valeur précise n’a aucune importance). Globalement, on a donc quelque chose

N N
N R 4 1
d’inférieur & — + — = —.
a a a
Lop=on k=1""%
- . 2n + , S .
La série de terme général —————— converge donc (c’est une série & termes positifs
ai+ -+ ap
“+o0o
majorée) vers une somme inférieure a 45, en posant S = E . Comme bien str n <
an
n=1



1 = 2k +1

5(2n+ 1),ona Z up < Z —+, donc Z Uy converge vers une somme inférieur
. k=1 i

ou égale a 3 x 45 = 285.

4. Dans ce cas particulier, les séries convergent trivialement puisqu’il s’agit en fait de sommes

1 n
finies : dés que n > N, — =0 et u, = —— = 0. Calculons alors les valeurs des
Qn ar + -+ ap
Y1 &
sommes de « séries » correspondantes : Z — = Z —. Bon, on ne sait pas vraiment ce que ¢a
Gn n
n=1 n=1
n
vaut, c’est la somme partielle Hy de la série harmonique. Par ailleurs, pour n < N, Z ap =
k=1
N N
n(n+1) 2 2
——= donc u, = ——, donc Uy = = 2H — 2 (aprés un décalage
5 n n1 Z n Z il N+1 (ap )
n=1 n=1
d’indice trivial). Le quotient ln (ici, j'utilise abusivement le sympbole somme sans indice
an
. - . L 2HNy1—2 . . . ,
pour désigner la somme de la série) est donc égal a e Si on fait varier N et qu’on le
N
. . . 2In(N +1 i .
fait tendre vers 400, ce quotient est équivalent & 1((]\7)) (équivalent classique de la somme
n

partielle de la série harmonique vu en cours, le —2 du numérateur est négligeable puisque la
1
série diverge), et converge donc vers 2 puisque In(N + 1) = In(N) + In <1 + N) ~ In(N).

On peut donc rendre ce quotient aussi proche de 2 qu’on le souhaite, ce qui démontre que la
constante 2 ne peut pas étre améliorée.



