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Probléme d’analyse.
Premiére partie.
2 — 14+1-— 1
1. On peut tout simplement écrire a(x) = vo_lrltr + . Il ne

(1—x)? (1—x)? (1-2)?2 11—z
devrait alors plus y avoir de probléme pour calculer une primitive (attention quand méme

1
aux signes dans les In, 1 — 2 > 0 sur U'intervalle I) : A: z — Tz In(1 — x) convient.
—x

2. Apreés normalisation (qui ne pose aucun probléme sur 'intervalle I), on se raméne a 1’équation
homogeéne du premier ordre y' — a(z)y = 0, qui admet pour solutions toutes les fonctions de

1
el-= avec K € R.

la forme y : z — KeA® =
11—z

1
3. On utilise des composées de DL usuels : 1T—2= 142+ 22 + 22 + o(23), donc, en posant

1
u = 2+ 22 + 23 + o(z?) qui a une limite nulle quand = tend vers 0, eT—= = e x e% =

1 1 1 1
e <1+u+ §u2+ 6u3+0(u3)> =e <1+m+x2+x3+2x2+m3+ 6373) +o(z3) = e+ex+
3

56562 + Fe:cg + o(2?). Il ne reste plus qu’a effectuer un petit produit : f(x) = (1 +z + 22 +

3 13 3 13 3
z3) (e +ex + §e:r2 + 6%3) +o(x3) =e+ex+ 56552 + Eex?’ +ex +ex? + 561'3 + ex? +

7 17
exd + ex + o(z3) = e + 2ex + 561'2 + gex?’ + o(2?). Un calcul absolument palpitant.

Deuxiéme partie.

4. Allons-y donc pour une petite récurrence. Au rang 0, la formule est vérifiée en posant simple-
ment Py = X. Supposons désormais la formule vrai au rang n, alors en dirivant la formule pro-

1 1 1 1 1 1 1 1
so. f(n+1) = P j= P Tz = P — = )eT=
posée, f (z) (1—1x)? "<1—x>6 +(1—3@)2 n(l—x>e 1=z )¢

en posant simplement P, 1 = X2(P'n + P,). On a prouvé I’hérédité de notre récurrence et
obtenu par la méme occasion la relation de récurrence souhaitée.

5. On a déja signalé a la question précédente que Py = X. Utilisons ensuite la relation de
récurrence : P = X2(1+X) = X34+ X2, puis P, = X?(3X2 42X+ X34+ X?) = X°+4X4+2X3,
et enfin Py = X?(5X% 4+ 16X + 6X% + X° +4X* +2X3) = X7+ 9X6 + 18X° + 6X%. Ce
sujet ne serait-il pas légérement calculatoire, par hasard ?



6. On a vu en premiére partie que la fonction f était solution de I'équation (E) : (2% — 2z +
1)y’ = (2 — z)y. Si on la dérive n fois (sous sa forme initiale et non sous forme norma-
lisée), en utilisant la formule de Leibniz, on va obtenir (22 — 2z 4+ 1)f"+Y(z) + n(2z —
2)f™(x) + n(n + 1) f" V(@) = (2 - 2)f(x) = nfD(z), soit (z —1)*fHD(z) =
2n(1 — z)f™(x) + (2 — 2)f™(x) — n?2fD(z). En remplacant les dérivées de la fonc-
tion f par lexpression démontrée en question 4 et en supprimant les exponentielles (qui

1 1
ne s’annulent jamais), on obtient la relation (z —1)2P, 41 <1> =2n(l1—x)P, <1> +
-z -z

1 1
(2—-2)P,(—— ) —n?P,_1 | —— |. Posons X = ——, la relation s’écrit alors sous la
1—=x 1—=x 1

Poi1(X)  2nP,(X 1
ni1(X) _ 2nPa )+<1+) P (X)—n%P, 1(X), soit P,y 1(X) = (2nX + X2 +

f =
orme — - ~ X
X)Py(X) —n2X%P, 1(X) = (2n + 1) X + X?)P,(X) — n?X%P,_1(X). Cette relation n’est
théoriquement valable que pour les valeurs de X pouvant étre écrites sous la forme 1 ,

—
avec x € I, mais comme cela représente en pratique tous les réels strictement positifs, la
relation est valable sur un sous-ensemble infini de R, et les polynémes formels sont donc bien
égaux (principe d’identification des coefficients).

Troisiéme partie.

7. En évaluant la formule de la question 4 pour z = 0, on obtient f((0) = P,(1) x e} = eP,(1).
Or, la relation obtenue en question 6, évaluée en 1, prouve que P,y1(1) = (2n+ 2)P,(1) —
n2Pn,1(1), donc en multipliant tout par la constante e, on a a,1+1 = (2n + 2)a, — n2a,_1.

8.(a) Si on ne s’est pas plantés plus haut dans le calcul du DL a l'ordre 3 de f en 0, les
coefficients de ce développement limité sont respectivement égaux a f(0) = ag, f'(0) = ay,

1(0) _az , 1"(0)

2 2 6
ag = e, ap = 2e, ag = Te et ag = 34e. La formule qu’on vient d’obtenir, appliquée avec

n = 3, permet alors de calculer a4 = 8az — 9as = 272e — 63e = 209¢e. Les calculs de ce
probléme sont vraiment de plus en plus sympathiques.

_— d’aprés la formule de Taylor-Young. On en déduit directement

(b) Toujours en appliquant Taylor-Young, mais dans l'autre sens, le DL demandé est donc

7 17 209
= 2 — —
flx)=e+ e:v—|-26x + 3ex + o1 & 4 o(z?).
9. Si on applique l'inégalité de Taylor-Lagrange sur I'intervalle [0, 1], on sait que I’exponentielle

(et donc toutes ses dérivées) sera majorée sur l'intervalle par e. On en déduit alors que

LU
el _ kzo o (1-0)Fk < ﬁ, soit 0 < |e — uy,| < ﬁ. Une simple application du
théoréeme des gendarmes permet alors de conclure a la convergence de la suite (uy,) vers e.
5l 21 1 Tt 1
10. (a) Par définition, S,(0) = (2‘)2 = Z = = Up, puis Sp( Z (@ + Z Zt =
i i! i!
i=0 i=0 i=0 i=0

1 \ o o
E i 71)' = up + up—1 aprés un tout petit décalage d’indice.
i—1)!

(b) Trivialement au vu des questions précédentes, lim, ;o S,(0) = e et lim,_, o Sp(1) = 2e.
11. Allons-y pour un gros calcul bourrin : Sp(n + 1) — (2n + 2)S,(n) + n2S,(n — 1)
(n4+14+9)!—2n+2)(n+ i) +n%(n—1+1)!
> ()2
(n+1+i)(n+i)(n—1+i)!—2n+2)(n+i)(n—1+i)! —n?(n —1+1)!
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(N2 +2in+n+i2+i—2n?—2ni—2n—2i+n?)(n—1+1)
(i)
p—1

(i2—i—n)(n—1+1i) _i(n—l—ki)! i(n—i—i)! :Z(n—i-i)! i(n+i)!

|
&ME

@
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o

p (i!)? P (i—1)2 — (a!)2 P (a!)? P (i!)?
= Sp—1(n) — Sp(n) avec un tout petit décalage d’indice pour la premiére somme (ot on a isolé
le 42 du numérateur précédent et simplifié¢ avec la factorielle du dénominateur lorsque i > 1).
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12. C’est une récurrence double essentiellement triviale, mais il faut bien faire attention & ce qu’on
fait : c¢’est 'indice n qui varie, avec p fixé. On sait déja (question 10) que les deux premiéres
séries (Sp(0)) et (Sp(1)) convergent, ce qui valide I'initialisation double de notre récurrence.
Si on suppose maintenant que (Sp(n—1)) et (Sp(n)) convergent pour un certain entier n > 1,
alors on a Sp(n + 1) = (2n + 1)S,(n) — n?S,(n — 1) + Sp_1(n), qui est une somme de séries
convergentes, donc convergente (la série (S,—1(n)) est une série a termes positifs majorée par
(Sp(n)), donc elle converge). Ceci prouve I’hérédité de notre récurrence, donc toutes ces séries
convergent bien.

13. 1l s’agit donc de prouver que a, = lirll Sp(n). On a déja calculé plus haut lim S,(0) =
p—>+00

e = ap et lim S,(1) = 2e = a4, ce qui va nous procurer l'initialisation double d’une nouvelle
récurrence. Supposons comme ci-dessus que (Sp(n —1)) et (Sp(n)) convergent respectivement
vers an—1 et vers a,. Remarquons par ailleurs que S,_1(n) a la méme limite (a,,) que (Sp(n))
(on a juste décalé I'indice). La relation de la question 11 montre alors que (S,(n+1)) converge
vers (2n + 2)a, — nan_1 + an — ap = (2n + 2)a, — n*a,_1 = an1 d’aprés la relation de
récurrence de la question 7 sur la suite (ay). Cette récurrence double prouve bien que les
limites des suites (Sp(n)) coincident avec les termes de la suite (ay).

. . . ) n+1i)! n! n+1i)!
Pour obtenir la derniére formulation, il suffit de constater que ( - ) = X (7) =

(i!)2 it i
n! n+1
— X .
7! n

Probléme d’algébre.
Premiére partie.

1. L’expression explicite correspondant a la matrice J est f(z,y,2) = (y,2,2). On en déduit
immédiatement que f(1,1,1) = (1,1,1), et donc f(u) = u. Par ailleurs, tout vecteur appar-
tenant & @, et vérifiant donc z + y + z = 0, vérifie aussi y + z + x = 0, donc a une image
appartenant a ), ce qui prouve la stabilité du plan @ (un nom toujours délicat & donner a
un plan, soit dit en passant).

1 1
2. (a) Commengons par calculer (1,1, 1)A (1, —= —> = (0 3 —3) Par bilinéarité du produit

27 2 "2’
3 3
vectoriel, on en déduit que w = | 0, \g, —\g . Les deux vecteurs v et w n’étant pas

proportionnels et appartenant tous les deux a @ (la somme de leurs coordonnées est nulle),
ils forment une famille libre de vecteur de @, et donc une base (le terme « plan » sous-
entend que ) est de dimension 2, mais on peut le redémontrer rapidement en constatant
que @ = Vect((1,—1,0),(1,0,—1)) par exemple).



(b)

La famille en question ne risque pas d’étre orthonormale puisque le vecteur v n’est pas

de norme 1 (et w non plus d’ailleurs) | v H— /1 —|— —|— — \/7 Par contre, on

peut s’amuser & constater que u-v = 1 — 5 — — = 0, donc les vecteurs u, v et w sont

orthogonaux deux & deux (par définition, un prodult vectoriel est toujours orthogonal aux
deux vecteurs & partir desquels il est construit), ce qui prouve que la famille (u, v, w) est
une base orthogonale de E (une famille de vecteurs deux a deux orthogonaux est toujours
une base dans R"™, on en reparlera plus tard en cours).

Calculons done f(v) = (—1 ! 1) = —lv + (0,—3 3) = —lv - ﬁw, et f(w) =

2 2 2 474 2 2
3 3 3 3 V3 3 1
<\2[,—\2[,0> = \2[12 + (O,—[,{) = \gv ~ 5 Ces deux images vérifient les
. , .. 1 . 3 27
relations de I’énoncé si cos(#) = —3 et sin(f) = 5 ce qui fonctionne pour 6 = —3

La famille (v, w) est une base orthogonale du plan @, et les images calculées ci-dessus

montrent que l'application f effectue sur ces deux vecteurs (et donc sur le plan engendré)
m

une rotation d’angle ——. Si les formules obtenues ne vous évoquent pas (encore) une

rotation, ce sera le cas une fois qu’on aura fait ensemble le dernier chapitre d’algébre,
consacré aux espaces euclidiens.

Deuxiéme partie.

3. (a)

(b)

1 1 1 1 1 1
Onadonc P=| 1 —%—i—i@ —%—i@ =1 5 42
1 18 1 1 g2
1 1 1 1 1 1
Puisque j? = j, on calcule PP = | 1 j ;2 1 5% 4
I Ly J
3 1+5245 14j+42

= 1+j+° 1+ 253 1+ 524 4% |. En se rappelant que 52 = 1, donc j* = j, et
L+52+5 1+54+52 1425

que 1+ j 4 j2 = 0 (somme des racines cubiques de I'unité), tout ca se simplifie beaucoup

puisque PP = 31.

Cela revient exactement a calculer, sous forme de vecteurs-colonnes, les images des vec-
teurs par l'application f (étendue & des vecteurs a coordonnées complexes, ce qui ne
change pas son expression). On sait déja que f(1,1,1) = (1,1,1), donc JX; = Xj. De
méme, f(1,4,5%) = (4,54 1) = (5,5%,7%) = j(1,4,5%), donc JX3 = jX5 (on remaquera
les notations particuliérement intelligentes choisies dans cet énoncé). Enfin, f(1,52,j) =
(7%,5,1) = (5%,5%,7%) = 4*(j% 4, 1), donc J X3 = j*X;.

On vient de prouver a la question précédente que les trois vecteurs Xq, Xo et X3 étaient
des vecteurs propres de 'application f, associés respectivement aux valeurs propres 1, j
et 2. Comme P est par définition la matrice de passage de la base canonique vers la base

1 0 0
constituée de ces trois vecteurs, on a directement A =P 'JP=[ 0 j 0
00 42
Trivialement, I, J et J? commutent avec I, donc toute combinaison linéaire de ces trois
0 01
matrices également. Notons en passant que J? = 1 0 0 |, et accessoirement que
010



J3 = I, ce qui justifie probablement ’'emploi de la lettre J pour noter cette matrice. Si on

a b ¢
considére désormais une matrice quelconque M = d e f |, un calcul absolument
g h 1
c a b d e f
passionnant donne MJ = f d e |,et JM =] g h i |.Lamatrice M com-
i g h a b c

mute donc avec J si et seulement sic=d=h,a=e=1iet b= f = g. Or, dans ce cas,
on constate que M = al + bJ + c¢J?, ce qui prouve bien que C(J) = Vect(I, J, J?).

(b) Les trois matrices I, J et J? forment une famille libre (non, pas de calcul pour vérifier ca,
c’est vraiment trop trivial), donc une base de C(J), qui est donc de dimension 3.

6. (a) Onsait déja que P~1JP = A, matrice diagonale définie plus haut. On en déduit P~1.J?P =

1 0 0
(P71JP)2=A%2=| 0 4% 0 |.Parailleurs, ona bienstr P~'IP = I, donc D(a,b,c) =
0 0 gJ
a+b+c 0 0
P~ 'M(a,b,c)P = al + bA + cA? = 0 a+bj+c? 0
0 0 a+bj? +cj

(b) On a manifestement det(D(a, b, c)) = det(P~ M (a,b,c)P) = det(P~!) det(M (a, b, c)) det(P) =
det(M(a,b,c)), donc les deux déterminants sont égaux. Autant calculer le plus simple, ce-
lui de la matrice diagonale : det(D(a,b,c)) = (a + b+ c)(a + bj + bj?)(a + bj% + cj).

(c¢) Développons le produit précédent (oui, ¢a va donner 27 termes), en simplifiant quand
mémes les j3 = 1 et j4 = 7 : a® + a?bj? + a’cj + a®bj + ab? + abcj? + acj? + abej + ac? +
a?b+ab?j2 + abcj +ab?j + b3 +b?cj? + abcj? + b2 cj + be? + a’e+ abej? + ac?j + abej + b e+
be2i? +ac?j? +bctj+ 3 =a? + 0P+ +a?b(2+j+1) Fab?(1+524+5) +ale(f+572+1)+
ac*(1+j+j%) +b%c(5% +j +1) + b (14 5% + j) + abe(j* + j + j + 5% + j* 4 j). Oh, mais
1+4j+372% = 0, donc il ne reste que a® +b® + 3 + 3abe(—j — j2) = a® + b% + ¢3 — 3abe. Bon,
ok, j’admets que j’ai fait ce calcul immonde alors qu’il n’est absolument pas nécessaire une
fois qu’on connait quelques techniques de calcul de déterminant (on obtient par exemple
rapidement det(M (a, b, ¢)) = a®+b3+c® —3abe en développant directement ce déterminant
par rapport a n’importe quelle ligne ou colonne).

(d) Bien entendu, la matrice est singuliére seulement si son déterminant est nul, donc si 'un
des trois facteurs obtenus a la question précédente est nul. Si a+b+c = 0, alors le triangle
ABC a pour centre de gravité O. Si a + bj + cj? = 0, alors a + bj + ¢(—1 — j) = 0, donc

T a C -
a—c+j(b—c) =0,donca—c = —j(b—c) = e "3 (b—c), ou encore , = e '5. Mais cette
—c
égalité signifie exactement que A est I'image de B par la rotation de centre C' et d’angle

3 et dans ce cas le triangle ABC est équilatéral. Méme conclusion si a + bj% +¢j =0

en échangeant le role de B et de C. La réciproque est évidente (si ABC' est équilatéral,
alors on peut voir A comme image de B par une rotation centrée en C', ou de C par une
rotation centrée en B selon que le triangle est direct ou indirect).

Troisiéme partie.

7. Il y a quand méme un petit calcul & faire. Les relations de récurrence données dans 1’énoncé
pour les trois suites (an), (by) et (¢,) reviennent exactement & écrire 1’égalité matricielle
Y1 =\ +(1—-X)J?)Y,. Comme Z, = P~'Y,, donc Y,, = PZ,, on en déduit que Z, 11 =
P Y, 1 = PY(\J + AJ?)PZ,. Or, les calculs effectués dans la partie précédente prouvent
que AP~1JP 4 (1 —\)P~1J?P est une matrice diagonale dont les coefficients diagonaux sont
respectivement égaux & A +1— X =1, Aj + (1 — A)j2 et \j2 + (1 — \)j, soit exactement la
relation demandée dans 1’énoncé.



n

1 0 0

8. Il s’agit donc de calculer | 0 Aj+ (1 — \)j2 0
0 0 (1= N)j+ A\j?
1 0 0
=10 (\j+@1-=Nj5*)" 0 . N’essayons méme pas de simplifier les ex-
0 0 (L =X+ A%)"

pressions des deux derniers coefficients diagonaux, ¢a ne donnera rien de sympathique.

9. (a)

10. (a)

Une suite géométrique converge si sa raison a un module strictement inférieur & 1. Ici, on
veut donc |Aj + (1 — A)52|% < 1, soit (Aj 4+ (1 — N)32)(A\j + (1 — \)j2) < 1. Or, j = 52
et j2 = j, donc on obtient la condition A% + A(1 — A\)j2 4+ A(1 — A)j + (1 — N)? < 1, soit
202 — 20X+ 1 - A(1 — \) < 1, donc 3)\? — 3\ < 0 (en se rappellant en cours de route que
14+j+352 = 0, donc j+j2 = —1). Cette inégalité est vraie quand A(A—1) < 0, donc X €]0, 1]
(ici, A est un réel et pas un complexe!). Si on veut étre tout a fait complet, il faut ajouter
que la suite converge aussi si sa raison est exactement égale a 1 (suite constante, les autres

valeurs de la raison de module 1 peuvent donner des suites périodiques, mais jamais des

1 3 1 1 3 3
suites convergentes), donc si Aj + (1 —\)j? = 1, soit —= A+ £)\i+ A £z'+ £)\i.

2 2 2 2 2 2
Pour que cette raison soit égale a 1, on doit a la fois avoir A = —3 (pour la partie

réelle) et A = 5 (pour la partie imaginaire), ce qui ne peut évidemment pas se produire

simultanément. La raison ne sera donc jamais égale a 1, et seules les valeurs de A\ dans
'intervalle ]0, 1| produiront une suite convergente.

Une récurrence triviale permet de prouver que Vn € N, Z,, = (D(0, \,1—X))"Zy (I'hérédité
est directement donnée par la relation démontrée en question 7). Or, si A €]0, 1], les trois
coefficients diagonaux de la matrice (D(0,A,1 — X))" convergent, le troisi¢éme étant sim-
plement le conjugué du deuxiéme. La convergence des trois coefficients de Z,, en découle,
puis celle des coefficients de Y;, en multipliant par la matrice P (ce qui revient a effectuer
des combinaisons linéaires des coefficients de Z,, pour obtenir ceux de Y,,, on conservera
donc la convergence).

A T’aide des relations de récurrence données dans I’énoncé, on a immédiatement Gnt1 +
b1+ 1 = Abp + (1 — Nen + Aen + (1 — Nay + Aay + (1 = N)by, = ay + by + p.

Notons [, lo et I3 les limites respectives des trois suites. En passant & la limite dans
les relations de récurrence, on trouve I3 = Mg + (1 — N)l3, la = Mg+ (1 — Ny et I3 =
Ali + (1 — A)la. Substituons par exemple la premiére équation dans la deuxiéme : lp =
M3+ A1 = N)lg + (1 — N)213, soit (1 — A+ A?)la = (1 — A+ A?)l3. Or, 1 — A+ A? ne risque
pas de s’annuler (ce trindme n’a pas de racine réelle), donc on peut en déduire ly = I3.
Ensuite, on obtient 1 = Iy en reprenant la premiére équation, donc on a bien [y = Iy = [3.
Notons [ la limite commune des trois suites, alors (a, + b, + ¢,) converge vers 3. Or,
cette suite est constante (question 10.a), donc sa limite 31 est égale a son premier terme

1
a+b+c Onadoncl= g(a + b+ ¢). Autrement dit, la suite de triangles « converge »

vers un point qui est le centre de gravité du triangle initial.



