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Les mathématiiens sont omme les français :

quoique vous leur dites, ils le traduisent dans leur propre langue,

et le transforment en quelque hose de totalement di�érent.

Goethe

Qu'est-e qu'un dilemme ?

Un lemme qui sert à prouver deux théorèmes !

Comment, enore de l'intégration ? On n'avait don pas déjà tout vu dans le hapitre onsaré

aux équations di�érentielles ? Mais non, nous avions simplement travaillé la pratique (le alul e�etif

d'intégrales) mais sans reuser la théorie : omment est dé�nie la notion d'intégrale ? Nous omble-

rons e manque en présentant la onstrution de l'intégrale de Riemann (il en existe d'autres plus

sophistiquées), qui est notamment adaptée au alul d'intégrales de fontions ontinues (les seules

qui nous intéresseront en pratique). Nous reverrons également notre amie la formule de Taylor, sous

une nouvelle forme (ou deux) faisant intervenir des intégrales.

Objetifs du hapitre :

• omprendre omment ramener un alul d'intégrales à elui d'aires de retangles.

• omprendre omment la notion de primitive est reliée à la notion nettement plus géométrique

de alul d'aire.

• savoir utiliser les propriétés de l'intégration pour étudier des suites ou des fontions dé�nies

par des intégrales.

Introdution.

Avant de nous laner dans le ours proprement dit, essayons de faire un petit alul mal justi�é

permettant de omprendre omment ça fontionne. L'intégration, omme vous le savez sûrement, a

pour but de aluler des aires. Cette notion géométrique d'aire est loin d'être faile à dé�nir et pose

des problèmes de alul e�etif. Pour ela, omme vous le savez aussi, on reourt pour les aluls

d'intégrale à la notion de primitive, qui est en quelque sorte l'opération inverse de la dérivation. Mais

quel est le lien entre les deux ? Pour le omprendre, le plus simple est de se ramener à des aluls

d'aires de formes géométriques très élémentaires : les retangles.

Soit don f une fontion dé�nie et ontinue sur un segment [a, b] et Cf sa ourbe représentative.

On s'intéresse à la fontion A dé�nie sur [a, b] de la façon suivante : A(x0) est l'aire de la portion
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de plan délimitée par les droites d'équation x = a, x = x0, y = 0 et par la ourbe Cf . L'aire sera

omptée positivement lorsque Cf se trouve au-dessus de l'axe des absisses, négativement dans le as

ontraire.
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Théorème 1. La fontion A est dérivable sur [a, b] et a pour dérivée la fontion f .

Démonstration. (non rigoureuse) Calulons le taux d'aroissement de A entre x et x + h (où h
est un réel positif). Par dé�nition, la quantité A(x+ h) −A(x) est l'aire omprise entre la ourbe,

l'axe des absisses et les droites vertiales traées aux absisses x et x+ h. Supposons pour la larté

du raisonnement la fontion roissante aux alentours de x (le as général n'est pas vraiment plus

ompliqué), on a don une �gure qui ressemble à ei :

f(x)

f(x+h)

h

x x+h

On peut enadrer l'aire qui nous intéresse par elle des deux retangles de largeur h dessinés sur la

�gure, l'un ayant pour hauteur f(x) et l'autre f(x + h). On a don hf(x) 6 A(x + h) − A(x) 6

hf(x + h), ou enore f(x) 6
A(x+ h)−A(x)

h
6 f(x + h) (si on n'a pas supposé la fontion

monotone, on remplaera simplement les bornes de et enadrement par les valeurs minimale et

maximale prises par f sur l'intervalle [x, x+ h]). Mais on obtient alors, en faisant tendre h vers 0 et
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en utilisant le théorème des gendarmes, lim
h→0+

A(x+ h)−A(x)

h
= f(x) (notez qu'on a besoin pour

ela de la ontinuité de la fontion f en x). En proédant de la même manière pour h < 0, on montre

la dérivabilité de la fontion A, et on a bien A′(x) = f(x).

Le prinipe de base de ette méthode (traer des retangles) est le prinipe fondamental d'une

méthode de alul approhé d'intégrales dont nous reparlerons en �n de hapitre. En attendant,

essayons de dé�nir plus rigoureusement ette fameuse notion d'aire sous une ourbe, enore une fois

en utilisant des retangles.

1 Constrution de l'intégrale des fontions ontinues.

Le but de ette partie est de onstruire � à la main � l'intégrale de fontions su�samment ré-

gulières (en pratique, ontinues ou presque) en la ramenant à elle de fontions pour lesquelles le

alul d'intégrale orrespond à elui d'une somme d'aires de retangles. Le problème étant que es

fontions (les fontions en esalier) sont elle-mêmes assez loin d'être ontinues. On va don devoir

prouver qu'on peut obtenir les fontions ontinues omme limites de telles fontions, et qu'on peut

leur étendre le alul d'intégrale à l'aide d'une sorte de passage à la limite. C'est l'objet de toute

la première partie de e hapitre, pour laquelle nous allons avoir besoin d'introduire une nouvelle

notion de ontinuité plus forte que elle que nous employons habituellement.

1.1 Continuité uniforme.

Dé�nition 1. Une fontion f est uniformément ontinue sur un intervalle I si ∀ε > 0, ∃η > 0,
∀(x, y) ∈ I2, |y − x| 6 η ⇒ |f(y)− f(x)| 6 ε.

Cette dé�nition fait bien sûr énormément penser à elle de la ontinuité en un point, mais la di�érene

ii est que la onstante η doit être la même sur tout l'intervalle (d'où le terme de ontinuité uniforme),

alors que pour une fontion simplement ontinue en tout point de I, on peut trouver un tel η valable
au voisinage de n'importe quel point, mais qui peut varier d'un endroit de l'intervalle à un autre. La

notion qu'on vient de dé�nir est don plus forte que elle de ontinuité lassique. D'ailleurs :

Proposition 1. Toute fontion uniformément ontinue sur intervalle I y est ontinue.

Tout fontion Lipshitzienne sur un intervalle I y est uniformément ontinue.

Démonstration. La première partie de la proposition est évidente. La deuxième aussi à vrai dire : si

f est k-Lipshitzienne, on a toujours |f(y) − f(x)| 6 k|y − x|, il su�t don de hoisir η =
ε

k
pour

satisfaire à la dé�nition de la ontinuité uniforme.

Théorème 2. Théorème de Heine.

Toute fontion ontinue sur un segment y est uniformément ontinue.

Démonstration. On va démontrer e théorème par l'absurde. Supposons don f ontinue sur le

segment [a, b] mais pas uniformément ontinue. On peut alors trouver un ε > 0 pour lequel auune

valeur de η > 0 ne permet d'a�rmer que |y − x| 6 η ⇒ |f(y)− f(x)| 6 ε. Fixons don un tel ε, on
peut alors trouver, pour tout η > 0, deux réels x et y dans l'intervalle pour lesquels |y− x| 6 η mais

|f(y) − f(x)| > ε. En partiulier, en posant η =
1

n
, on peut réer deux suites de réels (xn) et (yn)
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telles que |yn− xn| 6
1

n
et |f(yn)− f(xn)| > ε. D'après le théorème de Bolzano-Weierstraÿ, on peut

extraire de la suite (xn) une sous-suite (xϕ(n)) onvergeant vers une limite l ∈ [a, b]. On aura alors

également lim
n→+∞

yϕ(n) = l puisque xϕ(n) −
1

n
6 yϕ(n) 6 xϕ(n) +

1

n
. Par ontinuité de la fontion f ,

on en déduit que lim f(yϕ(n)) = lim f(xϕ(n)) = f(l). Mais 'est ontraditoire ave notre hypothèse

|f(yn)− f(xn)| > ε (valable a fortiori pour les entiers ϕ(n)). On a obtenu une absurdité, la fontion

f est don uniformément ontinue sur [a, b].

1.2 Fontions en esalier.

Dé�nition 2. Soit [a, b] un segment, une liste de n + 1 réels (x0, x1, . . . , xn) onstitue une subdi-

vision du segment [a, b] si a = x0 < x1 < · · · < xn = b.

Remarque 1. En fait, il serait plus rigoureux de dire que les intervalles [xi, xi+1], pour i variant entre
0 et n− 1, onstituent une subdivision de [a, b].

Dé�nition 3. Une fontion ϕ est une fontion en esalier sur le segment [a, b] s'il existe une

subdivision (x0, . . . , xn) de [a, b] telle que ∀i ∈ {0, . . . , n − 1}, ϕ|]xi,xi+1[ est une fontion onstante.

La subdivision est alors appelée subdivision adaptée à la fontion en esalier ϕ.

Remarque 2. Les valeurs prises par la fontion en x0, x1 et n'ont auune importane, et ne doivent

pas néessairement être égales à l'une des deux valeurs prises sur les intervalles ayant xi pour borne.
Un exemple de fontion en esalier sur le segment [1, 8] et de subdivision adaptée à ette fontion

(les aires qui serviront plus loin à la dé�nition de l'intégrale sont également indiquées) :
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Proposition 2. L'ensemble des fontions en esalier sur un segment est un espae vetoriel

réel.

Démonstration. Considérons don deux fontions ϕ et ψ, en esalier sur [a, b], et τ et τ ′ deux sub-

divisions adaptées respetivement à ϕ et à ψ. La subdivision τ ∪ τ ′ (obtenue en prenant omme

bornes des intervalles tous les réels qui sont bornes d'un intervalle de la première subdivision ou de

la deuxième subdivision) est alors une subdivision adaptée à la fois à ϕ et à ψ. En e�et, haun des

intervalles dé�nis par τ ∪ τ ′ est inlus dans un des intervalles dé�nis par τ , la fontion ϕ y est don

onstante, et de même pour ψ (au pire, un intervalle sur lequel haque fontion était onstante sera

déoupée en plusieurs sous-intervalles, e qui n'a auune importane). Chaune des deux fontions

étant onstante sur les intervalles dé�nis par τ ∪ τ ′, la somme de ϕ et ψ le sera aussi, ainsi que les

produits de ϕ et de ψ par des réels, et est don aussi une fontion en esalier sur [a, b].
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Dé�nition 4. Soit ϕ une fontion en esalier sur [a, b] et (x0, . . . , xn) une subdivision adaptée à ϕ,

alors l'intégrale de ϕ sur le segment [a, b] est le nombre réel

n−1
∑

i=0

(xi+1 − xi)yi, où yi est la valeur

onstante prise par ϕ sur l'intervalle ]xi, xi+1[. Cette intégrale est notée

∫ b

a

ϕ(x) dx.

Remarque 3. La variable x apparaissant dans la dernière notation introduite est une variable muette

(omme l'indie d'une somme par exemple) qui peut être remplaée par n'importe quelle autre

variable tant qu'on modi�e également le dx qui suit :

∫ b

a

ϕ(w) dw =

∫ b

a

ϕ(x) dx.

Remarque 4. L'intégrale d'une fontion en esalier sur un segment ne dépend pas de la subdivision

hoisie.

Proposition 3. L'intégrale des fontions en esalier véri�e les trois propriétés fondamen-

tales suivantes :

• linéarité : si ϕ et ψ sont en esalier sur [a, b], alors

∫ b

a

ϕ(x)+ψ(x) dx =

∫ b

a

ϕ(x) dx+
∫ b

a

ψ(x) dx ; si ϕ est en esalier, et λ ∈ R,

∫ b

a

λϕ(x) dx = λ

∫ b

a

ϕ(x) dx

• relation de Chasles : ∀c ∈ [a, b],

∫ c

a

ϕ(x) dx+

∫ b

c

ϕ(x) dx

• positivité : si la fontion ϕ est positive sur le segment [a, b], alors

∫ b

a

ϕ(x) dx > 0

Démonstration. En prenant une subdivision adaptée simultanément à deux fontions en esalier ϕ
et ψ, la linéarité de l'intégrale déoule de la distributivité des aluls de sommes. Notons yi et zi

les valeurs respetives prises par ϕ et ψ sur les intervalles de la subdivision ommune, alors

∫ b

a

(ϕ+

ψ)(x) dx =

n−1
∑

i=0

(xi+1−xi)(yi+ zi) =

n−1
∑

i=0

(xi+1−xi)yi+

n−1
∑

i=0

(xi+1−xi)zi =

∫ b

a

ϕ(x) dx+

∫ b

a

ψ(x) dx.

Le produit par une onstante est enore plus simple, il su�t de développer ou de fatoriser la somme

par λ. La relation de Chasles est une onséquene évidente de l'assoiativité de la somme (on ajoute

c à la subdivision, e qui ne hange pas l'intégrale, et on sépare la somme en deux), et la positivité

est arrément triviale : une somme de réels positifs est ertainement positive.

1.3 Fontions ontinues par moreaux.

Dé�nition 5. Une fontion f est ontinue par moreaux sur le segment [a, b] s'il existe une

subdivision de I telle que f soit ontinue sur haque segment ]xi, xi+1[ de la subdivision et admette

des limites �nies aux bords de haun de es segments.

Comme dans le as des fontions en esalier, les valeurs prises par la fontion f en xi n'ont auune
importane.

Remarque 5. Comme les fontions en esalier, les fontions ontinues par moreaux forment un

espae vetoriel réel (la démonstration est essentiellement la même et don sans grand intérêt).

Notons également que le fait d'imposer des limites �nies aux bords de haque segment implique

qu'une fontion ontinue par moreaux sur un segment [a, b] y est toujours bornée (quitte à e�etuer

les prolongements par ontinuité aux bords, elle est onstituée d'une suession de fontions ontinues

sur des segments auxquelles on peut appliquer le théorème du maximum).
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Théorème 3. Approximation des fontions ontinues par des fontions en esalier.

Soit f une fontion ontinue sur [a, b] et ε un réel stritement positif. Alors il existe deux

fontions ϕ et ψ en esalier sur [a, b] telle que ∀x ∈ [a, b], f(x)−ε 6 ϕ(x) 6 f(x) 6 ψ(x) 6
f(x) + ε.

Démonstration. C'est une onséquene du théorème de Heine : f est uniformément ontinue sur

[a, b], on peut don trouver un réel η tel que |y − x| 6 η ⇒ |f(y) − f(x)| 6 ε. Si on �xe un tel η,
on peut ensuite déouper le segment [a, b] en un nombre �ni d'intervalles de même largeur η. En
notant Mi la valeur maximale prise par f sur un tel intervalle (e maximum existe néessairement

pour une fontion ontinue), on pose alors ϕ(x) = Mi − ε sur l'intervalle orrespondant, et on aura

don Mi − ε 6 f(x) 6 Mi sur tout l'intervalle (l'éart ave le maximum ne peut pas dépasser ε
sur un intervalle de largeur η), e qui est exatement e qu'on souhaite. On pose symétriquement

ψ(x) = mi + ε (où mi est le minimum de f sur l'intervalle). Par onstrution, les fontions ϕ et ψ
sont en esalier sur [a, b]. Notons que la simple ontinuité ne su�t pas à démontrer e théorème. En

e�et, si f est ontinue, on peut toujours onstruire petit à petit, à partir de la borne gauhe a, des
intervalles sur lesquels f sera minorée par une fontion en esalier omme on vient de le faire, mais

la largeur de es intervalles ne sera pas toujours le même. Si ette largeur devient de plus en plus

petite, au point qu'on atteigne jamais la borne droite de l'intervalle en un nombre �ni d'étapes ('est

tout à fait possible !), on n'obtiendra pas l'approximation souhaitée.

Remarque 6. Le théorème reste valable pour une fontion qui est simplement ontinue par moreaux

sur le segment [a, b]. Il su�t de l'appliquer moreau par moreau.

Théorème 4. En notant E− = {ϕ en esalier sur [a, b] | ∀x ∈ [a, b], ϕ(x) 6 f(x)}, et
E+ = {ψ en esalier sur [a, b] | ∀x ∈ [a, b], ψ(x) > f(x)}, alors

sup
ϕ∈E−

∫ b

a

ϕ(x) dx = inf
ψ∈E+

∫ b

a

ψ(x) dx.

Démonstration. Une petite illustration de e théorème, qui dit simplement qu'on peut enadrer

une fontion ontinue par deux fontions en esalier, dont les intégrales peuvent être rendues aussi

prohes qu'on le souhaite (ii ave un pas onstant, une fontion en esalier minorant f en bleu, et

une majorant f en vert) :

0 1 2 3 4 5 6 7 8

0

1

2
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La démonstration est en fait relativement simple ave le théorème préédent, mais elle utilise de

façon un peu �ne les notions de borne supérieure et inférieure. On peut déjà onstater que ∀ϕ ∈ E−
,

∀ψ ∈ E+
,

∫ b

a

ϕ(x) dx 6

∫ b

a

ψ(x) dx ('est par exemple une onséquene de la positivité et de la

linéarité de l'intégrale, en onstatant que la fontion ψ − ϕ est toujours positive). On en déduit que

sup
ϕ∈E−

∫ b

a

ϕ(x) dx 6 inf
ψ∈E+

∫ b

a

ψ(x) dx (au passage ela prouve l'existene de la borne supérieure et de la

borne inférieure, ar le membre de gauhe, par exemple, est majoré par l'intégrale de n'importe quelle

fontion en esalier majorant f , et de telles fontions existent). Ensuite, le théorème assure l'existene

d'une fontion ϕ ∈ E−
telle que ∀x ∈ [a, b], f(x)− ϕ(x) 6

ε

2(b− a)
(qui est un nombre stritement

positif omme les autres), mais aussi de ψ ∈ E+
telle que ∀x ∈ [a, b], ψ(x) − f(x) 6

ε

2(b− a)
. On a

don, ∀x ∈ [a, b], 0 6 ψ(x)−ϕ(x) 6
ε

b− a
. La fontion ψ−ϕ a une intégrale positive et majorée par

n−1
∑

k=0

(xk+1 − xk)×
ε

b− a
= ε. Autrement dit, en appliquant la linéarité de l'intégrale des fontions en

esalier,

∫ b

a

ψ(x) dx 6

∫ b

a

ϕ(x) dx + ε. Cela prouve que sup
ϕ∈E−

∫ b

a

ϕ(x) dx > inf
ψ∈E+

∫ b

a

ψ(x) dx − ε.

Comme ette inégalité est vraie quel que soit ε > 0, les deux membres sont néessairement égaux.

Dé�nition 6. L'intégrale de la fontion f sur le segment [a, b] est le nombre réel sup
ϕ∈E−

∫ b

a

ϕ(x) dx

= inf
ψ∈E+

∫ b

a

ψ(x) dx. On le note

∫ b

a

f(x) dx.

Proposition 4. Les trois propriétés fondamentales de l'intégrale (linéarité, relation de

Chasles, positivité) sont onservées pour les intégrales de fontions ontinues sur un seg-

ment.

Démonstration. Cette démonstration un peu tehnique fait intervenir la aratérisation des bornes

supérieure et inférieure. Soient f et g deux fontions ontinues sur [a, b], λ et µ deux réels, et ε > 0.
Par aratérisation de la borne supérieure, il existe une fontion en esalier ϕ majorée par f sur [a, b]

telle que 0 6

∫ b

a

f(x) − ϕ(x) dx 6
ε

2λ
. De même, il existe une fontion ψ majorée par g telle que

∫ b

a

g(x) − ψ(x) dx 6
ε

2µ
. La fontion ξ = λϕ + µψ est alors une fontion en esalier majorée par

λf + µg et telle que

∫ b

a

ξ(x) dx > λ

∫ b

a

f(x) + µ

∫ b

a

g(x)− ε. Comme, par dé�nition,

∫ b

a

ξ(x) dx 6

∫ b

a

λf(x)+µg(x) dx, on en déduit que

∫ b

a

λf(x)+µg(x) dx > λ

∫ b

a

f(x) dx+µ

∫ b

a

g(x) dx−ε. Cela

étant vrai quelle que soit la valeur de ε,

∫ b

a

λf(x) + µg(x) dx > λ

∫ b

a

f(x) dx + µ

∫ b

a

g(x) dx. On

prouve l'inégalité dans l'autre sens de la même façon, à l'aide de fontions en esalier majorantes, et

on en déduit la linéarité.

La relation de Chasles est plus faile à prouver : si ϕ minore f sur [a, b], alors la restrition de ϕ à [a, c]

et à [c, b] minore les restritions de f à haun des deux intervalles, et

∫ c

a

f(x) dx+

∫ b

c

f(x) dx >
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∫ b

a

ϕ(x) dx +

∫ b

c

ϕ(x) dx =

∫ b

a

ϕ(x) dx. Comme ela est vrai pour toute fontion ϕ ∈ E−
, on en

déduit que

∫ c

a

f(x) dx+

∫ b

c

f(x) dx >

∫ b

a

f(x) dx. Enore une fois, l'inégalité réiproque se prouve

à l'aide de fontion en esalier majorantes, de la même manière.

Le dernier point est de loin le plus faile : si f est positive sur [a, b], la fontion nulle appartient à

E−
, et omme son intégrale est nulle, on en déduit que

∫ b

a

f(x) dx > 0.

Remarque 7. On dé�nit onventionnellement, pour tout reels a et b pour lesquels ça a un sens, que

∫ a

b

f(t) dt = −

∫ b

a

f(t) dt. Ave ette onvention, la relation de Chasles reste valable même quand

ertaines bornes d'intégrales ne sont pas dans le bon ordre. Par ontre, bien entendu, la positivité

ne reste vraie que si a 6 b.

La onstrution de l'intégrale présentée dans ette première partie de ours est appelée intégrale

de Riemann ar elle est historiquement basée sur la onvergene des sommes de Riemann que nous

évoqueront un peu plus loin. Elle permet de dé�nir une intégrale (sur un segment) pour toutes les

fontions ontinues par moreaux ('est e qu'on a prouvé) mais aussi pour ertaines fontions sup-

plémentaires pour lesquelles les limites d'intégrales de fontions en esalier minorantes et majorantes

sont égales sans que la fontion soit ontinue par moreaux. Une telle fontion est appelée fontion

réglée mais ette notion est hors-programme. Il existe en fait d'autres façons de onstruire une

notion d'intégrale qui englobe enore plus de fontions que es fontions réglées. C'est notamment

le as de l'intégrale de Lebesgue fondée sur la théorie de la mesure, qui permet de plus de dé-

montrer beauoup plus failement ertains théorèmes lassiques d'intégration. Mais tout ça n'est pas

non plus à notre programme. Citons simplement un ou deux exemples de fontions non ontinues

par moreaux pour illustrer e qui peut se passer en guise de onlusion de ette digression :

Exemple : La fontion f dé�nie sur le segment [0, 1] par f(x) = 1 si x ∈ Q et f(x) = 0 si

x /∈ Q est une fontion qui n'est pas ontinue par moreaux (elle n'est ontinue en auun point de

[0, 1]), et qui n'est pas non plus intégrable au sens de Riemann. En e�et, tout fontion en esalier

minorant f serait néessairement négative sur haun des intervalles où elle est onstante (puisqu'un

tel intervalle ontiendrait néessairement des irrationnels pour lesquels f(x) = 0), don aurait une

intégrale négative. Mais symétriquement, toute fontion en esalier majorant f serait minorée par

1 et aurait une intégrale supérieure ou égale à 1. On ne peut don pas avoir égalité des bornes

supérieure et inféreure d'intégrales de fontions en esalier minorant et majorant f .

Si on modi�e légèrement la fontion préédente pour imposer que f

(

p

q

)

=
1

q
si x =

p

q
∈ Q (en

supposant p ∧ q = 1), alors la fontion devient intégrable au sens de Riemann, d'intégrale nulle.

Pour tout réel ε > 0, on peut en e�et onstruire une fontion en esalier ψ d'intégrale inférieure

à ε majorant f , en imposant ψ(x) = ε, sauf en haque valeur rationnelle ayant une image par f
supérieure à ε (il y en a un nombre �ni) de façon à e que l'intégrale de ψ ne dépasse pas ε. La borne
inférieure des intégrales obtenues en faisant tendre ε vers 0 est alors nulle.

2 Propriétés supplémentaires de l'intégrale.

2.1 Intégration et inégalités.

Proposition 5. Soient f et g deux fontions ontinues sur [a, b] telles que ∀x ∈ [a, b],

f(x) 6 g(x), alors

∫ b

a

f(x) dx 6

∫ b

a

g(x) dx.
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Démonstration. C'est une onséquene des propriétés préédentes : si f 6 g, alors g − f > 0, don

par positivité de l'intégrale

∫ b

a

g(x) − f(x) dx. Il su�t alors d'appliquer la linéarité de l'intégrale

pour onlure.

Remarque 8. Ce résultat signi�e simplement qu'on peut intégrer des inégalités. Il sera souvent ap-

pliqué dans un as très partiulier où l'une des deux fontions est onstante : si f est majorée par

M et minorée par m sur [a, b], alors m(b− a) 6

∫ b

a

f(x) dx 6M(b− a).

Proposition 6. Soit f une fontion ontinue et positive sur [a, b], alors f est nulle si et

seulement si

∫ b

a

f(x) dx = 0.

Démonstration. Il y a une impliation évidente, pour démontrer l'autre sens on proède par ontra-

posée. Supposons que f ne soit pas nulle sur [a, b]. Il existe don un réel c ∈]a, b[ tel que f(c) > 0
(même si le maximum de f est atteint en une borne de l'intervalle, par ontinuité, f restera strite-

ment positive à l'intérieur). Par ontinuité, on peut en déduire l'existene d'un intervalle ]c−η, c+η[

sur lequel f(x) >
f(c)

2
. La fontion f est alors minorée par la fontion en esalier ϕ valant

f(c)

2
sur

]c− η, c+ η[ et 0 ailleurs. Cette fontion en esalier ayant pour intégrale ηf(c) > 0, on en déduit que

∫ b

a

f(x) dx > 0, e qui prouve notre deuxième impliation.

Proposition 7. Soit f une fontion ontinue sur [a, b], alors

∣

∣

∣

∣

∫ b

a

f(x) dx

∣

∣

∣

∣

6

∫ b

a

|f(x)| dx.

Démonstration. Il su�t d'appliquer la propriété préédente : f 6 |f |, don

∫ b

a

f(x) dx 6

∫ b

a

|f(x)| dx.

Mais omme −f 6 |f | également, on peut aussi érire

∫ b

a

−f(x) dx 6

∫ b

a

|f(x)| dx. La ombinaison

des deux inégalités prouve la propriété. Cette propriété est d'ailleurs visuellement évidente, l'in-

tégrale de |f | revient à aluler positivement toutes les aires omprises entre la ourbe et l'axe des

absisses (y ompris sur les intervalles où f est négative), on obtient forément une valeur plus grande

qu'en alulant la valeur absolue de l'intégrale de f , où ertaines portions peuvent être omptées

négativement. C'est l'équivalent pour l'intégrale de l'inégalité triangulaire dans le as de sommes

�nies.

Proposition 8. Inégalité de Cauhy-Shwartz.

Soient f et g deux fontions ontinues sur [a, b], alors

(
∫ b

a

f(x)g(x) dx

)2

6

(
∫ b

a

f2(x) dx

)(
∫ b

a

g2(x) dx

)

.
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Démonstration. Cette inégalité très lassique n'a en fait pas grand hose à voir ave les préédentes,

puisqu'il s'agit d'un résultat de géométrie sur les produits salaires que nous démontrerons d'ailleurs

dans un adre plus général en �n d'année. Nous pouvons toutefois la prouver dès à présent à l'aide

d'une astue de alul lassique : si t ∈ R,

∫ b

a

(f(x) + tg(x))2 dx > 0 ('est l'intégrale d'une fontion

ontinue et positive), don en développant tout à l'aide de la linéarité, on a toujours

∫ b

a

f2(x) dx+

2t

∫ b

a

f(x)g(x) dx+ t2
∫ b

a

g2(x) dx > 0. On est don en présene d'une expression du seond degré

(sauf si l'intégrale de g2 est nulle, mais dans e as la fontion g est identiquement nulle sur [a, b] et

le résultat devient trivial) toujours positive, e qui implique que son disriminant ∆ = 4

(
∫ b

a

fg

)2

−

4

∫ b

a

f

∫ b

a

g soit négatif. C'est exatement le résultat qu'on souhaitait démontrer.

Dé�nition 7. La valeur moyenne de f sur [a, b] est le nombre réel
1

b− a

∫ b

a

f(x) dx.

Remarque 9. Cette valeur représente la largeur d'un retangle dont l'aire est égale à elle donnée par

l'intégrale de la fontion f , e qui orrespond bien à une notion de valeur moyenne.

Exerie : étude d'une suite d'intégrales. C'est un sujet d'exeries réurrent, pour lequel il faut

onnaitre les méthodes lassiques. On dé�nit une suite (In) par In =

∫ 1

0

1

1 + tn
dt.

1. Caluler les valeurs de I0, I1 et I2.

2. Déterminer la monotonie de la suite (In), et en déduire la onvergene de la suite.

3. En érivant 1− In sous la forme d'une intégrale, déterminer la limite de 1− In, puis elle de
In.

Solution :

1. On alule don I0 =

∫ 1

0

1

2
dt =

1

2
, puis I1 =

∫ 1

0

1

1 + t
dt = [ln(1 + t)]10 = ln(2), et en�n

I2 =

∫ 1

0

1

1 + t2
dt = [arctan(t)]10 =

π

4
. Notons que les valeurs suivantes des termes de la suite

seraient nettement plus tehniques à aluler (le alul de I3 avait été donne en exemple de

alul tehnique d'intégrale de fration rationnelle dans le hapitre sur les équations di�éren-

tielles). On est notamment omplètement inapables de donner une expression expliite pour

In (sinon l'exerie n'aurait pas grand intérêt).

2. Calulons don In+1 − In =

∫ 1

0

1

1 + tn+1
−

1

1 + tn
dt =

∫ 1

0

tn − tn+1

(1 + tn+1)(1 + tn)
dt. Cette

intégrale est elle d'une fontion positive sur [0, 1] (le dénominateur est lairement positif, et

sur [0, 1], tn+1 6 tn), don In+1 − In > 0, e qui prouve la roissane de la suite (In). Une
façon légèrement di�érente de rédiger e alul est de proéder par inégalités suessives sur

les fontions intervenant sous l'intégrale, pour �nir par intégrer les inégalités obtenues. La

suite (In) est par ailleurs majorée, ar

1

1 + tn
6 1 sur [0, 1] (quelle que soit la valeur de n),

don In 6

∫ 1

0
1 dt = 1. Elle onverge don.

3. Calulons 1− In =

∫ 1

0
1 dt−

∫ 1

0

1

1 + tn
dt =

∫ 1

0

tn

1 + tn
dt. Par la même majoration que tout

à l'heure, 1−In 6

∫ 1

0
tn dt =

[

tn+1

n+ 1

]1

0

=
1

n+ 1
. Par ailleurs, 1−In > 0 puisque In 6 1. Une
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simple appliation du théorème des gendarmes permet alors de onlure que lim
n→+∞

1− In = 0,

e qui revient bien à dire que lim
n→+∞

In = 1.

Pour eux qui auraient été tentés de produire un raisonnement du type : quand t ∈ [0, 1[,

lim
n→+∞

1

1 + tn
= 1 (ça 'est vrai) don, par � passage à la limite �, lim

n→+∞
In =

∫ 1

0
1 dt = 1,

sahez qu'on ne peut absolument pas introduire omme ela une intégration dans un passage

à la limite. Il faut véri�er des onditions tehniques peu évidentes pour être ertain que ça

marhe, et le théorème orrespondant n'est absolument pas à votre programme ette année.

2.2 Lien ave les primitives.

Proposition 9. Soit f ontinue sur I et a ∈ I, alors la fontion F : x 7→

∫ x

a

f(t) dt est

une primitive de f sur I. Il s'agit de l'unique primitive de f sur I s'annulant en a.

Démonstration. L'uniité est évidente : si deux primitives de f s'annulent en a, puisqu'elles di�èrent
d'une onstante, ette onstante et néessairement nulle. La première partie du théorème revient à

prouver rigoureusement le résultat donné dans l'introdution de e hapitre. Fixons un réel a ∈ I et

onsidérons un autre réel h > 0 tel que [a, a+h[⊂ I, on peut alors érire F (x+h) =

∫ x+h

a

f(t) dt =
∫ x

a

f(t) dt+

∫ x+h

x

f(x)+ (f(t)− f(x)) dt = F (x)+hf(x)+

∫ x+h

x

(f(t)− f(x)) dt. Fixons ε > 0. La

fontion f étant ontinue en x, il existe un réel η > 0 tel que, ∀t ∈]x−η, x+η[, |f(t)− f(x)| 6 ε. En

intégrant ette inégalité entre x et x+h, on obtient

∣

∣

∣

∣

∫ x+h

x

f(t)− f(x) dt

∣

∣

∣

∣

6

∫ x+h

x

|f(t)−f(x)| dt 6

hε. En divisant tout par h, on obtient don la majoration suivante :

∣

∣

∣

∣

F (x+ h)− F (x)

h
− f(x)

∣

∣

∣

∣

6 ε,

quitte à prendre des valeurs de h su�samment prohes de 0. Cette inégalité étant vraie pour tout

réel ε > 0, on peut en déduire que lim
h→0

F (x+ h)− F (x)

h
= f(x), soit F ′(x) = f(x). On a bien prouvé

que la fontion F était une primitive sur I de f .

Corollaire 1. Toute fontion ontinue sur un segment y admet une primitive.

Remarque 10. Elle en admet même une in�nité, qui di�èrent toutes d'une onstante, mais toutes

les primitives ne peuvent pas néessairement se mettre sous la forme préédente puisqu'elles ne

s'annulent pas néessairement sur I. Ce résultat permet par exemple de justi�er la dé�nition de

la fontion ln omme la primitive de la fontion inverse sur R+∗
s'annulant en 1. Il est tellement

important qu'il est parfois désigné sous la dénomination de théorème fondamental de l'analyse.

Exemple : étude d'une fontion dé�nie par une intégrale. On dé�nit une fontion f par f(x) =
∫ 2x

x

sh(t)

t
dt. On souhaite étudier le plus préisément possible la fontion f , sahant qu'on est

inapables de aluler expliitement f(x). Pour ela, ommençons par poser g(t) =
sh(t)

t
, e qui sera

utile pour la suite.
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• Comme Dg = R∗
, le domaine de dé�nition de f est onstitué des valeurs x pour lesquelles 0

n'est pas ompris dans l'intervalle [x, 2x]. Comme x et 2x ont toujours le même signe, la seule

valeur problématique est x = 0, don Df = R∗
.

• La fontion g est paire (quotient de deux fontions impaires), don f est impaire (en e�et,

les bornes vont se retrouver � dans le mauvais sens � quand on hange le signe de x). Si
on souhaite le prouver rigoureusement, on fait le petit hangement de variable u = −t dans

l'intégrale : f(−x) =

∫ −2x

−x
g(t) dt = −

∫ 2x

x

g(−u) du = −

∫ 2x

x

g(u) du = −f(x). On peut

don se ontenter d'une étude sur l'intervalle ]0,+∞[.
• Le plus important est de savoir dériver e type de fontions. En notant G une primitive

quelonque de g sur ]0,+∞[ (primitive qu'on ne sait bien sûr pas aluler expliitement),

on peut dire que ∀x > 0, f(x) = [G(t)]2xx = G(2x) − G(x). On en déduit que f ′(x) =

2g(2x) − g(x) = 2×
sh(2t)

2t
−

sh(t)

t
=

sh(2t)− sh(t)

t
. Par roissane de la fontion sh, f est

don stritement roissante sur ]0,+∞[.
• Pour déterminer les limites, on pourra souvent se ontenter de majorations ou de minorations

brutales. Ii, par exemple, lim
t→+∞

sh(t)

t
= +∞ (par roissane omparée), don ∃a > 0, ∀t > a,

g(t) > 1 (e n'est pas une minoration très subtile mais 'est largement su�sant !). Si x > a,

toutes les valeurs de t omprises entre x et 2x véri�ent ette inégalité, don f(x) >

∫ 2x

x

1 dt =

x. C'est su�sant pour assurer que lim
x→+∞

f(x) = +∞. La fontion étant impaire, lim
x→−∞

f(x) =

−∞.

• On proède de façon similaire en 0 : lim
t→0

sh(t)

t
= 1 (il s'agit du taux d'aroissement de la

fontion sh, qui a don pour limite sh′(0) = ch(0) = 1), don il existe un réel a tel que,

∀t ∈]0, a], 0 6
sh(t)

t
6 2 (ela revient à appliquer la dé�nition de la limite ave ε = 1). Quitte

à se limiter à des valeurs de x inférieures à
a

2
(pour que l'intervalle [x, 2x] soit inlus dans ]0, a]),

on pourra alors érire 0 6 f(x) 6

∫ 2x

x

2 dt = 2x. Une simple appliation du théorème des

gendarmes donne alors lim
x→0

f(x) = 0 (on a ii alulé la limite à droite, mais la fontion étant

impaire, la limite à gauhe est identique). La fontion f est don prolongeable par ontinuité

en 0. Ce prolongement est en fait dérivable ar lim
x→0

f ′(x) = lim
x→0

2g(2x)− g(x) = 2− 1 = 1. Le

théorème du prolongement de la dérivée assure don que la ourbe de f (prolongée en 0 par

la valeur nulle) y admettra une tangente d'équation y = x.
• Une allure de ourbe pour �nir, mais l'impossibilité de aluler la moindre valeur rend le traé

à la main très impréis :
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−4

2.3 Extension aux fontions omplexes.

Comme dans les préédents hapitres d'analyse, une fontion omplexe est ii une fontion f : I → C,

ave I ⊂ R. On dé�nit pour de telles fontions la notion de ontinuité par moreaux exatement

omme pour les fontion réelles.

Dé�nition 8. Une fontion omplexe f ontinue par moreaux sur un segment [a, b] y admet une

intégrale qui peut être dé�nie par

∫ b

a

f(t) dt =

∫ b

a

Re (f(t)) dt+ i

∫ b

a

Im (f(t)) dt.

Autrement dit, on alule simplement l'intégrale en séparant les parties réelle et imaginaire. On peut

aussi exploiter les primitives (mais on ne sait aluler de primitives de fontions omplexes que pour

les exponentielles), et les propriétés de linéairité et de relation de Chasles restent vraies. Par ontre,

bien entendu, la positivité n'a plus de sens. L'inégalité � triangulaire �

∣

∣

∣

∣

∫ b

a

f(t) dt

∣

∣

∣

∣

6

∫ b

a

|f(t)| dt

reste par ontre valable en interprétant évidemment les � valeurs absolues � omme des modules.

2.4 Formules de Taylor, le retour.

Théorème 5. Formule de Taylor ave reste intégral.

Soit f une fontion de lasse Cn+1
sur un intervalle I et a ∈ I, alors ∀x ∈ I,

f(x) =
n
∑

k=0

f (k)(a)

k!
(x− a)k +

∫ x

a

(x− t)n

n!
f (n+1)(t) dt.

Démonstration. Pour omprendre (et même simplement retenir) ette formule, érivons-là pour n =

0 : f(x) = f(a) +

∫ x

a

f ′(t) dt. En e�et, ette égalité est pratiquement évidente puisque l'intégrale
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vaut f(x)− f(a). Comment faire maintenant pour transformer le f ′ en f ′′ dans l'intégrale et obtenir
la formule au rang suivant ? Tout simplement en faisant une IPP. On pose u(t) = f ′(t), soit u′(t) =
f ′′(t), et v′(t) = 1. La seule subtilité onsiste à hoisir v(t) = t − x, qui est bien une primitive

de v′, et on trouve exatement la formule au rang 1. Plus généralement, la formule se prouve par

réurrene. L'initialisation a déjà été prouvée, pour l'hérédité, on va faire une IPP en posant u(t) =

f (n+1)(t), don u′(t) = f (n+2)(t), et v′(t) =
(x− t)n

n!
, soit v(t) = −

(x− t)n+1

(n+ 1)!
. On trouve alors

f(x) =
n
∑

k=0

f (k)(a)

k!
(x−a)k+

[

−
(x− t)n+1

(n+ 1)!
f (n+1)(t)

]x

a

+

∫ x

a

(x− t)n+1

(n+ 1)!
f (n+2)(t) dt. Le rohet valant

(x− a)n+1

(n+ 1)!
f (n+1)(a), on trouve bien la formule au rang n+ 1.

Théorème 6. Taylor 3, la vengeane : inégalité de Taylor-Lagrange.

Sous les mêmes hypothèses que pour la formule de Taylor ave reste intégral, en notant Rn

le reste intégral, on a la majoration |Rn(x)| 6
|x− a|n+1

(n+ 1)!
Mn+1, où Mn+1 = sup

t∈I
|fn+1(t)|.

Démonstration. Il su�t de majorer le reste intégral obtenu dans le préédent théorème. On majore

|fn+1(t)| par Mn+1, et il reste à aluler

∫ x

a

(x− t)n

n!
dt =

[

−
(x− t)n+1

(n + 1)!

]x

a

=
(x− a)n+1

(n+ 1)!
.

Exemple : En onsidérant f(x) = ln(1 + x) et a = 0, on prouve aisément que ∀k > 1, f (k)(x) =
(−1)k−1(k − 1)!

(1 + x)k
(par réurrene si on tient à être rigoureux). La formule de Taylor ave reste intégral

donne alors f(x) =

n
∑

k=0

(−1)k−1

k
xk + (−1)n

∫ x

0

(x− t)n

(1 + t)n+1
dt. En partiulier, le polyn�me de Taylor

d'ordre n de f en 0 est Tn = x−
1

2
x+

1

3
x2 + · · ·+ (−1)n−1x

n

n
. On peut par ailleurs onstater que,

si x > 0, le reste intégral de ette formule est majoré (en valeur absolue) par

∫ x

0
(x− t)n dt =

xn+1

n+ 1
(e qui orrespond à la majoration donnée par Taylor-Lagrange). En partiulier, ela prouve que,

si x ∈ [0, 1], lim
n→+∞

Tn(x) = ln(1 + x) (les approximations données par les polyn�mes de Taylor

onvergent don vers la valeur prise par la fontion, e qui n'est absolument pas garanti en général,

et ne fontionne d'ailleurs pas ii lorsque x > 1).

3 Calul numérique d'intégrales.

Dans la première partie de e hapitre ainsi que dans nos inursions préédentes dans le domaine

de l'intégration, nous nous sommes uniquement intéressés au alul exat d'intégrales, qui onstituera

de toute façon la totalité des questions que vous pourrez avoir sur le sujet à vos érits de onours.

Mais si vous demandez à votre alulatrie préférée (en supposant qu'elle n'est pas trop alée en

alul formel) de vous donner la valeur d'une intégrale, elle va proéder de façon bien di�érente.

Les méthodes d'intégration numérique ont pour but de réer des suites approhant la valeur d'une

intégrale donnée, en maîtrisant l'erreur ommise (si on ne onnait pas l'erreur, le alul ne sert à

rien), et de préférene ave le moins de aluls possibles, pour obtenir le résultat rapidement. Nous

allons en présenter trois, la première n'étant qu'une redite de hoses vues dès la présentation de e

hapitre.
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3.1 Sommes de Riemann.

Prinipe : On approhe la ourbe par des retangles de largeur onstante (en nombre �xé à l'avane)

et de hauteur égale à l'image d'un des réels de haque intervalle. Ainsi, en prenant un entier na-

turel non nul n et en posant h =
b− a

n
, on peut par exemple e�etuer l'approximation suivante :

∫ b

a

f(x) dx ≃ h

n−1
∑

k=0

f(xk), où xk ∈ [a+kh, a+(k+1)h] (en pratique on posera simplement xk = a+kh,

soit la valeur à gauhe de l'intervalle, même si on alulera parfois la somme ave f(xk+1) au lieu

de f(xk), e qui revient à utiliser les valeurs à droite de haque intervalle et non à gauhe). Sur

le dessin i-dessous, on approhe l'aire sous la ourbe par la somme des aires des retangles bleus,

orrespondant au hoix de valeurs � à gauhe � de haque intervalle.

0 1 2 3 4 5 6 7 8

0

1

2

Dé�nition 9. Une somme de Riemann assoiée à la fontion f sur le segment [a, b] est une

somme de la forme Sn(f) =
b− a

n

n−1
∑

k=0

f(xk) ou Sn(f) =
b− a

n

n
∑

k=1

f(xk), ave les mêmes notations

que i-dessus.

Théorème 7. Les sommes de Riemann onvergent vers l'intégrale de f : lim
n→+∞

Sn(f) =
∫ b

a

f(x) dx. De plus, si la fontion f est de lasse C1
sur le segment [a, b], alors |I−Sn(f)| 6

M(b− a)2

2n
, où M = sup

x∈[a,b]
|f ′(x)|.

Démonstration. Nous ne prouverons le théorème que dans le as où la fontion est de lasse C1
.

Majorons l'erreur ommise intervalle par intervalle :

∣

∣

∣

∣

∫ xk+1

xk

f(t) dt− hf(xk)

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∫ xk+1

xk

f(t) dt−

∫ xk+1

xk

f(xk) dt

∣

∣

∣

∣

6

∫ xk+1

xk

|f(t) − f(xk)| dt. Or, la fontion f ayant sa dérivée

majorée en valeur absolue par M sur [xk, xk+1], l'inégalité des aroissements �nis nous assure que

∀t ∈ [xk, xk+1], |f(t)−f(xk)| 6M(t−xk). On peut alors majorer notre erreur par

∫ xk+1

xk

t−xk dt =

[

(t− xk)
2

2

]xk+1

xk

=
(xk+1 − xk)

2

2
=

(b− a)2

2n2
. L'erreur maximale ommise sur [xk, xk+1] est don
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de

M(b− a)2

2n2
, et l'erreur totale ommise sur l'intervalle [a, b] vaut au maximum n fois l'erreur

préédente (puisque l'intervalle a été déoupé en n moreaux), soit

M(b− a)2

2n
. On a bien prouvé

que |I − Sn(f)| 6
M(b− a)2

2n
, e qui su�t à prouver la onvergene de Sn(f) vers I puisque notre

majorant tend vers 0 quand n tend vers +∞.

Un petit programme Python e�etuant le alul approhée d'intégrale à l'aide de la méthode des

retangles, en prenant omme paramètres la fontion f à intégrer, les bornes a et b de l'intervalle

d'intégration, et le nombre n de retangles souhaités dans le alul :

def retangles(f,a,b,n) :

h=(b-a)/n

s=0

for i in range(n) :

s+=f(a+i*h)

return h*s

Remarque 11. Les sommes de Riemann seront très souvent utilisées ave a = 0 et b = 1. On obtient

alors la formulation simpli�ée : lim
n→+∞

1

n

n−1
∑

k=0

f

(

k

n

)

= lim
n→+∞

1

n

n
∑

k=1

f

(

k

n

)

=

∫ 1

0
f(x) dx.

Exemple : On utilise parfois les sommes de Riemann de façon indirete pour trouver la limite de

suites dé�nies par des sommes, en utilisant leur onvergene vers une intégrale qu'on sait aluler

('est don le proessus omplètement inverse de elui présenté dans ette partie de ours). Ainsi, si

on pose un =
n
∑

k=1

n

n2 + k2
, on peut érire un =

n
∑

k=1

1

n
×

1

1 + k2

n2

=
1

n

n
∑

k=1

f

(

k

n

)

, où f : x 7→
1

1 + x2
.

D'après le théorème sur les sommes de Riemann, lim
n→+∞

un =

∫ 1

0

1

1 + x2
dx = [arctan(x)]10 =

π

4
.

3.2 Méthode des trapèzes.

Prinipe : Comme dans le as de la méthode des retangles, on déoupe l'intervalle d'intégration

en n segments de largeur h =
b− a

n
, mais sur haque segment, on approhe désormais l'intégrale par

l'aire du trapèze passant par les deux points de la ourbe d'absisse xk et xk+1. Autrement dit, on

e�etue l'approximation I ≃ h

n−1
∑

k=0

f(xk) + f(xk+1)

2
= h

(

f(a)

2
+
f(b)

2
+

n−1
∑

k=1

f(a+ kh)

)

.

0 1 2 3 4 5 6 7 8

0

1

2
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Remarque 12. La di�érene entre ette méthode et elle des retangles est extrêmement minime en

termes de aluls, puisqu'il su�t de aluler n+ 1 valeurs de la fontion f (au lieu de n) et aluler
une somme (là enore ave une seule addition supplémentaire). Pourtant, omme nous allons le voir,

l'erreur ommise est nettement plus faible.

Théorème 8. En notant Tn la valeur approhée de I obtenue à l'aide de la méthode des

trapèzes, lim
n→+∞

Tn =

∫ b

a

f(x) dx. De plus, si f est de lasse C2
sur [a, b], alors |I − Tn| 6

M2(b− a)3

12n2
, où M2 = sup

x∈[a,b]
|f ′′(x)|.

Démonstration. L'idée est la même que dans le as de la méthode des trapèzes, mais on a besoin

pour le alul d'un équivalent de l'IAF faisant intervenir la dérivée seonde. Cet équivalent est donné

par la formule de Taylor-Lagrange, version � exate � de l'inégalité de Taylor-Lagrange énonée plus

haut (la di�érene est exatement la même qu'entre les énonés du théorème des aroissements �nis

et de l'IAF). On se dispensera don de faire ette démonstration.

On peut là aussi donner une implémentation en Python, à peine plus ompliquée que la préédente :

def trapezes(f,a,b,n) :

h=(b-a)/n

s=(f(a)+f(b))/2

for i in range(1,n) :

s+=f(a+i*h)

return h*s

3.3 Méthode de Simpson.

Prinipe : La méthode des retangles approhait la ourbe par une onstante sur haque intervalle,

la méthode des trapèzes par une fontion a�ne, l'étape logique suivante est d'approher à l'aide d'un

ar de parabole, passant par les points d'absisse xk, xk+1 et

xk + xk+1

2
(il faut trois points pour

déterminer une parabole). Nous ne ferons pas les aluls, mais nous ontenterons de donner la fomule

d'approximation donnée par la méthode de Simpson : I ≃
h

6

n−1
∑

k=0

f(xk)+4f

(

xk + xk+1

2

)

+ f(xk+1).

Cette méthode donnes des valeurs approhées de I qui onvergent enore plus rapidement que les

deux méthodes préédentes.

Théorème 9. En notant Zn la valeur approhée de I obtenue à l'aide de la méthode de

Simpson, lim
n→+∞

Zn = I. De plus, si f est de lasse C4
sur [a, b], alors |I−Zn| 6

M4(b− a)5

2 880n4
,

où M4 = maxx∈[a,b] f
(4)(x).
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Remarque 13. Par onstrution, la méthode de Simpson donne des valeurs exates pour les intégrales

de fontions polyn�miales de degré 2. Mais elle en donne en fait aussi des valeurs exates pour les

fontions de degré 3 (e qui est beauoup moins évident !), e qui explique que la majoration de

l'erreur � saute une étape � par rapport à la méthode des trapèzes.

On peut véri�er que la méthode donne bien une valeur exate pour f(x) = x3. En e�et,

∫ b

a

x3 dx =

[

x4

4

]b

a

=
b4 − a4

4
, et le alul par la méthode de Simpson (sans déouper l'intervalle, 'est inutile

ii) donne (b − a) ×
a3 + 4(a+b2 )3 + b3

6
= (b − a) ×

2a3 + a3 + 3a2b+ 3ab2 + b3 + 2b3

12
= (b − a) ×

a3 + a2b+ ab2 + b3

4
=
b4 − a4

4
.
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