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Logarithme et exponentielle dînent ensemble au resto.

C'est exponentielle qui paye toute la note, pourquoi ?

Pare que logarithme népérien !

Les vieux mathématiiens ne meurent pas,

ils perdent juste ertaines de leurs fontions.

Ce troisième hapitre de l'année a pour prinipal objetif de onstituer un atalogue des fontions

que nous onsidérerons omme su�samment lassiques pour que leur maîtrise soit indispensable.

Certaines de es fontions ont déjà été étudiées au lyée (logarithme népérien et exponentielle),

les autres ne font intervenir auune théorie supplémentaire, si e n'est éventuellement la notion de

bijetion qui sera abordée en début de hapitre (et qui sera surtout indispensable à la dé�nition

des fontions trigonométriques réiproques dans le hapitre suivant). Nous reverrons également à

l'oasion de e hapitre quelques dé�nitions et propriétés lassiques sur les fontions, notamment

onernant la dérivation que nous reprendrons nettement plus en profondeur un peu plus tard dans

l'année.

Objetifs du hapitre :

• maîtrise du voabulaire lassique sur les fontions, et apaité à aluler sans erreur et rapi-

dement toute dérivée faisant intervenir les formules lassiques de dérivation (notamment les

dérivées de fontions omposées).

• maîtrise des règles de alul sur l'exponentielle, le logarithme et les puissanes : résolution

d'équations se ramenant à du seond degré, manipulation aisée des raines arrées.

• onnaissane des dérivées et représentations graphiques des fontions hyperboliques.

1 Généralités.

1.1 Parité, périodiité.

Dé�nition 1. Une fontion f est paire si son domaine de dé�nition est symétrique par rapport à 0
et ∀x ∈ Df , f(−x) = f(x). Elle est impaire si son domaine de dé�nition est symétrique par rapport

à 0 et ∀x ∈ Df , f(−x) = −f(x).
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Remarque 1. La ondition sur la symétrie de l'ensemble de dé�nition est néessaire pour assurer que

−x appartienne toujours au domaine de dé�nition de f .

Méthode : Pour prouver qu'une fontion est paire (ou impaire), on exprime f(−x) en fontion de

x et on essaie de le mettre sous une forme permettant de onstater que f(−x) = f(x). Pour prouver
qu'une fontion n'est pas paire, il su�t de trouver un ontre-exemple, don une valeur de x pour

laquelle f(−x) 6= f(x). Attention tout de même, le fait que f(−2) = f(2) par exemple ne prouve

rien (on peut être tombé par hasard sur des valeurs identiques sans que la fontion ne soit paire pour

autant).

Proposition 1. La ourbe représentative d'une fontion paire dans un repère orthogonal

est symétrique par rapport à l'axe des ordonnées (Oy) du repère. La ourbe représentative

d'une fontion impaire est symétrique par rapport à l'origine O du repère.

Démonstration. Graphiquement, la parité s'exprime omme ei : si un point A(x, f(x)) se trouve sur
la ourbe représentative de la fontion f , le point A′(−x, f(x)) appartiendra également à la ourbe

(et vie-versa). Or, A′
n'est autre que le symétrique de A par rapport à l'axe (Oy). Le raisonnement

est le même pour les fontions impaires.

Remarque 2. On peut généraliser en trouvant des ritères de symétrie par rapport à n'importe quelle

droite du plan parallèle à l'axe des ordonnées, ou à n'importe quel point du plan. En e�et, si pour tout

réel a, la ondition ∀x ∈ Df , 2a−x ∈ Df et f(2a−x) = f(x) est véri�ée, la ourbe représentative de
la fontion f sera symétrique par rapport à la droite d'équation x = a. De même, si a et b sont deux

réels quelonques, la ondition ∀x ∈ Df , 2a− x ∈ Df et f(2a− x) = 2b− f(x) assure la symétrie de

la ourbe par rapport au point de oordonnées (a, b).

Dé�nition 2. Une fontion f est périodique de période T ∈ R
+∗

si, quel que soit x appartenant

à Df , x+ T appartient à Df et f(x+ T ) = f(x).

Remarque 3. Une fontion périodique possède plusieurs périodes di�érentes, puisque tout multiple

d'une période est également une période. Ainsi, la fontion cos est périodique de période 2π, mais

aussi 4π ou 56π (voire même −4π si on aepte une période négative, e qui n'est pas le as de

notre dé�nition). Il existe toutefois toujours une période qui sera la plus petite période positive de

la fontion f , et qu'on appelle par abus de langage la période de la fontion f .

Proposition 2. La ourbe représentative d'une fontion f périodique de période T dans

un repère de base (~i,~j) est invariante par translation de veteur T
−→
i .

Démonstration. Le point (x, f(x)) ayant pour image par ette translation le point (x+T, f(x)), 'est
une onséquene immédiate de la dé�nition.

1.2 Opérations élémentaires sur les fontions.

Dé�nition 3. Si f et g ont un même domaine de dé�nition D, on peut dé�nir les opérations

suivantes :

• ∀x ∈ D, (f + g)(x) = f(x) + g(x)
• ∀x ∈ D, (fg)(x) = f(x)× g(x)
• ∀x ∈ D, ∀λ ∈ R, (λf)(x) = λ× f(x)

2



Remarque 4. Ces opérations véri�ent toutes les propriétés � évidentes � issues de elles des opérations

orrespondantes sur R (assoiativité, ommutatitivé, distributivité, existene d'éléments neutres,

d'opposés, et). Algébriquement, on onstatera que l'ensemble des fontions dé�nies sur R, muni de

es opérations, forme une algèbre ommutative.

Dé�nition 4. Si f et g ont un même domaine de dé�nition D, on notera max(f, g) et min(f, g) les
fontions dé�nies par max(f, g)(x) = max(f(x), g(x)) et min(f, g)(x) = min(f(x), g(x)).

Proposition 3. Soit f : R → R une fontion et a ∈ R, et Cf la ourbe représentative de

la fontion f dans un repère (O,~i,~j), alors :

• la fontion x 7→ f(x) + a a une ourbe obtenue à partir de Cf par une translation

de veteur a×~j.

• la fontion x 7→ f(x + a) a une ourbe obtenue à partir de Cf par une translation

de veteur −a×~i.

• la fontion x 7→ f(a− x) a une ourbe obtenue à partir de Cf par une ré�exion par

rapport à la droite d'équation y =
a

2
.

• la fontion x 7→ af(x) a une ourbe obtenue à partir de Cf par une dilata-

tion/ompression d'axe (Ox) et de fateur a.
• la fontion x 7→ f(ax) a une ourbe obtenue à partir de Cf par une dilata-

tion/ompression d'axe (Oy) et de fateur
1

a
.

Remarque 5. Le terme de dilatation/ompression n'est pas vraiment rigoureux, le nom préis de la

transformation géométrique orrespondante est a�nité, mais vous n'êtes pas ensés le onnaître.

On se ontentera don d'une ompréhension intuitive : on e�etue un hangement d'éhelle sur l'un

des axes, sans touher à l'autre oordonnée.

1.3 Monotonie.

Dé�nition 5. Une fontion réelle f est roissante (resp. déroissante) sur un intervalle I si,

∀(x, y) ∈ I2, x < y ⇒ f(x) 6 f(y) (resp. f(x) > f(y)). Je vous épargne les dé�nitions de roissane
et déroissane strite.

Dé�nition 6. Tout le voabulaire vu dans le hapitre préédent en lien ave la notion de relation

d'ordre s'applique de façon identique aux valeurs prises par une fontion f . Ainsi, on dira que M

est le maximum de f (en fait elui des valeurs prises par f ) si ∀x ∈ Df , f(x) 6 M , et ∃x ∈ Df ,

f(x) = M . Une fontion bornée est ainsi une fontion à la fois majorée et minorée (la fontion

osinus par exemple est bornée par les valeurs −1 et 1).

Proposition 4. La somme de deux fontions roissantes (respetivement déroissantes)

sur un même intervalle I est roissante (resp. déroissante) sur I.

Démonstration. C'est évident à partir de la dé�nition : si f(x) 6 f(y) et g(x) 6 g(y), alors f(x) +
g(x) 6 f(y) + g(y).
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Proposition 5. Si les fontions f et g sont de même monotonie sur I et sur f(I) respe-
tivement, alors g ◦ f est roissante sur I.

Si les fontions f et g sont de monotonie opposée sur I et sur f(I) respetivement, alors

g ◦ f est déroissante sur I.

Démonstration. C'est là enore très faile : si par exemple les deux fontions sont déroissantes,

x 6 y implique f(x) > f(y), puis par déoirssane de g sur f(I), on trouve g(f(x)) 6 g(f(y)), don
g ◦ f est déroissante. Les autres as sont très similaires.

Exemple : La fontion f : x 7→ e
√
x
est roissante sur R

+
omme omposée de deux fontions

roissantes.

Exemple : Posons f(x) = (ln(x) − 1)2. La fontion f est dé�nie sur ]0,+∞[ et omposée de la

fontion arré g : x 7→ x2 par la fontion h : x 7→ ln(x)− 1. La fontion h est stritement roissante

sur son domaine de dé�nition, mais e n'est pas le as de g qui est roissante sur R+
mais déroissante

sur R
−
. Il onvient don de faire attention au signe des valeurs prises par la fontion h pour pouvoir

appliquer le résultat préédent :

• sur l'intervalle ]0, e], la fontion h est roissante et à valeurs dans l'intervalle ] − ∞, 0] sur
lequel g est déroissante, don la fontion f = g ◦ h est déroissante sur ]0, e].

• sur l'intervalle [e,+∞[, la fontion h est roissante et à valeurs dans l'intervalle [0,+∞[ sur
lequel g est roissante, don la fontion f est roissante sur [e,+∞].

1.4 Variations.

Commençons par l'essentiel : un petit tableau réapitulatif des dérivées à onnaitre sur le bout des

doigts, inluant les dérivées de fontions usuelles ainsi que les formules de dérivation lassiques :

fontion dérivée

xn nxn−1

ex ex

ln(x)
1

x
cos(x) − sin(x)

sin(x) cos(x)

tan(x)
1

cos2(x)
= 1 + tan2(x)

u+ v u′ + v′

uv u′v + uv′

1

v
− v′

v2
u

v

u′v − uv′

v2

v ◦ u u′ × v′ ◦ u

Remarque 6. La formule donnée pour la dérivée des fontions puissanes est valable bien entendu si

n ∈ N, mais aussi si n ∈ Z (inutile de donner une formule séparée dans e as) et même pour des

valeurs non entières de n, notamment pour n =
1

2
: la dérivée de la fontion raine arrée est donnée

par

1

2
x−

1
2 =

1

2
√
x
. On verra une généralisation de e prinipe plus loin dans e hapitre.

Remarque 7. La dernière formule (dérivation d'une omposée) généralise d'un seul oup tous les as

partiuliers que vous avez pu voir au lyée, notamment (ln(u))′ =
u′

u
et (eu)′ = u′eu.

Exemples : La dérivée de la fontion f : x 7→ sin(x2) est f ′(x) = 2x cos(x2).

La dérivée de la fontion g : x 7→ (ln(x))3 est g′(x) =
3 ln2(x)

x
.
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Théorème 1. Lien entre signe de la dérivée et sens de variation d'une fontion.

Soit f une fontion dérivable sur un intervalle I.

• f est roissante sur I si et seulement si f ′
est positive sur I.

• f est déroissante sur I si et seulement si f ′
est négative sur I.

• si f ′
est stritement positive sur I, sauf éventuellement en un nombre �ni de points

où elle s'annule, alors f est stritement roissante sur I.

• si f ′
est stritement négative sur I, sauf éventuellement en un nombre �ni de points

où elle s'annule, alors f est stritement déroissante sur I.

Proposition 6. Soit f une fontion dérivable en un point a, alors la tangente à la ourbe

représentative de f en son point d'absisse a a pour équation y = f ′(a)(x − a) + f(a).

Démonstration. En e�et, ette droite a une équation de la forme y = αx + β, et doit véri�er deux

onditions : elle a pour oe�ient direteur f ′(a), don α = f ′(a), et elle doit passer par le point

de la ourbe de oordonnées (a, f(a)), don f(a) = αa + β, soit β = f(a) − αa = f(a) − af ′(a).
L'équation est don y = f ′(a)x+ f(a)− af ′(a) = f ′(a)(x− a) + f(a).

Dé�nition 7. Soit f une fontion dérivable sur un intervalle I, et telle que f ′
est elle-même dérivable

sur I, alors la dérivée de f ′
est appelée dérivée seonde de la fontion f , et notée f ′′

. On note

de même f ′′′
la dérivée tiere de f (sous réserve d'existene), puis plus généralement f (n)

la dérivée

n-ième de la fontion f .

Dé�nition 8. Une fontion dé�nie sur un intervalle I y est :

• de lasse Dn
si elle est n fois dérivable sur I

• de lasse Cn
si de plus sa dérivée n-ème f (n)

est ontinue sur I

• de lasse C∞
si elle dérivable n fois sur I pour tout entier naturel n

Remarque 8. Une fontion de lasse Dn
sur I est forément de lase Cn−1

sur I puisqu'une fontion

dérivable est néessairement ontinue. Une fontion Cn
est bien entendu a fortiori Dn

. Par ailleurs,

par dé�nition, une fontion C∞
est Cn

quelle que soit la valeur de n. On a don les inlusions

suivantes : Cn(I) ⊂ Dn(I) ⊂ Cn−1(I) ⊂ Dn−1(I) ⊂ · · · ⊂ C1(I) ⊂ D1(I) ⊂ C0(I) (ette dernière

atégorie ontenant simplement les fontions ontinues sur I).

Proposition 7. Soit f une fontion deux fois dérivable sur un intervalle I, alors f est une

fontion onvexe sur I si et seulement si f ′′ > 0 sur I, et f est onave sur I si et seulement

si f ′′ 6 0 sur I.

Rappelons que la ourbe d'une fontion onvexe est située au-dessus de haune de ses tangentes.

La ourbe d'une fontion onave est au ontraire située en-dessous de ses tangentes. On en déduit

les deux inégalités lassiques suivantes :

• ∀x ∈ R, ex > 1 + x

• ∀x > 0, ln(x) 6 x− 1
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1.5 Bijetions.

Dé�nition 9. Une fontion f est bijetive de l'intervalle I vers l'intervalle J si tout élément de J

admet exatement un antéédent par la fontion f dans l'intervalle I.

Dé�nition 10. Si f est une fontion bijetive de I vers J , on appelle bijetion réiproque de f la

fontion g : J → I qui, à un réel y appartenant à I, assoie son unique antéédent x par la fontion

f . L'appliation g est alors une bijetion de l'intervalle J dans l'intervalle I. On la note f−1
.

Exemple : La notion de réiproque est intuitivement simple, il s'agit simplement de réer une

fontion g qui � fait le ontraire � de la fontion f . Mais pour ela, la ondition sur l'uniité des

antéédents est indispensable, sinon on aura plusieurs possibilités pour la dé�nition de la fontion g.

Un exemple que vous onnaissez déjà est elui de la raine arrée, qui est la réiproque de la fontion

arré f : x 7→ x2. Attention tout de même, la fontion f n'est pas une bijetion de R dans R, puisque

les réels négatifs n'ont pas d'antéédent par f , mais que les réels stritement positifs en ont deux.

Par ontre, ette même fontion f est bijetive de R
+
dans R

+
. C'est pour ela que la raine arrée

est une fontion dé�nie seulement sur R
+
, à valeurs dans R

+
(dans la dé�nition de la raine arrée,

on préise bien qu'il s'agit d'un nombre positif).

Remarque 9. Les ourbes représentatives des fontions f et f−1
dans un repère orthogonal sont des

ourbes symétriques par rapport à la droite d'équation y = x.

Théorème 2. Théorème de la bijetion.

Soit f : I → J une fontion ontinue et stritement monotone. Alors f e�etue une

bijetion de I dans J . De plus, sa réiproque f−1
est également ontinue et stritement

monotone, de même monotonie que f .

Proposition 8. Soit f : I → J une bijetion dérivable sur I et telle que ∀x ∈ I, f ′(x) 6= 0,

alors sa bijetion réiproque est dérivable sur J et ∀y ∈ J , (f−1)′(y) =
1

f ′(f−1(y))
.

Exemple : Si on reprend l'exemple de la raine arrée (notons la fontion orrespondant f ), on

trouve en utilisant le fait que f ′(x) = 2x, la formule bien onnue (f−1)′(x) =
1

2
√
x
.

2 Logarithmes, exponentielles et fontions puissanes.

Éternel dilemme du professeur de maths au moment d'aborder ette partie du ours : exponentielle

d'abord ou logarithme en premier ? Quel que soit le hoix, soyez onsients que la onstrution

s'appuiera à e stade sur des résultats puissants que nous ne serons pas en mesure de démontrer :

existene d'une primitive d'une fontion ontinue pour le logarithme, existene d'une solution à une

équation di�érentielle pour l'exponentielle. Nous ommenerons ave le logarithme ('est le plus

traditionnel) ar les démonstrations sont plus failes à enhaîner dans e sens, mais je vous donnerai

également des dé�nitions indépendantes de l'exponentielle.

2.1 La fontion logarithme népérien

Dé�nition 11. La fontion ln (logarithme népérien) est l'unique primitive de la fontion inverse

x 7→ 1

x
sur l'intervalle ]0,+∞[ s'annulant pour x = 1.
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Proposition 9. Règles de alul sur le logarithme népérien.

• ∀(x, y) ∈ (R+∗)2, ln(xy) = ln(x) + ln(y)

• ∀(x, y) ∈ (R+∗)2, ln
(
x
y

)

= ln(x)− ln(y)

• ∀y ∈ R
+∗
, ln

(
1

y

)

= − ln(y)

• ∀x ∈ R
+∗
, ∀n ∈ Z, ln(xn) = n ln(x)

Démonstration.

• Puisque tout e que nous savons pour l'instant sur le logarithme est qu'il est une primitive

de la fontion inverse, la démonstration va passer par une dérivation. Fixons don une valeur

de y > 0, et posons g(x) = ln(xy) − ln(x) − ln(y). La fontion g est dé�nie et dérivable sur

]0,+∞[, de dérivée g′(x) =
y

xy
− 1

x
= 0. La fontion g est don onstante sur R

+∗
. Comme

g(1) = ln(y)− ln(1)− ln(y) = 0, on en déduit que ∀x > 0, ln(xy)− ln(x)− ln(y) = 0, e qui
est équivalent à notre propriété.

• En hoisissant y =
1

x
dans la formule préédente, on obtient ln(1) = ln(x) + ln

(
1

x

)

, soit

ln(x) + ln

(
1

x

)

= 0, e qui prouve la troisième formule.

• Il su�t ensuite d'érire ln

(
x

y

)

= ln

(

x× 1

y

)

= ln(x) + ln

(
1

y

)

= ln(x)− ln(y) pour obtenir

la deuxième.

• La dernière formule se prouve, pour les valeurs positives de n, par réurrene. Pour n = 0,
ln(x0) = ln(1) = 0 = 0 × ln(x). Ensuite, si on suppose vraie la propriété au rang n, alors

ln(xn+1) = ln(xn × x) = ln(xn) + ln(x) = n ln(x) + ln(x) = (n + 1) ln(x), e qui prouve

l'hérédité de la propriété. Pour les valeurs négatives de n, on érit simplement ln(x−n) =

ln

(
1

xn

)

= − ln(xn) = −n ln(x).

Proposition 10. La fontion ln est stritement roissante sur R
+∗
, son tableau de varia-

tions est le suivant :

x 0 1 +∞

ln

−∞
✟✯✟✟

0

✟✯✟✟

+∞

De plus, il existe un unique réel, noté e, tel que ln(e) = 1.

Démonstration. La dérivée de la fontion ln étant stritement positive, sa roissane est laire. La

fontion étant roissante, elle admet néessairement une limite (�nie ou in�nie) en +∞, il su�t don

de prouver qu'elle n'est pas majorée pour obtenir une limite in�nie. Or, en prenant un x pour lequel

ln(x) > 0 (par exemple x = 2), on a ln(xn) = n ln(x), qui a pour limite +∞ lorsque n tend vers

+∞. La fontion ne peut don être majorée, et lim
x→+∞

ln(x) = +∞. En posant X =
1

x
, on a alors
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lim
x→0

ln(x) = − lim
X→+∞

ln(X) = −∞. La fontion ln étant ontinue et stritement roissante, et au

vu des limites alulées préédemment, elle e�etue une bijetion de R
+∗

vers R. Le nombre réel 1
admet don un unique antéédent par la fontion ln.

Ajoutons la ourbe représentative de la fontion, que je ouple ave elle de la fontion exponentielle

que nous allons maintenant aborder (des fois que vous ayez la dr�le d'idée de les onfondre, préisions

que la ourbe de ln est en bleu, et elle de l'exponentielle en rouge, et qu'elles sont bien entendu

symétriques par rapport à la droite d'équation y = x indiquée en pointillés noirs) :

0 1 2 3 4 5−1−2−3−4−5

0

1

2

3

4

5

−1

−2

−3

−4

−5

2.2 La fontion exponentielle

Dé�nition 12. La fontion exponentielle, que l'on notera provisoirement exp, est dé�nie sur R

omme la réiproque de la fontion ln.

Remarque 10. On peut dé�nir la fontion exponentielle de façon indépendante, sans référene au

logarithme. Par exemple, la fontion exponentielle est l'unique fontion dérivable sur R solution de

l'équation di�érentielle f ′ = f et véri�ant de plus f(0) = 1. Une autre dé�nition nettement plus

maniable mais faisant intervenir des séries (vous la reverrez l'an prohain) est la suivante : ∀x ∈ R,

exp(x) =
+∞∑

n=0

xn

n!
.

Proposition 11. Régles de alul sur les exponentielles.

• ∀n ∈ Z, exp(n) = en, propriété qui � justi�e � la notation lassique exp(x) = ex

que nous utiliserons désormais.

• ∀(x, y) ∈ R
2
, ex+y = ex × ey

• ∀(x, y) ∈ R
2
, ex−y =

ex

ey

• ∀x ∈ R, e−x =
1

ex
• ∀x ∈ R, ∀n ∈ Z, (ex)n = enx
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Démonstration. Le but ii est d'utiliser les règles de alul vues sur le logarithme. On va par exemple

démontrer la deuxième formule (la plus fondamentale), et notant a et b les antéédents (uniques à

haque fois par bijetivité du ln) de x et y par la fontion ln. On peut alors érire exp(x + y) =
exp(ln(a) + ln(b)) = exp(ln(ab)) = ab = exp(x) × exp(y). Les autres formules déoulent failement

de elle-i.

Proposition 12. La fontion exponentielle est à valeurs stritement positives, et stri-

tement roissante sur R. Sa dérivée est la fontion exponentielle elle-même. De plus,

lim
x→−∞

exp(x) = 0 et lim
x→+∞

exp(x) = +∞.

Démonstration. On peut simplement appliquer le théorème de la bijetion rappelé plus haut. La

fontion exp est dé�nie sur R, à valeurs dans R
+∗
, et de même monotonie que ln. De plus, sa dérivée

est donnée par exp′(x) =
1

ln′(exp(x))
= exp(x). Les limites déoulent également du théorème de la

bijetion.

2.3 Fontions logarithmes et exponentielles quelonques

Dé�nition 13. Soit a ∈ R
+∗\{1}, la fontion logarithme en base a est dé�nie sur R

+∗
par

loga(x) =
lnx

ln a
.

Remarque 11. La fontion ln orrespond en fait au logarithme en base e. Un autre logarithme est assez

fréquemment employé, le logarithme en base 10, aussi appelé logarithme déimal et noté simplement

log ('est à ette fontion que orrespond en général la touhe notée log sur les alulatries).

Proposition 13. Prinipales propriétés des fontions logarithmes :

Le tableau de la fontion loga est le même que elui de la fontion ln lorsque a > 1 :

x 0 1 +∞

loga

−∞
✟✯✟✟

0

✟✯✟✟

+∞

Attention, les variations sont inversées quand a ∈]0, 1[ :

x 0 1 +∞

loga

+∞❍❍❍❥0
❍❍❍❥−∞

De plus, les règles de alul vues pour la fontion ln restent valables pour toutes les fontions

logarithmes, en partiulier la règle fondamentale loga(xy) = loga(x) + loga(y).

9



Démonstration. La fontion loga étant proportionnelle au logarithme népérien, elle est dérivable, de

dérivée log′a(x) =
1

x ln(a)
. Lorsque a > 1, ln(a) > 0, la fontion est don stritement roissante, et

les limites déoulent de elles de la fontion ln par simple appliation des règles usuelles de aluls

de limites. Si a < 1, ln(a) < 0, e qui explique à la fois le hangement de sens de variation, et le

hangement de signe des limites. En�n, il su�t de reprendre haune des formules pour le ln, et de
diviser partout par ln(a), pour obtenir les équivalents pour le logarithme en base a.

Pour �nir, quelques exemples de ourbes, qui ont la même allure que elle de la fontion ln :

0 1 2 3 4 5 6 7 8

0

1

2

3

4

5

−1

−2

−3

−4

−5

log

ln

log

log

2

1/2

Dé�nition 14. Soit a ∈ R
+∗\{1}, la fontion exponentielle en base a est dé�nie sur R omme

la réiproque de la fontion loga. On la note, par le même abus de notation que pour l'exponentielle

usuelle, x 7→ ax.
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Proposition 14. Prinipales propriétés des exponentielles :

Lorsque a > 1, la fontion exponentielle de base a est stritement roissante et admet les

mêmes limites que l'exponentielle.

Lorsque a ∈]0, 1[, le tableau de variations est inversé, omme pour le logarithme :

x −∞ 0 +∞

x 7→ ax

+∞❍❍❍❥1
❍❍❍❥ 0

Toutes les règles de alul vues sur la fontion exponentielle usuelle restent valables pour

l'exponentielle en base a. Les valeurs prises par toutes les fontions exponentielles sont

toujours stritement positives.

Démonstration. On peut au hoix utiliser le théorème de la bijetion pour démontrer es résultats

ou simplement utiliser la formule ax = ex ln(a)
qui déoule de la dé�nition de l'exponentielle en base

a.

Et pour hanger, on onlut ave quelques ourbes :

0 1 2 3 4−1−2−3−4

0

1

2

3

4

5

2xex10x

0,5x

2.4 Fontions puissanes.

Dé�nition 15. Soit x un nombre réel. Les puissanes positives de x sont dé�nies par réurrene :

x0 = 1 et ∀n ∈ N, xn+1 = xn × x. Lorsque x 6= 0, on peut également dé�nir des puissanes

négatives omme inverses des puissanes positives : x−n =
1

xn
. Les fontions puissanes x 7→ xn

sont don dé�nies sur R lorsque n > 0, et sur R∗
lorsque n < 0.

11



Proposition 15. Règles de alul sur les puissanes.

• ∀x ∈ R, ∀(n, p) ∈ Z
2
, xn+p = xn × xp

• ∀x ∈ R, ∀(n, p) ∈ Z
2
, xn−p =

xn

xp

• ∀x ∈ R, ∀(n, p) ∈ Z
2
, (xn)p = xnp

• ∀(x, y) ∈ R
2
, ∀n ∈ Z, (xy)n = xn × yn

• ∀n ∈ Z, 1n = 1

Proposition 16. Tableau de variation des fonions puissanes entières :

Il y a pas moins de quatre as di�érents à distinguer.

si n est positif et impair :

x −∞ 0 +∞

x 7→ xn

−∞
✟✯✟✟

0

✟✯✟✟

+∞

si n est positif et pair :

x −∞ 0 +∞

x 7→ xn

+∞❍❍❍❥0

✟✯✟✟

+∞

si n est négatif et impair :

x −∞ 0 +∞

x 7→ xn 0
❍❍❍❥−∞

+∞❍❍❍❥ 0

si n est négatif et pair :

x −∞ 0 +∞

x 7→ xn 0

✟✯✟✟

+∞ +∞❍❍❍❥ 0

De plus, toutes les fontions puissanes orrespondant à un entier n pair sont paires, toutes

les puissanes orrespondant à un n impair sont impaires.

Vous ommenez à avoir l'habitude, quelques petites ourbes pour illustrer tout ela :
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0 1 2 3−1−2−3

0

1

2

3

−1

−2

−3

x

x 2

x 6

x 3

x−1

x−2

x−3

Dé�nition 16. Soit n un entier pair stritement positif. On dé�nit la fontion raine n-ème omme

la réiproque de la fontion puissane n sur l'intervalle [0,+∞[. On la note

n

√
x, ou x 7→ x

1
n
. Lorsque

n est impair stritement positif, on peut dé�nir la fontion raine n-ème sur R puisque la puissane

n est alors bijetive de R dans R. La notation reste la même.

Remarque 12. Lorsque n = 2, omme vous en avez l'habitude, on notera simplement la raine arrée√
x.

Proposition 17. Les règles de alul énonées sur les puissanes entières restent toutes

valables pour des puissanes � frationnaires �. De plus, la dérivée des fontions raines

n-èmes est donnée par la même formule que elles des fontions puissanes entières.

Exemple : La fontion x 7→ x
1
3
, qui n'est autre que la fontion raine ubique x 7→ 3

√
x, est dérivable

sur R
∗
, de dérivée

1

3
x−

2
3 =

1

3( 3
√
x)2

.

Enore quelques exemples de ourbes :

0 1 2 3 4 5−1−2−3−4−5

0

1

2

3

−1

−2

−3

x 1/2

x1/10

x 1/3
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Dé�nition 17. Soit a ∈ R
∗
, la fontion puissane a est dé�nie sur R

+∗
par xa = ea lnx

.

Remarque 13. Cette dé�nition prolonge bien, au moins quand x > 0, elle donnée pour les puissanes
entières et les raines n-èmes. Pour les puissanes entières par exemple, on a vu que n lnx = ln(xn),
don en lnx = xn.

Proposition 18. Prinipales propriétés des fontions puissanes :

Les fontions puissanes sont dérivables sur R
+∗
, de dérivée axa−1

(même formule que pour

les puissanes entières.

Elles sont stritement roissantes sur ]0,+∞[ si a > 0, stritement déroissantes sinon.

La fontion puissane a et la fontion puissane

1

a
sont toujours réiproques l'une de l'autre.

Les règles de alul restent les même que pour les puissanes entières ou frationnaires.

Démonstration. En e�et, x 7→ ea ln(x)
se dérive omme une omposée, et a pour dérivée

a

x
ea ln(x) =

a

eln(x)
ea ln(x) = ae(a−1) ln(x) = axa−1

. Cette dérivée est bien positive si a > 0, négative sinon. Toutes

les règles de alul se véri�ent aisément à l'aide des propriétés du logarithme et de l'exponentielle.

Par exemple, xa × xb = ea ln(x) × eb ln(x) = e(a+b) ln(x) = xa+b
. De même, (xa)b = eb ln(e

a ln(x)) =
eab ln(x) = xab. Quant au 1a = 1, 'est une onséquene direte du fait que ln(1) = 0.

Remarque 14. La fontion puissane en base a est prolongeable par ontinuité en 0 en posant 0a = 0
lorsque a > 0. Si a > 1, sa dérivée est également prolongeable par 0 en 0 (f les résultats de roissane
omparée), e qui prouve que la ourbe représentative de es fontions admet en 0 une tangente

horizontale (on reviendra sur e genre de aluls dans un hapitre ultérieur sur la dérivation).

Vous attendiez les ourbes ? Il n'y en aura pas, les fontions puissanes quelonques ayant des allures

très similaires à elles des puissanes entières et des raines n-èmes vues plus haut.

2.5 Limites lassiques.

Théorème 3. Croissanes omparées :

• ∀a > 1, ∀b > 0, lim
x→+∞

ax

xb
= +∞

• ∀b > 0, ∀c > 0, lim
x→+∞

xb

(ln(x))c
= +∞

• ∀a > 1, ∀c > 0, lim
x→+∞

ax

(ln(x))c
= +∞

On peut déduire des résultats préédents les deux autres limites lassiques suivantes, qu'on

désignera également par le terme générique � roissanes omparées � :

• ∀a > 1, ∀n ∈ N, lim
x→−∞

ax × xn = 0

• ∀b > 0, ∀c > 0, lim
x→0+

xb(lnx)c = 0.

Une façon plus visuelle de voir les hoses, on peut répartir de la façon suivante les fontions usuelles

en +∞, les roissanes les plus rapides se situant à droite :
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logarithmes

︷ ︸︸ ︷
√

ln(x) ln(x) ln3(x)

puissanes

︷ ︸︸ ︷√
x x x4

exponentielles

︷ ︸︸ ︷

2x ex 10x xx

Démonstration. Toutes es propriétés se ramènent à la plus simple des propriétés de roissane om-

parée, à savoir que lim
x→+∞

ln(x)

x
= 0, e que nous ne pouvons malheureusement pas prouver aisément

ave notre dé�nition du logarithme. Constatons par exemple que

ax

xb
=

ex ln(a)

eb ln(x)
= ex ln(a)−b ln(x) =

ex(ln(a)−b
ln(x)

x
)
. En admettant la limite préédente, l'exposant dans l'exponentielle a pour limite +∞

en +∞ (ave la ondition a > 1), don lim
x→+∞

ax

xb
= +∞. Les autres limites s'obtiennent de la même

façon (en faisant en plus un hangement de variable du type X =
1

x
ou X = −x pour les deux

dernières).

Proposition 19. Taux d'aroissement.

Les limites suivantes sont issues de aluls de taux d'aroissement, que nous verrons plus

en détail dans le hapitre que nous onsarerons entièrement à la dérivation :

• lim
x→0

ex − 1

x
= 1

• lim
x→0

ln(1 + x)

x
= 1

• lim
x→0

sin(x)

x
= 1

• lim
x→0

tan(x)

x
= 1

Démonstration. Ce sont des onséquenes des formules pour les dérivées des fontions usuelles. Par

exemple, le taux d'aroissement de la fontion f : x 7→ ln(1+x) en 0 vaut τ0(h) =
ln(1 + h)− ln(1)

h
=

ln(1 + h)

h
. La fontion f étant dérivable, de dérivée

1

x+ 1
, l'expression onverge don quand h tend

vers 0 vers f ′(0) = 1.

Exemple : Étude détaillée de la fontion f : x 7→ x
1
x
.

• Le premier ré�exe à avoir est d'érire f sous la forme exponentielle f(x) = e
1
x
ln(x)

. Cela

permet notamment de justi�er de façon immédiate que Df = R
+∗

(même si, bien entendu,

f(x) � existe � pour ertaines valeurs négatives bien hoisies de la variable x).

• Déterminons désormais les limites de f aux bornes de son ensemble de dé�nition. Comme

lim
x→0+

1

x
ln(x) = −∞ (pas de forme indéterminée ii), lim

x→0+
f(x) = 0. De l'autre �té, omme

lim
x→+∞

1

x
ln(x) = 0 (par roissane omparée), on a lim

x→+∞
f(x) = e0 = 1. Il y a en partiulier

une asymptote horizontale d'équation y = 1 en +∞.

• On peut ensuite aluler la dérivée : f ′(x) =

(

− 1

x2
ln(x) +

1

x
× 1

x

)

e
1
x
ln(x) =

1− ln(x)

x2
e

1
x
ln(x)

.

L'exponentielle étant toujours positive, et x2 également, le signe de f ′
est elui de 1− ln(x),

qui s'annule lorsque ln(x) = 1, soit x = e. On peut don dresser le tableau de variations

suivant :
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x 0 e +∞

f

0

�✒
�

�

e
1
e

❍❍❍❥ 1

• Si on est ourageux, on peut tenter de déterminer la présene d'une éventuelle tangente en

0 (où la fontion est prolongeable par ontinuité), en herhant si f ′
y admet une limite.

Le alul est loin d'être évident, mais on peut faire une fatorisation ingénieuse : f ′(x) =
ln(x)2

x2

(
1

ln(x)2
− 1

ln(x)

)

e
ln(x)
x

. En posant X =
ln(x)

x
, X a pour limite −∞ quand x tend

vers 0, don le produit X2eX tend vers 0 ('est de la roissane omparée). La parenthèse

restante ave les inverses de ln tendant elle aussi manifestement vers 0, on en déduit que

lim
x→0

f ′(x) = 0, e qui prouve l'existene d'une tangente horizontale à la ourbe en 0.

• On ahève naturellement par une jolie ourbe, en indiquant les tangentes onnues :

0 1 2 3 4 5 6 7 8

0

1

2

3 Compléments.

3.1 Fontions hyperboliques.

Les fontions hyperboliques sont de la même famille que les fontions trigonométriques dans le

sens où elles ont une interprétation géométrique très similaire en remplaçant le erle trigonométrique

par une hyperbole, e qui explique le nom de es fontions. Mais es fontions peuvent également

s'exprimer très simplement à partir d'une autre fontion que vous onnaissez bien, l'exponentielle.

Dé�nition 18. Les fontions osinus et sinus hyperbolique sont dé�nies sur R par les équations

suivantes : ch(x) =
ex + e−x

2
et sh(x) =

ex − e−x

2
.

Remarque 15. Nous verrons quand nous reverrons les propriétés lassiques des nombres omplexes

que les formules d'Euler donnent une forme extrêmement similaire aux fontions trigonométriques.

Par ailleurs, les fontions hyperboliques interviennent naturellement dans le adre de ertains pro-

blèmes physiques simples : la ourbe formée par un able �xé en deux points et soumis à la fore

gravitationnelle (able téléphonique tendu entre deux poteaux, par exemple) est une ourbe de o-

sinus hyperbolique.
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Proposition 20. La fontion ch est paire, de dérivée sh. Elle a le tableau de variations

suivant :

x −∞ 0 +∞

h

+∞❍❍❍❥1

✟✯✟✟

+∞

La fontion sh impaire, de dérivée ch. Son tableau de variations est le suivant :

x −∞ 0 +∞

sh

−∞
✟✯✟✟

0

✟✯✟✟

+∞

Une allure de ourbe de es deux fontions :

0 1 2 3 4 5−1−2−3−4−5

0

1

2

3

4

5

−1

−2

−3

−4

−5

ch

sh

Démonstration. Tout ei est très faile à prouver : ch(−x) =
e−x + ex

2
= ch(x) et sh(−x) =

e−x − ex

2
= − sh(x). Puis ch′(x) =

ex − e−x

2
= sh(x), et de même pour sh′. Quand aux signes, ch

est positive omme somme de deux exponentielles, sh est don roissante et s'annule en 0, elle est

don négative sur R
−
et positive sur R

+
.

Proposition 21. Pour tout réel x, on a ch2(x)− sh2(x) = 1.
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Démonstration. ch2(x) + sh2(x) =
1

4
(e2x + e−2x + 2− e2x − e−2x + 2) = 1.

Remarque 16. Il existe beauoup d'autres formules de trigonométrie hyperbolique, ressemblant sou-

vent aux formules de trigonométrie lassiques (ave souvent juste un signe qui hange), nous en

verrons quelques exemples en exerie.

Dé�nition 19. La fontion tangente hyperbolique est dé�nie sur R par th(x) =
sh(x)

ch(x)
=

ex − e−x

ex + e−x
.

Proposition 22. La fontion th est impaire, dérivable sur R, et th′(x) = 1 − th2(x) =
1

ch2(x)
. Elle a le tableau de variations suivant :

x −∞ 0 +∞

th

−1

✟✯✟✟

0

✟✯✟✟

1

La ourbe représentative de la fontion th, ave ses deux asymptotes horizontales :

0 1 2 3 4−1−2−3−4

0

1

−1

Démonstration. Le fait que th soit dé�nie sur R déoule du fait que ch ne peut pas s'annuler. La

parité est évidente en tant que quotient d'une fontion impaire par une fontion paire. Calulons don

sa dérivée : th′(x) =
ch2(x)− sh2(x)

ch2(x)
= 1 − sh2(x)

ch2(x)
= 1 − th2(x). De plus, la formule ch2 − sh2 = 1

permet une autre simpli�ation sous la forme th′(x) =
1

ch2(x)
. La roissane de la fontion th déoule

de ette dernière forme. Il ne reste plus qu'à aluler la limite en +∞ (elle de l'autre �té en sera

déduite par parité) : th(x) =
ex(1− e−2x)

ex(1 + e−2x)
=

1− e−2x

1 + e−2x
. Comme lim

x→+∞
e−2x = 0, il n'y a plus de

forme indéterminée, et on obtient bien lim
x→+∞

th(x) = 1.
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3.2 Fontion partie entière.

Dé�nition 20. La partie entière d'un réel x est le plus grand entier inférieur ou égal à x. On la

note Ent(x), E(x), ou enore ⌊x⌋.

Exemples : Ent(2, 65743565678) = 2, Ent(5) = 5, Ent(−3, 4) = −4. Autrement dit, la partie entière

de x est le seul entier véri�ant Ent(x) 6 x < Ent(x) + 1.

Proposition 23. La fontion partie entière est onstante par moreaux. Elle est ontinue

sur tous les intervalles de la forme ]n, n+ 1[, où n ∈ Z.

Voii la ourbe de la fontion partie entière :

0 1 2 3−1−2−3

0

1

2

3

−1

−2

−3

Dé�nition 21. La partie frationnaire d'un réel x est dé�nie par la formule x− E(x).

La fontion partie frationnaire possède la urieuse propriété d'être une fontion périodique de pé-

riode 1 :

0 1 2 3−1−2−3

0

1
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